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Prefacio 


Un gran descubrimiento resuelve un gran problema, pero siempre hay una pizca 
de descubrimiento en la solucion de cualquier problema. El problema puede ser 
modesto, pero si desaffa su curiosidad y pone en juego sus facultades inventivas 
para resolverlo por sus propios medios, usted puede experimentar la emocion y 
disfrutar el triunfo del descubrimiento. 

GEORGE POLYA 


El arte de la ensenanza, dijo Mark Van Doren, es el arte de ayudar a descubrir. He inten- 
tado escribir un libro que ayude a los estudiantes a descubrir el Calculo, tanto por su uti- 
lidad practica como por su sorprendente belleza. En esta edicion, como en las seis primeras 
ediciones, mi objetivo es mostrar a los estudiantes un sentido de la utilidad del calculo 
y desarrollar en ellos una competencia tecnica, pero tambien intento ilustrar la belleza 
intrinseca de la materia. Sin duda, Newton experimento una sensacion de triunfo cuando 
hizo sus grandes descubrimientos; es mi deseo que los estudiantes compartan un poco de 
esa sensacion. 

El enfasis esta en la comprension de los conceptos. Creo que casi todo el mundo 
esta de acuerdo en que esta comprension debe ser el objetivo principal de la ensenanza del 
Calculo. De hecho, el impulso para la actual reforma en la ensenanza del Calculo vino 
desde la Conferencia de Tulane en 1986, donde se formulo su primera recomendacion: 

Concentrarse en la comprension de los conceptos 

He intentado implementar este objetivo mediante la regia de los tres: “Los temas deben 
presentarse con enfoques geometricos, numericos y algebraicos”. La visualization, la 
experimentacion numerica y grafica y otros enfoques han modificado la manera en que se 
ensena el razonamiento conceptual. La regia de los tres se ha ampliado para convertirse en 
la regia de los cuatro al hacer hincapie en la verbalizacion y lo descriptivo. 

En la redaction de la septima edicion me he propuesto lograr una comprension con- 
ceptual y conservar aun lo mejor del Calculo traditional. El libro contiene elementos de la 
reforma, pero dentro del contexto de un currfculo traditional. 



Versiones alternativas 


He escrito otros libros de calculo que podrfan ser preferidos por algunos maestros. La 
mayorfa de ellos tambien vienen en versiones de una variable y de varias variables. 

■ Calculo: Transcendentes tempranas, septima edicion, version hfbrida, es similar al 
presente libro en contenido y cobertura salvo que todos los ejercicios de la section 
estan disponibles solo en Enhanced WebAssign. El texto impreso incluye un repaso 
de todo el material al final de capitulo. 

■ Calculo, septima edicion, es similar al presente libro de texto excepto que las 
funciones trigonometricas inversas, logarftmicas y exponenciales se tratan en un 
segundo semestre. 




■ Cdlculo, septima edicion, version hfbrida, es similar a Cdlculo, septima edicion, 
en contenido y cobertura, salvo que todos los ejercicios al final de la seccion estan 
disponibles solo en Enhanced WebAssign. El texto impreso incluye un repaso de todo 
el material al final del capftulo. 

■ Cdlculo esencial es un libro mucho mas breve (800 paginas), aunque contiene casi 
todos los temas de Cdlculo, septima edicion. La relativa brevedad se logra a traves de 
una exposition mas concreta de algunos temas y poniendo algunas caracterfsticas en 
el sitio web. 

■ Cdlculo esencial: transcendentes tempranas se asemeja a Cdlculo esencial, solo que 
las funciones trigonometricas inversas, exponenciales y logarftmicas se tratan en el 
capftulo 3. 

■ Cdlculo: conceptos y contextos, cuarta edicion, destaca la comprension conceptual 
aun mas fuertemente que este libro. La cobertura de temas no es enciclopedica y el 
material sobre funciones trascendentes y ecuaciones parametricas es tejido a lo largo 
del libro en lugar de ser tratadas en capftulos separados. 

■ Cdlculo: primeros vectores introduce los vectores y las funciones vectoriales en un 
primer semestre y las integra en todo el libro. Es adecuado para los estudiantes que 
toman cursos de ingenierfa y ffsica simultaneamente con el de Calculo. 

■ Cdlculo aplicado abreviado esta destinado a estudiantes de negocios, ciencias 
sociales y ciencias de la vida. 


4 Que hay de nuevo en la septima edicion? 


Los cambios han sido resultado de los comentarios de mis colegas y estudiantes de la 

Universidad de Toronto y de la lectura de diarios, asf como de las sugerencias de los usuarios 

y los revisores. Estas son algunas de las muchas mejoras que he incorporado en esta edicion. 

■ Parte del material ha sido reescrito para mayor claridad o mejor motivation. Vease, 
por ejemplo, la introduccion al tema de valores maximos y mfnimos en la pagina 274 
y la introduccion a las series en la pagina 703. 

■ Se han agregado nuevos ejemplos, y las soluciones a algunos de los ejemplos 
existentes han sido ampliadas. Un caso puntual: he anadido detalles para la solution 
del ejemplo 2.3.1 1 porque cuando enseno la seccion 2.3 de la sexta edicion me 

he dado cuenta de que los estudiantes necesitan mas orientacion cuando se configuran 
las desigualdades para el teorema de la compresion. 

■ El programa de arte ha sido renovado: se han incorporado nuevas figuras y un 
porcentaje importante de las actuales figuras han sido redibujadas. 

■ Se han actualizado los datos de ejemplos y ejercicios para ser mas pertinentes. 

■ Se han agregado tres nuevos proyectos: El indice Gini (pagina 429) explora como 
medir la distribution del ingreso entre los habitantes de un pafs y es una atractiva 
aplicacion del tema de area entre curvas. (Agradezco a Klaus Volpert por sugerir 
este proyecto.) En Familias de curvas implicitas (pagina 217) se investigan variadas 
formas cambiantes de curvas definidas implfcitamente como parametros en una 
familia. Las familias de curvas polares (pagina 664) exhiben las fascinantes formas 
de curvas polares y como evolucionan en el contexto de una familia. 


PREFACIO XV 


EJERCICIOS CONCEPTUALES 


CONJUNTOS DE EJERCICIOS 
CALIFICADOS 

DATOS DEL MUNDO REAL 
PROYECTOS 


■ Mas de 25% de los ejercicios de cada capftulo son nuevos. Estos son algunos de mis 
favoritos: 1.6.58, 2.6.51, 2.8.13-14, 3.3.56, 3.4.67, 3.5.69-72, 3.7.22, 4.3.86, 5.2.51-53, 
6.4.30, 11.2.49-50 y 11.10.71-72. 



Mejoras tecnologicas 


■ Los medios de comunicacion y tecnologfa para apoyar el texto se han mejorado para 
dar a los profesores mayor control sobre su curso, proporcionar ayuda adicional 
para hacer frente a los diversos niveles de preparation de los estudiantes del curso de 
Calculo y fortalecer el apoyo para la comprension conceptual. Las caracterfsticas del 
nuevo Enhanced WebAssign incluyen un Cengage YouBook personalizado, un repaso 
Just in Time, un Show your Work, un Evaluador de respuestas, un Plan de estudio 
personalizado, Master Its, solution en videos, videoclips de conferencias (con 
preguntas asociadas) y un Visualizing Calculus (animaciones TEC con preguntas 
asociadas) que se han desarrollado para facilitar el mejor aprendizaje de los estudiantes 
y hacer flexible el trabajo docente en el aula. 

■ El TEC ( Herramientas para Enriquecer el Calculo) ha sido completamente 
redisenado y esta disponible en Enhanced WebAssign, CourseMate y PowerLecture. 
Selected Visuals y Modules estan disponibles en www.stewartcalculus.com. 



Caracterfsticas 


La manera mas importante de fomentar la comprension conceptual es a traves de los pro- 
blemas que proponemos. Para ello he ideado varios tipos de problemas. Algunos conjun- 
tos de ejercicios comienzan solicitando la explication del significado de los conceptos 
basicos de la seccion. (Vease, por ejemplo, los primeros ejercicios en 2.2, 2.5 y 1 1.2.) Del 
misrno modo, todas las secciones de repaso comienzan con una verificacion de conceptos 
y un Examen rapido Verdadero-Falso. Los ejercicios de verificacion de comprension 
conceptual a traves de graficos o tablas se ven en los ejercicios 2.7.17, 2.8.35-40, 
2.8.43-46, 9.1.11-13, 10.1.24-27 y 11.10.2. 

Otro tipo de ejercicio donde se utiliza la description verbal para verificar la compren- 
sion conceptual esta en los ejercicios 2.5.10, 2.8.58, 4.3.63-64 y 7.8.67. Considero de valor 
especial los problemas que combinan y comparan los enfoques numericos, graficos y alge- 
braicos (ver ejercicios 2.6.39-40, 3.7.27 y 9.4.2). 

Cada conjunto de ejercicios es cuidadosamente calificado, progresando desde ejercicios 
conceptuales basicos y problemas para el desarrollo de habilidades hasta problemas mas 
desafiantes de aplicaciones y demostraciones. 

Mis ayudantes y yo hemos pasado mucho tiempo buscando en bibliotecas, poniendonos en 
contacto con empresas y organismos gubernamentales, y buscando information en inter- 
net con el fin de presentar, motivar e ilustrar los conceptos del Calculo a partir de datos del 
mundo real. Como resultado, muchos de los ejemplos y ejercicios se tratan con funcio- 
nes definidas por estos datos numericos o graficos. Vease, por ejemplo, la figura 1 en 
la seccion 1.1 (sismogramas del terremoto de Northridge), ejercicio 2.8.36 (porcentaje 
de la poblacion menor de 18 anos), ejercicio 5.1.16 (velocidad del transbordador espa- 
cial Endeavour) y la figura 4 en la seccion 5.4 (consumo de energia de San Francisco). 

Una manera de interesar y activar a los estudiantes es hacerlos trabajar (quizas en grupos) 
en proyectos extendidos que den la sensation de triunfo al obtener un logro sustancial una 
vez finalizados. He incluido cuatro tipos de proyectos: proyectos de aplicacion que invo- 
lucran aplicaciones disenadas para apelar a la imagination de los estudiantes. El proyecto 
posterior a la seccion 9.3 pregunta si una pelota lanzada verticalmente hacia arriba tarda 
mas tiempo en llegar a su altura maxima o en volver a su altura original. (La respuesta 
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podria sorprenderle.) En la siguiente section, 10.2, se muestra como utilizar las curvas de 
Bezier en el diseno de formas que representan letras para una impresora laser. La redac- 
tion de proyectos pide a los estudiantes comparar metodos actuales con los de los funda- 
dores del Calculo, por ejemplo, el metodo de Fermat para encontrar rectas tangentes; para 
esto se sugieren referencias. Los proyectos para un descubrimiento anticipan resultados 
que se analizan mas adelante o fomentan el descubrimiento a traves del reconocimiento de 
patrones (vease la posterior a la section 7.6). Otros proyectos se encuentran en la Guia del 
instructor (vease, por ejemplo, el grupo ejercicio 5.1: Position a partir de muestras). 

Los estudiantes suelen tener dificultades con problemas para los que no existe algun pro- 
cedimiento bien definido para obtener la respuesta. Creo que nadie ha mejorado mucho la 
estrategia de George Polya con sus cuatro etapas para resolver un problema, por lo que, en 
consecuencia, he incluido una version de sus principios para resolver problemas despues 
del capftulo 1 . Estos principios, tanto expllcita como impllcitamente, se aplican en todo el 
libro. Despues de los otros capftulos he colocado secciones llamadas Problemas adicio- 
nales , que incluyen ejemplos de como afrontar problemas diffciles de Calculo. En la selec- 
tion de los variados problemas para estas secciones tome en cuenta el consejo de David 
Hilbert: “un problema matematico debe ser diffcil para convencernos, pero no inaccesible 
como para frustrar nuestros esfuerzos”. Cuando propongo estos desafiantes problemas en 
tareas y examenes, los califico de manera diferente. Aqui premio significativamente a un 
estudiante por sus ideas y aportaciones orientadas hacia una solution y por reconocer cua- 
les principios de solution de problemas son relevantes. 

La disponibilidad de la tecnologfa no hace menos, sino mas importante comprender clara- 
mente los conceptos que subyacen en las imagenes en la pantalla. Cuando se utilizan 
correctamente, las calculadoras y dispositivos de graficacion son poderosas herramientas 
para analizar y comprender los conceptos. Este libro de texto puede utilizarse con o sin 
tecnologfa y empleo dos sfmbolos especiales para indicar claramente cuando se requiere un 
tipo especial de maquina. El icono indica un ejercicio que dehnitivamente necesita de 
esta tecnologfa, pero no indica que no sea posible usarla en otros ejemplos. El sfmbolo [sac] 
se utiliza para problemas que requieren todos los recursos de un sistema algebraico compu- 
tarizado (Derive, Maple, Mathematica o la TI-89/92). A pesar de todo, la tecnologfa no 
deja obsoletos al lapiz y el papel. Con frecuencia son preferibles los calculos y trazos hechos 
manualmente para ilustrar y reforzar algunos conceptos. Tanto profesores como estudian- 
tes necesitan desarrollar la capacidad de decidir cuando es apropiado trabajar a mano o con 
maquina. 

TEC es un acompanante de este libro de texto y esta pensado para enriquecer y comple- 
mentar su contenido (disponible desde internet en www.stewartcalculus.com y en Enhan- 
ced WebAssign y CourseMate). Desarrollado por Harvey Keynes, Dan Clegg, Hubert 
Hohn y por mf, TEC utiliza un enfoque exploratorio y de descubrimiento. En las seccio- 
nes del libro donde la tecnologfa es particularmente apropiada, los iconos al margen diri- 
gen a estudiantes hacia modulos TEC que proporcionan un entorno de laboratorio en el 
que puede explorar el tema de diferentes maneras y en distintos niveles. Visual son ani- 
maciones de figuras en el texto; Module son actividades mas elaboradas e incluyen ejer- 
cicios. Los profesores pueden optar por participar en varios niveles diferentes, que van desde 
simplemente alentar a los estudiantes a usar Visual y Module para la exploration indepen- 
diente, hasta asignar ejercicios especfficos de los incluidos en Module, o a la creation de 
ejercicios adicionales, laboratories y proyectos que hacen uso de Visual y Module. 

Aquf se presentan tareas sugeridas en forma de preguntas y tratan de emular un asistente 
efectivo de ensenanza al funcionar como un discreto tutor. En cada section del texto se 
incluyen sugerencias para los ejercicios representativos (normalmente impares), indicando 
en rojo el numero del ejercicio. Los ejercicios estan construidos de manera que no revelan 
mas de la solution real de lo que es mfnimo necesario para avanzar mas y estan disponibles 
a los estudiantes en stewartcalculus.com, CourseMate y Enhanced WebAssign. 
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PREFACIO xvii 

La tecnologfa esta teniendo impacto en la forma en que se asignan tereas a estudiantes, par- 
ticularmente en grupos numerosos. El uso de tareas en lrnea es creciente y su interes depende 
de la facilidad de uso, calidad de calificacion y confiabilidad. Con la septima edicion hemos 
estado trabajando con la comunidad de Calculo y WebAssign para desarrollar un sistema mas 
solido de tareas en lrnea. Hasta 70% de los ejercicios de cada seccion son asignables como 
tareas en lrnea, incluyendo respuestas libres, option multiple y otros varios formatos. 

El sistema tambien incluye ejemplos activos, en los que los estudiantes son guiados 
paso a paso en tutoriales a traves de ejemplos textuales, con enlaces al libro de texto y a 
las soluciones en video. Las nuevas mejoras al sistema incluyen un eBook personalizable, una 
muestra de las caracterfsticas de su trabajo ( Show Your Work), un repaso de prerrequisitos 
de precalculo (Just in Time), un editor de tareas mejorado ( Assignment Editor) y un eva- 
luador de respuestas ( Answer Evaluator) que acepta respuestas matematicamente equiva- 
lentes y permite la calificacion de las tareas del mismo modo en que lo hace el profesor. 

Este sitio incluye lo siguiente: 

■ Tareas sugeridas 

■ Repaso de algebra 

■ Mi calculadora miente y la computadora me dijo 

■ Historia de las matematicas, con vfnculos a los mejores sitios historicos 

■ Topicos adicionales (complementados con conjuntos de ejercicios): series de Fourier, 
formulas para el termino del residuo en la serie de Taylor, rotacion de ejes 

■ Problemas archivados (ejercicios de practica que aparecieron en las ediciones 
anteriores, junto con sus soluciones) 

■ Problemas de desaffo (algunos de los problemas especiales que aparecieron en 
secciones de ediciones anteriores) 

■ Vfnculos para topicos particulars a recursos externos de la web 

■ Tools for Enriching Calculus (TEC), Module y Visual 



Contenido 


El libro comienza con cuatro examenes de diagnostico relacionados con algebra basica, 
geometrfa analftica, funciones y trigonometrfa. 

Se presenta una vision general del tema e incluye una lista de preguntas para motivar el 
estudio del calculo. 


Desde el principio, se hace hincapie en varias representaciones de las funciones: verbal, 
numerica, visual y algebraica. Una discusion de los modelos matematicos conduce a una 
revision de las funciones estandar, incluyendo las funciones exponenciales y logarftmicas, 
desde estos cuatro puntos de vista. 

El material sobre lfmites esta motivado por un debate previo sobre los problemas de la 
recta tangente y la velocidad. Los lfmites son tratados desde puntos de vista descriptivos, 
graficos, numericos y algebraicos. La seccion 2.4, sobre la definition precisa e-S de un 
lfmite, es una seccion opcional. Las secciones 2.7 y 2.8 tratan de derivadas (especialmente 
con funciones definidas grafica y numericamente) antes de estudiar las reglas de derivacion 
en el capftulo 3. Aquf los ejemplos y ejercicios exploran los significados de derivadas en 
diversos contextos. Las derivadas de orden superior se presentan en seccion 2.8. 

Aquf se derivan todas las funciones basicas, incluyendo las exponenciales, logarftmicas y 
trigonometricas inversas. Cuando las derivadas se calculan en situaciones aplicadas, se 
pide a los estudiantes explicar su significado. En este capftulo se estudian el crecimiento 
y decaimiento exponencial. 
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4 Aplicaciones de la derivada 


5 Integrates 


6 Aplicaciones de la integracion 


7 Tecnicas de integracion 


8 Aplicaciones 
adicionales de la integracion 


9 Ecuaciones diferenciales 


10 Ecuaciones parametricas 
y coordenadas polares 


11 Sucesiones y series infinitas 


Los hechos basicos relativos a los valores extremos y a las formas de las curvas se dedu- 
cen del teorema del valor medio. Las graficas con tecnologfa hacen hincapie en la interaction 
entre el Calculo y las calculadoras y el analisis de las familias de curvas. Se proporcio- 
nan algunos problemas importantes, incluyendo una explicacion del porque necesita 
levantar su cabeza 42° para ver la parte superior de un arcofris. 

Los problemas del area y la distancia sirven para motivar el estudio de la integral definida, 
recurriendo a la notacion sigma cada vez que sea necesario. (En el apendice E se proporciona 
un tratamiento completo de la notacion sigma.) Se enfatiza la explicacion del significado de 
la integral en diversos contextos y en la estimation de sus valores en graficas y tablas. 

Aquf presento las aplicaciones de la integracion — area, volumen, trabajo, valor promedio — 
que razonablemente pueden hacerse sin tecnicas especializadas de integracion. Se hace 
hincapie en metodos generales. El objetivo es que los estudiantes puedan dividir una can- 
tidad en trozos pequenos, estimarla con sumas de Riemann, y reconocer su lfmite como 
una integral. 

Aquf se cubren los metodos estandar pero, por supuesto, el verdadero desaffo es recono- 
cer que tecnica se utiliza mejor en una situation dada. En consecuencia, en la section 7.5 
presento una estrategia para la integracion. El uso de sistemas algebraicos computarizados 
se explica en la section 7.6. 

Aquf aparecen las aplicaciones de integracion: area de una superficie y longitud de un arco, 
para las que es util tener disponibles todas las tecnicas de integracion, asf como aplicacio- 
nes a la biologfa, la economfa y la ffsica (fuerza hidrostatica y centros de masa). Tambien 
he incluido una section de probabilidad. Aquf hay mas aplicaciones de las que en realidad 
se pueden cubrir en un curso determinado, asf que los profesores deben seleccionar las 
aplicaciones adecuadas para interesar a los estudiantes y a ellos mismos. 

El modelado es el tema que unifica este tratamiento preliminar de las ecuaciones diferen- 
ciales. Los campos direccionales y el metodo de Euler se estudian antes de resolver las 
ecuaciones lineales y separables de forma explfcita, por lo que los enfoques cualitativos, 
numericos y analfticos reciben igual consideration. Estos metodos se aplican a los mode- 
los exponenciales, logfsticos y otros para el estudio del crecimiento de la poblacion. Las 
primeras cuatro o cinco secciones de este capftulo son una buena introduction a las ecua- 
ciones diferenciales de primer orden. Una section final opcional utiliza el modelo depre- 
dador-presa para ilustrar los sistemas de ecuaciones diferenciales. 

Este capftulo introduce las curvas parametricas y polares y las aplicaciones del Calculo en 
ellas. Las curvas parametricas estan bien adaptadas a los proyectos de laboratorio; los tres 
presentados involucran a familias de curvas y curvas de Bezier. Un breve tratamiento de las 
conicas en coordenadas polares prepara el camino para las leyes de Kepler en el capftulo 13. 

Las pruebas de convergencia tienen justificaciones intuitivas (vease la pagina 714) asf 
como demostraciones formales. Las estimaciones numericas de sumas de series estan 
basadas en cual prueba se uso para demostrar una convergencia. El enfasis esta en la serie 
y polinomios de Taylor y sus aplicaciones a la ffsica. Las estimaciones de error incluyen 
los de dispositivos de graficacion. 



Material auxiliar 


Calculo. Trascendentes tempranas, septima edition, se apoya en un conjunto completo de 
materiales auxiliares desarrollados bajo mi direction. Cada parte se ha disenado para 
mejorar la comprension del estudiante y facilitar la ensenanza creativa. Con esta edition. 
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se han desarrollado nuevos medios y tecnologfas que ayudan al estudiante a visualizar el 
calculo y a los instructores a personalizar el contenido para mejorar la forma en que ensenan 
su curso. Las tablas en las paginas xxiii-xxiv describen cada uno de estos auxiliares. 
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Auxiliares para instructors 


Power Lecture 

ISBN 0-8400-5421-1 

Este DVD contiene todo el arte del texto enformatos de 
PowerPoint y jpeg, ecuaciones clave y tablas del texto completo 
predefinidas de conferencias en PowerPoint, una version 
electronica de la gina del instructor, un generador de soluciones, 
un software de pruebas ExamView, herramientas para enriquecer 
el calculo (TEC), un video de instrucciones y un comando 
Joinln sobre el contenido de TurningPoint. 

Instructor's Guide 

Por Douglas Show 
ISBN 0-8400-5418-1 

Cada section del texto se analiza desde varios pantos de vista. 
La guia del instructor (Instructor’ s Guide) contiene tiempo 
sugerido de asignacion, puntos a destacar, temas de debate 
del texto, materiales bdsicos para la close, sugerencias para 
trabajo en taller y ejercicios de trabajo de grupo en una forma 
adecuada para su entrega y sugiere las asignaciones de tareas. 
Una version electronica de la gida del instructor esta 
disponible en el DVD de PowerLecture. 

Complete Solutions Manual 
Single Variable Early Transcendentals 

Por Daniel Anderson, Jeffery A. Cole y Daniel Drucker 
ISBN 0-8400-4936-6 

Contiene las soluciones detalladas de todos los ejercicios del 
texto. 

Solution Builder 

www.cengage .com / solutionbuilder 
Esta base de datos en linea para el instructor ofrece soluciones 
muy elaboradas para todos los ejercicios en el texto. El generador 
de soluciones (Solution Builder) permite crear impresiones 
personalizadas de soluciones seguras ( enfonnato PDF) que 
coinciden exactamente con los problemas asignados en close. 

Printed Test Bank 

Por William Steven Harmon 
ISBN 0-8400-54 19-X 

Contiene textos especlficos de option multiple y examenes de 
respuesta libre. 

ExamView Testing 

Crear, entregary personalizar los examenes en formatos 
impresos en linea con ExamView, permite una evaluation de 
facil uso a traves de un software tutorial. ExamView contiene 
cientos de elementos para examenes de respuesta multiple y 
libre. ExamView esta disponible en el DVD de 
PowerLecture. 


Stewart Website 

www. stewartcalculus .com 

Contenido: Tareas sugeridas ■ Repaso de algebra ■ Temas 
adicionales ■ Ejercicios de simulacion ■ Problemas de 
desafio ■ Enlaces web ■ Historia de las matemdticas 
■ Herramientas para enriquecer el calculo (TEC) 

■ ian Tools for Enriching™ Calculus 

Por James Stewart, Harvey Keynes, Dan Clegg y 

el desarrollador Hu Hohn 

Herramientas para enriquecer el calculo (TEC) funciona 
como una poderosa herramienta para instructores, asi como 
un entorno tutorial en el que los estudiantes pueden explorar 
y revisar temas seleccionados. Los modulos de simulacion en 
Flash en TEC incluyen instrucciones escritas y en audio de 
los conceptos y ejercicios. TEC esta accesible en CourseMate, 
WebAssign y PowerLecture. Los elementos seleccionados en 
Visual y Module estan disponibles en 
www. stewartcalculus. com. 

WebAssign Enhanced WebAssign 

www.webassign.net 

El sistema de distribution de tareas de WebAssign permite a 
los instructores entregar, recoger, calificary elaborar listas 
a traves de la web. Enhanced WebAssign para el Calculo de 
Stewart involucra ahora a los estudiantes en la revision del con- 
tenido al comienzo del curso y al principio de cada seccion asi 
como en los conocimientos previos. Adenms, para los problemas 
seleccionados, los estudiantes pueden obtener ayuda adicional 
en forma de “mayor retroalimentacion ” (las respuestas) y solu- 
ciones en video. Otras caracteristicas clave incluyen: miles de 
problemas del Calculo de Stewart. Un personalizable Cengage 
YouBook, un plan de estudio personal, una muestra de su 
trabajo, un repaso en el momento, un evaluador de respuestas, 
modulos de animaciones y visualization del Calculo, concursos, 
videos de conferencias (con preguntas asociadas) y mucho mas. 

Cengage Customizable YouBook 

YouBook es un eBook en Flash interactivo y personalizable, 
que dene todo el contenido del Calculo de Stewart. Las 
caracteristicas de YouBook son una herramienta de edition 
de texto que permite a los profesores modificar la narrativa del 
libro de texto segun sea necesario. Con YouBook, los profesores 
pueden reordenar rdpidamente capitulos y secciones enteras u 
ocultar cualquier contenido que no ensenan, para crear un libro 
electronico que coincida perfectamente con su plan de estudios. 
Los profesores pueden personalizar aun mas el texto anadiendo 
sus ideas o enlaces de video en YouTube. Los activos de 
medios adicionales incluyen: figuras animadas, videoclips, 
destacando notas y mas. YouBook esta disponible en 
Enhanced WebAssign. 


xxiii 


■ Electronicos 


■ Impresos 


.CourseMate CourseMate 

www.cengagebrain.com 

CourseMate es una perfecta herramienta de autoaprendizaje 
para estudiantes y no requiere ningun apoyo de los profesores. 
CourseMate trae conceptos con aprendizaje interactivo, 
estudio y herramientas interactivas para la preparation de 
examenes que apoyan al libro de texto impreso. CourseMate 
para el Calculo de Stewart incluye: un libro electronico 
interactivo, herramientas para enriquecer el calculo, videos, 
cuestionarios, tar j etas en flash y mas. Para los profesores, 
CourseMate incluye Engagement Tracker, una herramienta de 
primera en su tipo que supervisa el trabajo estudiantil. 

Maple CD-ROM 

Maple proporciona un dispositivo avanzado de calculo 
matemdtico de alto rendimiento plenamente integrado con 
simbolos numericos, todos accesibles desde un entorno tecnico 
desde WYSIWYG. 

CengageBrain.com 

Para accesos de materiales adicionales del curso y recursos de 
apoyo, por favor visite www.cengagebrain.com. En esta pdgina 
busque por ISBN o por titulo ( desde la cubierta posterior de su 
libro) usando el comando de biisqueda en la parte superior de 
la pdgina. Esto le llevard a la pdgina del producto donde se 
pueden encontrar gratuitamente recursos de apoyo. 
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Al estudiante 


Leer un libro de texto de Calculo es diferente a la lectura de un periodico, una novela o incluso un 
libro de ffsica. No se desaliente si tiene que leer un parrafo mas de una vez para entenderlo. Debe 
tener lapiz, papel y calculadora disponibles para esbozar un diagrama o hacer un calculo. 

Algunos estudiantes comienzan por abordar sus problemas de tarea y leen el texto solo si se 
bloquean en un ejercicio. Sugiero que un plan mucho mejor es leer y comprender una seccion 
del texto antes de enfrentar los ejercicios. En particular, debe leer con cuidado las definiciones 
para ver el significado exacto de cada termino. Antes de leer cada ejemplo, le sugiero que lle- 
gue a la solution tratando de resolver el problema usted mismo. Obtendra mucho mas que 
mirando la solution si es que lo hace. 

Parte del objetivo de este curso es inducir el pensamiento logico. Es muy importante apren- 
der a escribir las soluciones de los ejercicios de una manera articulada, paso a paso, con comen- 
tarios explicativos, no solo una cadena de ecuaciones o formulas desconectadas. 

Las respuestas a los ejercicios de numero impar aparecen al final del libro, en el apendice I. 
Algunos ejercicios piden una explication verbal, interpretation o description. En tales casos no 
hay una unica forma correcta de expresar la respuesta, por lo que no se preocupe si no ha encon- 
trado la respuesta definitiva. Ademas, a menudo hay varias formas diferentes para expresar una 
respuesta numerica o algebraica, asf que si su respuesta aparenta ser diferente a la mia, no asuma 
inmediatamente que se equivoco. Por ejemplo, si la respuesta dada al final del libro es y/2 — 1 
y usted obtuvo l/(l + \[2), entonces esta usted en lo correcto y racionalizar el denominador 
demostrara que las respuestas son equivalentes. 

El icono @3 indica un ejercicio que sin duda requiere el uso de una calculadora grahcadora o 
una computadora con software de graficos (en la seccion 1.4 se analiza el uso de estos disposi- 
tivos de graficacion y algunas de las dihcultades que puedan surgir). Sin embargo, esto no sig- 
nifica que los dispositivos de graficos no puedan utilizarse para comprobar el trabajo de otros 
ejercicios. El sfmbolo se reserva para problemas en los que se requieren todos los recursos 
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de un sistema algebraico computarizado (Derive, Maple, Mathematica o la TI-89/92). Tambien 
se usara el sfmbolo E§j para cuidar que no se cometa un error. He puesto este si'mbolo en los 
margenes en situaciones donde he advertido que gran parte de mis estudiantes tienden a come- 
ter el mismo error. 

Las Herramientas para enriquecer el calculo, acompanantes de este texto, estan indicadas 
por medio del sfmbolo QU y estan disponible en Enhanced WebAssign y en CourseMate (los 
recursos Visual y Module estan disponibles en www.stewartcalculus.com). Aquf se dirige al 
estudiante a los modulos en los que puede explorar los aspectos del Calculo para los que la 
computadora es particularmente util. 

En TEC tambien se encuentra Tareas sugeridas para ejercicios representatives que estan 
indicados con numero en rojo: 5. Estas sugerencias pueden encontrarse en stewartcalculus.com 
asf como en Enhanced WebAssign y CourseMate. Estas sugerencias de tareas hacen preguntas 
al estudiante que le permiten avanzar hacia una solution sin dar realmente la respuesta. Es nece- 
sario que el estudiante siga activamente cada pista con lapiz y papel a la mano para destacar los 
detalles. Si una sugerencia particular no permite resolver el problema, puede hacer clic para ver 
la siguiente sugerencia. 

Le recomiendo que conserve este libro para fines de consulta despues de terminar el curso. 
Es probable que olvide algunos de los detalles especfficos del Calculo, por lo que el libro servira 
como una referenda litil cuando sea necesario utilizar el Calculo en cursos posteriores. Puesto 
que este libro contiene mas material del que es posible cubrir en todo un curso, tambien puede 
servir como un valioso recurso para un trabajo cientffico o de ingenierfa. 

El Calculo es un tema apasionante, justamente considerado uno de los mayores logros del 
intelecto humano. Espero que el estudiante descubra que no solo es util, sino tambien intrfn- 
secamente hermoso. 


JAMES STEWART 


de diagnostico 



El exito en Calculo depende en gran medida del conocimiento de las 
matematicas que le preceden: algebra, geometria analitica, funciones 
y trigonometrla. Los siguientes examenes estan destinados a diagnosticar las 
debilidades que el estudiante pueda tener en estas areas. Despues de cada 
examen puede verificar sus respuestas comparandolas con las respuestas 
determinadas y, si es necesario, actualizar sus habilidades haciendo referenda 
a los materiales de repaso que se proporcionan. 


Examen de diagnostico: algebra 


1. Evalue las siguientes expresiones sin utilizar calculadora: 

a) ( — 3) 4 b) — 3 4 c) 3~ 4 


*5* 


e,,f 


f) 16 


-3/4 


2 . Simplifique las siguientes expresiones. Escriba su respuesta sin exponentes negativos: 

a) yfl 00 - V32 

b) (3a } b } )(4ab 1 2 ) 2 

(3x v Y' 

C) { ' 


*y i/2 


Desarrolle y simplifique las siguientes expresiones: 
a) 3(x + 6) + 4(2x — 5) b) ( x + 3)(4x — 5) 

c) {-Ja + y[b ){\fa — y[b ) d) (2x + 3) 2 
e) (x + 2 f 


4 . Factorice las siguientes expresiones: 
a) 4x 2 - 25 
c) x 3 — 3x 2 — 4x + 12 
e) 3 x 3/2 - 9x 1/2 + 6x 


1/2 


b) 2x 2 + 5x - 12 
d) x 4 + 27x 
f) x 3 y — 4xy 


5 . Simplifique las siguientes expresiones racionales: 


a) 


c) 


x 2 + 3x + 2 
x 2 — x — 2 


x 2 x + 1 

x 2 — 4 x + 2 


b) 


d) 


2x 2 — x — 1 x + 3 


x 2 - 9 
y__x L 
x y 


2x + 1 
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6 . Racionalice y simplifique las siguientes expresiones. 


a) 


a/IO 


b) 


V4 + h - 2 


V5 - 2 h 

7 . Reescriba las siguientes expresiones completando un trinomio cuadrado perfecto. 

a) x 2 + x + 1 b) 2x 2 — 12x + 1 1 

8 . Resuelva las siguientes ecuaciones (encuentre solo las soluciones reales). 

2x 2x — 1 


a) x + 5 = 14 — \x 
c) x 2 — x — 12 = 0 


b) 

X + 1 X 

d) 2x 2 + 4x + 1 = 0 
f) 3\x — 4| = 10 


x 

e) x 4 — 3x 2 + 2 = 0 
g) 2x(4 - xY 1 ' 2 - 3a/ 4 - x = 0 

9 . Resuelva las siguientes desigualdades y exprese la solucion en intervalos: 
a) -4 < 5 - 3x 17 b) x 2 < 2x + 8 

c) x(x — l)(x + 2)>0 d) | x — 4 | < 3 

2x - 3 


e) 


x + 1 


l 


10 . Indique si cada una de las siguientes afirmaciones es verdadera o falsa: 


a) ( p + q) 2 =p 2 + q 2 
c) Y° 2 + b 2 = a + b 


b) sfab = Va Vb 

1 +TC 

d) = 1 + T 


e) 


x~y 


f) 


c 

1 jx 


a/x — b/x a — b 


Respuestas al examen de diagnostico A: algebra 


1 . 

a) 

81 

b) -81 


C ) 81 

6 . 

a) 

5V2 + 2 VI 0 


b) 


d) 

25 

e) \ 


f) 1 






2 . 

a) 

6 V 2 

b) 48 a 5 b 7 


X 

c) 7 

9y 7 

7 . 

a) 

(x + \y + 1 


b) 

3 . 

a) 

1 lx - 2 

b) 4x 2 + 

lx — 

15 

8 . 

a) 

6 

b) 

1 


c) 

c) 

a — b 
x 3 + 6x 2 3 

d) 4x 2 + 
■ I2x + 8 

12x + 

9 


d) 

-1 ±\j2 

e) 

±1, ±\/2 








g) 

T 



4. 

a) 

(2x - 5)(2. 

x + 5) 

b) 

(2x - 3)(x + 4) 







e) 

(x — 3)(x - 

- 2)(x + 2) 

d) 

x(x + 3)(x 2 — 3x + 9) 

9. 

a) 

[-4, 3) 


b) 


e) 

3x -1/2 (x - 

l)(x - 2) 

f) 

xy(x — 2)(x + 2) 


c) 

(-2, 0) U (1, ®) 

d) 



x + 2 



A' — 1 


e) 

(-1.4] 



5. 

a) 



b) 









A __ 

l 



X J 

10 . 

a) 

Falsa 

b) 

Verdadera 


c) 

x — 2 


d) 

-(x + y) 


d) 

Falsa 

e) 

Falsa 


i 

^4 + h + 2 
2{x - 3) 2 - 7 
c) -3,4 


(-2, 4) 
( 1 , 7 ) 


c) Falsa 
f) Verdadera 


Si tiene usted dificultades con este examen, puede consultar Review of 
Algebra (repaso de algebra) en el sitio web www.stewartcalculus.com 
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Examen de diagnostico: geometria analitica 


1. Encuentre la ecuacion de la recta que pasa por (2, —5) y 

a) tiene pendiente —3 

b) es paralela al eje x 

c) es paralela al eje y 

d) es paralela a la recta 2x — 4y = 3 

2 . Encuentre la ecuacion de la circunferencia con centra en (— 1, 4) y que pasa por el punto 

(3, -2). 


3 . Encuentre el centra y el radio de la circunferencia cuya ecuacion es 
x 2 + y 2 - 6x + lOy + 9 = 0. 

4. Sean A(— 7, 4) y 5(5, — 12) puntos en el piano. 

a) Encuentre la pendiente de la recta determinada por Ay B. 

b) Encuentre la ecuacion de la recta que pasa por Ay B. ^Cuales son los puntos de 

interseccion con los ejes? 

c) Encuentre el punto medio del segmento AB. 

d) Encuentre la longitud del segmento AB. 

e) Encuentre la ecuacion de la perpendicular que biseca a AB. 

f) Encuentre la ecuacion de la circunferencia para la que AB es diametro. 

5 . Trace la region en el piano xy definida por la ecuacion o desigualdades. 

a) - 1 =£ y =£ 3 b) | x \ < 4 y | y | < 2 

c) y < 1 — \x d) y 2* x 2 — 1 

e) x 2 + y 2 < 4 f) 9x 2 + 16y 2 = 144 


Respuestas al examen de diagnostico B: geometria analitica 


b) y = -5 
d) y = \x — 6 


1. a) y = — 3x + 1 
c) x = 2 

2 . (x + 1 f + (y - 4) 2 = 52 

3 . Centro (3, —5), radio 5 


4 . a) *-$ 

b) 4x + 3y + 16 = 0; interseccion enr = —4, 
interseccion en y = — y 

c) (-1,-4) 

d) 20 

e) 3x - 4y = 13 

f) (x + l) 2 + (y + 4) 2 = 100 


5 . a) 


yf 

3 



b) 


I 4 j 


c) 


y* 


y=l- 



Si tiene usted dificultades con este examen, puede consultar el 
repaso de geometria analitica en los apendices B y C. 
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Examen de diagnostico: funciones 



FIGURA PARA EL PROBLEMA 1 


1. La grafica de una funcion/esta dada a la izquierda. 

a) Determine el valor de /(— 1). 

b) Estime el valor de /( 2). 

c) ^Para que valores de x es f(x) = 2? 

d) Estime los valores de x tales que f(x) = 0. 

e) Establezca el dominio y el rango de /. 


2 . Si f(x) = x 3 , evalue el cociente de diferencias ^ 2 + /?> — y simplifique su respuesta. 

h 

3 . Encuentre el dominio de la funcion 


a) fix) 


2x + 1 
x 2 + x — 2 


b) g(x) 


\fx 

x 2 + 1 


c) h{x) = y/A — X + y]x 2 — 1 


4 . iQue aspecto tiene cada una de las graficas siguientes a partir de la grafica de/? 
a) y = -fix) b) y = 2 fix) - 1 c) y = fix - 3) + 2 


5 . Sin usar calculadora, haga un bosquejo de cada una de las graficas siguientes: 

a) y = x 3 b) y = (x + l) 3 c) y = (x - 2) 3 + 3 

d) y = 4 — x 2 e) y = yfx f) y = 2 yfx 

g) y = -2' h) y = 1 + x- 1 


6. Sea /(-*) = {^ 

a) Evalue /(— 2) y /(l). b) Trace la grafica de/ 

7 . Si f(x) = x 2 + 2x — 1 y gix) = 2x — 3, encuentre cada una de las siguientes funciones: 

a) f°g b ) g°f c) g°g°g 


si x =£ 0 
si x > 0 



Respuestas al examen de diagnostico C: funciones 


1. a) -2 b) 2.8 

c) -3, 1 d) -2.5, 0.3 

e) [-3, 3], [-2, 3] 

2 . 12 + 6 h + h 2 

3. a) (- 00 , -2) U (-2, 1) U (l, 00 ) 

b) (—°o, 00 ) 

c) (- 00 , -1] U [1,4] 

4 . a) Reflexion respecto al eje x 

b) Alargamiento vertical en un factor de 2 y despues un 
desplazamiento de 1 unidad hacia abajo 

c) Desplazamiento de 3 unidades a la derecha y 2 unidades 
hacia arriba 





b) ig °/)(x) = 2x 2 + 4x - 5 
C) ig°g° g)ix) = 8x - 21 


Si tiene usted dificultades con este examen, vea las secciones 1.1-1. 3 de este libro 
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Examen de diagnostico: trigonometria 



FIGURA PARA EL PROBLEMA 5 


1. Convierta de grados a radianes. 

a) 300° b) -18° 

2. Convierta de radianes a grados. 

a) 5 tt/ 6 b) 2 

3. Encuentre la longitud del arco de circunferencia de radio 12 cm si el arco subtiende un 
angulo central de 30°. 

4. Encuentre los valores exactos de: 

a) tan(-77-/3)tan(ir/3) b) sen(7ir/6)c) sec(5ir/3) 

5. Exprese las longitudes de a y b de la figura en terminos de 0. 

6 . Si sen x = \y sec y = 4, donde xy y estan entre 0 y ir/2, evalue sen {x + y). 

7. Demuestre las identidades: 

a) tan 6 sen 6 + cos 0 = sec 0 
2 tan x 


b) 


= sen 2x 


1 + tan 2 x 

8 . Encuentre todos los valores de x tales que sen 2x = sen xy0=£x^2-7r. 

9. Trace la grafica de la funcion y = 1 + sen 2x sin usar calculadora. 


Respuestas al examen de diagnostico D: trigonometria 


1. a) 5 tt/3 

cr 

1 

o 


6. ^(4 + 6^2 ) 


2. a) 150° 

b) 360 °/t t « 1 14.6° 


8. 0, tt/3, 7 r, 57 t/3, 27t 

3. 2tt cm 



9- n 


4. a) V3 

b) 

c) 2 



5. a) 24 sen 0 

b) 24 cos 0 


o 

TT X 


Si tiene usted dificultades con este examen de diagnostico, vea el apendice D de este libro. 



Un previo de Calculo 
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Cuando termine este curso, podra Listed estimar el numero de 
trabajadores necesarios para construir una piramide, explicar la 
formacion y ubicacion del arcoiris, disenar una montana rusa para 
un viaje suave y calcular la fuerza sobre una presa. 
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El Calculo es fundamentalmente diferente de las matematicas que ha estudiado anteriormente: el Calculo 
es menos estatico y mas dinamico. Se ocupa de los cambios y el movimiento; estudia cantidades que se 
aproximan a otras cantidades. Por eso puede ser util tener una vision general del tema antes de comenzar 
su estudio intensivo. Aquf damos un vistazo de algunas de las ideas principales del Calculo, mostrando 
como surge el concepto de lfmite cuando intentamos resolver diversos problemas. 





2 UN PREVIO DE CALCULO 



FIGURA 1 


El problema del area 

Los orfgenes del calculo se remontan a unos 2500 anos a los antiguos griegos, quienes 
calcularon areas usando el “metodo de agotamiento”. Los griegos sabian como encontrar el 
area de cualquier poligono al dividirlo en triangulos como se ve en la figura 1 y sumar 
las areas de estos triangulos. 

Un problema mucho mas dificil es encontrar el area encerrada por una figura curvada. 
El metodo griego de agotamiento consistia en inscribir y circunscribir poligonos en la figu- 
ra y a continuacion aumentar el numero de lados de los poligonos. La figura 2 ilustra este 
proceso para el caso especial de un circulo con poligonos regulares inscritos. 


FIGURA 2 




Sea A„ el area del poligono inscrito con n lados. A medida que aumenta n, el area A„ 
se parece cada vez mas y mas al area del circulo. Asi, decimos que el area del circulo 

D33 En Preview Visual, puede ver come las es el Umite de las areas de los P oll 'g° nos inscritos, y escribimos 
areas de los poligonos inscritos y circunscritos 

se aproximan al area del circulo. A = lim A„ 

n— o 

Los griegos no utilizaron explicitamente el concepto de limite. Sin embargo, por razona- 
miento indirecto, Eudoxo (siglo v a.C.) utilizo la tecnica de agotamiento para obtener la 
conocida formula para el area de un circulo: A = irr 2 . 

En el capitulo 5 utilizaremos una idea similar para encontrar las areas de regiones del 
tipo que se muestra en la figura 3. Nos aproximaremos al area deseada por medio de areas 
de rectangulos (como en la figura 4), disminuyendo el ancho de los rectangulos y luego 
calculando el area A como el limite de estas sumas de areas de rectangulos. 





El problema del area es el problema central en la rama del Calculo llamado calculo 
integral. Las tecnicas que vamos a desarrollar en el capitulo 5 para encontrar areas tam- 
bien nos permitiran calcular el volumen de un solido, la longitud de una curva, la fuerza 
de las aguas contra una presa, la masa y el centra de gravedad de una varilla y el trabajo 
realizado al bombear agua hacia afuera de un tanque. 

El problema de la tangente 

Considere el problema de encontrar la ecuacion de la recta tangente t a una curva con 
ecuacion y = fix) en un punto dado P. (En el capitulo 2 daremos una definicion precisa 
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FIGURA 5 

La recta tangente en P 



0 ax x 


FIGURA 6 

La recta secante PQ 



FIGURA 7 

Recta secante aproximandose 
a la recta tangente 


de una recta tangente. Por ahora podemos considerarla como una recta que toca la curva 
en P como en la figura 5.) Como sabemos que el punto P se encuentra en la recta tangen- 
te, podemos encontrar la ecuacion de t si sabemos su pendiente m. El problema es que 
necesitamos dos puntos para calcular la pendiente y tenemos solo un punto P de t. Para 
sortear el problema encontramos en primer lugar una aproximacion a m tomando un punto 
cercano Q de la curva y calculamos la pendiente m P Q de la recta secante PQ. De la figura 6 
vemos que 


PI /(*) “/(a) 

m PQ = 

x — a 

Ahora imaginemos que Q se mueve a lo largo de la curva hacia P como en la figura 7. 
Puede ver que la recta secante gira y se acerca a la recta tangente como su posicion limi- 
te. Esto significa que la pendiente m PQ de la recta secante se acerca mas y mas a la pen- 
diente m de la recta tangente. Escribimos 

m = Km m PO 
q^p 


y decimos que m es el Kmite de m P Q cuando Q se aproxima a P a lo largo de la curva. Puesto 
que x se aproxima a a cuando Q se aproxima a P, tambien podrfamos utilizar la ecuacion 
1 para escribir 


2 


m = Km 

x—>a 


fix) -f(a) 

x — a 


En el capitulo 2 veremos ejemplos especlficos de este procedimiento. 

El problema de la tangente ha dado lugar a la rama del calculo llamada calculo dife- 
rencial, inventada mas de 2000 anos despues que el calculo integral. Las principales 
ideas detras del calculo diferencial se deben al matematico frances Pierre de Fermat 
(1601-1665) y fueron desarrolladas por los matematicos ingleses John Wallis (1616-1703), 
Isaac Barrow (1630-1677) e Isaac Newton (1642-1727) y el matematico aleman Gottfried 
Leibniz (1646-1716). 

Las dos ramas de calculo y sus principales problemas, el problema del area y el pro- 
blema de la tangente, parecen ser muy diferentes, pero resulta que hay una conexion muy 
estrecha entre ellos. El problema de la tangente y el area son problemas inversos en un 
sentido que se describe en el capitulo 5. 


Velocidad 

Cuando miramos el veloclmetro de un automovil y leemos que se esta desplazando a 48 mi/h, 
( 'C]ue informacion estamos obteniendo? Si la velocidad se mantiene constante, despues de 
una hora nos habremos desplazado 48 mi. Pero, si varla la velocidad del coche, / t|ue signi- 
fica decir que la velocidad en un instante dado es 48 mi/h? 

A fin de analizar esta situacion, examinemos el caso de un automovil que viaja a lo largo 
de una carretera recta en el que suponemos que es posible medir la distancia recorrida por 
el vehlculo (en pies) a intervalos de un segundo como se registra en la siguiente tabla: 


t = Tiempo transcurrido (s) 

0 

1 

2 

3 

4 

5 

d = Distancia (pies) 

0 

2 

9 

24 

42 

71 
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Un primer paso para hallar la velocidad una vez que han transcurrido 2 segundos, es 
encontrar la velocidad promedio durante el intervalo 2 =£ f =£ 4: 

cambio en la posicion 

velocidad promedio = 

tiempo transcurrido 

_ 42-9 
~~ 4-2 

= 16.5 pies/s 

Del mismo modo, la velocidad promedio en el intervalo 2 f 3 es 

24-9 

velocidad promedio = — — =15 pies/s 

Tenemos la sensacion de que la velocidad en el instante f = 2 no puede ser muy diferente 
de la velocidad promedio durante un corto intervalo de tiempo desde t = 2. Asf que ima- 
ginemos que se ha medido la distancia recorrida en intervalos de tiempo de 0. 1 segundo 
como se ve en la siguiente tabla: 


t 

2.0 

2.1 

2.2 

2.3 

2.4 

2.5 

d 

9.00 

10.02 

11.16 

12.45 

13.96 

15.80 


Entonces podemos calcular, por ejemplo, la velocidad promedio en el intervalo de tiempo 
[2, 2.5]: 


15.80 - 9.00 

velocidad promedio = 

F 2.5-2 


13.6 pies/s 


Los resultados de estos calculos se muestran en la siguiente tabla: 


Intervalo de tiempo 

[2,3] 

[2, 2.5] 

[2, 2.4] 

[2, 2.3] 

[2, 2.2] 

[2, 2.1] 

Velocidad promedio (pies/s) 

15.0 

13.6 

12.4 

11.5 

10.8 

10.2 



Las velocidades promedio durante intervalos sucesivamente mas pequenos parecen 
estar aproximandose cada vez mas a un numero cercano a 10 y, por tanto, esperanamos 
que la velocidad en exactamente t = 2 sea de 10 pies/s. En el capftulo 2 definiremos la 
velocidad instantanea de un objeto en movimiento, como el valor limite de las velocidades 
promedio durante intervalos de tiempo cada vez mas pequenos. 

En la figura 8 se muestra una representacion grafica del movimiento del automovil al 
ubicar los puntos correspondientes a la distancia recorrida como funcion del tiempo. Si 
escribimos d = /(f), entonces /(f) es el numero de pies recorridos despues de f segundos. 
La velocidad promedio en el intervalo de tiempo [2, f] es 


cambio en la posicion /(f) — /( 2) 

velocidad promedio = = — — 

tiempo transcurrido f — 2 


que es lo mismo que la pendiente de la recta secante PQ en la figura 8. La velocidad v cuan- 
do f = 2 es el valor Kmite de esta velocidad promedio cuando f se aproxima a 2; es decir. 


v = lim 

t ~*2 


fit) ~/( 2) 

f - 2 


y de la ecuacion 2 reconocemos que esto es lo mismo que la pendiente de la recta tangen- 
te a la curva en P. 


UN PREVIO DE CALCULO 5 


Asf, cuando resolvemos el problema de la tangente en el calculo diferencial, tambien 
estamos resolviendo problemas relativos a velocidades. Las mismas tecnicas permiten 
resolver problemas relacionados con tasas de cambio en las ciencias naturales y sociales. 


El limite de una sucesion 

En el siglo v a.C. el filosofo griego Zenon de Elea planted cuatro problemas, ahora cono- 
cidos como Paradojas de Zenon, que estaban disenados para cuestionar algunas de las ideas 
sobre el espacio y el tiempo que se sostenfan en esos dfas. La segunda paradoja de Zenon 
se refiere a una carrera entre el heroe griego Aquiles y una tortuga a la que se ha dado cier- 
ta ventaja al inicio. Zenon argumentaba, como se hace ver enseguida, que Aquiles nunca 
podrfa rebasar a la tortuga. Supongamos que Aquiles empieza en la posicion a i y la tortu- 
ga comienza en posicion t\ (vease la figura 9). Cuando Aquiles alcanza el punto a 2 = U, la 
tortuga esta mas adelante en la posicion t 2 . Cuando Aquiles llega a a 2 = t 2 , la tortuga esta 
en r 3 . Este proceso continua indefmidamente y asf parece que ; la tortuga siempre estara por 
delante! Pero esto desaffa el sentido comun. 


FIGURA 9 


"i 

Aquiles •- 
Tortuga 


h 


U 


Una manera de explicar esta paradoja es con el concepto de sucesion. Las posiciones 
sucesivas de Aquiles {a\, a 2 , a 2 , . . .) o las posiciones sucesivas de la tortuga it], t 2 , t 2 , . . .) 
forman lo que se conoce como una sucesion. 

En general, una sucesion { a „} es un conjunto de numeros escritos en un orden definido. 
Por ejemplo, la sucesion 

, i i i i 
1 > 2 > 3 > 4 > 5 > • • • 


puede describirse dando la siguiente formula para el n-esimo termino: 


On 


n 


a i 


0 


1 


a) 


1- 

- • 



• 

• 

• 



1 2 3 4 5 6 7 8 

n 


b) 



FIGURA 10 


Podemos visualizar esta sucesion ubicando sus terminos en una recta numerica como 
en la figura 10a) o dibujando su grafica como en la figura 10b). En cualquiera de las dos 
representaciones observamos que los terminos de la sucesion a„ = \/n se aproximan cada 
vez mas y mas a 0 al aumentar n. De hecho, podemos encontrar terminos tan pequenos 
como queramos haciendo n suficientemente grande. En estas condiciones, decimos que el 
limite de la sucesion es 0, y lo indicamos escribiendo 

1 

lfm — = 0 


En general, la notacion 


lfm a„ = L 

n — >°o 


se utiliza si los terminos de a„ se aproximan al numero L cuando n es suficientemente gran- 
de. Esto significa que los numeros a„ pueden acercarse al numero L tanto como se quiera 
si se toma una n suficientemente grande. 


6 UN PREVIO DE CALCULO 


El concepto de llmite de una sucesion ocurre cada vez que utilizamos la representation 
decimal de un numero real. Por ejemplo, si 


a i = 3.1 
a 2 = 3.14 
a 3 = 3.141 
a 4 = 3.1415 
a 5 = 3.14159 
a 6 = 3.141592 
ai = 3.1415926 


entonces 


11m a n — 77 

n — 


Los terminos de esta sucesion son aproximaciones racionales de tt. 

Regresemos a la paradoja de Zenon. Las posiciones sucesivas de Aquiles y la tortuga 
forman sucesiones {a,,} y {f,,}, donde a„ < /„ para toda n. Puede demostrarse que ambas 
sucesiones tienen el mismo llmite 


11m a„ — p = 11m t„ 

n — n— 

Es precisamente en este punto p que Aquiles alcanza a la tortuga. 

La suma de una serie 

Otra de las paradojas de Zenon, segun Aristoteles, es la siguiente: “un hombre parado en 
una sala no puede caminar hasta la pared. Para ello, primero tendrla que recorrer la mitad 
de la distancia, despues recorrer la mitad de la distancia restante y, a continuation, 
recorrer la mitad de lo que falta. Este proceso puede mantenerse siempre y nunca puede 
ser terminado”. (Vease la figura 1 1.) 



FIGURA 11 


1 1 1 J_ 

2 4 8 16 


Por supuesto, sabemos que el hombre realmente puede llegar a la pared, lo que sugiere 
que tal vez la distancia total puede expresarse como la suma de una infinidad de distancias 
cada vez mas pequenas como sigue: 


1111 1 

1 — — + — + — + • • • + — 

2 4 8 16 2" 


a 


+ ■ ■ • 
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Zenon argumentaba que no tiene sentido sumar una infinidad de numeros. Pero hay otras 
situaciones en que utilizamos implfcitamente sumas infinitas. Por ejemplo, en notacion 
decimal, el sfrnbolo 0.3 = 0.3333. . . significa 

A JL 3 3 

10 + 100 + 1000 + 10000 + ’ ” 

y asf, en cierto sentido, debe ser cierto que 

_3_ J$_ 3 3 __1_ 

10 + 100 + 1000 + 10000 + ” ’ ~~ 3 

Mas generalmente, si d„ denota el n-esimo dfgito en la representacion decimal de un 
numero, entonces 


O.r/ir/2^3^4 . . . 


d\ d'2 d} d n 

1 1 h • ■ ■ H 

10 10 2 10 3 10" 


+ ■ ■ ■ 


Por tanto, algunas sumas infinitas o series infinitas, como se les llama, tienen un significa- 
do. Pero debemos definir cuidadosamente lo que es la suma de una serie infinita. 

Regresando a la serie en la ecuacion 3, denotamos por s„ la suma de los n primeros 
terminos de la serie. Por tanto. 


si = \ = 0.5 
s 2 = | + \ = 0.75 

53 = k + Z + i = 0-875 

54 = l 2 + \ + I + Ts = 0.9375 

*=5 + ? + i + ls + i = 0.96875 

S6 = i + l + I + I^ + 3l + 6^ = 0.984375 

s 7 = ^ + i + ^ + l^ + 3l + 65 + T58 = 0.9921875 

Sio = \ + \ + ' ’ ’ + icki ~ 0.99902344 
s, 6 = | + |+ -- -+ ^« 0.99998474 


Observe que como le anadimos cada vez mas terminos, las sumas parciales parecen ser 
mas cercanas a 1. De hecho, se puede demostrar que si n es suficientemente grande (es 
decir, si se suman suficientes terminos de la serie), podemos aproximar la suma parcial s„ 
tanto como queramos al numero 1. Por tanto, parece razonable decir que la suma de la 
serie infinita es 1 y escribir 


1 1 1 

— + — + — + 

2 4 8 


+ + 

T 


= 1 
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En otras palabras, la razon de que la suma de la serie sea 1 es que 

lfm s„ = 1 

n — 

En el capftulo 1 1 analizaremos con mas detalle estas ideas y utilizaremos la propuesta 
de Newton de combinar las series infinitas con el calculo diferencial e integral. 


Resumen 

Hemos visto que el concepto de lfmite surge al intentar encontrar el area de una region, la 
pendiente de la recta tangente a una curva, la velocidad de un movil o la suma de una serie 
infinita. En cada caso el problema comun es el calculo de una cantidad como el lfmite de 
otras cantidades faciles de calcular. Esta idea basica de lfmite separa al Calculo de otras 
areas de las matematicas. De hecho, podrfamos definir al Calculo como la parte de las 
matematicas que estudia lfmites. 

Despues de que Sir Isaac Newton invento su version del Calculo, la uso para explicar el 
movimiento de los planetas alrededor del Sol. Hoy el Calculo se utiliza para determinar las 
orbitas de los satelites y naves espaciales, en la prediccion de tamanos de poblacion, en la 
estimation de la rapidez con la que los precios del petroleo suben o bajan, en la prediccion 
meteorologica, en medir el ritmo cardiaco del corazon, en el calculo de las primas de segu- 
ros de vida y en una gran variedad de otras areas. En este libro exploraremos algunos de 
estos usos del Calculo. 

Con el fin de dar una idea del poder del Calculo, terminamos este panorama preliminar 
con una lista de algunas de las preguntas que usted podra responder mediante el Calculo: 


Rayos del Sol 



FIGURA 12 


1. ,'C(')mo podemos explicar el hecho, ilustrado en la figura 12, de que el angulo de 
elevacion desde un observador hasta el punto mas alto en un arcofris es 42°? 
(Consulte la pagina 282.) 

2. ( 'C()mo podemos explicar las formas de las latas en supermercados? (Consulte la 
pagina 337.) 

3. /Donde esta el mejor lugar para sentarse en una sala de cine? (Consulte la 
pagina 456.) 

4. /Como podemos disenar una montana rusa para un viaje suave? (Consulte la 
pagina 184.) 

5. / A que distancia de la pista de un aeropuerto debe un piloto iniciar el descenso? 
(Consulte la pagina 208.) 

6. ( 'C()mo podemos utilizar las curvas y el diseno de las formas para representar 
letras en una impresora laser? (Consulte la pagina 653.) 

7. /Como podemos estimar el numero de trabajadores que fueron necesarios para 
construir la gran piramide de Keops en Egipto? (Consulte la pagina 451.) 

8. /Donde debe colocarse un parador en corto para atrapar una pelota de beisbol 
lanzada por un jardinero y lanzarla al plato ( home )? (Consulte la pagina 456.) 

9. Una bola lanzada verticalmente hacia arriba, /tarda mas tiempo en llegar a su 
altura maxima o en volver a su position original de lanzamiento? (Consulte la 
pagina 604.) 



Funciones y modelos 





A menudo una grafica es la mejor manera 
de representar una funcion porque 
transmite mucha informacion en un 
vistazo. En la fotograffa se muestra la 
grafica de la aceleracion del suelo, 
creada por el terremoto de 2008 en la 
provincia de Sichuan, en China. La ciudad 
mas golpeada fue Beichuan, como 
muestra la imagen. 


© Mark Ralston / AFP / Getty Images 


2008051 20628Sich ' 
CHUK Z 

MAY 12 (133), 2008 
06:16:43.299 


Los objetos fundamentales con los que trata el Calculo son las funciones. Este capltulo prepara el camino 
para el Calculo discutiendo las ideas basicas sobre las graficas de funciones y la manera de transformarlas 
y combinarlas. Destacamos que una funcion puede representarse de diferentes maneras: mediante una 
ecuacion, una tabla, una grafica o en palabras. Veremos los principales tipos de funciones que aparecen en 
el Calculo y describiremos como se utilizan estas funciones para modelar matematicamente fenomenos 
del mundo real. Tambien analizaremos el uso de calculadoras graficadoras y programas de graficacion por 
computadora. 
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1.1 


Cuatro maneras de representar una funcion 


Ano 

Poblacion 

(millones) 

1900 

1650 

1910 

1750 

1920 

1860 

1930 

2070 

1940 

2300 

1950 

2560 

1960 

3 040 

1970 

3710 

1980 

4450 

1990 

5280 

2000 

6080 

2010 

6 870 


Las funciones surgen siempre que una cantidad depende de otra. Considere las cuatro 

situaciones siguientes: 

A. El area A de un cfrculo depende de su radio r. La regia que relaciona A con r esta 
dada por la ecuacion A = irr. Con cada numero positivo r hay asociado un valor de 
A, por lo que decimos que A es una funcion de r. 

B. La poblacion humana del mundo P depende del tiempo t. La tabla muestra las estima- 
ciones de la poblacion mundial P(t ) en el tiempo t, para algunos anos. Por ejemplo, 

P(1950) « 2560000000 

Pero para cada valor del tiempo t hay un valor correspondiente de P, por lo que 
decimos que P es una funcion de t. 

C. El costo C de envfo de un paquete por correo depende de su peso w. Aunque no hay 
alguna formula simple que relacione a w con C, la oficina de correos tiene una regia 
para determinar C cuando se conoce w. 

D. La aceleracion vertical a de suelo, medida por un sismografo durante un terremoto, 
es una funcion del tiempo transcurrido t. La figura 1 muestra una grafica generada 
por la actividad sfsmica durante el terremoto de Northridge que sacudio Los Angeles 
en 1994. Para un determinado valor de t, la grafica proporciona un valor correspon- 
diente de a. 


a it 

(cm/s 2 ) 

100 - 


FIGURA 1 

Aceleracion vertical de suelo durante 
el terremoto de Northridge 


50 - 


- 50 - 



Cada uno de estos ejemplos describe una regia segun la cual, a un numero dado ( r, t. w 
ol), se le asigna otro numero (A, P, C, o a). En cada caso decimos que el segundo nume- 
ro es una funcion del primero. 


Una funcion /es una regia que asigna a cada elemento x de un conjunto D exacta- 
mente un elemento, llamado/(x), de un conjunto E. 


Usualmente consideramos funciones para los cuales los conjuntos D y E son conjuntos 
de numeros reales. A1 conjunto D se le denomina dominio de la funcion. El numero /(x) 
es el valor de / en x y se lee “/ de x”. El rango de /es el conjunto de todos los valores 
posibles de/(x) conforme x varfa a traves de todo el dominio. Un sfmbolo que representa 
un numero arbitrario en el dominio de una funcion / se llama variable independiente. 
Un sfmbolo que representa un numero en el rango de / se conoce como variable 
dependiente. En el ejemplo A, r es la variable independiente, y A es la variable dependiente. 
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x f ► f(x) 

(entrada) (salida) 

FIGURA2 

Diagrama de una funcion / como una 
maquina 



Es util pensar en una funcion como una maquina (vease la figura 2). Si x esta en el 
dominio de la funcion/, cuando x entra en la maquina, que se acepta como una entrada, la 
maquina produce una salida /(x) de acuerdo con la regia de la funcion. Asf, podemos pen- 
sar el dominio como el conjunto de todas las posibles entradas, y en el rango como el 
conjunto de todas las posibles salidas. 

Las funciones preprogramadas en una calculadora son buenos ejemplos de una funcion 
como una maquina. Por ejemplo, el comando rafz cuadrada en su calculadora computa esa 
funcion. Oprima la tecla etiquetada (o *Jx) e introduzca la entrada x; si x < 0, entonces 
x no esta en el dominio de esta funcion; es decir, x no es una entrada aceptable, y la calcu- 
ladora indicara un error. Si x 2 s 0, entonces aparecera una aproximacion a -Jx en la pan- 
talla. Asf, el comando -Jx en la calculadora no es exactamente el mismo que la funcion 
matematica/definida por /(x) = ■ s /x~. 

Otra forma de imaginar una funcion es con un diagrama de flechas como en la 
figura 3. Cada flecha conecta un elemento de D con un elemento de E. La flecha indica 
que/(x) esta asociada con x, f(a) esta asociada con a, y asf sucesivamente. 

El metodo mas comun para la visualizacion de una funcion es con su grafica. Si/es una 
funcion con dominio D, entonces su grafica es el conjunto de pares ordenados 

{(x,/(x)) | x E D} 


FIGURA 3 

Diagrama de flechas para f 


(Observe que estos son pares de entrada-salida). En otras palabras, la grafica de/cons- 
ta de todos los puntos (x, y) en el piano coordenado tales que y = /(x) y x esta en el 
dominio de/. 

La grafica de una funcion/nos da una imagen visual util del comportamiento o “historia de 
vida” de una funcion. Dado que la coordenada y de cualquier punto (x, y) en el grafico es 
y = fix), podemos leer el valor de/(x) de la grafica como la altura de la grafica por encima 
del punto x (vease la figura 4). La grafica de/permite tambien tener una imagen visual del 
dominio de/en el eje x y su rango en el eje y como en la figura 5. 





FIGURA 6 


EJEMPLO 1 


La grafica de una funcion /se muestra en la figura 6. 

a) Encuentre los valores de/(l) y/(5). 

b) ( Cual es el dominio y el rango de/? 


S0LUCI0N 

a) De la figura 6 vemos que el punto (1,3) esta en la grafica de / por lo que el valor de/ 
en 1 es/(l) = 3. (En otras palabras, el punto en la grafica que se encuentra por encima 
de x = 1 esta 3 unidades por encima del eje x.) 

Cuando x = 5, la grafica se encuentra aproximadamente a 0.7 unidades por debajo del 
eje x, asf que estimamos que/(5) ~ —0.7. 

b) Vemos que fix) esta definida cuando 0 =£ x s; 7, por lo que el dominio de/es el 
intervalo cerrado [0, 7]. Observe que/toma todos los valores de —2 a 4, asf que 

el rango de / es 


La notacion por intervalos esta dada en el 
apendice A. 


{>’ | —2 y 4} = [—2,4] 
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FIGURA 8 


La expresion 

f(a + h) - f(a) 
h 

en el ejemplo 3 se llama cociente de 
diferencias y se presenta frecuentemente 
en calculo. Como veremos en el capitulo 2, 
representa la razon de cambio d ef(x) 
entre x = ay x = a + h. 


EJEMPLO 2 


Trace la grafica y encuentre el dominio y rango de cada una de las siguientes 


funciones: 

a ) /(*) = 2x — 1 b) g (x) = x 2 


SOLUCION 

a) La ecuacion de la grafica es y = 2x — 1 y representa la ecuacion de una recta con 
pendiente 2 e interseccion con el eje y en y = — 1 (recuerde que la forma pendiente-inter- 
seccion de la ecuacion de la recta es y = mx + b. Vease el apendice B). Esto nos permite 
dibujar la porcion de la grafica de/en la figura 7. La expresion 2x — 1 esta definida para 
todos los numeros reales, asi que el dominio de /es el conjunto R de todos los numeros 
reales. La grafica muestra que el rango tambien es R. 


b) Dado que g( 2) = 2 2 = 4 y g( — 1) = (— l) 2 = 1, podemos ubicar los puntos (2, 4) y 
(— 1, 1) junto con algunos otros puntos de la grafica, y despues unirlos para obtener la grafica 
(figura 8). La ecuacion de la grafica es y = x 2 y representa una parabola (vease apendice C). 
El dominio de g es R, y el rango consiste en todos los valores de g(x), esto es, todos los 
numeros de la forma x 2 . Pero x 2 3* 0 para todos los numeros x, y todo numero y en 
estas condiciones es positivo, asi que el rango de g es {y | y 3= 0} = [0,oo). Esto puede 
verse en la figura 8. 


EJEMPLO 3 


Si/(x) = 2x 2 — 5x + 1 y h ¥= 0, evalue 


f(a + h) - f(a) 
h 


SOLUCION Primero evaluamos f(ci + h ) reemplazando x por a + h en la expresion 
para/(x): 


f(a + h) = 2 (a + h) 2 — 5 (a + h) + 1 


— 2(a- + 2 ah + h ~ ) — 5(zz + h ) + 1 


= 2 a 2 + 4 ah + 2 h 1 — 5a — 5 h + 1 


Despues sustituimos en la expresion dada y simplificamos: 


f(a + h) — f(a ) (2a 2 + 4 ah + 2 h 2 — 5a — 5 h + 1) — (2a 2 — 5a + 1) 

h h 

2 a 2 + 4 ah + 2 h 2 — 5a — 5h + 1 — 2 a 2 + 5a — 1 


4 ah + 2/r — 5 h 
li 


4a + 2/z — 5 


Representaciones de funciones 


Hay cuatro posibles maneras de representar una funcion: 


■ Verbalmente 

■ Numericamente 

■ Visualmente 

■ Algebraicamente 


(por una descripcion en palabras) 
(por una tabla de valores) 

(por una grafica) 

(por una formula explicita) 


Si una funcion puede representarse de las cuatro maneras, con frecuencia es muy util 
pasar de una representacion a otra a fin de disponer de informacion adicional de la funcion. 
(En el ejemplo 2, empezamos con formas algebraicas y de ellas obtuvimos graficas.) Pero 
ciertas funciones se describen de manera mas naturalmente por una forma que por otra. 
Con esto en mente, reexaminaremos las cuatro situaciones que consideramos al inicio de 
esta seccion. 
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t 

Poblacion 

(millones) 

0 

1650 

10 

1750 

20 

1860 

30 

2070 

40 

2300 

50 

2560 

60 

3 040 

70 

3710 

80 

4450 

90 

5 280 

100 

6080 

110 

6 870 


A. La representation probablemente mas util del area de un tirculo como una funcion 
de su radio es la formula algebraica A(r ) = 77 r 2 , aunque es posible compilar una tabla 
de valores para esbozar una grafica (la mitad de una parabola). Debido a que un 
tirculo tiene un radio positivo, el dominio es {r | r > 0} = (0, 00 ), y el rango (0, °°). 

B. Se nos da una description de la funcion en palabras: P(t) es la poblacion humana del 
mundo en el tiempo t. Vamos a medir t, asf que t = 0 se corresponde con el ano 1900. 
La tabla de valores de la poblacion mundial proporciona una representation adecuada 
de esta funcion. Si se grafican estos valores, obtenemos la grafica (llamada grafica de 
dispersion ) en la figura 9. Tambien es una representation util porque la grafica nos 
permite disponer de todos los datos a la vez. <,Que pasa con una formula? Por 
supuesto, es imposible concebir una formula explfcita que proporcione la poblacion 
humana exacta Pit ) en cualquier tiempo t. Pero es posible encontrar una expresion 
para una funcion que se aproxime a /At). De hecho, utilizando los metodos que se 
explican en la section 1 .2, conseguimos la aproximacion 

P(t) = f(t) = (1.43653 X 10 9 ) ■ (1.01395)' 

La figura 10 muestra que es un “ajuste” razonablemente bueno. La funcion /se llama 
modelo matemdtico para el crecimiento de la poblacion. En otras palabras, es una 
funcion con una formula explfcita que aproxima el comportamiento de nuestra funcion 
dada. Sin embargo, veremos que las ideas del Calculo tambien pueden aplicarse a una 
tabla de valores; una formula explfcita no es necesaria. 



Una funcion definida por una tabla de valores se 
llama funcion tabular. 


w (onzas) 

Ciw) (dolares) 

0 < w =£ 1 

0.88 

1 < w =£ 2 

1.05 

2 < w =£ 3 

1.22 

3 < w =S 4 

1.39 

4 < w =S 5 

1.56 


La funcion P es tfpica de aquellas que surgen cuando se intenta aplicar el Calculo 
en el mundo real. Comenzamos con una description verbal de una funcion. 

A continuation, debemos ser capaces de elaborar una tabla de valores de la funcion; 
tal vez de lecturas del instrumento en un experimento cientffico. A pesar de que no 
tenemos un conocimiento completo de los valores de la funcion, veremos a lo largo del 
libro que todavfa es posible realizar las operaciones del Calculo con dicha funcion. 

C. Nuevamente la funcion se describe con palabras: sea CA w ) el costo de envfo por 
correo de un paquete con peso w. La regia que el Servicio Postal de EU utiliza desde 
2010 es la siguiente: el costo es de 88 centavos de dolar para paquetes hasta 
de 1 onza, mas 17 centavos por cada onza adicional (o menos) hasta 13 onzas. La 
tabla de valores que se muestran en el margen es la representation mas conveniente 
para esta funcion, aunque es posible esbozar una grafica (vease el ejemplo 10). 

D. La grafica que se muestra en la figura 1 es la representation mas natural de la funcion 
aceleracion vertical ait). Es cierto que podrfa elaborarse una tabla de valores, y que 
incluso es posible idear una formula aproximada. Pero todo lo que necesita saber 
un geologo — las amplitudes y patrones — puede verse facilmente en la grafica. (Lo 
mismo es cierto para los patrones que se observan en los electrocardiogramas de 
pacientes que sufren del corazon y en polfgrafos para la detection de mentiras). 
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0 t 

FIGURA 11 



2 w 


FIGURA 12 


m Para establecer funciones aplicadas como 
en el ejemplo 5, puede ser util revisar los 
principios de la resolucion de problemas como se 
explica en la pagina 75, particularmente el 
paso 1 : comprender el problema. 


Convencion para el dominio 

Si una funcion viene dada por una formula y el 
dominio no se expresa explfcitamente, la 
convencion es que el dominio es el conjunto de 
todos los numeros para los que la formula tiene 
sentido y define un numero real. 


En el ejemplo siguiente, esboce la grafica de una funcion definida verbalmente. 


EJEMPLO 4 


A1 abrir un grifo de agua caliente, la temperatura T del agua depende de 
cuanto tiempo ha estado saliendo el agua. Dibuje un esbozo de grafica de T como una 
funcion del tiempo t que ha transcurrido desde que fue abierto el grifo. 


SOLUCION La temperatura inicial del agua corriente es cercana a la temperatura ambiente 
porque el agua ha permanecido en las tuberias. Cuando empieza a salir el agua desde 
el tanque de agua caliente, T aumenta rapidamente. En la siguiente fase, T es constante 
a la temperatura del agua caliente en el tanque. Cuando el tanque se drena, T disminuye hasta 
la temperatura de la fuente de agua. Esto nos permite hacer el esbozo de T en funcion 
de t en la figura 1 1 . 

El siguiente ejemplo inicia con una descripcion verbal de una funcion en una situacion 
ffsica, y hay que obtener una formula algebraica explfcita. La capacidad para hacer esto es 
una habilidad util para resolver problemas de Calculo en los que se piden los valores maxi- 
mo o mrnimo de cantidades. 


Un contenedor rectangular sin tapa tiene un volumen de 10m 3 . La 
longitud de su base es dos veces su ancho. El material para la base cuesta $10 por metro 
cuadrado, y el material para los lados cuesta $6 por metro cuadrado. Exprese el costo 
de los materiales como una funcion del ancho de la base. 


SOLUCION Dibujamos un diagrama como el de la figura 12 e introducimos la notacion w 
y 2 w para el ancho y la longitud de la base, respectivamente, y h para la altura. 

El area de la base es w(2w) = 2 w 2 , por lo que el costo en dolares de los materiales 
para la base es 10(2w 2 ). Dos de los lados tienen area wh, y los otros dos tienen area 
2 wh, por lo que el costo de los materiales para los lados es 6[2 (wh) + 2(2 wh)\. El costo 
total es, por tanto, 


C = 10(2 w 2 ) + 6[2 (wh) + 2(2 wh)] = 20 u> 2 + 36 wh 


Para expresar C solo como una funcion de w, necesitamos eliminar h y para hacerlo 
utilizamos el hecho de que el volumen es de 10m 3 . Por tanto, 


w(2w)h =10 


esto da 


10 _ _ 5 _ 
2 w 2 w 2 


Sustituyendo en la expresion para C, tenemos 


C = 20 w 1 + 36w> 



= 20 ur + 


180 

w 


Por tanto, la ecuacion 

, ,180 

C(w) = 20 mt -I w > 0 

w 


expresa C como una funcion de w. 


EJEMPLO 6 


Encuentre el dominio de cada una de las siguientes funciones: 


a ) f(x) = sjx + 2 


b) g(x ) = — 


SOLUCION 

a) Debido a que la raiz cuadrada de un numero negativo no esta definida (como un 
numero real), el dominio de/consta de todos los valores de x tales que i + 2 5 0. Esto 
es equivalente a x 3= —2, por lo que el dominio es el intervalo [—2, °°). 
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b) Como 


9 M = 


1 


_L 

x(x — 1) 


y no se permite la division entre 0, vemos que g(x ) no esta definida cuando x = 0 o x = 1 . 
Por tanto, el dominio de g es 

{x | x ¥= 0, x ¥= 1} 

que tambien puede escribirse en notacion de intervalos como 

(-00,0) U (0,1) U (1,00) 

La grafica de una funcion es una curva en el piano xy. Pero surge la pregunta: ^que 
curvas en el piano xy son graficas de funciones? Esta pregunta se contesta con la siguiente 
prueba. 


La prueba de la vertical Una curva en el piano xy es la grafica de una funcion de x si 
y solo si no hay recta vertical que intercepte la curva mas de una vez. 


La razon de la validez de la prueba de la vertical puede verse en la figura 13. Si cada 
recta vertical x = a intercepta una curva solo una vez, en (a, b), entonces se define exac- 
tamente un valor funcional para /in) = b. Pero si una recta x = a intercepta la curva dos 
veces, en (a, b) y (a, c), entonces la curva no puede representar una funcion debido a que 
una funcion no puede asignar dos valores diferentes de a. 


FIGURA 13 




Por ejemplo, la parabola x = y 2 — 2 que se muestra en la figura 14 a) no es la grafica 
de una funcion de x porque, como puede ver, hay rectas verticales que intersectan a la 
parabola dos veces. La parabola, sin embargo, contiene las graficas de dos funciones de x. 
Note que la ecuacion x = y 2 — 2 implica que y 2 = x + 2, asi que y = ± \jx + 2 . Por tanto, 
las mitades superior e inferior de la parabola son las graficas de las funciones 
/(x) = sjx + 2 [del ejemplo 6 a)] y g(x) = — ^ /x + 2 . [Veanse las figuras 14 b) y c).] 
Observamos que si invertimos los roles de x y y, entonces la ecuacion x = h(y) = y 1 — 2 
define a x como una funcion de y (con y como la variable independiente y x como la varia- 
ble dependiente), y la parabola aparece ahora como la grafica de la funcion h. 



FIGURA 14 


a) x = y 2 — 2 


b) y = \/ x+ 2 


c )y — ~\l x + 2 
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FIGURA 15 


Para un repaso mas amplio de valores absolutes, 
vease el apendice A. 


y 



O x 


Funciones definidas por secciones 

Las funciones en los siguientes cuatro ejemplos se definen mediante diferentes formulas 
en distintos tramos de sus dominios. Estas funciones se denominan funciones definidas 
por secciones. 


□ 


EJEMPLO 7 


Una funcion /esta definida por 


/(*) 


I 1 — x six ^ — 1 
[x 2 six > — 1 


Evalue/(— 2),/(— 1) y/(0) y grafique la funcion. 

SOLUCION Recuerde que una funcion es una regia. Para esta funcion en particular la regia 
es la siguiente: primero ver el valor de la entrada x. Si sucede que x — 1, entonces el 
valor de/(x) se encuentra con 1 — x. Por otro lado, si x > — 1, entonces el valor de/(x) 
se obtiene con x 2 . 


Puesto que —2 =£ — 1, tenemos/(— 2) = 1 — (—2) = 3 
Puesto que —1 '£ —1, tenemos/( — 1) = 1 — (— 1) = 2 
Puesto que 0 > — 1, tenemos/(0) = 0 2 = 0. 

(.Como obtenemos la grafica de/? Observamos que si x =S — 1, entonces /(x) = 1 — x, 
por lo que la parte de la grafica de/que se encuentra a la izquierda de la recta 
vertical x = — 1 debe coincidir con la recta y = 1 — x, que tiene pendiente — 1 e 
intersection en (0, 1). Si x > — 1, entonces /(x) = x 2 , por lo que la parte de la grafica 
de/que se encuentra a la derecha de la recta x = — 1 debe coincidir con la grafica de 
y = x 2 , que es una parabola. Esto nos permite esbozar la grafica en la figura 15. El punto 
relleno indica que (— 1, 2) esta incluido en la grafica; el punto hueco indica que (—1, 1) 
esta excluido de la grafica. 

El siguiente ejemplo de una funcion definida por secciones es la funcion valor absoluto. 
Recuerde que el valor absoluto de un numero a, denotado por | a\, es la distancia desde a 
hasta 0 en la recta de numeros reales. Las distancias son siempre positivas o cero, asf 
tenemos que 

| a | 3= 0 para todo numero a 

Por ejemplo, 

| 3 | = 3 | —3 | =3 1 0 | = 0 |V2 - 1|=V2 - 1 |3-tt| = 77-3 

En general, tenemos 


a | = a si a 3* 0 

a I = — a si a < 0 


(Recuerde que si a es negativa, entonces — a es positiva.) 


EJEMPLO 8 


Grafique la funcion valor absoluto fix) 
SOLUCION De la discusion precedente sabemos que 


x 


lx si x 3 s 0 
[ —x si x < 0 


Utilizando el mismo metodo que en el ejemplo 7, vemos que la grafica de/coincide con 
la recta y = x a la derecha del eje y, y coincide con la recta y = — x a la izquierda del eje 
y (vease la figura 16). 


FIGURA 16 
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EJEMPLO 9 


Encuentre una formula para la funcion /graficada en la figura 17. 


FIGURA 17 


y* 













/ 

\ 




0 





X 


SOLUCION La recta que pasa por (0, 0) y (1, 1) tiene pendiente m = 1 e interseccion con 
el eje y en b = 0, por lo que su ecuacion es y = x. Asf, por la parte de la grafica de / 
que une a (0, 0) con (1, 1), tenemos 

fix) = x si 0 x ^ 1 

Forma punto-pendiente de la ecuacion de la 
recta: 

y — y = m(x — jr ) 

Vease el apendice B. 

Asf tenemos f(x) = 2 — x si 1 < x ^ 2 

Tambien vemos que la grafica de/ coincide con el eje x para x > 2. Reuniendo esta 
informacion, tenemos la siguiente formula en tres secciones para/: 


La recta que une a (1, 1) y (2, 0) tiene pendiente m = — 1, por lo que su forma punto- 
pendiente es 

y — 0 = (— l)(x — 2) o bien y = 2 — x 


fix) = 


x si 0 *£ x 1 

2 — x sil<x^2 
0 si x > 2 


C 

1.50 

1.00 


0.50 -- 


EJEMPLO 10 


En el ejemplo C al principio de esta seccion hemos considerado el costo 
C(w) de enviar por correo paquetes con peso w. En efecto, esto define una funcion por 
secciones porque, por la tabla de valores en la pagina 13, tenemos 


Ciw) = 


0.88 

si 0 < w *£ 1 

1.05 

si 1 < w ^ 2 

1.22 

si 2 < w =£ 3 

1.39 

si 3 < w *£ 4 


FIGURA 18 


5 » La grafica se muestra en la figura 18. Puede verse por que funciones similares a esta 

se denominan funciones escalon: saltan de un valor al siguiente. Estas funciones se 
estudiaran en el capftulo 2. 


Simetri'a 


Si una funcion/ satisface/(— x) = fix) para todo x en su dominio, entonces/es una fun- 
cion par. Por ejemplo, la funcion /(x) = x 2 es par porque 


fi~x) = (-x) 2 = x 2 =/(x) 


El significado geometrico de una funcion par es que su grafica es simetrica respecto al eje 
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y (vease la figura 19). Esto significa que si hemos dibujado la grafica para x 0. obtene- 
mos toda la grafica simplemente reflejandola respecto al eje y. 




FIGURA 19 Una funcion par 


FIGURA 20 Una funcion impar 


Si / satisface /(— x) = —fix) para cada x en su dominio, entonces/es una funcion 
impar. Por ejemplo, la funcion /(x) = x 3 es impar porque 


/(-x) = (-x) 3 = -X 3 = -fix) 


La grafica de una funcion impar es simetrica en relacion con el origen (vease la figura 20). 
Si ya tenemos la grafica de/para x 0, podemos obtener toda la grafica rotando 1 80° esta 
portion en relacion con el origen. 


E3 


EJEMPLO 11 


Determine si cada una de las siguientes funciones es par, impar o nin- 


guna de las dos. 

a) fix) = x 5 + x b) gix) = 1 — x 4 c) h(x) = 2x — x 2 


S0LUCI0N 

a) fi-x) = i-x) 5 + i-x) = (-l)V + (— x) 

= —x 5 — x = — (x 5 + x) 

= -fix) 

Por tanto,/es una funcion impar. 


b) gi~x) = 1 - (-x) 4 = 1 - x 4 = gix) 

Asf que g es par. 


c ) h(— x) = 2(— x) — (— x) 2 = — 2x — x 2 

Como hi~x) t 4 hix) y hi~x) ~hix), concluimos que h no es par ni impar. 


Las graficas de las funciones del ejemplo 1 1 se muestran en la figura 21. Observe que 
la grafica de h no es simetrica respecto al eje y ni en relacion con el origen. 



FIGURA 21 


a) 


b) 


c) 
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FIGURA 23 


Funciones crecientes y decrecientes 

La grafica que se muestra en la figura 22 sube desde A hasta B, desciende dc B a C y sube otra 
vez de C a D. Se dice que la funcion/es creciente sobre el intervalo [a, b\, decreciente 
sobre [b, c] y creciente nuevamente sobre [c, cl\. Observe que si x l y x 2 son dos numeros 
entre ay b con Xj< x 2 , entonces/CXj) <f(x 2 ). Utilizamos esta propiedad para definir una 
funcion creciente. 


Una funcion /se llama creciente sobre un intervalo I si 

fix i) <f(x 2 ) 

siempre que xi < X 2 en I 

Se llama decreciente sobre I si 


fix 1) >fix 2 ) 

siempre que xi < X 2 en / 


En la definicion de una funcion creciente, es importante darse cuenta de que la desigual- 
dad/(x t ) < f(x 2 ) debe cumplirse para todo par de numeros x l y x 2 en I con x, < x 2 . 

Puede observarse en la figura 23 que la funcion /(x) = x 2 es decreciente sobre el inter- 
valo 0] y creciente sobre el intervalo [0, °°). 


1.1 


Ejercicios 


1. Si f(x) = x + fl — x y g(u) = u + — u , verdad que 

/= 9 ? 


2. Si 

x 2 — x 

/(*) = — y g(x) = x 

X — 1 


les verdad que/= g? 


3. La grafica de una funcion /esta dada. 

a) Establezca el valor de/(l). 

b) Estime el valor de/( — 1). 

c) ^Para que valores de x es f(x) =1? 

d) Estime el valor de x tal que/(x) = 0. 

e) Establezca el dominio y el rango de/. 

f) ^Sobre que intervalo es creciente/? 



4. Las graficas defyg estan dadas. 

a) Establezca los valores de/(— 4) y 3(3). 

b) ^Para que valores de x es/(x) = g(x)7 


c) Estime la solucion de la ecuacion/(x) = — 1. 

d) ^Sobre que intervalo es decreciente/? 

e) Establezca el dominio y el rango de / 

f) Establezca el dominio y el rango de g. 



5. La grafica de la figura 1 fue registrada por un instrumento 
operado por el Departamento de Minas y Geologfa de California 
en el Hospital Universitario de la Universidad de California del 
Sur (USC, por sus siglas en ingles) en Los Angeles. Utilice esta 
grafica para estimar el rango de la funcion aceleracion vertical 
de suelo, en la USC durante el terremoto de Northridge. 

6. En esta seccion discutimos ejemplos de funciones cotidianas: 
la poblacion es una funcion del tiempo, el costo de envfo 
postal es una funcion del peso, la temperatura del agua es una 
funcion del tiempo. Dar otros tres ejemplos de funciones de la 
vida cotidiana que se describen verbalmente. ^.Que puede decir 
sobre el dominio y el rango de cada una de sus funciones? Si 
es posible, esboce una grafica de cada funcion. 


1. Tareas sugeridas disponibles en stewartcalculus.com 
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7-10 Determine si la curva es la grafica de una funcion de x. Si lo 
es, establezca el dominio y el rango de la funcion. 







y 


















0 

l 

X 














11. La grafica que se muestra da el peso de una determinada 
persona en funcion de la edad. Describa con palabras como 
el peso de esta persona varfa con el tiempo. r,Que cree que 
ocurrio cuando esta persona tenia 30 anos? 


Peso 

(libras) 



12. La grafica muestra la altura del agua en una banera en funcion 
del tiempo. Proporcione una description verbal de lo que cree 
que sucedio. 



13. Se ponen unos cubitos de hielo en un vaso, se llena el vaso con 
agua frfa y luego se coloca sobre una mesa. Describa como 
cambia la temperatura del agua conforme transcurre el tiempo. 
Luego esboce una grafica de la temperatura del agua como una 
funcion del tiempo transcurrido. 

14. Tres corredores compiten en una carrera de 100 metros. La 
grafica muestra la distancia recorrida como una funcion del 


tiempo de cada corredor. Describa en palabras lo que la grafica 
indica acerca de esta carrera. ^Quien gano la carrera? ^Cada 
corredor termino la carrera? 



15. La grafica muestra el consumo de potencia para un dfa en 
septiembre en San Francisco. (P se mide en megavatios; t se 
registra en horas a partir de la medianoche). 

a) ^.Cual fue el consumo de potencia a las 6:00? lA las 18:00? 

b) ^Cuando fue el consumo de potencia mas bajo? ^Cuando 
fue el mas alto? ),Estos tiempos parecen razonables? 



16. Esboce una grafica aproximada del numero de horas de luz en 
funcion de la epoca del ano. 

17. Esboce una grafica de la temperatura exterior en funcion del 
tiempo, durante un dfa tfpico de primavera. 

18. Esboce una grafica aproximada del valor de mercado de un 
nuevo automovil en funcion del tiempo, durante un periodo 
de 20 anos. Suponga que el automovil se mantiene en buen 
estado. 

19. Esboce la grafica de la cantidad de una determinada marca de 
cafe vendido por una tienda, en funcion del precio del cafe. 

20. Coloque una tarta congelada en un homo y calientela durante 
una hora. Luego saquela y dejela enfriar antes de comerla. 
Describa como cambia la temperatura de la tarta conforme 
pasa el tiempo. Luego esboce una grafica de la temperatura 
de la tarta en funcion del tiempo. 

21. El propietario de una casa poda el cesped cada miercoles por 
la tarde. Esboce una grafica de la altura del cesped como una 
funcion del tiempo, en el transcurso de un periodo de cuatro 
semanas. 

22. Un avion despega desde un aeropuerto y aterriza una hora 
mas tarde en otro aeropuerto a 400 millas de distancia. Si t 
representa el tiempo en minutos desde que el avion ha dejado la 
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terminal, x(t) es la distancia horizontal recorrida y y(t) la altitud 
del avion, esboce 

a) una posible grafica de x(f). 

b) una posible grafica de y{t). 

c) una posible grafica de la rapidez respecto al suelo. 

d) una posible grafica de la velocidad vertical. 

23. En la tabla se muestra el numero N (en millones) de usuarios 
de telefonfa celular en EU. (Se dan estimaciones semestrales.) 


t 

1996 

1998 

2000 

2002 

2004 

2006 

N 

44 

69 

109 

141 

182 

233 


a) Utilice los datos para esbozar una grafica de N en funcion 
de t. 

b) Utilice su grafica para estimar el numero de usuarios de 
telefono celular a mediados de ano en 2001 y en 2005. 

24. Las siguientes lecturas de temperatura T (en °F) se registraron 
cada dos horas desde la medianoche a las 14:00 en Phoenix, el 
10 de septiembre de 2008. El tiempo t se midio en horas a 
partir de la medianoche. 


t 

0 

2 

4 

6 

8 

10 

12 

14 

T 

82 

75 

74 

75 

84 

90 

93 

94 


a) Utilice las lecturas para esbozar una grafica de T como una 
funcion de t. 

b) Utilice la grafica para estimar la temperatura a las 9:00. 

25. Si/(x) = 3x 2 — x + 2, encuentre/(2),/(— 2), /(«),/(— a), 
f(a + 1), 2/(a), /(2a), /(a 2 ), [ /(a)] 2 y/(a + h). 

26. Un globo esferico con radio de r pulgadas tiene volumen 

V(r) = rr 3 . Encuentre una funcion que represente la cantidad 
de aire necesaria para inflar el globo de un radio de r pulgadas 
a un radio r + 1 pulgadas. 


27-30 Evalue el cociente de diferencias de cada una de las 
siguientes funciones. Simplifique su respuesta. 


27. f{x) 

28. fix) 

29. fix) 

30. fix) 


4 + 3x — x 2 . 


/( 3 + h) — /(3) 
h 


3 fja + h) ~ fja) 
X ’ h 

i_ fjx) - fja) 

x ’ x — a 

X + 3 fix) -/( 1) 

X + 1 ’ x — 1 


35. hix) 


1 


■t/x 2 - 5x 


37. Fip) = V2 - 4P 


36. /(«) = 


u + 1 


1 + 


1 


u + 1 


38. Encuentre el dominio y el rango, y dibuje la grafica de la 
funcion h)x) = f 4 — x 1 . 


39-50 Encuentre el dominio y grafique cada una de las siguientes 
funciones: 


39. fix) = 2- 0.4x 
41. fit) = 2 t + f 


40. Fix) =x 2 ~2x+ 1 

4 - t 2 
42. Hit) = Y 


43. gix) = yjx — 5 


44. Fix) = | 2x + 1 


45. Gix) 


3x + | x | 
x 


46. gix) = | x | - x 


47. fix) 

48. fix) 

49. fix) 

50. fix) 


x + 2 

si x < 0 

^1 — X 

si x 0 

'3 - \ X 

si x =£ 2 

2x - 5 

si x > 2 

(x + 2 

si x ^ — 1 

u 

si x > — 1 

' X + 9 

si x < —3 

— 2x 

si | x | ^ 3 

-6 

si x > 3 


51 -56 Encuentre una expresion para la funcion cuya grafica es la 
curva dada. 

51. El segmento de recta que une los puntos (1, —3) y (5, 7). 

52. El segmento de recta que une los puntos ( — 5, 10) y (7, —10). 

53. La mitad inferior de la parabola x + (y — l) 2 = 0. 

54. La mitad superior de la circunferencia x 2 + (v — 2) 2 = 4. 




31-37 Encuentre el dominio de cada una de las siguientes funciones. 



x + 4 

2x 3 - 5 

57-61 Encuentre una formula y su dominio para cada una de las 

31. fix) 

_ x 2 - 9 

32. fix) - 

x + x — 6 

siguientes funciones descritas. 




57. Un rectangulo tiene 20 m de perfmetro. Exprese el area del 

33. fit) 

II 

to 

1 

34. git) = V3 - t - V2 + / 

rectangulo en funcion de la longitud de uno de sus lados. 
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58 . Un rectangulo tiene 16 m 2 de area. Exprese el perfmetro del 
rectangulo en funcion de la longitud de uno de sus lados. 

59 . Exprese el area de un triangulo equilatero, como funcion de 
la longitud de un lado. 

60 . Exprese el area superficial de un cubo en funcion de su 
volumen. 

61 . Una caja rectangular abierta con 2 m 3 de volumen tiene una 
base cuadrada. Exprese el area superficial de la caja en funcion 
de la longitud de uno de los lados de la base. 


62 . Una ventana normanda tiene la forma de un rectangulo 
coronado por un semiclrculo. Si el perfmetro de la ventana 
es de 30 pies, exprese el area A de la ventana en funcion del 
ancho x de la ventana. 


b - v H 

63 . Debe construirse una caja sin tapa, a partir de una hoja 
rectangular de carton que tiene dimensiones de 12 por 
20 pulgadas, recortando cuadrados iguales de lado x en cada 
una de las esquinas y plegando los lados como se ilustra en la 
figura. Exprese el volumen V de la caja en funcion de x. 



64 . Un plan de telefonfa celular tiene una carga basica de 35 
dolares al mes. El plan incluye 400 minutos gratis y cargos de 
10 centavos de dolar por cada minuto adicional de uso. Escriba 
el costo mensual C, como una funcion del numero x de minutos 
utilizados, y grafique C como una funcion para O'SrS 600. 

65 . En cierto estado del pats, la velocidad maxima permitida en 
autopistas es 65mi/h y la velocidad minima es de 40mi/h. La 
multa para los conductores que violan estos lfmites es $15 por 
cada milla por hora por encima de la velocidad maxima o por 
debajo de la velocidad minima. Exprese el monto de la multa 
F como una funcion de la velocidad de conduction x y grafique 
F(x) para 0 =£ x =£ 100. 

66 . Una companfa de electricidad cobra a sus clientes una tasa 
base de 10 dolares al mes, mas 6 centavos de dolar por 
kilovatio-hora (kWh) por los primeros 1200 kWh y 7 centavos 
de dolar por kWh para todo uso sobre 1200 kWh. Exprese el costo 
mensual E en funcion de la cantidad x de electricidad utilizada. 
Despues, grafique la funcion E para 0 =£ x =£ 2000. 


67 . En un determinado pafs, el impuesto sobre la renta se calcula 
como sigue. No hay impuesto sobre la renta para ingresos de 
hasta $10000. Los ingresos de mas de $10000 se gravan con una 
tasa del 10%, hasta un ingreso de $20000. Los ingresos 
superiores a $20000 se gravan en 15%. 

a) Esboce la grafica de la tasa impositiva R en funcion 
de los ingresos. 

b) f,Que impuesto corresponde a un ingreso de $14000? 

LY de $26000? 

c) Esboce la grafica del impuesto total T en funcion del 
ingreso I. 

68 . Las funciones del ejemplo 10 y el ejercicio 67 se denominan 
funciones escalon porque sus graficas parecen escaleras. 

Sugiera dos ejemplos de funciones escalon que surgen en la 
vida cotidiana. 

69-70 Se muestran las graficas defyg. Determine si cada funcion 
es par, impar o ninguna de las dos. Explique su razonamiento. 




71 . a) Si el punto (5, 3) esta en la grafica de una funcion par, £cual 

otro punto tambien debe estar en la grafica? 
b) Si el punto (5, 3) esta en la grafica de una funcion impar, 
^,cual otro punto tambien debe estar en la grafica? 

72 . Una funcion/tiene dominio [—5, 5] y se muestra una portion 
de su grafica. 

a) Complete la grafica de/si se sabe que/es par. 

b) Complete la grafica de/si se conoce que/es impar. 



73-78 Determine si/es par, impar o ninguna de las dos. Si tiene 
una calculadora graficadora, utilfcela para verificar visualmente su 
respuesta. 


73 . f(x) = 


x 2 + 1 


75 . fix ) = —— 
x + 1 

77 . fix) = 1 + 3x 2 - x* 


74 . fix) = 


x 4 + 1 
76. fix) = x | x | 

78 . fix) = \ + 3x> - x 5 
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79. Si/y g son funciones pares, ^es / + g par? Si/y g son funciones 
impares, ^es/ + g impar? ^Que sucede si/es par y g es impar? 
Justifique sus respuestas. 


80. Si/y g son dos funciones pares, ^es el producto par? Si 
fyg son dos funciones impares, iesfg impar? ^Que 
sucede si/es par y g es impar? Justifique sus respuestas. 


1.2 


Modelos matematicos: un catalogo de funciones esenciales 


Un modelo matematico es una descripcion matematica (a menudo por medio de una 
funcion o una ecuacion) de un fenomeno real, como el tamano de una poblacion, la deman- 
da de un producto, la velocidad de un objeto que cae, la concentracion de un producto en 
una reaccion qufmica, la esperanza de vida de una persona al nacer, o el costo de la reduc- 
cion de las emisiones. El proposito del modelo es comprender el fenomeno y tal vez hacer 
predicciones sobre su comportamiento futuro. 

La figura 1 ilustra el proceso de modelado matematico. Dado un problema del mundo 
real, nuestra primera tarea es formular un modelo matematico mediante la identification y 
etiquetado de las variables dependientes e independientes, y haciendo supuestos que sim- 
plifiquen lo suficiente el fenomeno para que sea matematicamente manejable. Utilizamos 
nuestro conocimiento de la situacion ffsica y nuestras habilidades matematicas para obte- 
ner ecuaciones que relacionen las variables. En situaciones donde no hay ninguna ley 
ffsica para que nos gufe, podemos necesitar recopilar datos (ya sea en una biblioteca, en 
internet o mediante la realizacion de nuestros propios experimentos) y examinar los datos 
en forma de una tabla para poder identificar patrones. A partir de la representacion nume- 
rica de una funcion, podemos obtener una representacion grafica. En algunos casos, la 
grafica podrfa hasta sugerir una forma algebraica adecuada. 


Problema en 

Formular 

Modelo 

Resolver 

Conclusiones 

Interpretar 

Prediccion en 

el mundo real 


matematico 


matematicas 


el mundo real 


A 

Prueba 


FIGURA 1 El proceso de modelado 


La segunda etapa consiste en aplicar las matematicas que conocemos (p. ej., el Calculo 
que se desarrollara a lo largo de este libro) al modelo matematico que hemos formulado a 
fin de obtener conclusiones matematicas. A continuacion, en la tercera etapa, tomamos 
esas conclusiones matematicas y las interpretamos como information sobre el fenomeno 
original del mundo real con el proposito de dar explicaciones o hacer predicciones. 
El ultimo paso es poner a prueba nuestras predicciones comparando contra nuevos datos 
reales. Si las predicciones no coinciden con una buena aproximacion con la realidad, 
necesitamos afinar nuestro modelo o formular uno nuevo y empezar otra vez el ciclo. 

Un modelo matematico nunca es una representacion completamente precisa de una 
situacion ffsica: es una idealization. Un buen modelo simplifica la realidad lo suficiente 
para permitir hacer calculos matematicos, pero es razonablemente preciso para proporcio- 
nar valiosas conclusiones. Es importante percatarse de las limitaciones del modelo porque, 
finalmente, la Madre Naturaleza tiene la ultima palabra. 

Hay muchos tipos diferentes de funciones que pueden utilizarse para modelar relacio- 
nes observadas en el mundo real. En lo que sigue, analizaremos el comportamiento y 
grafica de estas funciones y daremos ejemplos de situaciones adecuadamente modeladas 
por ellas. 

Modelos lineales 


En el apendice B se repasa la geometria analftica Cuando decimos que y es una funcion lineal de x, queremos decir que la grafica de la 
de las rectas. funcion es una recta, de manera que podemos utilizar la forma pendiente-interseccion de 
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la ecuacion de la recta para escribir una formula para la funcion como 

y = /(x) = nix + b 

donde m es la pendiente de la recta y h es la interseccion de la recta con el eje y. 

Un rasgo caracterfstico de las funciones lineales es que crecen a una razon constante. 
Por ejemplo, la figura 2 muestra una grafica de la funcion lineal /(x) = 3x — 2 y una tabla 
con algunos de sus valores. Observe que cuando x aumenta por 0. 1, el valor de/(x) aumenta 
por 0.3. Asf que/(x) aumenta tres veces mas rapido que x. De este modo, la pendiente de 
la grafica y = 3x — 2, es decir 3, lo que puede interpretarse como la razon de cambio de y 
respecto a x. 


y 

y = 3x - 2 

0 

X 

-2 


FIGURA 2 



X 

fix) = 3 x - 2 

1.0 

1.0 

1.1 

1.3 

1.2 

1.6 

1.3 

1.9 

1.4 

2.2 

1.5 

2.5 



EJEMPLO 1 


a) Cuando el aire seco se mueve hacia arriba, se expande y se enfrfa. Si la temperatura del 
suelo es 20 °C, y la temperatura a 1 km de altura es de 10 °C, exprese la temperatura T 
(en °C) en funcion de la altura h (en kilometros), suponiendo que un modelo lineal es 
adecuado. 

b) Dibuje la grafica de la funcion del inciso a). (j Que representa la pendiente? 

c) ( ' Cual es la temperatura a 2.5 km de altura? 

S0LUCI0N 

a) Ya que suponemos que T es una funcion lineal de h, podemos escribir 

T = mh + b 

Estamos teniendo en cuenta que T = 20 cuando h = 0, por lo que 

20 = m • 0 + b = b 

En otras palabras, la interseccion con el eje y es b = 20. 

Dado que T = 10 cuando h = 1, tenemos que 

10 = m • 1 + 20 

La pendiente de la recta es, por tanto, m = 10 — 20 = — 10, y la funcion lineal requerida 
es 


T= -10// + 20 

b) La grafica se muestra en la figura 3. La pendiente es m = — 10 °C/km y representa la 
razon de cambio de temperatura respecto a la altura. 

c) A una altura de h = 2.5 km, la temperatura es 


FIGURA 3 


T= -10(2.5) + 20 = — 5°C 
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Si no hay ley ffsica o principio que nos ayude a formular un modelo, construimos un 
modelo empirico que se base completamente en los datos recopilados. Buscamos una 
curva que “encaje” en los datos, en el sentido que sugiera la tendencia basica de los puntos 
que representan los datos. 


m 


EJEMPLO 2 


La tabla 1 muestra el nivel promedio de dioxido de carbono en la 
atmosfera, medido en partes por millon en el Observatorio Mauna Loa, desde 1980 a 
2008. Utilice los datos de la tabla 1 para encontrar un modelo para el nivel de dioxido de 
carbono. 


SO LUC I ON Utilizamos los datos de la tabla 1 para hacer la grafica de dispersion en 
la figura 4, donde t representa el tiempo (en anos) y C, el nivel de CO, (en partes por 
millon, ppm). 


TABLA 1 


Ano 

Nivel de C0 2 
(en ppm) 

Ano 

Nivel de CO, 
(en ppm) 

1980 

338.7 

1996 

362.4 

1982 

341.2 

1998 

366.5 

1984 

344.4 

2000 

369.4 

1986 

347.2 

2002 

373.2 

1988 

351.5 

2004 

377.5 

1990 

354.2 

2006 

381.9 

1992 

356.3 

2008 

385.6 

1994 

358.6 




Cf 

380 - 

370 - 

360 - 

350 - 

340 - 

# 


1980 1985 1990 1995 2000 2005 2010 

FIGURA 4 La grafica de dispersion para el nivel promedio de C0 2 


t 


Observe que los puntos de datos parecen estar cercanos a una recta, por lo que es 
natural que se elija un modelo lineal en este caso. Pero hay muchas rectas posibles que 
se aproximan a estos puntos de datos, asf que, ( ' cual debemos usar? Una posibilidad es la 
recta que pasa por el primero y el ultimo puntos de datos. La pendiente de esta recta es 


y su ecuacion es 
o bien 


385.6 - 338.7 46.9 

= = 1 .67 

2008 - 1980 28 

C - 338.7 = 1.675(f - 1980) 


[ 7 ] C= 1.675? - 2977.8 

La ecuacion 1 da un posible modelo lineal para el nivel de dioxido de carbono y se 
representa graficamente en la figura 5. 


FIGURA 5 

Modelo lineal a traves del primero 
y el ultimo puntos de informacion 
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Una computadora o una calculadora graficadora 
encuentran la recta de regresion por el metodo 
de mi'nimos cuadrados, que consiste en 
minimizar la suma de los cuadrados de las 
distancias verticales entre los puntos de datos 
y la recta. Los detalles se explican en la 
seccion 14.7. 


Observe que nuestro modelo da valores por encima de la mayorfa de los niveles reales 
de CO r Un mejor modelo lineal se obtiene por un procedimiento estadfstico llamado 
regresion lineal. Si utilizamos una calculadora graficadora, introducimos los datos 
de la tabla 1 en el editor de datos y elegimos el comando de regresion lineal (con 
Maple utilizamos el comando fit[leastsquare] en el paquete de estadfstica; con Mathematica 
utilizamos el comando Fit). La maquina da la pendiente y la ordenada al origen de la 
recta de regresion 

m = 1.65429 b = -2938.07 


Por lo que nuestro modelo de mmimos cuadrados para el nivel de CO, es 


2 


C = 1.65429* -2938.07 


En la figura 6 graficamos la recta de regresion, as! como los puntos de datos. Compa- 
rando con la figura 5, vemos que da un mejor ajuste que nuestro anterior modelo lineal. 



EJEMPLO 3 


Utilice el modelo lineal dado por la ecuacion 2 para estimar el nivel 
promedio de C0 2 para 1987 y predecir el nivel para el ano 2015. De acuerdo con 
este modelo, ^cuando el nivel de CO, superara 420 partes por millon? 


S0LUCI0N Mediante la ecuacion 2 con t = 1 987, estimamos que el nivel promedio de 
C0 2 en 1987 fue 


<7(1987) = (1.65429X1987) - 2938.07 » 349.00 

Este es un ejemplo de interpolacion porque hemos estimado un valor entre los valores 
observados. (De hecho, el Observatorio Mauna Loa informo que el nivel promedio de CO, 
en 1987 fue de 348.93 ppm, por lo que nuestra estimation es bastante precisa.) 

Con t = 2015, obtenemos 

<7(2015) = (1.65429)(2015) - 2938.07 = 395.32 

Por lo que auguramos que el nivel promedio de CO, en el ano 2015 sera 395. 3 ppm. 
Este es un ejemplo de extrapolacion porque hemos predicho un valor fuera de la region 
de observaciones. En consecuencia, estamos mucho menos seguros acerca de la precision de 
nuestra prediction. Utilizando la ecuacion 2, vemos que el nivel de CO supera las 
420 ppm cuando 

1.65429? - 2938.07 > 420 


Resolviendo esta desigualdad, obtenemos 


t > 


3 358.07 


2029.92 


1 .65429 
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FIGURA 7 

Las graficas de una 
funcion cuadratica 
son parabolas 


Por tanto, predecimos que el nivel de C0 2 superara 420 ppm para el ano 2030. Esta 
prediction es riesgosa porque se trata de un tiempo bastante alejado de nuestras 
observaciones. De hecho, podemos ver en la figura 6 que la tendencia ha sido de un 
rapido aumento para los niveles de CO , en los ultimos anos, por lo que el nivel podrfa 
superar los 420 ppm antes de 2030. 

Polinomiales 

Una funcion P se llama polinomial si 

P(x) = a„x" + + ■ ■ ■ + ciix 2 + cl\X + ao 

donde n es un numero entero no negativo y a Q , a , a y ..., a n son constantes llamadas los 
coeficientes de la polinomial. El dominio de cualquier polinomial es R = (— °°, °°). Si 
el coeficiente principal o # 0, entonces el grado de la polinomial es n. Por ejemplo, la 
funcion 


P(x) = 2x 6 — x 4 + | x 3 + 72 


es una polinomial de grado 6. 

Una polinomial de grado 1 es de la forma P(x) = mx + b, por lo que es una funcion 
lineal. Una polinomial de grado 2 es de la forma P(x) = ax 2 + hx + c y se llama fun- 
cion cuadratica. Su grafica es siempre una parabola obtenida por desplazamientos de la 
parabola y = ax 2 , como se vera en la siguiente seccion. La parabola abre hacia arriba si 
a > 0 y hacia abajo si a < 0. (Vease la figura 7.) 


y- 

k / 

2- 


0 

1 * 

* 

II 

’’cd' 

2 + x+\ 



Una polinomial de grado 3 es de la forma 

P{ x) = ax 3 + bx 2 + cx + d a 0 

y se llama funcion cubica. La figura 8 muestra la grafica de una funcion cubica en el 
inciso a) y las graficas de polinomiales de grados 4 y 5 en los incisos b) y c). Veremos mas 
adelante por que las graficas tienen esas formas. 


y 


1 

' 

0 

J i 



y- 

1 
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/ 
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FIGURA 8 


a) y = x 3 — x + 1 


c) y = 3x 5 — 25x 3 + 60x 
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TABLA 2 


Tiempo 

(segundos) 

Altura 

(metros) 

0 

450 

1 

445 

2 

431 

3 

408 

4 

375 

5 

332 

6 

279 

7 

216 

8 

143 

9 

61 


Las polinomiales se utilizan comunmente para modelar diversas cantidades que se pre- 
sentan en las ciencias naturales y sociales. Por ejemplo, en la section 3.7 explicaremos por 
que los economistas usan a menudo una polinomial P(x) para representar el costo de pro- 
ducir x unidades de una mercanrfa. En el siguiente ejemplo, utilizamos una funcion cuadra- 
tica para modelar la cafda de una pelota. 


EJEMPLO 4 


Se deja caer una pelota desde la plataforma de observation de la Torre CN, 
a 450 m por encima del suelo. Las sucesivas alturas h de la pelota por encima del suelo 
estan registradas a intervalos de 1 segundo, en la tabla 2. Encuentre un modelo para ajustar 
los datos y utilice ese modelo para predecir el momento en que la pelota golpeara el 
suelo. 


S0LUCI0N En la figura 9 se traza una grafica de dispersion con la information disponible 
y se observa que un modelo ideal no es adecuado. Pero parece ser que los puntos de 
datos podrfan acomodarse a una parabola, por lo que intentamos un modelo cuadratico. 
Utilizando una calculadora graficadora o computadora (que utiliza el metodo de los 
mfnimos cuadrados), obtenemos el siguiente modelo cuadratico: 


a 


h = 449.36 + 0.96 1 - 4.90 1 1 


ht 

(metros) 

400- 





200- 





0 

2 

4 

6 

8 1 
(segundos) 



FIGURA 9 

Grafica de dispersion para la cafda de una 
pelota 


FIGURA 10 

Modelo cuadratico para la cafda de una 
pelota 


En la figura 10 dibujamos la grafica de la ecuacion 3 junto con los puntos de datos y 
vemos que el modelo cuadratico es muy buen ajuste. 

La pelota golpea el suelo cuando h = 0, por lo que resolvemos la ecuacion cuadratica 

-4.90 1 2 + 0.96 1 +449.36 = 0 


La ecuacion cuadratica da 


_ -0.96 ± V(0.96) 2 - 4(-4.90) (449.36) 

1 ~ 2(— 4.90) 

La rafz positiva es t ~ 9.67 , por lo que pronosticamos que la pelota golpeara el suelo 
despues de aproximadamente 9.7 segundos. 


Funciones potencia 


Una funcion de la forma fix) = x“, donde a es una constante, se llama funcion potencia. 
Consideramos varios casos. 
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i) a = n, donde n es un numero entero positivo 

Las graficas de fix) = x" para x = 1, 2, 3, 4 y 5 se muestran en la figura 11. (Estas son 
polinomiales con un solo termino.) Ya sabemos la forma de la grafica de y = x (una recta 
que pasa por el origen con pendiente 1) y y = x 2 [una parabola, vease el ejemplo 2b) en 
la seccion 1.1]. 


y 


y — x 

\ 

y- 

/ 

l 


/ 

\ 

\ 

\ 

i- 

/ 


0 

1 * x 


0 

l * 


FIGURA 11 Graficas de f(x) = x" para n = 1, 2, 3, 4, 5 
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La forma general de la grafica de /(x) = x“ depende de si n es par o impar. Si n es 
par, entonces /(x) = x n es una funcion par, y su grafica es similar a la parabola y = x 2 . 
Si n es impar, entonces /(x) = x" es una funcion impar, y su grafica es similar a la 
de y = x 3 . Observe en la figura 12, sin embargo, que cuando n aumenta, la grafica de 
y = x" se aplana mas cerca de 0 y es mas pronunciada cuando | x | 3= 1. (Si x es peque- 
na, entonces x 2 es mas pequena, x 3 es aun mas pequena, x 4 es todavfa mas pequena aun, 
y asf sucesivamente.) 



ii) a = 1/n, donde n es un numero entero positivo 

La funcion fix) = x l/ " = ?Jx es una funcion raiz. Para n = 2 es la funcion rafz 
cuadrada f(x) = yfx, con dominio en [0, °°) y cuya grafica es la mitad superior de 
la parabola x = y 2 . [Vease la figura 13a)]. Para otros valores pares de n, la grafica 
de y = x/x es similar a la de y = ^fx . Para n = 3 tenemos la funcion rafz cubica 
/ (x) = Zfx con dominio en R (recuerde que todo numero real tiene rafz cubica) y cuya 
grafica se muestra en la figura 13b). La grafica de y = y/x para n impar (n > 3) es 
similar a la de y = y/x . 


yf y 



FIGURA 13 

Graficas de funciones rafz 


a )f(x) = fx 


b) f(x) = \[x 
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FIGURA 14 

La funcion recfproca 


iii) a = — 1 

La grafica de la funcion recfproca /(A) = x 1 = \/x se muestra en la figura 14. Su grafica 
tiene la ecuacion y = l/io xy = l,yes una hiperbola con los ejes de coordenadas 
como sus asfntotas. Esta funcion surge en ffsica y qufmica en relacion con la ley de Boyle, 
que dice que, cuando la temperatura es constante, el volumen V de un gas es inversamente 
proporcional a la presion P: 



donde C es una constante. Asf, la grafica de V en funcion de P (vease la figura 15) tiene 
la misma forma general que la mitad derecha de la figura 14. 


FIGURA 15 

El volumen como una funcion de 
la presion a temperatura constante 




Las funciones potencia tambien se utilizan para modelar relaciones especie-area (ejercicios 
26-27), la iluminacion como una funcion de la distancia a una fuente de luz (ejercicio 25) y 
el periodo de revolucion de un planeta en funcion de su distancia al Sol (ejercicio 28). 


Funciones racionales 


Una funcion racional/es un cociente de dos funciones polinomiales: 


/(*) 


P(x) 

Q(x) 


donde P y Q son polinomiales. El dominio consiste en todos los valores de x tales que 
Q(x) ¥= 0. Un ejemplo simple de una funcion racional es f(x) = l/x, cuyo dominio es 
{.r | x 0}; esta es la funcion recfproca graficada en la figura 14. La funcion 


fix) = 



es una funcion racional con dominio {x \ x ±2}. La grafica se muestra en la figura 16. 


Funciones algebraicas 

Una funcion / se llama funcion algebraica si puede construirse utilizando operaciones 
algebraicas (como suma, resta, multiplicacion, division y tomando rafces) comenzando 
con las polinomiales. Cualquier funcion racional es automaticamente una funcion algebraica. 
Aquf hay dos ejemplos mas: 


f(x) = six 1 + 1 


g(x) = 


x 4 — 16x 2 

X + yfx 


+ (x — 


2 )yjx + 1 


Cuando esbocemos funciones algebraicas en el capftulo 4, veremos que sus graficas pue- 
den tener una variedad de formas. La figura 17 ilustra algunas de las posibilidades. 
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FIGURA 17 a) f(x) = x\j x + 3 



y 



1 

[ 

0 

5 * 


b) g(x) = Mx 2 - 25 



Un ejemplo de una funcion algebraica se produce en la teorfa de la relatividad. La masa 
de una particula con velocidad v 


m=m =7r=m 

donde m Q es la masa en reposo de la partlcula y c = 3.0 X 10 5 km/s es la velocidad de la 
luz en el vaclo. 


Las paginas de referenda se encuentran 
en la parte final del libro. 


Funciones trigonometricas 

La trigonometrla y las funciones trigonometricas se repasan en la pagina de referenda 2 
y tambien en el apendice D. En Calculo, por convencion, siempre se utilizan medidas en 
radianes (excepto cuando se indique lo contrario). Por ejemplo, cuando utilizamos la fun- 
cion fix) = sen x, se sobreentiende que sen x significa el seno de un angulo cuya medida 
en radianes es x. Asl, las graficas de las funciones seno y coseno son como se muestra en 
la figura 18. 




a) f(x) = sen x b) g(x) = cos x 


FIGURA 18 


Observe que para las funciones seno y coseno el dominio es °°), y el rango es el 
intervalo cerrado [ — 1, 1]. Por tanto, para todos los valores de x, tenemos 


— 1 =S sen x 1 — 1 cos x 1 


o bien, en terminos de valor absoluto, 

| sen x | 1 | cos x \ =£ 1 

Tambien, los ceros de la funcion seno se producen en los multiplos enteros de 77; es decir, 

sen x = 0 cuando x = nir donde n es un entero 

Una propiedad importante de las funciones seno y coseno es que son funciones perio- 
dicas con periodo 277. Esto significa que, para todos los valores de x. 


sen (x + 277 ) = sen x 


cos (x + 277) = cos x 
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El caracter periodico de estas funciones las hace adecuadas para modelar fenomenos repe- 
titivos, como las olas del mar, resortes en vibracion y las ondas de sonido. Por ejemplo, en 
el ejemplo 4 en la seccion 1.3 veremos que un modelo razonable para el numero de horas 
de luz solar en Filadelfia t dfas de despues del 1 de enero viene dado por la funcion 


W) 


12 + 2.8 sen 


277 

365 


it ~ 80) 



FIGURA 19 

y = tan x 


La funcion tangente esta relacionada con las funciones seno y coseno por la ecuacion 

sen x 

tan x = 

cos x 

y su grafica se muestra en la figura 19. Esta indefinida siempre que cos x = 0, es decir, 
cuando x = ±tt/2, ±3it/2 , . . . Su rango es (— °°, °°). Observe que la funcion tangente 
tiene periodo 77: 


tan(x + 77) = tan x para toda x 

Las tres funciones trigonometricas restantes (cosecante, secante y cotangente) son 
los reciprocos de las funciones seno, coseno y tangente. Sus graficas aparecen en el 
apendice D. 



FIGURA 20 


Funciones exponenciales 

Las funciones exponenciales son funciones de la forma /(x) = a', donde la base a es una 
constante positiva. Las graficas de y = 2 X y y = (0, 5)' se muestran en la figura 20. 
En ambos casos el dominio es (— °°, °°), y el rango es (0, °°). 

Las funciones exponenciales seran estudiadas en detalle en la seccion 1.5, y veremos 
que son utiles para modelar muchos fenomenos naturales, como el crecimiento de una 
poblacion (si a > 1) y la desintegracion radiactiva (si a < 1). 



FIGURA 21 


Funciones logaritmicas 

Las funciones logaritmicas f(x) = log x, donde la base a es una constante positiva, son las 
funciones inversas de las funciones exponenciales, que estudiaremos en la seccion 1.6. 
La figura 21 muestra las graficas de cuatro funciones logaritmicas con diferentes bases. En 
cada caso el dominio es (0, °°), el rango es (— °°, 00 ), y la funcion crece lentamente cuando 
x > 1. 


EJEMPLO 5 


Clasifique las siguientes funciones como uno de los tipos de funciones que 
hemos discutido. 

a) fix) = 5 V b) g(x) = x 5 

1 + x 


c) h(x) = 


1 - 


d) u(t) = 1 - t + 5t 


S0LUCI0N 

a) fix) = 5‘ es una funcion exponencial. (La x es el exponente.) 


b) g(x) = x 5 es una funcion potencia. (La x es la base.) Podrfa considerarse como una 
funcion polinomial de grado 5. 


c) h{x) 


1 + x 
1 — \[x 


es una funcion algebraica. 


d) u(t) = 1 — t + 5I 4 es una funcion polinomial de grado 4. 
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1.2 


Ejercicios 


1-2 Clasifique cada funcion como una funcion potencia, funcion 
rafz, polinomial (establezca su grado), funcion rational, 
funcion algebraica, funcion trigonometrica, funcion exponencial 
o funcion logarftmica. 


1. a)/(x) = log 2 x 

b) 

II 

2x 3 



c) h(x) - 2 

d) 

u(t) = 1 - 1.1 1 + 2.54 1 - 

1 - x 1 



e) v(t) = 5' 

f) 

w(e) = send cos 2 0 

2. a) y = n x 

b) 

y = X” 

c) y = x 2 (2 - x 3 ) 

d) 

y = tan t — cos t 

5 


V* 3 — 1 

e) y - . , 

1 + S 

f) 

y ~ l+l/x 


3-4 Relacione cada una de las siguientes ecuaciones con su grafica. 
Explique el porque de su election. (No utilice computadora o 
calculadora graficadora.) 

3. a) y = x 2 b) y = x 5 * * c) y = x 8 



4. a) y = 3x b) y = 3" 

c) y = x 3 d) y = Zfx 



5. a) Encuentre una ecuacion para la familia de funciones lineales 

con pendiente 2 y esboce varios miembros de la familia. 

b) Encuentre una ecuacion para la familia de funciones lineales 
tal que/(2) = 1 y esboce varios miembros de la familia. 

c) (,Que funcion pertenece a ambas familias? 


6 . (,Que tienen en comun todos los miembros de la familia de 
funciones lineales /(x) = 1 + m(x + 3)? Esboce varios miembros 
de la familia. 

7. (,Que tienen en comun todos los miembros de la familia de 
funciones lineales /(x) = c — x? Esboce varios miembros de la 
familia. 

8 . Encuentre expresiones para las funciones cuadraticas cuyas 
graficas se muestran. 



* 

/ 


y 


<“ 2,2 >/\ 


( 0 , 1 ) 


\(1,— 2.5) 


9. Encuentre una expresion para una funcion cubica/si/(l) = 6 

y/(-i) =/(0) =/(2) = 0. 

10. Estudios recientes indican que la temperatura promedio de 
la superficie de la Tierra ha estado aumentando. Algunos 
cientfficos han modelado la temperatura con la funcion 
lineal T = 0.02 1 + 8.50, donde T es la temperatura en °C 
y t representa anos desde 1900. 

a) (,Que representan la pendiente y la intersection con el 
eje r? 

b) Utilice la ecuacion para predecir la temperatura promedio 
de la superficie global en 2100. 

11. Si ZD (en mg) es la dosis de un medicamento recomendada 
para adultos, entonces, para determinar la dosis apropiada 
c para un nino de edad a, el farmaceutico utiliza la 
ecuacion c = 0.0417D(a +1). Supongamos que la dosis 
para un adulto es de 200 mg. 

a) Encuentre la pendiente de la grafica de c. (,Que representa? 

b) ^,Cual es la dosis para un recien nacido? 

12. El administrador de un bazar de fin de semana sabe por 
experiencia que si cobra x dolares por el alquiler de un espacio 
en el bazar, entonces el numero y de espacios que puede alquilar 
viene dado por la ecuacion y = 200 — 4x. 

a) Trace la grafica de esta funcion lineal. (Recuerde que la 
renta por el espacio y el numero de espacios alquilados no 
pueden ser cantidades negativas.) 

b) (,Que representan la pendiente, la intersection con el eje y la 
intersection con el eje x de la grafica? 

13. La relation entre las escalas de temperatura Fahrenheit (F) y 
Celsius (C) esta dada por la funcion lineal F = \ C + 32 . 

a) Trace la grafica de esta funcion. 

b) ^,Cual es la pendiente de la grafica y que representa? ^Cual 
es la intersection con el eje F y que representa? 

14. Jason sale de Detroit a las 14:00 y conduce a rapidez constante 
hacia el oeste a lo largo de la carretera 1-96. Pasa por Ann 
Arbor, a 40 mi de Detroit, a las 14:50. 

a) Exprese la distancia recorrida en terminos del tiempo 
transcurrido. 


Se requiere calculadora graficadora o computadora 


1. Tareas sugeridas disponibles en stewartcalculus.com 
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b) Dibuje la grafica de la ecuacion del inciso a). 

c) ^Cual es la pendiente de esta recta? ^Que representa? 

15. Los biologos han observado que la tasa de chirridos que emiten 
los grillos de una determinada especie esta relacionada con la 
temperatura, y la relation parece ser casi lineal. Un grillo 
produce 113 chirridos por minuto a 70°F y 173 chirridos por 
minuto a 80°F. 

a) Encuentre una ecuacion lineal que modele la temperatura T, 
en funcion del numero N de chirridos por minuto. 

b) ^Cual es la pendiente de la grafica? ^Que representa? 

c) Si los grillos estan chirreando a 150 chirridos por minuto, 
estime la temperatura. 

16. El gerente de una fabrica de muebles encontro que cuesta 
$2200 fabricar 100 sillas en un dfa y $4800 producir 300 sillas 
en un solo dfa. 

a) Exprese el costo en funcion del numero de sillas 
producidas, suponiendo que es lineal. A continuation 
trace la grafica. 

b) ^Cual es la pendiente de la grafica y que representa? 

c) ^Cual es la intersection en y de la grafica y que 
representa? 

17. En la superficie del oceano, la presion del agua es la misma 
que la presion del aire por encima del agua, 151b/pulg 2 . Debajo 
de la superficie, la presion del agua aumenta 4.341b/pulg 2 por 
cada 10 pies de descenso. 

a) Exprese la presion del agua en funcion de la profundidad 
bajo la superficie del oceano. 

b) que profundidad la presion es de 1001b/pulg 2 ? 

18. El costo mensual de conducir un coche depende del numero 
de millas recorridas. Lynn encontro que en mayo le costo 
$380 conducir 480 millas y en junio le costo $460 conducir 
800 millas. 

a) Exprese el costo mensual C como una funcion de la 
distancia recorrida cl, suponiendo que una relation lineal 
da un modelo adecuado. 

b) Utilice el inciso a) para predecir el costo de conducir 
1 500 millas por mes. 

c) Dibuje la grafica de la funcion lineal. ^Que representa la 
pendiente? 

d) r,Que representa la intersection en C? 

e) f,Por que una funcion lineal es un modelo adecuado en esta 
situation? 

19-20 Para cada una de las siguientes graficas de dispersion, ^que 

tipo de funcion elegirfa como un modelo para los datos? Explique 

sus elecciones. 

19. a) b) 


y 



0 



0 


20 . a) 


b) 


FH 21. La tabla muestra la tasa de ulcera peptica (de por vida) (por 
cada 100 habitantes) en relation con el ingreso de varias 
familiares segun lo informado por la Encuesta National de 
Entrevista de Salud. 


Ingreso 

Tasa de ulcera 
(por cada 100 habitantes) 

$4000 

14.1 

$6000 

13.0 

$8000 

13.4 

$12000 

12.5 

$16000 

12.0 

$20000 

12.4 

$30000 

10.5 

$45000 

9.4 

$60000 

8.2 


a) Elabore una grafica de dispersion con estos datos y decida si 
es apropiado un modelo lineal. 

b) Encuentre y grafique un modelo lineal utilizando el 
primero y el ultimo puntos de datos. 

c) Encuentre y grafique la recta de regresion por mfnimos 
cuadrados. 

d) Utilice el modelo lineal del inciso c) para estimar la tasa de 
ulcera para un ingreso de $25 000. 

e) Segun el modelo, ^que tan probable es que alguien que 
percibe un ingreso de $80000 sufra de ulcera peptica? 

f) ^Cree que serfa razonable aplicar el modelo a alguien con 
un ingreso de $200000? 

hn 22. Los biologos han observado que la tasa de chirridos de grillos 
de una determinada especie, parece estar relacionada con la 
temperatura. La tabla muestra la cantidad de chirridos para 
distintas temperaturas. 


Temperatura 

(°F) 

Tasa de chirridos 
( chirridos/min) 

Temperatura 

(°F) 

Tasa de chirridos 
(chirridos/min) 

50 

20 

75 

140 

55 

46 

80 

173 

60 

79 

85 

198 

65 

91 

90 

211 

70 

113 




a) Elabore una grafica de dispersion de los datos. 

b) Encuentre y grafique la recta de regresion. 

c) Utilice el modelo lineal del inciso b) para estimar la tasa 
chirridos a 100°F. 
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FB 23. La tabla da las alturas ganadoras en las competencias olfmpicas 
de salto con pertiga masculinas hasta el ano 2004. 


Ano 

Altura (m) 

Ano 

Altura (m) 

1896 

3.30 

1960 

4.70 

1900 

3.30 

1964 

5.10 

1904 

3.50 

1968 

5.40 

1908 

3.71 

1972 

5.64 

1912 

3.95 

1976 

5.64 

1920 

4.09 

1980 

5.78 

1924 

3.95 

1984 

5.75 

1928 

4.20 

1988 

5.90 

1932 

4.31 

1992 

5.87 

1936 

4.35 

1996 

5.92 

1948 

4.30 

2000 

5.90 

1952 

4.55 

2004 

5.95 

1956 

4.56 




a) Elabore una grafica de dispersion y decida si es apropiado 
un modelo lineal. 

b) Encuentre y grafique la recta de regresion. 

c) Utilice el modelo lineal para predecir la altura del salto 
ganador con pertiga en los Juegos Olfmpicos de 2008 y 
comparelo con el salto ganador real de 5.96 metros. 

d) ^Es razonable utilizar el modelo para predecir la altura 
ganadora en los Juegos Olimpicos de 2100? 

FB 24. La tabla muestra el porcentaje de la poblacion de Argentina 
que ha vivido en las zonas rurales de 1955 al 2000. Encuentre 
un modelo para los datos y utilfcelo para estimar el porcentaje 
rural en 1988 y 2002. 


Ano 

Porcentaje 

rural 

Ano 

Porcentaje 

rural 

1955 

30.4 

1980 

17.1 

1960 

26.4 

1985 

15.0 

1965 

23.6 

1990 

13.0 

1970 

21.1 

1995 

11.7 

1975 

19.0 

2000 

10.5 


25. Muchas de las cantidades ffsicas estan relacionadas mediante 
leyes de los cuadrados inversos, es decir, por las funciones 
potencia de la forma /(x) = kx 2 . En particular, la iluminacion 
de un objeto por una fuente de luz es inversamente proporcional 
al cuadrado de la distancia a la fuente. Suponga que al anochecer 
esta en una habitacion con una lampara y que esta intentando 
leer un libro. La luz es demasiado tenue, por lo que mueve la 
lampara a la mitad de la distancia. ^Cuanto mas ilumina la luz 
al libro? 

26. Tiene sentido afirmar que cuanto mayor sea el area de una 
region, es mayor el numero de especies que habitan la region. 


Muchos ecologos han modelado la relation de especies de la 
zona con una funcion potencia y, en particular, el numero de 
especies S de murcielagos que habitan en cuevas en 
Mexico ha estado relacionado con el area superficial A 
de las cuevas por la ecuacion S = 0.7 A 03 . 

a) La cueva llamada Mision imposible, situada cerca de Puebla, 
Mexico, tiene una superficie de A = 60 m 2 . ^Cuantas 
especies de murcielagos esperana encontrar en esa 
cueva? 

b) Si descubre que cuatro especies de murcielagos viven 
en una cueva, estime el area de la cueva. 

FS 27. La tabla muestra el numero N de especies de reptiles y 

anfibios que habitan en las islas del Caribe y el area A de 
la isla en rnillas cuadradas. 


Isla 

A 

N 

Saba 

4 

5 

Monserrat 

40 

9 

Puerto Rico 

3459 

40 

Jamaica 

4411 

39 

Espanola 

29418 

84 

Cuba 

44218 

76 


a) Utilice una funcion potencia para modelar N como una 
funcion de A. 

b) La isla caribena de Dominica tiene un area 291 m 2 . 
^Cuantas especies de reptiles y anfibios esperana 
encontrar en Dominica? 

FB 28. La tabla muestra las distancias d (promedio) del Sol 

(tomando la unidad de medida como la distancia entre la 
Tierra y el Sol) y sus periodos T (tiempo de revolution 
en anos). 


Planeta 

d 

T 

Mercurio 

0.387 

0.241 

Venus 

0.723 

0.615 

Tierra 

1.000 

1.000 

Marte 

1.523 

1.881 

Jupiter 

5.203 

11.861 

Saturno 

9.541 

29.457 

Urano 

19.190 

84.008 

Neptuno 

30.086 

164.784 


a) Ajuste un modelo potencia para los datos. 

b) La tercera ley de movimiento planetario de Kepler 
afirma que “el cuadrado del periodo de revolution de 
un planeta es proporcional al cubo de su distancia 
media al Sol”. ^Su modelo corrobora la tercera ley 
de Kepler? 
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1.3 


Nuevas funciones a partir de funciones viejas 


En esta section empezamos con las funciones basicas que discutimos en la section 1.2 
para obtener nuevas funciones por medio del desplazamiento, estiramiento y reflexion de 
sus graficas. Tambien mostramos como combinar pares de funciones utilizando operacio- 
nes aritmeticas estandar y composition. 


Transformaciones de funciones 

Mediante la aplicacion de ciertas transformaciones de la grafica de una funcion dada, 
podemos obtener las graficas de algunas funciones relacionadas. Esto nos dara la posibi- 
lidad de esbozar rapidamente a mano las graficas de muchas funciones. Tambien nos 
permitira expresar ecuaciones para las graficas dadas. Consideremos primero las trasla- 
ciones. Si c es un numero positivo, entonces la grafica de y = /( x) + c es la grafica de 
y = f(x) desplazada verticalmente hacia arriba una distancia de c unidades (ya que cada 
coordenada y se incrementa por el mismo numero c). Por otro lado, si g(x) = fix — c), 
donde c > 0, entonces el valor de g en x es el mismo que el valor de/en x — c (c unida- 
des a la izquierda de x). Asf, la grafica de y = f(x — c ) es la grafica de y =/(x), despla- 
zada c unidades a la derecha (vease la figura 1). 


Desplazamientos vertical y horizontal Suponga que c > 0. Para obtener la grafica de 
y = /(x) + c, desplace verticalmente c unidades hacia arriba la grafica de y = /(x) 
y = /(x) — c, desplace verticalmente c unidades hacia abajo la grafica de y = /(x) 
y = fix — c ), desplace horizontalmente c unidades a la derecha la grafica de y =/(x) 
y =/(x + c), desplace horizontalmente c unidades a la izquierda la grafica de 

y = f(x) 


y 


y 



y = f(x + c) 




y = f(x- c) 



0 


C 



y = f(x) - c 


X 


y = f(-x) 




y = cf(x) 

(o i) 




y=-m 


FIGURA 1 

Traslacion de la grafica de f 


FIGURA 2 

Estiramiento y reflexion de la grafica de / 


Ahora consideremos las transformaciones por estiramiento y reflexion. Si c >1, 
entonces la grafica de y = c/(x) es la grafica de y = /(x) alargada verticalmente por 
un factor de c (porque cada coordenada y, se multiplica por el numero c). La grafica de 
y = — f{x) es la grafica de y = fix) reflejada en relation con el eje x porque el punto (x, y) 
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se reemplaza por el punto (x, —y). (Vease la figura 2 y el siguiente cuadro, donde tambien se 
dan los resultados de otras transformaciones de alargamiento, compresion y reflexion.) 


Alargamientos y reflexiones vertical y horizontal Supongamos que c > 1. Para obtener 
la grafica de 

y = cf(x), alargar verticalmente la grafica de y = fix) por un factor de c. 
y = (1/c) fix), comprimir verticalmente la grafica de y = fix) por un factor de c. 
y = f(cx), comprimir horizontalmente la grafica de y = fix) por un factor de c. 
y = f(x/ c ), alargar horizontalmente la grafica de y = fix) por un factor de c. 
y = —fix), reflejar la grafica de y = fix) sobre el eje x 
y = f(—x), reflejar la grafica de y = fix) sobre el eje y 


La figura 3 ilustra estas transformaciones de alargamiento cuando se aplican a la funcion 
coseno con c = 2. Por ejemplo, para obtener la grafica de y = 2 cos x multiplicamos 
la coordenada y de cada punto en la grafica de y = cos x por 2. Esto significa que la gra- 
fica de y = cos x se alarga verticalmente por un factor de 2. 




□ 

y 


EJEMPLO 1 


= V* 


Dada la grafica de y = -fx, use transformaciones para graficar 
— 2, y — s/ x — 2, y = ~^[x, y = 2 *Jx y y — \j—x . 


SOL La grafica de la funcion raiz cuadrada y = sfx, obtenida de la figura 13a) 

en la seccion 1 .2, se muestra en la figura 4a). En otras partes de la figura se ha trazado 
y = ,Jx — 2 desplazandola 2 unidades hacia abajo, y = \jx — 2 por desplazamiento 
de 2 unidades a la derecha, y = —^fx reflejando sobre el eje x, y = 2y[x estirando 
verticalmente por un factor de 2 y y = f —x reflejando sobre el eje y. 
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EJEMPLO 2 


Trace la grafica de la funcion /Tx) = x 2 + 6x + 10. 

SOLUCION Completando el cuadrado, escribimos la ecuacion de la grafica como 


y = x 2 + 6x + 10 = (x + 3) 2 + 1 

Esto significa que obtenemos la grafica deseada iniciando con la parabola y = x 2 y desplazandola 
3 unidades a la izquierda y, a continuacion, 1 unidad hacia arriba (vease la figura 5). 


FIGURA 5 



EJEMPLO 3 


a) y = sen 2x 


Trace las graficas de las siguientes funciones. 


b) y = 1 — sen x 


SOLUCION 

a) Obtenemos la grafica de y = sen 2x comprimiendo horizontalmente a y = sen x 
por un factor de 2. (Veanse las figuras 6 y 7). Por tanto, considerando que el periodo de 
y = sen x es 277, el periodo de y = sen 2x es 27r/2 = it. 



FIGURA 6 



b) Para obtener la grafica de y = 1 — sen x, empezamos de nuevo con y = sen x. 
Reflejamos sobre el eje x para obtener la grafica de y = —sen x y, a continuacion, 
desplazamos 1 unidad hacia arriba para obtener y = 1 — sen x (vease la figura 8). 


FIGURA 8 



EJEMPLO 4 


La figura 9 muestra graficas del numero de horas de luz natural como 
funciones de la epoca del ano en varias latitudes. Dado que Filadelfia esta situada a 
unos 40°N de latitud, encuentre una funcion que modele la duracion de la luz de dfa en 
Filadelfia. 
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FIGURA9 

Grafica de la duracion de luz 
de dfa del 21 de marzo al 21 de 
diciembre en diversas latitudes 

Lucia C. Harrison, Daylight, Twilight, Darkness and Time 
(Nueva York, 1935), pag. 40. 



Mar. Abr. May. Jun. Jul. Ago. Sep. Oct. Nov. Die. 


20° N 
30° N 
40° N 
50° N 

60° N 


SO LUC I ON Observe que cada curva se parece a una funcion seno desplazada y alargada. 
Mirando la curva azul vemos que, en la latitud de Filadelfia, la luz diurna dura unas 14.8 
horas el 21 de junio y 9.2 horas el 21 de diciembre, por lo que la amplitud de la curva (el 
factor por el cual tenemos que alargar verticalmente la curva seno) es 5(14.8 — 9.2) = 2.8. 

(i Por que factor necesitamos alargar horizontalmente la curva seno si medimos el 
tiempo t en dfas? Como hay aproximadamente 365 dfas en un ano, el periodo de 
nuestro modelo debe ser 365. Pero el periodo de y = sen t es 2tt, por lo que el factor 
de alargamiento horizontal es c = 2tt/365. 

Tambien notamos que la curva comienza su ciclo el 21 de marzo, el dfa 80 del ano, 
asf que tenemos que desplazar la curva 80 unidades a la derecha. Ademas, debemos 
desplazarla 12 unidades hacia arriba. Por tanto, modelamos la duracion del dfa en 
Filadelfia el f-esimo dfa del ano por la funcion 




Lit) 


12 + 2.8 sen 


2tt 

365 


it 



Otra transformacion de cierto interes se obtiene tomando el valor absoluto de una 
funcion. Si v — | fix) | entonces, de acuerdo con la definition de valor absoluto, y = fix) 
cuando/(x) 3= 0 y y = —fix) cuando/(x) < 0. Esto nos dice como obtener la grafica 
de y = | f(x) | a partir de la grafica de y = fix): la parte de la grafica que se encuentra 
por encima del eje x sigue siendo la misma; la parte que se encuentra debajo del 
eje x se refleja sobre este eje. 


EJEMPL0 5 


Trace la grafica de la funcion y = | x 2 — 1 


SO LUC I ON En primer lugar, graficamos la parabola y = x 2 — 1 en la figura 10a), despla- 
zando verticalmente 1 unidad hacia abajo la parabola y = x 2 . Vemos que la grafica se 
encuentra por debajo del eje x cuando: — 1 < x < 1, por lo que reflejamos esa parte de la 
grafica sobre el eje x para obtener la grafica de y = | x 2 — 1 | en la figura 10b). 


Combinacion de funciones 

Dos funciones/y g pueden combinarse para formar nuevas funciones/ + g,f— g,fg y f/g 
en forma similar a la suma, resta, multiplication y division de numeros reales. La suma y 
diferencia de funciones se definen mediante: 


FIGURA 10 


(f+ g)ix) = fix) + g (x) 


if - g)ix) =fix) - gix) 
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x (entrada) 

1 



a 


I 

9(x) 

I 

f 

f(g{x)) (salida) 


f°9 


FIGURA 11 

La maquina f ° g se compone 
de la maquina g (primero) y 
la maquina / (despues) 


Si el dominio de/es A y el dominio de g es B, el dominio de / + g es la interseccion 
Aflfi porque/(x) y g(x) tienen que estar definidas. Por ejemplo, el dominio de f(x) = -%/x 
es A = [0, °°), y el dominio de g(x) = yjl — x es B = (— °°, 2], por lo que el dominio de 
(/ + d)( x ) = yjx + sjl — x es A fl B = [0, 2], 

Del mismo modo, se definen el producto y cociente de funciones por 

(fg)(x) = f(x)g(x) (— )(x) = 

V 9 / 9W 

El dominio defg esADB, pero no podemos dividir por 0, asf que el dominio d tf/g es {x 
E A fl B | g(x) t 6 0}. Por ejemplo, si fix) = x 2 y g(x) = x — 1, entonces el dominio de la 
funcion racional ( f/g)(x ) = x 2 /(x — 1) es {x \ x 1}, o bien (— °°, 1) U (1, °°). 

Hay otra forma de combinar dos funciones para obtener una nueva funcion. Por ejem- 
plo, supongamos que y = f{u) = v /7 y u = g(x) = x 2 + 1 . Como y es una funcion de u y 
u es, a su vez, una funcion de x, se concluye que, finalmente, y es una funcion de x. Pode- 
mos calcular esto por sustitucion: 


y =/( u) =f(g{x)) =f(x 2 + 1) = Vx 2 + 1 

Este procedimiento se denomina composition porque la nueva funcion se compone de las 
dos funciones dadas /y g. 

En general, dadas dos funciones cualesquiera / y g, empezamos con un numero x en el 
dominio de g y encontramos su imagen g(x). Si este numero g(x) esta en el dominio de/, 
entonces podemos calcular el valor de/(gr(x)). Observe que la salida de una funcion se usa 
como entrada para la proxima funcion. El resultado es una nueva funcion h(x) = f(g(x)) 
obtenida mediante la sustitucion de g en /y se llama la composition (o compuesta) de/y 
g, y se denota por f° g (“/circulo g”). 


Definicion Dadas dos funciones/y g, la funcion compuesta/ 0 g (tambien llamada la 
composicion de/y g) se define como 

( f°g)(x ) =f(g(x)) 


El dominio de/° g es el conjunto de todas las x en el dominio de g tales que g(x) 
esta en el dominio de /. En otras palabras, (/° g)(x) esta definida siempre que g(x) y 
f(g(x)) esten definidas. La figura 11 muestra/ 0 g en terminos de maquinas. 


EJEMPLO 6 


f°gyg°f- 


Si /(x) = x 2 y g(x) = x — 3, encuentre la composicion de las funciones 


SO LUC I ON Tenemos 


(/° g)(x) =f(g(x)) = f{x - 3) = (x - 3) 2 
(g °f)(x) = gifix)) = g(x 2 ) = X 2 - 3 

0 NOTA En el ejemplo 6 puede verse que, en general,/ 0 g ¥= g°f. Recuerde, la notacion 
f°g significa que la funcion g se aplica primero y, a continuacion, se aplica/. En el ejem- 
plo 6, / 0 g es la funcion que primero resta 3 y, despues, eleva al cuadrado; g ° f es la 
funcion que primero eleva al cuadrado y, despues, resta 3. 
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□ 


EJEMPLO 7 


funciones y su dominio. 
a) f°g b) gof 


Si fix) = yfx y g(x) — sj2 — x, encuentre cada una de las siguientes 
c) f°f d) g°g 

SOLUCION 

a) (/° g)(x) = f(g(x)) = /(V 2 - x ) = W 2 - x = $2 - x 


El dominio de f° g es {x \ 2 — x 3* 0} = {x | x 2} = 2], 

b) (g °f ){x) = g(f(x)) = g{Vx) = s/2 - Jx 

Para que \[x este definida debe cumplirse con que x ^ 0. Para que \!l — v /x este definida 
debe cumplirse con que 2 — /x" 3= 0, esto es, yfx =£ 2 o x 4. Asi que 0 x 4, por 
lo que el dominio de g °/es el intervalo cerrado [0, 4]. 


c) (f°f)(x) =/(/W) =fWx) = ^ 

El dominio de/°/es [0, °°). 

d) (g ° g)(x) = g(g(x)) = g(y/ 2 - x) = sj2 - ^2 - x 

Esta expresion esta definida cuando 2 — x 3= 0 y 2 — %]2 — x 3= 0. La primera 
desigualdad significa x ^ 2, y la segunda es equivalente a y/2 — x ^2,o2-jc<4o 
x 3= —2. Asf, —2 x 2, por lo que el dominio de y ° g es el intervalo cerrado 

Es posible tomar la composicion de tres o mas funciones. Por ejemplo, la composicion 
/ ° g ° h se encuentra aplicado primero h, despues g y, por ultimo, /como sigue: 

(. f°g°h)(x ) =f{g(h{x))) 


EJEMPLO 8 


Encuentre/ 0 g ° h si f(x) = x/(x + 1), g(x) = x 10 y h(x) = x + 3. 


(/° g ° A)(x) =f(g(h(x))) =f(g(x + 3)) 


= /<U + 3)'”) - ^ - 3) ,„ + - — 

Hasta ahora ha utilizado la composicion para construir funciones complicadas a partir 
de otras mas sencillas. Pero en Calculo es util a menudo ser capaz de descomponer una 
funcion compleja en otras mas simples, como en el ejemplo siguiente. 


EJEMPLO 9 


F — f° g 0 h. 


Dada F(x) — cos 2 (x + 9), encuentre las funciones/, g y h tales que 


SOLUCION Como F(x) = [cos (x + 9)] 2 , la formula para F dice: primero sume 9, despues 
tome el coseno del resultado y, finalmente, eleve al cuadrado. Asf, tenemos 


h(x) = x + 9 g(x) = cos x fix) = x 2 

(f°g° h) (x) =f(g(h(x))) =f(g(x + 9)) =/( cos (x + 9)) 
= [cos (x + 9)] 2 = F(x) 


Entonces 
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1.3 


Ejercicios 


1. Suponga que la grafica de/esta dada. Escriba las ecuaciones para 
las graficas que se obtienen a partir de la grafica /como sigue: 

a) Desplazada 3 unidades hacia arriba. 

b) Desplazada 3 unidades hacia abajo. 

c) Desplazada 3 unidades hacia la derecha. 

d) Desplazada 3 unidades hacia la izquierda. 

e) Reflejada respecto al eje x. 

f ) Reflejada respecto a y. 

g) Alargada verticalmente por un factor de 3. 

h) Contrafda verticalmente por un factor de 3. 


2 . Explique como se obtiene cada grafica a partir de la grafica de 

y =/(*). 

a) y = f{x) + 8 b) y =f{x + 8) 

c) y = 8 f(x) d) y = /( 8jt) 

e) y = -fix) - 1 f) y = 8/(§x) 

3 . La grafica de y = f(x) esta dada. Relacione cada ecuacion con 

su grafica y argumente sus elecciones. 

a) y =fix - 4) b)y =/(*) + 3 

c) y = l fix) d) y = -fix + 4) 

e) y = 2 fix + 6) 



4 . La grafica de/esta dada. Dibuje las graficas de las siguientes 
funciones. 

a) y =fix) - 2 
c)y= -2 f(x) 


b) y = f(x — 2) 
d) y = f{\x) + l 



5 . La grafica de/esta dada. Utilfcela para graficar las siguientes 
funciones. 


a) y —f(2x) b )y =/(|x) 

c)y=fi~x) d )y=-fi~x) 



La grafica de y = V 3x — x 2 esta dada. Utilice transforma- 
ciones para crear una funcion cuya grafica es como se muestra. 




8 . a) ^Como es la grafica de y = 2 sen x en relacion con la 
grafica de y = sen x ? Utilice su respuesta y la figura 6 
para graficar y = 2 sen x. 

b) ^Como es la grafica de y = 1 + \fx en relacion con la 
grafica de y = \fx ? Utilice su respuesta y la figura 4a) 
para graficar y = 1 + y[x. 


9-24 Grafique la funcion a mano, sin trazar puntos, sino 
empezando con la grafica de una de las funciones esenciales 
de la seccion 1.2 y despues aplicando las transformaciones 
apropiadas. 

9- y = 10. y = (x- l) 3 

x + 2 


11 . y = -l/x 

13 . y = six -2 - 1 

15 . y = sen(^jr) 

17 . y = ^(1 — cos x) 
19 . y = 1 - 2x - x 2 

21 . y = \x — 2\ 

23 . y = | yfx - 1 | 


12 . y = x 1 + 6x + 4 
14 . y = 4 sen 3x 
2 

16 . v = 2 

x 

18 . y = 1 - 2s/x + 3 
20 . y= |*| - 2 



24 . y = cos nx 


25 . La ciudad de Nueva Orleans se encuentra en la latitud 30°N. 
Utilice la figura 9 para encontrar una funcion que modele 
el numero de horas de luz diurna en Nueva Orleans como 
una funcion de la epoca del ano. Para comprobar la 
exactitud de su modelo, utilice el hecho de que el 3 1 de 
marzo el Sol sale a las 5:51 y se pone a las 18:18 en 
esta ciudad. 


1. Tareas sugeridas disponibles en stewartcalculus.com 
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26. Una estrella variable es aquella cuyo brillo aumenta y 
disminuye alternativamente. Para la estrella variable mas visible. 
Delta Cephei, el tiempo transcurrido entre periodos de brillo 
maximo es de 5.4 dfas, el brillo promedio (o magnitud) de la 
estrella es 4.0, y su brillo varfa en una magnitud de ±0.35. 
Encuentre una funcion que modele el brillo de Delta Cephei, 

en terminos del tiempo. 

27. a) ^Como es la grafica de y = /( | x | ) en relation con la grafica 

de/? 

b) Trace la grafica de y = sen | x |. 

c) Trace la grafica de y = ^/| jc | . 

28. Utilice la grafica de/para trazar la de y = 1 /fix). ^,Que 
caracteristicas de/son las mas importantes en el trazado 
de y = l /fix)! Explique como se utilizan. 



29-30 Encuentre a)/ + g,b)f — g, c )fg y d)f/g y establezca sus 
dominios. 

29. fix) = x 3 + 2x 2 , gix) = 3x 2 — 1 

30. f(x) = V3 — x, g(x) = V* 2 — 1 


41-46 Exprese la funcion en la forma/ 0 g 

41. F(x) = (2x + x 2 ) 4 42. F(x) = cos 2 x 


43. F{x) 



45. v(t) = sec {t 2 ) tan it 2 ) 


44. Gix) 


x 

1 + x 


46. uit) 


tan t 

1 + tan t 


47-49 Exprese la funcion en la forma/ 0 g ° h. 

47. Rix) = sjyfx - 1 48. H(x) = f/2 + x \ 

49. Hix) = sec 4 (^) 


50. Utilice la tabla para evaluar cada una de las siguientes 
expresiones: 

a) figi 1)) b) gifiD) c) /(/( 1)) 

d) gigi 1)) e) (g°/)(3) f) if°g)i 6) 


X 

l 

2 

3 

4 

5 

6 

fix) 

3 

1 

4 

2 

2 

5 

gix) 

6 

3 

2 

1 

2 

3 


51. Utilice las graficas dadas de/y g para evaluar cada una 
de las siguientes expresiones, o explique por que no 
estan definidas: 

a) figi?)) b) gifiO)) c) if°g)i 0) 

d) ig °/)(6) e) ig°g)i~2) f) (/°/)(4) 


31-36 Encuentre las funciones a)/° g, b) g °f c)f°f y d) g ° g y 
sus dominios. 

31. fix) = x 2 — 1, gix) = 2x + 1 

32. fix) = x — 2, gix) = x 2 + 3x + 4 

33. fix) = 1 — 3x, gix) = cos x 

34. fix) = \fx, gix) = — x 

1 , , x + l 

35. fix) = x + — , gix) = 

x x + 2 

x 

36. fix) = , gix) = sen 2x 

1 + x 


37-40 Encuentre/ 0 g ° h. 

37. fix) = 3x — 2, gix) = senx, hix) = x 2 

38. fix) = x 4 | , gix) = 2/ hfx) = \[x 

39. fix) = *Jx — 3 , gix) = x 2 , h{x) = x 3 + 2 

X i— 

40. fix) = tanx, gix) = , h)x) = fjx 

x — 1 



52. Utilice las graficas dadas de/y g para estimar el valor 
de/(g(x)) para x = —5, —4, — 3, . . . , 5. Utilice estas 
estimaciones para hacer un esbozo de/° g. 
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53. Una piedra se deja caer en un lago, creando una onda circular 
que viaja hacia fuera a una velocidad de 60 cm/s. 

a) Exprese el radio r del circulo en funcion del tiempo t (en 
segundos). 

b) Si A es el area de este circulo como una funcion del radio, 
encuentre A ° r e interpreted. 


54. Un globo esferico esta siendo inflado de manera que su radio 
aumenta a razon de 2 cm/s. 

a) Exprese el radio r del balon en funcion del tiempo t (en 
segundos). 

b) Si V es el volumen del globo en funcion del radio, encuentre 
V° re interpreted. 


55. Un barco se esta moviendo con una velocidad de 30 km/h 
paralelamente a una costa recta. El barco esta a 6 km de la 
costa y pasa por un faro al mediodia. 

a) Exprese la distancia s entre el faro y el barco en funcion de 
la distancia d, que el barco ha recorrido desde el mediodia; 
es decir, encuentre /de modo que ,v = /(</). 

b) Exprese d como una funcion de t, el tiempo transcurrido 
desde el mediodia; es decir, encuentre g de modo que 

d = git). 

c) Encuentre/ 0 g. ^Que representa esta funcion? 

56. Un avion esta volando con una velocidad de 350 km/h, a una 
altitud de una milla y pasa directamente sobre una estacion de 
radar en el tiempo t = 0. 

a) Exprese la distancia horizontal d (en millas) que el avion ha 
volado, en funcion de t. 

b) Exprese la distancia s entre el avion y la estacion de radar 
en funcion de d. 

c) Utilice la composicion para expresar v como una funcion de t. 

57. La funcion de Heaviside H esta definida por 


Hit) 


Jo si t < 0 
Jl si t 3* 0 


c) Trace la grafica del voltaje V{t) en un circuito cuando el 
inteiruptor se enciende en el tiempo t = 5 segundos y se 
aplican instantaneamente 240 voltios al circuito. Escriba 
una formula para V(i) en terminos de //(f). (Tenga en cuenta 
que a partir de t = 5 corresponde a una traslacion.) 

58. La funcion de Heaviside que se define en el ejercicio 57 
tambien puede utilizarse para definir la funcion rampa 

y = ctH(t), que representa un aumento gradual del voltaje 
o de corriente en un circuito. 

a) Trace la gralica de la funcion rampa y = tH(t). 

b) Dibuje la gralica del voltaje V{t) en un circuito cuando el 
interruptor se enciende en el tiempo f = 0, y el voltaje se 
aumenta gradualmente a 120 voltios durante un intervalo de 
tiempo de 60 segundos. Escriba una formula para V(f) en 
terminos de H(t ) para t =£ 60. 

c) Trace la grafica del voltaje V(t) en un circuito cuando el 
interruptor se enciende en el tiempo t = 7 segundos y 

el voltaje se incrementa gradualmente a 100 voltios durante 
un periodo de 25 segundos. Escriba una formula para V(t) 
en terminos de H(t) para f =S 32. 

59. Sean/y g funciones lineales con ecuaciones/(x) = m t x + b y 
g(x) = mjc + b 2 . ^Es/° g tambien una funcion lineal? Si es asi, 
^cual es la pendiente de su grafica? 

60. Si usted invierte en dolares a 4% de interes compuesto 
anualmente, entonces la cantidad A(x) de la inversion despues 
de un ano es A(x) = l.04x. Encuentre A° A, A ° A ° A, y A ° A 
° A° A. iQue representan estas composiciones? Encuentre una 
formula para la composicion de n copias de A. 

61. a) Si g(x) = 2x + 1 y h{x) = Ax 1 + 4x + 7, encuentre una 

funcion /tal que/° g = h. (Piense que operaciones tendra 
que realizar en la formula para g a fin de determinar la 
formula para h .) 

b) Si/(jc) = 3x + 5 y h(x) = 3x 2 + 3x + 2, encuentre una 
funcion g tal que/° g = h. 


y se utiliza en el estudio de circuitos electricos para represen- 
tar aumentos repentinos de la corriente electrica, o de voltaje, 
cuando el interruptor se activa de manera instantanea. 

a) Trace la grafica de la funcion de Heaviside. 

b) Dibuje la grafica del voltaje V(t) en un circuito cuando el 
interruptor se enciende en el tiempo t = 0 y se aplican 
instantaneamente 120 voltios al circuito. Escriba una 
formula para V(f) en terminos de H(t). 


62. Si/(jc) = x + 4 y h(x) = 4x — 1, encuentre una funcion g tal 

q ue 3 °/ = h. 

63. Supongamos que g es una funcion par y sea h =f° g. ^Es h 
siempre una funcion par? 

64. Supongamos que g es una funcion impar y sea h =f°g . ^Es 
h siempre una funcion impar? ^Que pasa si/es impar? ^Que 
pasa si/es par? 


1.4 


Calculadoras graficadoras y computadoras 


En esta seccion se supone que tiene acceso a una calculadora graficadora o una computa- 
dora con software de graficos. Veremos que el uso de un dispositivo de computo nos 
permite graficar funciones mas complicadas y resolver problemas mas complejos de lo que 
serfa posible de otra manera. Tambien senalamos algunos de los problemas que pueden 
presentarse con estas maquinas. 

Las calculadoras graficadoras y las computadoras pueden dar graficas muy precisas 
de las funciones. Pero veremos en el capftulo 4 que solo a traves del uso del Calculo 
podemos estar seguros de que hemos descubierto todos los aspectos interesantes de una 
grafica. 

Una calculadora graficadora o una computadora muestran una parte de la grafica de 
una funcion en una ventana rectangular de visualization o pantalla de visualization, 
a la que nos referimos como un rectangulo de vista. La pantalla predeterminada ofrece a 
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menudo una imagen incompleta o enganosa, por lo que es importante elegir el rectangu- 
lo de vista con cuidado. Si optamos por los valores de x que van desde un valor mi'nimo 
de Xnu'n = a hasta un valor maximo de Xmdx = by que los valores de y varfen desde un 
rninimo de Ymm = c hasta un maximo de Ymdx = d, entonces la parte visible de la grafi- 
ca se encuentra en el rectangulo 

[a, b] X [c, of] = {(x, y) | a *£ x =£ b, c =£ y =£ dj 

que se muestra en la figura 1 . Nos referimos a este rectangulo como el rectangulo de vista 
de [a, b\ por [c, d]. 


FIGURA 1 

Rectangulo de vista [a, b\ por [c, d] 



x = b 


y = c ( b,c ) 


La maquina dibuja la grafica de una funcion/como usted lo harfa. Traza puntos de 
la forma (x,/(x)) para un cierto numero de valores igualmente espaciados de x entre a y h. Si 
un valor de x no esta en el dominio de/, o si/(x) se encuentra fuera del rectangulo de vista, 
se mueve al siguiente valor de x. La maquina conecta cada punto con el anterior punto 
dibujado, para formar una representacion de la grafica de/. 


2 


f 


K 

) 


-2 


a) [—2, 2] por [—2, 2] 


4 


r \ 


v 

) 


-4 


b) [—4, 4] por [—4, 4] 
FIGURA 2 Graficas de f(x) = x 2 + 3 


EJEMPLO 1 


Dibuje la grafica de la 
rectangulos de vista 
a) [-2, 2] por [-2, 2] 
c) [-10, 10] por [-5, 30] 


funcion/(x) = x 2 + 3 en cada uno de los siguientes 

b) [-4, 4] por [-4, 4] 
d) [-50, 50] por [-100, 1000] 


SO LUC I ON Para el inciso a) seleccionamos el rango ajustando Xmm = — 2, Xmdx = 2, 
Ymm = —2, y Ymdx = 2. El grafico resultante se muestra en la figura 2a). jLa pantalla 
esta en bianco! Un momento de reflexion da una explicacion: observe que x 2 3* 0 para 
toda x, de modo que x 2 + 3 3* 3 para todo x. Asf, el rango de la funcion/(x) = x 2 + 3 es 
[3, °°). Esto significa que la grafica de/se encuentra totalmente fuera del rectangulo de 
vista [—2, 2] por [—2, 2], 

Las graficas para los rectangulos de vista en los incisos b), c) y d) tambien se muestran 
en la figura 2. Observe que obtenemos una imagen mas completa de los incisos c) y 
d), pero en el inciso d) no esta claro que la interseccion en y es de 3. 



En el ejemplo 1 vemos que la eleccion de un rectangulo de vista puede hacer una gran 
diferencia en la apariencia de una grafica. A menudo es necesario cambiar a un rectangu- 
lo de vista mas amplio para obtener una imagen mas completa, una vision mas global, de 
la grafica. En el siguiente ejemplo podemos ver que el conocimiento del dominio y el 
rango de una funcion a veces nos da suficiente informacion para seleccionar un buen 
rectangulo de vista. 





46 CAPITULO 1 FUNCIONES Y MODELOS 


4 



FIGURA 3 

f( x ) = V 8 — 2x 2 


EJEMPLO 2 


Determine un rectangulo de vista apropiado para la funcion f(x) — v'8 — 2x 2 
y utilicelo para graficar /. 

SOLUCION La expresion para/(x) esta definida cuando 
8 — 2x 2 3= 0 <= 


2x 2 

I x 


x 2 =£ 4 
-2 s= x ss 2 


Por tanto, el dominio de/es el intervalo [—2, 2]. Tambien, 

0 S= V8 - 2x 2 =£ V8 = 2 V 2 * 2.83 


por lo que el rango de/es el intervalo [0, 2 V2~] ■ 

Elegimos el rectangulo de vista de manera que el intervalo para x sea algo mayor que 
el dominio, y el intervalo para y sea algo mayor que el rango. Tomando el rectangulo de 
vista como [—3, 3] por [— 1, 4], obtenemos la grafica que se muestra en la figura 3. 


5 


r 

a 

\ 

J 


-5 

FIGURA 4 


EJEMPLO 3 


Grafique la funcion y = x 3 — 1 5 Ox. 


SOLUCION Aqui, el dominio es R, el conjunto de todos los numeros reales. Eso no nos 
ayuda a elegir un rectangulo de vista. Vamos a experimentar: si partimos de la pantalla 
[—5, 5] por [—5, 5], obtenemos la grafica de la figura 4, que aparece en bianco, aunque 
en realidad la grafica es tan vertical que se funde con el eje y. 

Si cambiamos el rectangulo de vista a [—20, 20] por [—20, 20], se obtiene la imagen 
que se muestra en la figura 5a). La grafica parece consistir en lineas verticales, pero 
sabemos que no puede ser correcta. Si miramos con atencion, mientras que el grafico 
se esta dibujando, vemos que la grafica deja la pantalla y vuelve a aparecer durante el 
proceso de representation. Esto indica que tenemos que ver mas en la direction vertical, 
por lo que hay que cambiar el rectangulo de vista a [—20, 20] por [—500, 500]. La grafica 
resultante se muestra en la figura 5b), donde se ve que todavfa no acaba de revelar todas 
las caracterfsticas principales de la funcion, asi que tratamos con [—20, 20] por [—1 000, 
1 000] en la figura 5c). Ahora estamos mas seguros de que hemos llegado a un rectangulo 
de vista mas adecuado. En el capitulo 4 veremos que la grafica en la figura 5c) en efecto, 
revela todas las principales caracterfsticas de la funcion. 


500 1000 


20 -20 


-20 

a) 

FIGURA 5 Graficas de y = x 3 — 150x 




b) c) 


20 
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EJEMPLO 4 


Grafique la funcion /(x) = sen 50x en un rectangulo de vista apropiado. 


SOLUCION La figura 6a) muestra la grafica producida por una calculadora graficadora 
sobre una pantalla de [— 12, 12] por [—1.5, 1 .5]. A primera vista, la grafica parece ser 
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El aspecto de las graficas en la figura 6 depende 
de la maquina utilizada. Las graficas que se 
obtienen con su dispositivo de graficacion 
podrfan no parecerse a estas figuras, pero 
tambien son muy inexactas. 


FIGURA 6 

Graficas de f(x) = sen 50x 
en cuatro rectangulos de vista 


1.5 



-1.5 


FIGURA 7 

f(x) = sen 50x 


1.5 



-1.5 

FIGURA 8 


razonable. Pero si cambiamos el rectangulo de vista a los que se muestran en los siguien- 
tes incisos de la figura 6, las graficas son muy diferentes. Algo extrano esta sucediendo. 



A fin de explicar las grandes diferencias en la apariencia de estas graficas y de 
encontrar un rectangulo de vista adecuado, tenemos que encontrar el periodo de la 
funcion y = sen 50x. Sabemos que la funcion y = sen x tiene periodo 2ir y que 
la grafica de y = sen 5 Ox esta comprimida horizontalmente por un factor de 50, por lo 
que el periodo de y = sen 50x debe ser 


2ir 

50~ 


77 

— » 0.126 
25 


Esto sugiere que solo debemos ocuparnos de los pequenos valores de x a fin de 
mostrar solo algunas oscilaciones de la grafica. Si optamos por el rectangulo de vista 
[—0.25, 0.25] por [—1.5, 1.5], obtenemos la grafica que se muestra en la figura 7. 

Ahora vemos lo que salio mal en la figura 6. Las oscilaciones de y = sen 50x son 
tan rapidas que cuando la calculadora representa los puntos y los une, se pierde la 
mayorfa de los puntos maximos y mmimos y, por tanto, da una impresion enganosa 
de la grafica. 


Hemos visto que el uso de un rectangulo de vista inadecuado puede dar una falsa 
impresion de la grafica de una funcion. En los ejemplos 1 y 3 se resolvio el problema 
cambiando a un rectangulo de vista mas amplio. En el ejemplo 4 tuvimos que hacer el 
rectangulo de vista mas pequeno. En el siguiente ejemplo vemos una funcion para la que 
no existe un rectangulo de vista sencillo que revele la verdadera forma de la grafica. 


EJEMPLO 5 


Grafique la funcion /(x) = senx + cos lOOx. 


SOLUCION La figura 8 muestra la grafica/producida por una calculadora graficadora 
con rectangulo de vista de [—6.5, 6.5] por [—1.5, 1.5]. Se parece mucho a la grafica de 
y = sen x, pero con algunas protuberancias. Si nos acercamos al rectangulo de vista 







48 CAPITULO 1 FUNCIONES Y MODELOS 



- 0.1 

FIGURA9 


[—0.1, 0.1] por [—0.1, 0.1], podemos ver mucho mas claramente la forma de estas 
protuberancia en la figura 9. La razon de este comportamiento es que el segundo termino, 
i^o cos 1 OOx, es muy pequeno en comparacion con el primer termino, sen x. Asf que en 
realidad necesitamos dos graficas para ver la verdadera naturaleza de esta funcion. 


EJEMPL0 6 


Dibuje la grafica de la funcion y = 


1 

1 — x 


S0LUCI0N La figura 10a) muestra la grafica generada por una calculadora graficadora 
con un rectangulo de vista de [—9, 9] por [—9, 9], En la conexion de puntos sucesivos 
de la grafica, la calculadora produce un segmento de recta con inclinacion de la parte 
superior a la parte inferior de la pantalla. Este segmento de recta no es realmente parte 
de la grafica. Observe que el dominio de la funcion y = 1/(1 «* x) es {x \ x ¥= 1}. 
Podemos eliminar la extrana recta casi vertical experimentando con un cambio de escala. 
Cuando cambiamos al rectangulo de vista mas pequeno [—4.7, 4.7] por [—4.7, 4.7], para 
esta calculadora en particular, obtenemos la mucho mejor grafica de la figura 10b). 


Otra forma de evitar la extrana recta es cambiar 
el modo de representacion grafica de la 
calculadora, para que los puntos no esten 
conectados. 


FIGURA 10 



4.7 



a) 


b) 


EJEMPL0 7 


Grafique la funcion y = y/x. 


SO LUC I ON Algunos dispositivos de graficacion muestran la grafica que se muestra en la 
figura 11, mientras que otras producen una grafica como la de la figura 12. Sabemos de 
la seccion 1.2 (figura 13) que la grafica de la figura 12 es correcta, asf que, ■ ,que sucedio 
en la figura 1 1 ? La explication es que algunas maquinas calculan la rafz cubica de x 
mediante un logaritmo, que no esta definido si x es negativo, por lo que solo se produce 
la mitad derecha de la grafica. 



-2 



-2 


FIGURA 11 


FIGURA 12 


Puede obtener la grafica correcta con Maple si Usted debe experimentar con su propia maquina para ver cual de estas dos graficas se 

primero escribe produce. Si se obtiene la grafica de la figura 11, puede obtener la imagen correcta al 

with (RealDomain) ; trazar la grafica de la funcion 


/(*) 


X 


X 


X 


1/3 


Note que esta funcion es igual a yfx (excepto cuando x = 0). 
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Para entender como la expresion de una funcion se relaciona con su grafica, es util 
graficar una familia de funciones, es decir, un conjunto de funciones cuyas ecuaciones 
estan relacionadas. En el siguiente ejemplo graficamos miembros de una familia de poli- 
nomios cubicos. 


IHH en Visual 1 .4 puede usted ver una 
animacion de la figura 13. 


m 


EJEMPLO 8 


Grafique la funcion y = x :! + cx para varios valores del numero c. 


( ',C6mo cambia la grafica cuando c varia? 


SOLUCION La figura 13 muestra las graficas de y = X s + cx para c = 2, 1,0, — 1 y —2. 
Vemos que, para valores positivos de c, la grafica crece de izquierda a derecha, sin 
puntos maximos o mmimos (picos o valles). Cuando c = 0, la curva es plana en el origen. 
Cuando c es negativa, la curva tiene un punto maximo y un punto minimo. Cuando c 
disminuye, el punto maximo se hace mas alto, y el minimo, mas bajo. 



a) y = x 3 + 2x 



b) y = x 3 + x 



FIGURA 13 

Varios miembros de la familia de 
funciones y = x 3 + cx, graficadas 
en el rectangulo de vista [—2, 2] 
por [—2.5, 2.5] 


EJEMPLO 9 


Encuentre la solucion de la ecuacion cos x = x con una aproximacion de 
dos decimales. 


SOLUCION Las soluciones de la ecuacion cos x = x son las coordenadas x de los puntos 
de interseccion de las curvas y = cos x,y = x. De la figura 14a) vemos que solo hay una 
solucion y se encuentra que entre 0 y 1. Acercando el rectangulo de vista a [0, 1] 
por [0, 1], podemos ver en la figura 14b) que la ralz se encuentra entre 0.7 y 0.8. 

As! que nos acercamos mas con el rectangulo de vista [0.7, 0.8] por [0.7, 0.8] en la 
figura 14c). A1 mover el cursor hasta el punto de interseccion de las dos curvas, o mediante 
la inspeccion y el hecho de que la escala en el eje x es de 0.01, vemos que la solucion 
de la ecuacion es de 0.74. (Muchas calculadoras tienen una caracterfstica interseccion 
incorporada.) 


1.5 



FIGURA 14 


Localizacion de las a) [—5, 5] por [—1.5, 1.5] 
rafces de cos x = x escala: x = 1 
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gg Ejercicios 


1. Utilice una calculadora graficadora o equipo de computo para 
determinar cuales de los rectangulos de vista dados produce la 
grafica mas adecuada de la funcion fix) = y/x 3 — 5x 2 . 

a) [—5, 5] por [—5, 5] b) [0, 10] por [0, 2] 

c) [0, 10] por [0, 10] 

2. Utilice una calculadora graficadora o equipo de computo para 
determinar cuales de los rectangulos de vista dados produce la 
grafica mas adecuada de la funcion /(x) = x 4 — 16x 2 + 20. 

a) [-3, 3] por [-3,3] b) [—10, 10] por [-10, 10] 

c) [-50, 50] por [-50, 50] d) [-5, 5] por [-50, 50] 

3-14 Determine un rectangulo de vista apropiado para las funciones 
dadas y utillcelo para trazar la grafica: 


3. 

fix) 

= x 2 — 36x + 32 

4. 

fix) = 

x 3 + 15x 2 + 65x 

5. 

fix) 

= V50 - 0.2x 

6. 

fix) = 

Vl5x — x 2 

7. 

fix) 

= x 3 — 225x 

8. 

fix) = 

x 2 + 100 

9. 

fix) 

= sen 2 (1 OOOx) 

10. 

II 

cos (0.00 lx) 

11. 

fix) 

= sen yfx 

12. 

fix) = 

sec (207 tx) 

13. 

y = 

10 sen x + sen lOOx 

14. 

y = x‘ 

: + 0.02 sen 50x 


15. a) Ensaye para encontrar un rectangulo de vista apropiado para 

f(x) = (x~ 10) 3 2-\ 

b) ^Necesita mas de un rectangulo de vista? qPor que? 

16. Grafique la funcion fix) = x 2 V30 — x en un rectangulo de 
vista apropiado. ^,Que parte de la grafica parece perderse? 

17. Grafique la elipse 4x 2 + 2y 2 = 1 graficando las funciones cuyos 
graficas son las mitades superior e inferior de la elipse. 

18. Grafique la hiperbolay 2 — 9x 2 = 1 graficando las funciones 
cuyos graficos son las ramas superior e inferior de la hiperbola. 

19-20 ^Las graficas se intersectan en el rectangulo de vista dado? Si 
lo hacen, qcuantos puntos de intersection hay? 

19. y = 3x 2 - 6x + 1, y = 0.23x - 2.25; 

[-1,3] por [-2.5, 1.5] 

20. y = 6 — 4x — x 2 , y = 3x + 18; [—6, 2] por [—5, 20] 


21-23 Encuentre todas las soluciones de cada una de las siguientes 
ecuaciones con una aproximacion de dos decimales. 

21 . x 4 — x = 1 22 . yfx = x 3 — 1 

23. tan x = y/l — x 2 


24. Vimos en el ejemplo 9 que la ecuacion cos x = x tiene 
exactamente una solution. 

a) Utilice una grafica para mostrar que la ecuacion 
cos x = 0.3x tiene tres soluciones y encuentre sus 
valores con una aproximacion de dos decimales. 

b) Encuentre un valor aproximado de m tal que la ecuacion cos 
x = mx tenga exactamente dos soluciones. 

25. Utilice graficas para determinar cual de las funciones /(x) = lOx 2 
y g(x) = jc 3 / 10 es finalmente mas grande (es decir, cuando x es 
muy grande). 

26. Utilice graficas para determinar cual de la funciones 
f{x) = x 4 — 100.x 3 y g{x) = x 3 es finalmente mas grande. 

27. qPara que valores de x es cierto que | tan x — x | < 0.01 y 
— 7 t/ 2 < x < 77-/2? 

28. Grafique los polinomios P{x) = 3X 5 — 5x 3 + 2x y Q{x) = 3x 5 
en la misma pantalla, utilizando primero el rectangulo de 
vista de [—2, 2] por [—2, 2] y, a continuation, cambiandolo a 
[—10, 10] por [—10000, 10000], qQue observa en estas 
graficas? 

29. En este ejercicio consideramos la familia de funciones rafz 
fix) = yfx, donde n es un entero positivo. 

a) Grafique las funciones y = yfx , y = yfx y y = yfx en la 
misma pantalla usando el rectangulo de vista [—1,4] por 
[-1,3], 

b) Grafique las funciones y = x, y = yfx y y = yfx en la 
misma pantalla usando el rectangulo de vista [ — 3, 3] por 
[ — 2, 2], (Vease el ejemplo 7.) 

c) Grafique las funciones y = yfx, y = yfx , y = yfx y y = ifx 
en la misma pantalla usando el rectangulo de vista [— 1, 3] 
por [—1, 2], 

d) iQue conclusiones puede usted obtener de estas graficas? 

30. En este ejercicio consideramos la familia de funciones 
fix) = 1/x", donde n es un entero positivo. 

a) Grafique las funciones y = 1 /x, y = I /x 3 en la misma 
pantalla utilizando el rectangulo de vista [ — 3, 3] por 
[-3, 3], 

b) Grafique las funciones y = 1/x 2 y y = 1/x 4 en la misma 
pantalla utilizando el mismo rectangulo de vista que en el 
inciso a). 

c) Grafique todas las funciones de los incisos a) y b) en la 
misma pantalla utilizando el rectangulo de vista [—1, 3] 
por [—1, 3]. 

d) iQue conclusiones puede obtener de estas graficas? 

31. Grafique la funcion /(x) = x 4 + cx 2 + x para varios valores de 
c. ^Como cambia la grafica cuando cambia c? 

32. Grafique la funcion fix) = y/l + cx 2 para varios valores de c. 
Describa como afectan la grafica los cambios en c. 


/[/ Se requiere calculadora graficadora o computadora 


1. Tareas sugeridas disponibles en stewartcalculus.com 
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33. Grafique la funcion y = x"2 x , x 3 s 0, para n = 1, 2, 3, 4, 5 y 6. 
^Como cambia la grafica cuando n aumenta? 

34. Las curvas con ecuaciones 



se llaman curvas nariz de bala. Grafique algunas de estas 
curvas para saber por que. ^Que pasa cuando c aumenta? 

35. ^Que pasa con la grafica de la ecuacion y 2 = cx 3 + x 2 cuando 
c varfa? 

36. Este ejercicio explora el efecto de la funcion g en el interior de 
una funcion compuesta y = f(g(xj). 

a) Grafique la funcion y = sen(^/x ) utilizando el rectangulo 
de vista [0, 400] por [ — 1.5, 1.5], ^De que manera esta 
grafica difiere de la grafica de la funcion seno? 

b) Grafique la funcion y = sen(x 2 ), utilizando el rectangulo de 
vista [—5, 5] por [ — 1.5, 1.5] ^De que manera esta grafica 
difiere de la grafica de la funcion seno? 

37. La figura muestra las graficas de y = sen 96x y y = sen 2x 
como se muestra en la calculadora graficadora TI-83. La 
primera grafica es inexacta. Explique por que las dos graficas 
parecen identicas. 


[Sugerencia: la ventana de graficacion de la TI-83 es de 95 
pixeles de ancho. i,Que puntos especificos grafica la 
calculadora?] 



y = sen 96x y = sen 2x 


38. La primera grafica que aparece en la figura es la de 

y = sen 45x como la muestra una TI-83. Es inexacta y, por eso, 
para ayudar a explicar su aspecto en la segunda grafica, se traza 
la curva de nuevo con el modo de puntos. ^.Cual de las dos 
curvas senoidales parece estar graficando? Muestre que cada 
punto sobre la grafica de y = sen 45x que eligio graficar la 
TI-83 esta, de hecho, sobre una de estas curvas. (La TI-83 
grafica en ventanas de 95 pixeles de ancho.) 



1.5 


Funciones exponenciales 


La funcion /(x) = 2* se llama una funcion exponential porque la variable, x, es el expo- 
nente. No debe confundirse con la g(x) de la funcion potencia g(x) = x 2 , en la que la varia- 
ble esta en la base. 

En el apendice G hay tin enfoque alternative a En general, una funcion exponencial es una de la forma 
las funciones exponenciales y logarftmicas 

mediante calculo Integral. /(i) = a x 

donde a es una constante positiva. Recordemos el significado de esto. 

Si x = «, donde n es un entero positivo, entonces 


a" = a • a a 


n fac tores 

Si x = 0, entonces a 0 = 1, y si x = — n, donde n es un entero positivo, entonces 

yf . 1 

a~ n = — 

a“ 

Si x es un numero racional, x = p/q, donde p y q son numeros enteros y q > 0, entonces 

a x = a pl “ = = (#7 ) P 

l., y ' 

Pero, ( : ,cual es el significado de a x si x es un numero irracional? Por ejemplo, y,que signi- 

1 o 1 ^ fica 2^ o 5 ’'? 

Para ayudarnos a responder esta pregunta, examinemos la grafica de la funcion y = 2 X , 
FIGURA 1 donde x es racional. Una representacion de esta grafica se muestra en la figura 1. Quere- 

Representacion de y = 2 X , con x mos ampliar el dominio de y = 2' para incluir tanto los numeros racionales como los 

racional irracionales. 
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Hay huecos en la grafica de la figura 1 correspondientes a valores irracionales de x. 
Queremos llenarlos mediante la definicion dc fix) = 2\ donde x £ IS, por lo que /es una 
funcion creciente. En particular, puesto que el numero irracional x/3~ satisface 

1.7 < s/3 < 1.8 

debemos tener 

2 1-7 <2^ < 2 18 


y sabemos que significan 2 17 y 2 18 , ya que 1.7 y 1.8 son numeros racionales. Del mismo 
modo, si usamos mejores aproximaciones para yT, obtenemos mejores aproximaciones 
para 2 ^ : 


1.73 < V3~ < 1 .74 
1.732 < V3" < 1-733 
1.7320 < V3" < 1-7321 
1.73205 < y/3 < 1.73206 


=> 2 173 < 2^ < 2 174 
=> 2 1732 < 2 ^ < 2 1733 

=> 2 17320 < 2 ^ < 2 17321 
2 1 - 73205 < 2^ < 2 173206 


Una demostracion de este hecho se da en Puede demostrarse que hay exactamente un numero que es mayor que todos los numeros 

J. Marsden y A. Weinstein, Calculo llimitado 

(Menlo Park, California, 1981). Para una version 2 1 ' 7 , 2 1 ' 73 , 

en Ifnea, consulte 

caltechbook.library.caltech.edu/197/ y menor que todos los numeros 

2 1 ' 8 , 2 174 , 

A este numero lo definimos como 2^ y, utilizando este procedimiento de aproximacion, 
podemos obtenerlo con una aproximacion de seis decimales: 

2' /3 « 3.321997 

De la misma manera, podemos definir 2* (o a x , si a > 0) donde x es cualquier numero 
irracional. En la figura 2 se muestra como todos los huecos en la figura 1 han sido llenados 
para completar la grafica de la funcion fix) = 2 X , x G R. 

Las graficas de los miembros de la familia de funciones y = a x se muestran en la figu- 
ra 3 para varios valores de la base a. Tenga en cuenta que todas estas graficas pasan por el 
mismo punto (0, 1 ) porque a 0 = 1 para a t 4 0. Note tambien que cuando la base a se hace 
mas grande, la funcion exponencial crece mas rapidamente (para x > 0). 



FIGURA 2 

y = 2 X , para x real 


21.732 2 1 - 7320 2 1 - 73205 


21.733 2 1 - 7321 2 1 - 73206 


Si 0 < a < 1, entonces a* se aproxima a 0 
cuando x es muy grande. Si a > 1, entonces 
a x se aproxima a 0 cuando x disminuye al tomar 
valores negativos. En ambos casos el eje x es 
una asfntota horizontal. Estas cuestiones se 
tratan en la seccion 2.6. 



FIGURA 3 
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FIGURA4 


www.stewartcalculus.com 

Para un repaso de las leyes de exponentes, haga 
clic en Review of Algebra. 


Para un repaso de la reflexion y desplazamiento 
de graficas, consulte la seccion 1.3. 


FIGURA 5 


Puede verse en la figura 3 que existen basicamente tres tipos de funciones exponen- 
ciales y = a x . Si 0 < a < 1, la funcion exponencial decrece; si a = 1, es una constante, y 
si a > 1, crece. Estos tres casos se ilustran en la figura 4. Observe que si a 1, entonces 
la funcion exponencial y = a 1 tiene dominio IR y rango (0, °°). Note tambien que, dado que 
( 1 /aY = 1 / a* = a x es justamente la reflexion de la grafica de v = a 1 sobre el eje y. 




Una de las razones de la importancia de la funcion exponencial se encuentra en las 
siguientes propiedades. Si x y y son numeros racionales, entonces estas leyes son bien 
conocidas del algebra elemental. Puede demostrarse que seguira siendo asi para numeros 
reales xy y arbitrarios. 


Leyes de los exponentes Si a y b son numeros positivos, y los numeros xy y son reales 
cualesquiera, entonces 

d X 

1. a x+y = a x a y 2. a x - y = — 3. (a x ) y = a xy 4. ( ab) x = a x b x 

a y 


EJEMPLO 1 


Grafique la funcion y = 3 — 2 X y determine su dominio y rango. 


50LUCI0N Primero reflejamos la grafica de y = 2 X [se muestran en las figuras 2 y 5a)] 
sobre el eje x para obtener la grafica de y = —2 X en la figura 5b). Despues desplazamos 3 
unidades hacia arriba la grafica de y = —2 X para obtener la grafica de y = 3 — 2 X en la 
figura 5c). El dominio es R, y el rango es (— 3). 





Utilice un dispositivo de graficacion para comparar la funcion 
exponencial /(x) = 2 X con la de la funcion potencia g{x) = x 2 . ( ',Cual funcion crece 
mas rapidamente cuando x es muy grande? 
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En el ejemplo 2 se muestra que 
y = 2' aumenta mas rapidamente que y = x 2 . 
Para demostrar lo rapido que/(;t) = 2 X aumenta, 
vamos a realizar el siguiente experimento 
mental. Supongamos que empezamos con un 
trozo de papel de una milesima de pulgada de 
espesor y lo doblamos por la mitad 50 veces. 
Cada vez que dobla el papel por la mitad, el 
grosor del papel se duplica, por lo que el grosor 
del papel resultante seria 2 50 /l OOO pulgadas. 
iDe que grosor cree Listed que es? jMas de 
17 millones de millas! 


SO LUC I ON La figura 6 muestra ambas funciones representadas graficamente en el 
rectangulo de vista [—2, 6] por [0, 40]. Vemos que las graficas se intersectan tres veces, 
pero para x > 4 la grafica de fix) = 2 A permanece por encima de la grafica de g(x) = x 2 . 
La figura 7 da una vision mas global y muestra que para grandes valores de x, la funcion 
exponencial y = 2 X crece mucho mas rapidamente que la funcion potencia y = x 2 . 


40 250 




FIGURA 6 


FIGURA 7 


TABLA 1 


t 

Poblacion 

(millones) 

0 

1650 

10 

1750 

20 

1860 

30 

2070 

40 

2 300 

50 

2560 

60 

3040 

70 

3710 

80 

4450 

90 

5 280 

100 

6080 

110 

6870 


Aplicaciones de las funciones exponenciales 

La funcion exponencial ocurre con mucha frecuencia en los modelos matematicos de las 
ciencias naturales y sociales. Aqui le indicamos brevemente como surge en la descripcion 
del crecimiento de una poblacion. En capftulos posteriores seguiremos estas y otras apli- 
caciones en mayor detalle. 

En primer lugar, consideramos una poblacion de bacterias en un medio nutritivo homo- 
geneo. Supongamos que por muestreo de la poblacion a ciertos intervalos se determina 
que la poblacion se duplica cada hora. Si el numero de bacterias en el tiempo 1 es pit), 
donde t se mide en horas, y la poblacion inicial es p( 0) = 1 000, entonces tenemos 

p(l) = 2p(0) = 2 X 1000 

p( 2) = 2p(l) = 2 2 X 1000 

p(3) = 2/7(2) = 2 3 X 1 000 

De este patron, parece ser que, en general: 

p(t) = 2 r X 1000 = (1000)2' 

Esta funcion de la poblacion es un mtiltiplo constante de la funcion exponencial y = 2', 
por lo que muestra el rapido crecimiento que hemos observado en las figuras 2 y 7. En 
condiciones ideales (espacio ilimitado, nutricion y la ausencia de enfermedad), este creci- 
miento exponencial es tr'pico de lo que realmente ocurre en la naturaleza. 

/Que pasa con la poblacion humana? La tabla 1 muestra los datos de la poblacion del 
mundo en el siglo xx, y en la figura 8 se muestra la grafica de dispersion correspondiente. 

Pk 


5 X 10 9 


20 40 60 80 100 120 < 


FIGURA 8 Grafica de dispersion para el crecimiento de la poblacion mundial 
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FIGURA 9 

Modelo exponencial 
para el crecimiento 
de poblacion 



FIGURA 12 

La funcion exponencial natural 
interseca al eje y con una 
pendiente igual a 1 


El patron de los puntos de datos en la figura 8 sugiere un crecimiento exponencial, por 
eso usamos una calculadora graficadora con capacidad de regresion exponencial para apli- 
car el metodo de mfnimos cuadrados y obtener el modelo exponencial 

P = (1436.53) • (1.01395)' 

donde 1 = 0 corresponde a 1900. La figura 9 muestra la grafica de esta funcion exponencial 
junto con los puntos de datos originales. Vemos que la curva exponencial ajusta razonable- 
mente bien en el conjunto de datos. El periodo de crecimiento relativamente lento de la 
poblacion se explica por las dos Guerras Mundiales y la Gran Depresion de la decada de 
1930. 



El numero e 

De todas las posibles bases para una funcion exponencial, hay una que es mas convenien- 
te para los fines del Calculo. La eleccion de una base a esta influida por la forma en que 
la grafica de y = a x cruza el eje y. Las figuras 10 y 1 1 muestran las rectas tangentes a las 
graficas de y = 2 V y y = 3 l en el punto (0, 1). (Se definiran las rectas tangentes de manera 
precisa en la seccion 2.7. Para los presentes fines, puede considerarse que la recta tangen- 
te a una grafica exponencial en un punto es la recta que toca la grafica solo en ese punto.) 
Si medimos las pendientes de estas rectas tangentes en (0, 1), encontramos que m ~ 0.7 
para y = 2 X y m ~ 1.1 para y = 3". 




FIGURA 10 


FIGURA 11 


Resulta que, como veremos en el capftulo 3, algunas de las formulas del Calculo queda- 
ran muy simplificadas si elegimos la base a para la que la pendiente de la tangente de recta 
a y = a x en (0, 1) es exactamente 1. (Vease la figura 12.) De hecho, existe tal numero y se 
denota con la letra e. (Esta notacion fue elegida por el matematico suizo Leonhard Euler en 
1727, probablemente porque es la primera letra de la palabra exponencial.) En vista de las 
figuras 10 y 1 1, no causa ninguna sorpresa que el numero e se encuentre entre 2 y 3 y que 
la grafica de y = e x se halle entre las graficas de y = 2 X y y = 3 A . (Vease la figura 13.) 
En el capftulo 3 veremos que el valor de e, con una aproximacion de cinco decimales, es 


e « 2.71828 
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A la funcion /(x) = e x la llamamos funcion exponencial natural. 


Module 1.5 le permite graficar 
funciones exponenciales con diversas bases 
y sus rectas tangentes para calcular mas de 
cerca el valor de a para la cual la recta 
tangente tiene pendiente 1. 


FIGURA 13 





EJEMPLO 3 


Grafique la funcion y 


i - 
2^ 


1 y establezca el dominio y el rango. 


SOLUCION Empezamos con la grafica de y = e* de las figuras 12 y 14a) y la reflejamos sobre 
el eje y para obtener la grafica de y = e x en la figura 14b). (Observe que la grafica 
interseca el eje y con una pendiente de — 1.) A continuacion, se comprime la grafica 
verticalmente por un factor de dos para obtener la grafica de y = \e x en la figura 14c). Por 
ultimo, se desplazara la grafica hacia abajo una unidad para obtener la grafica deseada 
en la figura 14d). El dominio es R, y el rango es (—1, °°). 



( ,Hasta que valor de x a la derecha cree usted que tendrfamos que ir para que la altura 
de la grafica de y = e* sea superior a un millon? En el ejemplo siguiente se muestra el 
rapido crecimiento de esta funcion proporcionando una respuesta que podrfa sorprenderle. 


EJEMPLO 4 


Utilice un dispositivo de graficacion para encontrar los valores de x para 
los cuales e x > 1 000000. 


SOLUCION En la figura 15 vemos la grafica de la funcion y = e x y la recta horizontal y = 
1 000000. Vemos que estas curvas se intersectan cuando x ~ 13.8. Por tanto, e x > 10 6 
cuando x > 13.8. Tal vez le sorprenda que los valores de la funcion exponencial ya han 
superado un millon cuando x es solo 14. 


1.5 X 10 6 



FIGURA 15 


15 
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1.5 


Ejercicios 


1-4 Utilice las leyes de los exponentes para simplificar cada una de 
las siguientes expresiones: 

1 


4. a) 


2-8 

b) 


8 4/3 

b) 

jc(3jc 2 ) 3 

b\2bf 

b) 

(6y 3 ) 4 

2y 5 

x 2 " ■ x 3 "-' 

b) 


x" +2 

Ifab 


5. a) Escriba una ecuacion que defina la funcion exponencial con 
base a > 0. 

a) ^Cual es el dominio de esta funcion? 

c) Si a # 1, ^,cual es el rango de esta funcion? 

d) Dibuje la forma general de la grafica de la funcion exponencial 
para cada uno de los siguientes casos. 

i) a > 1 ii) a = 1 iii) 0 < a < 1 

6 . a) ^Como se define el numero e? 

b) ^Cual es un valor aproximado de e? 

c) ^Cual es la funcion exponencial natural? 

^ 7-10 Grafique cada una de las siguientes funciones en una pantalla 


comiin. ^Como se relacionan estas graficas? 

7. y = 2 X , y = e*, y = 5 X , 

y = 2 O' 

8. y = y = e~ x , y = 8", 

y = 8“* 

9- y = 3/ y= 10/ y = G )\ 

y = (is) 

10. y = 0.9 X , y = 0.6 r , y = 0.3 X , 

y = 0.U 


11-16 Haga un bosquejo de la grafica de cada una de las siguientes 
funciones. No utilice calculadora. Solo utilice las graficas en 
las figuras 3 y 1 3 y, si es necesario, las transformaciones de la 


seccion 1.3. 



11. y = 10* +2 

12. 

y = (0.5)* - 2 

13. y = -2- x 

14. 

y = e w 

15. y = 1 - \ e ~ x 

16. 

y = 2(1 - e) 


17. A partir de la grafica de y = e x , escriba la ecuacion de la 
grafica que resulta de 

a) desplazarla 2 unidades hacia abajo 

b) desplazarla 2 unidades a la derecha 

c) reflejarla sobre el eje x 

d) reflejarla sobre el eje y 

e) reflejarla sobre el eje x y luego sobre el eje y 


18. Comenzando con la grafica de y = e x , encuentre la ecuacion de 
la grafica resultante al 

a) reflejarla sobre la recta y = 4 

b) reflejarla sobre la recta x = 2 


19-20 Encuentre el dominio de cada una de las siguientes funciones 


19. a) f{x) = 


1 - e x 


b) f(x j = 


1 + x 


1 - e - e" 

20 . a) git) = sen (e~')b) git ) = y/\ — 2' 


21-22 Encuentre la funcion exponencial fix) = Ca x correspondiente 
a cada una de las siguientes graficas: 




23. Si fix) = 5', demuestre que 

fjx + h) -fjx) = / 5" - 1 \ 

h \ h ) 

24. Supongamos que se le ofrece trabajo por un mes. ^,Cual de los 
siguientes metodos de pago prefiere? 

I. Un millon de dolares al final del mes. 

II. Un centavo en el primer dla del mes, dos centavos en el 
segundo dfa, cuatro centavos en el tercer dla y, en general, 
2" _1 centavos al n-esimo dfa. 

25. Supongamos que las graficas de/(jc) = x 1 y gix) = 2 X se 
dibujan en una cuadrfcula de coordenadas con 1 pulgada como 
unidad de medida. Demuestre que, a una distancia de 2 pies 

a la derecha del origen, la altura de la grafica de/es de 
48 pies, pero la altura de la grafica de g es aproximadamente 
265 millas. 

FG 26. Compare las funciones fix) = x 5 y gix) = 5 X graficando ambas 
funciones en varios rectangulos de vista. Encuentre todos los 
puntos de intersection de las graficas con aproximacion a un 
decimal. ^,Cual funcion crece mas rapidamente cuando x es 
muy grande? 

Fff 27. Compare las funciones fix) = x w y gix) = e x graficando /y g 
en varios rectangulos de vista. ^Cuando la grafica de g 
finalmente supera a la grafica de/? 


Se requiere calculadora graficadora o computadora 


1. Tareas sugeridas disponibles en stewartcalculus.com 
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FR 28. Utilice una grafica para estimar los valores de x tales que 
e x > 1000000000. 

29. Bajo condiciones ideales se sabe con certeza que una 
poblacion de bacterias se duplica cada tres horas. 
Supongamos que inicialmente hay 100 bacterias. 

a) ^,Cual es el tamano de la poblacion despues de 15 horas? 

b) ^,Cual es el tamano de la poblacion despues de t horas? 

c) Estime el tamano de la poblacion despues de 20 horas. 
FR d) Grafique la funcion de la poblacion y estime el tiempo 

para que la poblacion llegue a 50000. 

30. Un cultivo bacteriano se inicia con 500 bacterias y duplica 
su tamano cada media hora. 

a) ^Cuantas bacterias hay despues de 3 horas? 

b) ^Cuantas hay despues de t horas? 

c) ^Cuantas hay despues de 40 minutos? 

FR d) Grafique la funcion de la poblacion y estime el tiempo 
para que la poblacion llegue a 100000. 

FR 31. Utilice una calculadora graficadora con comando para 
regresion exponencial para modelar la poblacion del 
mundo con los datos, desde 1950 hasta 2010, dados en la 
tabla 1 en la pagina 54. Utilice el modelo para estimar 
la poblacion en 1993 y para predecir la poblacion en el 
ano 2020. 


FR 32. La tabla muestra la poblacion de EU, en millones, en los anos 
1900-2010. Utilice una calculadora graficadora con comando de 
regresion exponencial para modelar la poblacion de EU 
desde 1900. Utilice el modelo para estimar la poblacion en 
1925 y predecir la poblacion en el ano 2020. 


Ano 

Poblacion 

Ano 

Poblacion 

1900 

76 

1960 

179 

1910 

92 

1970 

203 

1920 

106 

1980 

227 

1930 

123 

1990 

250 

1940 

131 

2000 

281 

1950 

150 

2010 

310 


33. Si graficamos la funcion 


1 - e 1/x 


/W= l +e «A 

veremos que/parece ser una funcion impar; demuestrelo. 
34. Grafique varios miembros de la familia de funciones 

fix) = 1 


1 + ae bx 

donde a > 0. ^Como cambia la grafica cuando b varfa? ^,C6mo 
cambia cuando a varfa? 


1.6 


Funciones inversas y logaritmos 


La tabla 1 muestra los datos de un experimento en el que un cultivo de bacterias inicio con 
100 de ellas en un medio limitado de nutrientes; el tamano de poblacion de bacterias se 
registro a intervalos de una hora. El numero N de bacterias es una funcion del tiempo t: 
N = fit). 

Supongamos, sin embargo, que el biologo cambia su punto de vista y se interesa en el 
tiempo requerido para que la poblacion alcance distintos niveles. En otras palabras, piensa 
en t como una funcion de N. Esta funcion se llama funcion inversa de/, denotada por 
/ 1 y se lee “/inversa”. Asi, t =f '(N) es el tiempo requerido para que el nivel de la pobla- 
cion llegue a N. Los valores de f 1 pueden encontrarse mediante la lectura de 
la tabla 1 de derecha a izquierda o consultando la tabla 2. Por ejemplo, /~‘(550) = 6 ya 
que /(6) = 550. 


TABLA 1 N como funcion de t TABLA 2 t como funcion de N 


t 

(horas) 

N=m 

= poblacion en el tiempo t 

0 

100 

1 

168 

2 

259 

3 

358 

4 

445 

5 

509 

6 

550 

7 

573 

8 

586 


N 

t=r\N) 

= tiempo para llegar a N bacterias 

100 

0 

168 

1 

259 

2 

358 

3 

445 

4 

509 

5 

550 

6 

573 

7 

586 

8 
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No todas las funciones poseen inversa. Vamos a comparar las funciones / y g cuyos 
diagramas de flechas se muestran en la figura 1. Observe que/nunca tiene el mismo valor 
dos veces (cualquier par de entradas en A tienen diferentes salidas), mientras que g toma 
el mismo valor dos veces (2 y 3 tienen la misma salida, 4). En simbolos, 

9( 2) = 9(3), 

pero f(xi)¥= f(x 2 ) siempre que xi ¥= x 2 . 

Las funciones que comparten esta propiedad con/se denominan funciones uno a uno. 


FIGURA 1 

f es uno a uno; g no lo es 




En el lenguaje de entradas y salidas, esta 
definicion senala que/es uno a uno si a cada 
salida le corresponde solo una entrada. 


[7] Definicion Una funcion/se llama uno a uno si nunca toma el mismo valor dos 
veces; esto es, 

f(x i) ¥=f(x 2 ) siempre que x\ ¥= x 2 . 



FIGURA 2 

Esta funcion no es uno a uno, 
ya que f(x t ) = f(x 2 ) 



FIGURA 3 

f(x) = x 3 es uno a uno 


Si una recta horizontal interseca la grafica de/en mas de un punto, entonces vemos en 
la figura 2 que hay numeros x l y x 2 tales que/(Xj) = /(x 2 ). Esto significa que /no es uno 
a uno, por tanto, con el siguiente metodo geometrico podemos determinar si una funcion 
es uno a uno. 


Prueba de la recta horizontal Una funcion es uno a uno si y solo si no existe una recta 
horizontal que interseque su grafica mas de una vez. 


EJEMPLO 1 


yUs la funcion /(x) = x 3 uno a uno? 


SO LUC I ON 1 Si Xj ¥= x v entonces x/ x 2 3 (dos numeros diferentes no pueden tener el 
mismo cubo). Por tanto, por la definicion l,/(x) = x 3 es uno a uno. 

SOLUCION 2 De la figura 3 se observa que no existe recta horizontal que interseque a la 
grafica de/(x) = x 3 mas de una vez. Por tanto, por la prueba de la recta horizontal, /es 
uno a uno. 


EJEMPLO 2 


(Us uno a uno la funcion g(x) = x 2 ? 


SOLUCION 1 Esta funcion no es uno a uno, ya que, por ejemplo. 


9(1) = 1 = 9 (—IX 


por lo que 1 y — 1 tienen la misma salida. 
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FIGURA 4 

g(x) = x 2 no es uno a uno 


SO LUC I ON 2 De la figura 4 se observa que existen rectas horizontales que cruzan la 
grafica de g mas de una vez. Por tanto, por la prueba de la recta horizontal, g no es 
uno a uno. 

Las funciones uno a uno son importantes porque son precisamente aquellas que poseen 
funciones inversas de acuerdo con la siguiente definicion. 


2 Definicion Sea /una funcion uno a uno con dominio A y rango B. Entonces, la 
funcion inversa/ 1 tiene dominio B y rango A y esta definida por 


r'(y) 


fix) = y 


para cualquier y en B. 



La definicion dice que si/hace corresponder x con y, entonces / 1 hace corresponder 
de regreso y con x. (Si /no es uno a uno, entonces/ 1 no esta definida de manera unica). 
El diagrama de flechas en la figura 5 indica que/ -1 invierte el efecto de/ Note que 


dominio de / 1 = rango de / 
rango de / -1 = dominio de/ 


Por ejemplo, la funcion inversa de f(x) = x 3 es / *(x) = x 1 ' 3 ya que si y = x 3 , 
entonces 

r 1 ( y )=r 1 (x 3 ) = (x 3 ^ 3 = x 

3 CUIDADO No cometa el error de pensar en — 1 en/ 1 como un exponente. Es decir, 


/ '(x) no significa 


fix) 


En todo caso, 1 //(jc) es el recfproco y deberia escribirse como [/(/)] 


m 


EJEMPLO 3 


Si/(1) = 5,/(3) 


S0LUCI0N De la definicion de/ ', 


= 7 y/(8) = -10, encuentre/ -1 (7),/ -1 (5) yf \~ 10). 
tenemos 


CO 

II 

T 

ya que 

/(3) 

1 

'la 

II 

ya que 

/(l) 

00 

II 

0 s 

T 

1 

ya que 

/(B) 


El diagrama en la figura 6 aclara como / 1 invierte el efecto de/en este caso. 




FIGURA6 

La funcion inversa invierte 
las salidas y las entradas 
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A B A B 



La letra x es tradicionalmente utilizada como la variable independiente, as! que cuando 
nos concentramos en / 1 en vez de/, usualmente cambiamos los roles de x y y en la defi- 
nition 2, y escribimos 


r\x) = y 


/(>■) = X 


A1 sustituir por y en la definicion 2 y sustituyendo por x en [_3j, obtenemos las siguientes 

ecuaciones de eancelacion 


E 


/ '(/to) = x para toda x en A 
/(/“‘to) = x para toda x en B 


La primera ecuacion cancelada indica que si comenzamos con x, aplicando/y, a continua- 
tion, aplicamos/ llegamos de regreso a x, donde empezamos (consulte el diagrama de 
maquinas en la figura 7). A si,/ 1 deshace a/. La segunda ecuacion senala que/deshace lo 
que hace/ 


FIGURA 7 


x 


f 


m 



X 


Por ejemplo, si f(x) = x 3 , entonces / '(^) = x l,2> y. por tanto, las ecuaciones de 
eancelacion son 


r ‘(/ to ) = (^ 3 ) I/3 = jc 

/(/ _ 1 to) = (^ 1/3 ) 3 = * 

Estas ecuaciones dicen simplemente que la funcion elevar al cubo y la funcion rcuz cubica 
se anulan mutuamente cuando se aplican una despues de la otra. 

Ahora veamos como calcular funciones inversas. Si tenemos una funcion y = fix) y 
somos capaces de resolver esta ecuacion para x en terminos de y, entonces, de acuerdo con 
la definicion 2, debemos obtenerx = / '(>’)■ Si queremos llamar a la variable independien- 
te x, intercambiamos x por y y llegamos a la ecuacion y = / '(x). 


5 Como encontrar la funcion inversa de una funcion /uno a uno 

Paso 1 Escribir y = fix). 

Paso 2 Resolver esta ecuacion para x en terminos de y (si es posible). 

Paso 3 Para expresar / -I en funcion de x, intercambiamos x por y. La ecuacion 
resultante es y = f~ l (x). 
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m 


EJEMPLO 4 


Encuentre la funcion inversa dcf(x) = x 3 + 2. 


SO LUC I ON De acuerdo con |_5J empezamos escribiendo 


v = x 3 + 2 

Despues, despejamos x 

x 3 = y - 2 
x = y/y — 2 


En el ejemplo 4, note como/ -1 invierte el efecto 
de/. La funcion/ es la regia "elevar al cubo 
y despues sumar 2 ";/ _1 es la regia "restar 
dos y despues tomar la raiz cubica". 


Finalmente, intercambiamos x y y: 


Ahora, la funcion inversa es f '(x) 


y = x 2 
yjx ~ 2 . 


El principio de intercambio dexey para encontrar la funcion inversa tambien nos da 
el metodo para obtener la grafica de/ 1 a partir de la grafica de/. Ya que /(a) = b si y solo 
si/ -1 (£>) = a, el punto (a, b) esta en la grafica de/si y solo si el punto (b, a) esta en la 
grafica de/ -1 . Asf, el punto ( b , a ) a partir del punto (a, b ) se obtiene reflejando el segundo 
sobre la recta y = x. (Vease la figura 8.) 




FIGURA8 FIGURA 9 


Asf, como se ejemplifica en la figura 9: 



FIGURA 10 


La grafica de/ 1 se obtiene reflejando la grafica de/sobre la recta y = x. 


EJEMPLO 5 


Dibuje las graficas de f{x) = \f~~i 
mismo eje de coordenadas. 


x y su funcion inversa utilizando el 


Primero trazamos la curva y = V — 1 — x (la mitad superior de la parabola 
y 2 = — 1 — x o x = —y 2 — 1) y, a continuacion, reflejamos sobre la recta y = x 
para obtener la grafica de/ -1 . (Vease la figura 10.) Para comprobar nuestra grafica, 
observe que la expresion para/ -1 es/ '(x) = —x 2 — 1, x 3® 0. Por lo que la grafica de 
/ -1 es la mitad derecha de la parabola y = — x 2 — 1, y esto parece razonable a partir 
de la figura 10. 


Funciones logari'tmicas 

Si a > 0 y a t 4 1,1a funcion exponencial/(jt) = a x siempre es creciente o decreciente, asf 
que es uno a uno por la prueba de la recta horizontal. Por tanto, tiene una funcion inver- 
sa/ -1 que se llama la funcion logaritmica con base a y se denota por log . Si utilizamos 
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la formulation de una funcion inversa dada por 


3j, 


r\x) = y 


fiy) = x. 


entonces tenemos 


0 


log fl x = y 


x 


Asi, si x > 0, entonces \og a x es el exponente al que hay que elevar la base a para 
obtener x. Por ejemplo, el log 1() 0.001 = —3, ya que 10~ 3 = 0.001. 

Las ecuaciones de cancelation 


4 | , cuando se aplican a la funciones f(x ) = a x y 


/ '(x) = log n x, se convierten en 


m 


log a (a x ) = x para toda x 6 R 
a 1 " 8 " 1 = x para toda x > 0 



FIGURA 11 


FIGURA 12 


La funcion logaritmica log tiene dominio (0, °°) y rango R. Su grafica es la reflexion 
de la grafica de y = a x sobre la recta y = x. 

La figura 1 1 muestra el caso en que a > 1 . (Las funciones logarftmicas mas importan- 
tes tienen una base a > 1 .) El hecho de que y = a x sea una funcion de rapido crecimiento 
para x > 0 se refleja en el hecho de que y = log x es una funcion de lento crecimiento para 
x > 1. 

La figura 12 muestra las graficas de y = log x con varios valores de la base a > 1. 
Puesto que log o 1=0, las graficas de todas las funciones logarftmicas pasan por el punto (1,0). 



Las siguientes propiedades de las funciones logarftmicas se derivan de las correspon- 
dientes propiedades de las funciones exponenciales dadas en la section 1.5. 


Leyes de los logaritmos Si x e y son numeros positivos, entonces 

1. log a (xy) = log fl x + log„y 

2. log,, — = log n x - log a y 


3. log 0 (x r ) = r log„x (donde r es cualquier numero real) 
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EJEMPLO 6 


Use las leyes de los logaritmos para evaluar log, 80 — log 2 5. 


SO LUC I ON Con la ley 2, tenemos 


log 2 80 — log 2 5 



log 2 16 = 4 


porque 2 4 = 16. 


La notacion de los logaritmos 

En la mayoria de los libras de texto de calculo 
y las ciencias, as! como en las calculadoras, 
se usa la notacion In x para el logaritmo 
natural de x, y log x para el "logaritmo comun", 
log 10 x. Sin embargo, en la literatura 
matematica y cientffica mas avanzada, asf 
como en los lenguajes de programacion 
de computadoras, la notacion logxdenota 
por lo general el logaritmo natural. 


Logaritmos naturales 

De todas las posibles bases a de los logaritmos, veremos en el capftulo 3 que la mas con- 
veniente es el numero e. que se definio en la section 1.5. A1 logaritmo con base e se le 
llama logaritmo natural y tiene una notacion especial: 


log e x = In x 


Si ponemos a = ey sustituimos log e con “In” en 6_ y 0, entonces las propiedades que 
definen la funcion logaritmo natural se convierten en 


s 


0 



En particular, si ponemos x = 1, obtenemos 


In e = 1 


EJEMPLO 7 


Encuentre x si In x = 5. 


SOLUCION 1 De 


vemos que 


In x = 5 significa e 5 = x 

Por tanto, x = e 5 . 

(Si tiene problemas para trabajar con la notacion “In”, simplemente reemplacela 
por log, Entonces la ecuacion se convierte en log x = 5; asf que, por la definicion de 
logaritmo, e 5 = x.) 

SOLUCION 2 Comience con la ecuacion 


In x = 5 

y aplique la funcion exponencial a ambos lados de la ecuacion: 


Sin embargo, la segunda ecuacion de cancelacion [9j indica que e lnx = x. Por tanto 
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EJEMPLO 8 


Resuelva la ecuacion e 5 31 = 10. 


Tomamos logaritmos naturales de ambos lados de la ecuacion y usamos |_9 
ln(e 5 3l ) = In 10 
5 - 3x = In 10 

3x = 5 - In 10 
x = l(5 - In 10) 


Ya que el logaritmo natural se encuentra en las calculadoras cientlficas, podemos 
aproximar la solucion; para cuatro decimales tenemos: x ~ 0.8991. 


13 


EJEMPLO 9 


Exprese In a 


SOLUCION Con las leyes 3 y 1 


+ k In b con un solo logaritmo. 
de los logaritmos, tenemos 


In a + \ In b = In a + In b 1/2 
= In a + In -Jb 
= In (ajb) 

La siguiente formula muestra que los logaritmos de cualquier base pueden expresarse 
en terminos de los logaritmos naturales. 


[To] Formula para el cambio de base Para cualquier numero positivo a (a ¥= 1), 
tenemos 


log fl x 


In x 
In a 


DEM0STRACI0N Sea v = log x. Entonces, a partir de 6 , tenemos a y = x. Tomando loga- 
ritmos naturales de ambos lados de esta ecuacion, obtenemos y In a = In x. Por tanto. 


In x 



Las calculadoras cientlficas tienen un comando para los logaritmos naturales, por lo que 
la formula 10 nos permite utilizar una calculadora para calcular un logaritmo de cualquier 
base (como se muestra en el siguiente ejemplo). Del mismo modo, la formula 10 nos 
permite graficar cualquier funcion logarftmica en una calculadora graficadora o computa- 
dora (veanse los ejercicios 43 y 44). 


EJEMPLO 10 


Evalue log 8 5 con una precision de seis decimales. 


SOLUCION La formula 10 da 


log 8 5 


In 5 

» 0.773976 

In 8 
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FIGURA 13 

La grafica de y = In x es la reflexion 
de la grafica y = e x sobre 
la recta y = x 


Grafica y crecimiento del logaritmo natural 

Las graficas de la funcion exponencial y = e x y su funcion inversa, la funcion logaritmo 
natural, se muestran en la figura 13. Debido a que la curva y = e x cruza el eje y con 
una pendiente de 1, se deduce que la curva reflejada y = In x cruza el eje x con una 
pendiente de 1. 

A1 igual que todas las demas funciones logarftmicas con base mayor que 1, el loga- 
ritmo natural es una funcion creciente definida en (0, °°), y el eje y es un asintota vertical. 
(Esto significa que los valores de In x son numeros negativos muy grandes cuando x 
tiende a 0.) 


EJEMPLO 11 


Dibuje la grafica de la funcion y = In (x — 2) — 1 . 


S0LUCI0N Empezamos con la grafica de y = In x como se indica en la figura 13. 
Usando las transformaciones de la section 1.3, la corremos 2 unidades a la derecha 
para obtener la grafica de y = In (x — 2) y luego la desplazamos una unidad hacia 
abajo para obtener la grafica de y = In (x — 2) — 1. (Vease la figura 14.) 



FIGURA 14 




A pesar de que In x es una funcion creciente, su crecimiento es muy lento cuando 
x > 1. De hecho. In x crece mas lentamente que cualquier potencia positiva de x. Para 
ilustrar este hecho, se comparan los valores aproximados de las funciones y = In x y 
y = x l/2 = \[x en la siguiente tabla y las graficas en las figuras 15 y 16. Usted puede ver 
que en un principio las graficas de y = \[x y y = In x crecen a un ritmo comparable, pero 
finalmente la funcion raiz supera con creces al logaritmo. 


X 

1 

2 

5 

10 

50 

100 

500 

1000 

10000 

100000 

In x 

0 

0.69 

1.61 

2.30 

3.91 

4.6 

6.2 

6.9 

9.2 

11.5 

yfx. 

1 

1.41 

2.24 

3.16 

7.07 

10.0 

22.4 

31.6 

100 

316 

In x 

y[x 

0 

0.49 

0.72 

0.73 

0.55 

0.46 

0.28 

0.22 

0.09 

0.04 




FIGURA 15 


FIGURA 16 
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Funciones trigonometricas inversas 

Cuando tratamos de encontrar las funciones trigonometricas inversas, tenemos una peque- 
na dificultad: debido a que las funciones trigonometricas no son uno a uno, no tienen funciones 
inversas. La dificultad se supera mediante la restriccion de los dominios de estas fun- 
ciones para que sean uno a uno. 

Puede verse en la figura 17 que la funcion seno, y = sen x, no es uno a uno (utilice la prueba 
de la recta horizontal). Pero la funcion f(x) = sen x, — tt/'I =£ x =s ir/2, es uno a uno 
(figura 18). La funcion inversa de la funcion seno restringida/existe y se denota por sen 
o arcsen. Se llama funcion seno inverso o funcion arco seno. 



FIGURA 17 


FIGURA 18 y = sen jc, — f =Sjt=sf 


Dado que la definition de una funcion inversa indica que 


f\x) = y <=> f(y) = x 

tenemos 



77 

77 


sen y x y == y 

2 


El sen 'x # 

senx 



FIGURA 19 


Por tanto, — 1 =£ x 1 es el numero entre — 7r/2 y 7 t/ 2 cuyo seno es x. 
Evalue a) sen -1 (i) y b) tan (arcsen |). 


EJEMPLO 12 


SOLUCION 

a) Tenemos que 


sen 1 (j) 


7T 

~6 


porque el sen (77/6) =J y tt/6 se encuentra entre — 7 t/ 2 y 7 t/2. 

b) Sea 0 = arcsen por lo que el send = ( . Entonces, podemos dibujar un triangulo 
rectangulo con un angulo 0 como en la figura 19 y deducir por el teorema de Pitagoras 
que el tercer lado del triangulo tiene una longitud de V 9 — 1 = 2^/2 . Esto nos permite 
leer que 

tan (arcsen |) = tan 9 = 



Las ecuaciones de cancelacion para las funciones inversas resultan ser, en este caso. 


-1 / \ 

sen (senx) = x para— — =£ x — 
sen (sen _1 x) = x para — 1 =£ x ^ 1 
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FIGURA 20 

y = serT 1 x = arcsen x 


La funcion inversa del seno, sen -1 , tiene dominio [— 1 , 1 ] y rango [— tt/2, 7t/ 2], y su 
grafica, que se muestra en la figura 20, se obtiene a partir de la funcion seno restringido 
(figura 18 ), mediante la reflexion sobre la recta y = x. 

La funcion coseno inverso se maneja en forma similar. La funcion coseno restringida 
f(x) = cos x, para 0 =£ x =£ 7T, es uno a uno (figura 21 ) y, por tanto, tiene una funcion 
inversa denotada por cos -1 o arccos. 


cos 1 x = y <= 

=> cos y = x y 

0 y 77 


y* 



T 77 



7T\ 

2 


l >x 




-i 0 

1 * 


FIGURA 21 

y = cos x, 0 =£ x =£ tt 


FIGURA 22 

y = cos -1 jr= arccos x 


Las ecuaciones de cancelacion son 


cos 1 (cos x) = x para 0 x =£ tt 
cos(cos _1 x) = x para — 1 =£ x =£ 1 



FIGURA 23 

TT TT 

y = tan x, — 7 < jc < 7 


La funcion coseno inverso, cos -1 , tiene dominio [— 1 , 1 ] y rango [ 0 , tt]. Su grafica se 
muestra en la figura 22. 

La funcion tangente puede hacerse uno a uno mediante la restriction de que el intervalo 
sea (—tt/2, tt/2). Asi, la funcion tangente inversa se define como la inversa de la funcion 
f(x) = tan x, —tt/2 < x < tt/2. (Vease la figura 23 ), y se denota por tan -1 o arctan. 



77 77 

tan l x = y <= 

^ tan y = x y < y < — 


EJEMPLO 13 


Simplifique la expresion cos (tan 1 x). 


S0LUCI0N 1 Sea y = tan 1 x. Tenemos que, tan y = x y —tt/2 < y < tt/2. Queremos 
encontrar cos y, pero, ya que tan y es conocida, es mas facil encontrar primero sec y: 


Asf 


sec 2 y = 1 + tan 2 y = 1 + x 2 

secy = -J\ + X 2 (ya que sec ) >ara n/2 

l 1 


cos (tan 1 x) = cos y = 


yr 


sec y 
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1 


x 


FIGURA 24 


SO LUC I ON 2 En lugar de utilizar las identidades trigonometricas como en la solucion 1, es 
quiza mas facil usar un diagrama. Si y = tan -1 x, entonces tan y = x, y podemos leer en 
la figura 24 (que ilustra el caso y > 0) que 


cos(tan ' x) = cos y = 


_J 

x/\ + x 2 


La funcion tangente inversa, tan 1 = arctan, tiene dominio IR y rango (—tt/2, tt/2). Su 
grafica se muestra en la figura 25. 


FIGURA 25 

y = tan -1 x = arctan x 



Sabemos que las rectas x = ±tt/2 son asmtotas verticales de la grafica de tan. Dado 
que la grafica de tarn 1 se obtiene reflejando la grafica de la funcion tangente restringida, 
sobre la recta y = x, se deduce que las rectas y = tt /2 y y = — 7r/2 son asfntotas horizon- 
tales de la grafica de tan -1 . 

El resto de las funciones trigonometricas inversas no se utilizan con tanta frecuencia y 
se resumen aquf. 



FIGURA 26 

y = sec x 



La eleccion de los intervalos para y en las definiciones de esc -1 y sec -1 no es aceptada 
universalmente. Por ejemplo, algunos autores utilizan y E [0, tt/2) U (tt/2, tt] en la defi- 
nicion de sec -1 . (Puede verse en la grafica de la funcion secante en la figura 26 que tanto 
esta opcion como la que se encuentra en LI funcionan.) 


1.6 


Ejercicios 


1. a) ^Que es una funcion uno a uno? 

b) ^Como puede decirse, a partir de la grafica de una funcion, 
que es uno a uno? 

2. a) Supongamos que/ es una funcion uno a uno con dominio A 

y rango B. ^Como se define la funcion inversa/ -1 ? ^,Cual es 
el dominio de / -1 ? ^Cual es el rango de/ -1 ? 

b) Si se le da una formula para/, icomo encuentra una formula 
para/ -1 ? 

c) Si se le da la grafica para / ^como encuentra la grafica de/ -1 ? 


3-14 Una funcion viene dada por una tabla de valores, una grafica, 
una formula o una descripcion verbal. Determine si es uno a uno. 


X 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

fix) 

1.5 

2.0 

3.6 

5.3 

2.8 

2.0 


X 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

fix) 

1.0 

1.9 

2.8 

3.5 

3.1 

2.9 


ffil Se requiere calculadora graficadora o computadora Se requiere sistema algebraico computarizado 1. Tareas sugeridas disponibles en stewartcalculus.com 
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9 . fix) = x 2 — 2x 
11 . g( x) = l/x 

13 . f(t) es la altura de un balon d 
patada inicial. 

14 . fit) es su estatura a la edad t. 



10 . fix) = 10 — 3jc 
12. gix) = cos x 
futbol t segundos despues de la 


15 . Suponga que/es una funcion uno a uno. 

a) Si/(6)= 17, M uees/ -1 (17)? 

b) Si/ -1 (3) = 2, iq uees/(2)? 

16 . Si fix) = x 5 +x 3 +x, encuentre / -1 (3) y/(T‘(2)). 

17 . Si gix) = 3 + x + e x , encuentre g -1 ( 4). 

18 . La grafica de / esta dada. 

a) ^Por que es/uno a uno? 

b) ^Cuales son el dominio y el rango de/ -1 ? 

c) ^,Cual es el valor de/ -1 (2)? 

d) Estime el valor de/ -1 (0). 



19 . La formula C = 5/9 (F - 32), donde F 2* -459.67, 
expresa la temperatura Celsius C, en funcion de la temperatura 
Fahrenheit F. Halle una formula para la funcion inversa e 
interpreted. ^Cual es el dominio de la funcion inversa? 

20 . En la teorfa de la relatividad, la masa de una partfcula con 
velocidad v es 


to = f(v) 


to o 

Vl - v 2 /c 2 


donde to es la masa en reposo de la partfcula y c es la 
velocidad de la luz en el vacfo. Encuentre la funcion inversa 
defy explique su significado. 


23 . fix) = e 2 * -1 
25 . y = ln(x + 3) 


24 . y = x 2 - x, x S= 2 
e x 

26 . y 


1 + 2e x 


^ 27-28 Encuentre una formula explfcita para/ -1 y utilfcela 
para graficar/ -1 ,/y la recta y = x en la misma pantalla. Para 
compro-bar su trabajo, vea si las graficas de/y/ -1 son 
reflexiones sobre la recta. 

27 . fix) — x 4 -E 1, x > 0 28 . fix) = 2- e x 


29-30 Use la grafica dada de/, para trazar la grafica de/ ’. 




31 . Sea fix) = y/\ — x 2 , 0 =S x =S 1. 

a) Encuentre/ -1 . ^,C6mo se relaciona con/? 

b) Identifique la grafica defy explique su respuesta al 
inciso a). 

32 . Sea g(x) = J/l - x 3 . 

a) Encuentre g~ l . ^Como se relaciona con la gl 

b) Grafique g. ^Como explica usted su respuesta al inciso a)? 

33 . a) ^Como se define la funcion logarftmica y = log o x? 

b) ^Cual es el dominio de esta funcion? 

c) ^Cual es el rango de esta funcion? 

d) Dibuje la forma general de la grafica de la funcion 
y = log x si a > 1 . 

34 . a) ^Cual es el logaritmo natural? 

b) ^Cual es el logaritmo comun? 

c) Trace las graficas de la funcion logaritmo natural y la 
funcion exponencial natural en un mismo conjunto de ejes. 

35-38 Encuentre el valor exacto de cada una de las siguientes 
expresiones. 

35 . a) log 5 125 b) log :i ( 2 ' 7 ) 

36 . a) ln(l/e) b) logio -/lCT 

37 . a) log 2 6 - log 2 15 + log 2 20 
b) log 3 100 - log 3 18 - log 3 50 

38 . a) e~ 2ta5 b) In (in e e '°) 


39-41 Exprese cada una de las siguientes cantidades dadas como un 
solo logaritmo. 

39 . In 5 + 51n3 

40 . In ia + b) + ln(a — b) — 2 In c 

41 . 5 ln(x + 2) 3 + \ [In x — In (x 2 + 3x + 2) 2 ] 


21-26 Halle una formula para la inversa de la funcion. 


22. fix) 


4x - 1 


42 . Use la formula 10 para evaluar cada logaritmo con precision 
de 6 decimales. 
a) log 10 


21 . f{x) = 1 + V2 + 3x 


2x + 3 


b) log 2 8.4 
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03 43-44 Use la formula 10 para graficar cada una de las siguientes 
funciones dadas, en una pantalla comun. ^Como se relacionan estas 
graficas? 

43. y = logj 5 x, y = In x, y = log m x, y = log 50 x 

44. y = In x, y = log ]0 x, y = e x , y = 10“ 


45. Suponga que la grafica de y = log 2 x se dibuja sobre una 
cuadricula de coordenadas, donde la unidad de medida es de 
una pulgada. ^Cuantas millas a la derecha del origen tenemos 
que movernos antes de que la altura de la curva alcance 3 pies? 

03 46. Compare las funciones /(x) = x 01 y gix) = In x graficando 
ambas,/y g, en varios rectangulos de vista. ^Cuando la 
grafica de/supera finalmente a la grafica de gl 

47-4! Haga un bosquejo de la grafica de cada una de las siguientes 
funciones. No utilice calculadora. Solo tiene que usar las graficas 
de las figuras 12 y 13 y, si es necesario, las transformaciones de la 
seccion 1.3. 

47. a) y = log 10 (x + 5) b) y = -In x 

48. a) y = ln(-x) b) y = In | x | 


49-50 a) ^Cuales son el dominio y el rango de /? 

b) ^Cual es la interseccion en x de la grafica? 

c) Trace la grafica de/. 

49. f{x) = In x + 2 50. /(x) = ln(x - 1) - 1 


Resuelva cada una de las siguientes ecuaciones para x. 


51. a) e 7 - fc = 6 

52. a) lnlx 2 - 1) = 3 

53. a) 2*~ 5 = 3 

54. a) ln(ln x) = 1 


b) ln(3x - 10) = 2 
b) e 2 * — 3e x + 2 = 0 
b) In x + ln(x — 1 ) = 1 
b) = Ce bx , a ¥= b 


b) Utilice la expresion del inciso a) para graficar y = g(x), 
y = x y y = g'{x), en la misma pantalla. 

61. Si una poblacion de bacterias comienza con 100 bacterias y 
se duplica cada tres horas, entonces el numero de bacterias 
despues de t horas es n = fit ) = 100 • 2 ,/3 . (Vease el ejercicio 29 
en la seccion 1.5.) 

a) Halle la inversa de esta funcion y explique su significado. 

b) ^.Cuando la poblacion alcanzara 50000 bacterias? 

62. Cuando el flash de una camara se apaga, las baterias comienzan 
a recargar de inmediato el condensador del flash, que almacena 
una carga electrica dada por 

2(0 = G 0 (l - e - /b ) 

(La capacidad de carga maxima es <2 0 , y t se mide en segundos.) 

a) Halle la inversa de esta funcion y explique su significado. 

b) ^Cuanto tiempo se tarda en recargar el condensador a 90% 
de la capacidad si a = 2? 


63-68 Encuentre el valor exacto de cada una de las siguientes 
expresiones. 

63. a) sen -1 (-s/3/2) 

64. a) tan- 1 (l/V3 ) 

65. a) arctan 1 

66 . a) coL 1 (— V3") 

67. a) tan (arctan 10) 

68 . a) tan (sec -1 4) 


b) cos -1 (-1) 
b) sec -1 2 
b) sen -1 (l/y/2) 
b) arccos(— j) 
b) sen -1 (sen (7 7r/3)) 
b) sen (2 sen -1 (f)) 


69. Pruebe que cos (sen 1 x) = Vl — -t 2 

70-72 Simplifique cada una de las siguientes expresiones: 

70. tan (sen -1 x) 71. sen (tan -1 x) 

72. cos (2 tan -1 x) 


55-56 Resuelva cada una de las siguientes desigualdades para x. 

55. a) In x < 0 b) e x > 5 

56. a) 1 < e 3 *- 1 <2 b) 1 - 2 In x < 3 

57. a) Encuentre el dominio de/(x) = lnie x — 3). 
b) Halle/ _1 y su dominio. 

58. a) ^Cuales son los valores de e 1 ” 300 y ln(e 300 )? 

b) Use su calculadora para evaluar e 1 " 300 y ln(e 300 ). ^Que 
observa? ,-Puede explicar por que la calculadora tiene 
problemas? 

SAC 59 . Grafique la funcion /(x) = *Jx 3 + x 2 + x + 1 y explique por 
que es uno a uno. A continuacion, utilice un sistema de algebra 
computarizado para encontrar una expresion explicita para 
/ _1 (x). (El SAC produce tres posibles expresiones. Explique 
por que dos de ellas son irrelevantes en este contexto.) 

SAC 60. a) Si gix) = x 6 + x 4 , x & 0, utilice un sistema de algebra 
computarizado para encontrar una expresion para f‘(j). 


03 73-74 Grafique las funciones dadas, en la misma pantalla. ^Como 
se relacionan estas graficas? 

73. y = senx, — tt/2 =£ x ^ 7 t/2; y = sen^'x; y = x 

74. y — tan x, — 7r/2 < x < 7t/2; y = tan^'x; y = x 


75. Encuentre el dominio y el rango de la funcion 
gix) = sen _1 (3x + 1) 

FH 76. a) Grafique la funcion /(x) = sen (sen~ ! x) y explique la 
apariencia de la grafica. 

b) Grafique la funcion gix) = sen -1 (sen x). ^.Como se explica 
la apariencia de esta grafica? 

77. a) Si desplazamos la curva a la izquierda, <^que sucede con 

su reflexion sobre la recta y = x? En vista de este principio 
geometrico, encuentre una expresion para la inversa de 
g(x) = fix + c), donde /es una funcion uno a uno. 
b) Encuentre una expresion para la inversa de A(x) = /(cx), 
donde ct^O. 
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Repaso 


Verification de conceptos 


1. a) ^Que es una funcion? ^Cuales son su dominio y su rango? 

b) ^Que es la grafica de una funcion? 

c) ^Como se puede saber si una curva dada es la grafica de una 
funcion? 


2. Analice cuatro maneras de representar una funcion. Ilustre la 
discusion con ejemplos. 

3. a) ^Que es una funcion par? ^Como puede saber si una 

funcion es par observando su grafica? De tres ejemplos 
de una funcion par. 

b) ^Que es una funcion impar? ^Como puede saber si una 
funcion es impar observando su grafica? De tres ejemplos 
de una funcion impar. 

4. ^Que es una funcion creciente? 

5. ^Que es un modelo matematico? 

6 . De un ejemplo de cada tipo de funcion 

a) lineal b) potencia 

c) exponential d) cuadratica 

e) polinomial de grado 5 f ) rational 

7. Trace a mano, en los mismos ejes, las graficas de las siguientes 
funciones. 

a) fix) = x b) g(x) = x 2 

c) h(x) = x 3 d) j(x) = x 4 


8 . 


Trace a mano un bosquejo de la grafica de cada una de las 
siguientes funciones. 


a) y = sen x 
c) y = e x 
e) y = 1 lx 
g) y = V* 


b) y = tan x 

d) y = In x 

f ) y = M 

h) y = tan -1 * 


9. Suponga que/tiene dominio A y g tiene dominio B. 

a) ^Cual es el dominio de/+ g7 

b) ^Cual es el dominio d e/g? 

c) ^Cual es el dominio def/gl 

10. ^Como se define la funcion compuesta/ 0 g7 ^Cual es su 
dominio? 

11. Suponga que la grafica de/esta dada. Escriba una ecuacion 
para cada una de las graficas que se obtienen de aquella de f 
de la siguiente manera. 

a) Desplazamiento de 2 unidades hacia arriba. 

b) Desplazamiento de 2 unidades hacia abajo. 

c) Desplazamiento de 2 unidades a la derecha. 

d) Desplazamiento de 2 unidades a la izquierda. 

e) Reflexion sobre el eje x. 

f ) Reflexion sobre el eje y. 

g) Alargamiento vertical por un factor de 2. 

h) Contraer verticalmente por un factor de 2. 

i) Alargar horizontalmente por un factor de 2. 

j) Contraer horizontalmente por un factor de 2. 

12. a) ^Que es una funcion uno a uno? ^Como puede saber si una 

funcion es uno a uno observando su grafica? 

b) Si/es una funcion uno a uno, ^como se define su funcion 
inversa/ -1 ? ^Como se obtiene la grafica de/ -1 a partir de la 
grafica de/? 

13. a) ^Como se define la funcion seno inverso/(x) = sen 1 x7 

^Cuales son su dominio y su rango? 

b) ^Como se define la funcion coseno inverso/(jc) = cos -1 x7 
^Cuales son su dominio y rango? 

c) ^Como se define la funcion tangente inversa/(jc) = tarn 1 x7 
^Cuales son su dominio y rango? 


Examen rapido Verdadero-Falso 

Determine si la afirmacion es verdadera o falsa. Si es verdadera, explique por que. 
Si es falsa, explique por que o de un ejemplo que refute la afirmacion. 

1. Si/es una funcion, entonces/(^ + t) =f(s ) + /(f). 

2. Si f(s) = fit), entonces s = t. 

3. Si/es una funcion, entonces f(3x) = 3 fix). 

4. Si jq < x 2 y/es una funcion decreciente, entonces 
fix,) >fix 2 ). 

5. Una recta vertical intersecta la grafica de una funcion a lo mas 
una vez. 

6 . Si/y g son funciones, entonces/ 0 g = g °f 

7. Si/es uno a uno, entonces /~'( x) = — — — . 


8. Siempre puede dividirse por e*. 

9. Si 0 < a < b, entonces In a < In b. 

10. Si x > 0, entonces (In x) 6 = 6 In x. 

In jc x 

11. Sijr>0ya>l, entonces = In — . 

In a a 

12. tan 1 (— 1) = 3ir/4. 

, senate 

13. tan jc = 

cos JC 

14. Si x es cualquier numero real, entonces y[x} = x. 
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Ejercicios 


1. Sea/la funcion cuya grafica esta dada. 

a) Estime el valor de/(2). 

b) Estime los valores de * tales que fix) = 3. 

c) Establezca el dominio de/. 

d) Establezca el rango de/ 

e) ^Sobre que intervalo es creciente/? 

f) ^Es/uno a uno? Explique. 

g) ^Es/par, impar, o ninguno de los dos? Explique. 



2. La grafica de g esta dada. 

a) Obtenga el valor de g( 2). 

b) ^Por que g es uno a uno? 

c) Estime el valor de g~'(2). 

d) Estime el dominio de g 1 . 

e) Dibuje la grafica de g 1 . 



3. Si fix) = x 2 — 2x + 3, evalue el cociente de diferencias 

f(a + h) - fja ) 
h 

4. Dibuje una grafica aproximada de la production de un cultivo 
en funcion de la cantidad de fertilizante utilizado. 

5-8 Encuentre el dominio y rango de cada una de las siguientes 
funciones. Escriba su respuesta en notation de intervalos. 

5. f(x) = 2/fix - 1) 6. g(x) = y/16 - x 4 

7. h(x) = ln(x + 6) 8. Fit) = 3 + cos 2 1 


9. Suponga que la grafica de/esta dada. Describa como las 
graficas de las funciones siguientes pueden obtenerse a partir 
de la grafica de/. 

a) y =f(x) + 8 b) y = fix + 8) 

c)y=l+2 fix) d) y = fix — 2) — 2 

e) y = —fix) f)y=f-\x) 

10. La grafica de/esta dada. Dibuje las graficas de las funciones 
siguientes. 

a) y = fix ~ 8) b) y = —fix) 

c) y = 2 - fix) d) y = {fix) - 1 

e) y =t'ix) f)y =/-'(* + 3) 



11-16 Utilice transformaciones para dibujar la grafica de la funcion. 

11 . y = —sen 2x 

12. y = 3 In (x - 2) 

13. y = |(1 + e x ) 

14. y = 2 - Vx 
1 


15. fix) = 


16. fix) = 


x + 2 


—x si x < 0 
e x - 1 si x & 0 


17. Determine si/es par, impar o ninguna de las dos. 

a) fix) = 2x 5 - 3x 2 + 2 

b) fix) = x 3 - x 7 

c) fix) = e-* 

d) fix) = 1 + sen x 

18. Encuentre una expresion para la funcion cuya grafica consiste 
en el segmento de recta desde el punto ( — 2, 2) hasta el punto 
(—1, 0), junto con la mitad superior de la circunferencia con 
centra en el origen y radio 1 . 

19. Si/(x) = In x y g(x) = x 2 — 9, encuentre las funciones a )/° g, 
b) g °f c )f°f, d) g ° g, y sus dominios. 


20. Exprese la funcion F(x) = l/\Jx + y/x como una composition 
de tres funciones. 


KH Se requiere calculadora graficadora o computadora 
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CAPITULO 1 FUNCIONES Y MODELOS 


21 . La esperanza de vida mejoro notablemente en el siglo xx. La 
tabla muestra la esperanza de vida al nacer (en anos) de 
los varones nacidos en EU. Use un diagrama de dispersion 
para elegir un tipo adecuado de modelo. Use su modelo para 
predecir el tiempo de vida de un varon nacido en el 
ano 2010. 


Ano de 
nacimiento 

Esperanza 
de vida 

Ano de 
nacimiento 

Esperanza 
de vida 

1900 

48.3 

1960 

66.6 

1910 

51.1 

1970 

67.1 

1920 

55.2 

1980 

70.0 

1930 

57.4 

1990 

71.8 

1940 

62.5 

2000 

73.0 

1950 

65.6 




22 . Un pequeno fabricante de electrodomesticos descubre que 
cuesta 9 000 dolares producir 1 000 tostadoras a la semana y 
12000 dolares producir 1 500 tostadoras a la semana. 

a) Exprese el costo en funcion del numero de tostadoras 
producidas, suponiendo que es lineal. Despues, trace 
la grafica. 

b) ^Cual es la pendiente de la grafica y que representa? 

c) ^Cual es la intersection de la grafica con el eje y y que 
representa? 

23 . Si/(x) = 2x + In x, encuentre /~'(2). 


24 . Encuentre la funcion inversa de f(x ) = 


x + 1 
2x + 1 


25 . Encuentre el valor exacto de cada una de las siguientes 
expresiones. 

a) e 2b3 b) log io 25 + logio 4 

c) tan (arcsen |) d) sen (cos _1 (j)) 

26 . Resuelva cada cada una de las siguientes ecuaciones para x. 

a) e* = 5 b) ln.v = 2 

c) e‘ x = 2 d) tan 1 x = 1 

27 . La poblacion de ciertas especies en un ambiente limitado con 
una poblacion inicial de 100 y capacidad para 1 000 es 


Pit) = 


100000 


100 + 900e~' 

donde t se mide en anos. 

a) Grafique esta funcion y estirne cuanto tiempo le toma 
a la poblacion llegar a 900. 

b) Encuentre la inversa de esta funcion y explique su 
significado. 

c) Utilice la funcion inversa para encontrar el tiempo 
necesario para que la poblacion llegue a 900. Compare 
con el resultado del inciso a). 

28 . Grafique las tres funciones y = x a , y = a* y y = log x en la 
misma pantalla para dos o tres valores de a > 1 . Para valores 
grandes de x, ^,cual de estas funciones tiene los valores 
mas grandes y cual los valores mas pequenos? 


Principios para la resolucion de problemas 



No hay reglas solidas o inmediatas que aseguren el exito en la resolucion de problemas. Sin 
embargo, es posible delinear algunos pasos generales en el proceso de resolucion de problemas 
y de dar algunos principios que pueden ser utiles en la resolucion de algunos de ellos. 
Estos pasos y principios no hacen otra cosa que explicitar el sentido comiin y se han 
adaptado del libro de George Polya How To Solve It. 


El primer paso es leer el problema y asegurarse de que lo comprende claramente. Planteese 
las siguientes preguntas: 


l Cudl es la incognita ? 

I Cuales son las cantidades que se conocen ? 
I Cudles son las condiciones dadas? 


Para muchos problemas, es util 


dibujar un diagrama 

y ubicar en el diagrama las cantidades dadas y las requeridas. 

Por lo general, es necesario 

introducir una notacion adecuada 

En la eleccion de los simbolos para las incognitas, a menudo usamos letras como a, b, c, m, 
n, x o y, aunque en algunos casos es mejor usar las iniciales de las cantidades involucradas 
como simbolos sugerentes; por ejemplo, V para el volumen o t para tiempo. 

Es importante encontrar una conexion entre la informacion dada y la desconocida, lo que 
le permitira calcular las incognitas. A menudo es util preguntarse a si mismo de manera 
explicita: “ ( : ,C6mo relaciono lo conocido con lo desconocido?” Si usted no ve una conexion 
inmediata, las siguientes ideas pueden serle utiles en la conception de un plan. 

Jntente reconocer algo conocidi Relacione la situation dada con los conocimientos pre- 
vios. Observe lo desconocido y trate de recordar un problema mas conocido que cuente con 
una incognita similar. 

Intente reconocer patrones Algunos problemas se resuelven mediante el reconocimiento 
de algiin tipo de patron que esta ocurriendo. El patron puede ser geometrica, numerica o 
algebraica. Si usted puede ver la regularidad o repeticion en un problema, podrfa ser capaz 
de conjeturar el patron y probarlo. 

Utilice analogias Trate de pensar en un problema analogo, es decir, un problema similar, 
un problema relacionado, pero que sea mas facil de resolver que el problema original. 
Si usted puede resolver el problema similar, pero mas sencillo, entonces podrfa dar 
con las claves que necesita para resolver el problema original, que es mas dificil. Por 
ejemplo, si un problema involucra cantidades muy grandes, podrfa intentar primero 
resolver un problema similar con cifras mas pequenas. O si el problema esta inmerso en 
la geometrfa en tres dimensiones, puede buscarse un problema geometrico similar en dos 
dimensiones. O si el problema inicial es de caracter general, puede empezar con un caso 
particular. 

Introduzca algo extra A veces puede ser necesario introducir algo nuevo, un apoyo auxi- 
liar para ayudar a hacer la conexion entre lo dado y lo desconocido. Por ejemplo, en un 
problema donde un diagrama es util, lo auxiliar podrfa ser una nueva lfnea trazada en el 
diagrama. En un problema mas algebraico, podrfa ser una nueva incognita relacionada 
con la original. 
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Establezca casos A veces puede tener que dividir un problema en varios casos y dar un 
argumento diferente para cada uno de los casos. Por ejemplo, a menudo tenemos que utili- 
zar esta estrategia al tratar con valores absolutos. 

Trabaje hacia atras En algunas ocasiones es util imaginar que el problema esta resuelto y 
trabajar hacia atras, paso a paso, hasta llegar a los datos proporcionados. Entonces usted 
puede revertir sus pasos y construir una solucion al problema original. Este procedimiento 
es comunmente utilizado en la resolucion de ecuaciones. Por ejemplo, en la resolucion 
de la ecuacion 3x — 5 = 7, suponga que x es un numero que satisface 3x — 5 = 7 y 
trabaje hacia atras. Sumamos 5 a cada lado de la ecuacion y luego dividimos ambos lados 
entre 3 para obtener x = 4. Como cada uno de estos pasos puede revertirse, hemos resuelto 
el problema. 

Establezca metas parciales En un problema complejo a menudo es util establecer objeti- 
vos parciales (en los que la situation deseada se cumple con solo en algunas partes del 
problema). Si primero puede llegar a estos objetivos parciales, entonces podemos construir 
conclusiones sobre ellos para llegar a nuestra meta final. 

Razonamiento indirecto Con frecuencia es apropiado atacar en forma indirecta un problema. 
En el uso de la demostracion por contradiction para demostrar que P implica Q, suponemos 
que P es cierta y Q es falsa y tratamos de ver por que esto no puede suceder. De alguna 
manera, tenemos que utilizar esta informacion y llegar a una contradiccion de lo que sabe- 
mos que es verdadero. 

Induccion matematica En la demostracion de proposiciones que involucran un entero 
positivo n, es frecuentemente util usar el siguiente principio. 


Principio de induccion matematica Sea S una proposition acerca del entero positivo n. 
Supongamos que 

1. S es verdadera. 

2. S, , es verdadera cuando S, es verdadera. 

Entonces S n es verdadera para todos los enteros positivos n. 


Esto es razonable porque, dado que 5 es verdadera, se deduce de la condition 2 (con 
k = 1) que la S 2 es verdadera. Luego, utilizando la condicion 2 con k = 2, vemos que S 3 es 
verdadera. Una vez mas, con la condicion 2, esta vez con k = 3, tenemos que S es verda- 
dera. Este procedimiento puede seguirse indefinidamente. 

En el paso 2 se ideo un plan. Para llevar a cabo ese plan tenemos que verificar cada etapa 
de este y escribir los detalles que demuestran que cada etapa es correcta. 

Despues de haber completado nuestra solucion, es conveniente revisarla, en parte para ver 
si no se han cometido errores en la solucion y en parte para ver si podemos pensar una 
manera mas facil de resolver el problema. Otra razon para mirar hacia atras es familiarizar- 
nos con el metodo de solucion, lo que puede ser util para resolver un problema en el futuro. 
Descartes dijo: “Cada problema que resolvf se convirtio en una regia que sirvio despues 
para resolver otros problemas.” 

Estos principios de la resolucion de problemas se ilustran en los siguientes ejemplos. 
Intente resolverlos antes de mirar las soluciones. Consulte estos principios de resolucion de 
problemas si se queda atascado. Usted puede encontrar util referirse a esta seccion de vez 
en cuando al resolver los ejercicios en los restantes capitulos de este libro. 
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m Comprenda el problema 


[33 Dibuje un diagrama 


EJEMPLO 1 


Exprese la hipotenusa h de un triangulo rectangulo con un area de 25 m 2 en 
funcion de su perimetro P. 


SOLUCION Primero clasifique la informacion mediante la identificacion de la incognita y 
los datos: 


Incognita: hipotenusa h 

Datos : perimetro P, area de 25 m 2 


Dibujar un diagrama como el de la figura 1 puede ser de gran ayuda. 


FIGURA 1 



b 


[33 Relacione los datos con las incognitas Para establecer la relacion entre las incognitas y los datos, introduzca dos variables 

[33 Introduzca algo extra adicionales ay b, que representan las longitudes de los otros dos lados del triangulo. Esto 

nos permite expresar la condicion dada, y es que, dado que el triangulo es rectangulo, por 
el teorema de Pitagoras: 

h 2 = a 2 + b 2 

El resto de relaciones entre las variables se obtienen al escribir las expresiones para el area 
y el perimetro: 

25 = \ab P = a + b + h 


Ya que P esta dado, ahora tenemos tres ecuaciones con tres incognitas a, by h: 


m 

h 2 = a 2 + b 2 

s 

25 = \ab 

3 

P — a + b + h 


A pesar de que tiene el numero correcto de ecuaciones, no son faciles de resolver en 
[33 Relacione con algo conocido una forma sencilla. Pero si usamos la estrategia de resolucion de problemas tratando 

de reconocer algo conocido, entonces podemos resolver estas ecuaciones por un metodo 
mas facil. Observe el lado derecho de las ecuaciones 1, 2 y 3. Estas expresiones le 
recuerdan algo familiar? Tenga en cuenta que contienen los ingredientes de una formula 
conocida: 


(a + b ) 2 = a 2 + 2 ab + b 2 

Con esta idea, expresamos (a + b ) 2 de dos maneras. De las ecuaciones 1 y 2 tenemos 
(a + bf = ( a 2 + b 2 ) + 2 ab = h 2 + 4(25) 


De la ecuacion 3 tenemos 


(a + b) 2 = (P - h ) 2 = P 2 - 2 Ph + h 2 


Asf 


h 2 + 100 = P 2 - 2 Ph + h 
2 Ph = P 2 100 

P 2 - 100 


h = 


2 P 


2 


Esta es la expresion requerida para h en funcion de P. 
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m Establezca casos 


Como se ilustra en el siguiente ejemplo, a menudo es necesario utilizar el principio de 
la resolution de problemas, de separar en casos cuando se trata de valores absolutos. 


EJEMPLO 2 


Resuelva la desigualdad |x — 3| + |x + 2|<ll. 


SOLUCION Recuerde la definicion de valor absolute: 


x 


x si x & 0 
x si x < 0 


De esta definicion, se sigue que: 


x — 3 



—x + 3 


si x — 3 3= 0 

si jc — 3 < 0 

si x 3= 3 

si x < 3 


I x + 2 si 

Del mismo modo \x + 2 = S 

1 1 [-(x + 2) si 

fx + 2 si 

[—x — 2 si 

Estas expresiones muestran que es necesario considerar tres casos: 
x < —2 —2 =£ x < 3 x 3 s 3 


x + 2 3= 
x + 2 < 

x 3= —2 
x < —2 


0 

0 


CASO I Si x < —2, tenemos 

| x — 3| + |x + 2|<ll 
—x + 3— x — 2<11 
— 2x < 10 
x > — 5 


CASO II Si -2 ^ x < 3, la desigualdad dada se convierte en 

~x + 3+ x + 2<ll 

5 < 1 1 (siempre verdadera) 

CASO III Si x 3 s 3, la desigualdad se convierte en 

x — 3+x + 2<ll 
2x < 12 
x < 6 


De la combination de los casos I, II y III, vemos que se cumple con la desigualdad 
cuando —5 < x < 6. Asi que la solucion es el intervalo (—5, 6). 
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En el ejemplo siguiente, suponga primero una respuesta revisando los casos particulares y 
buscando una pauta. A continuacion, demuestre su conjetura por induccion matematica. 
Usando el principio de induccion matematica, seguimos tres pasos: 

Paso 1 Demuestre que S n es verdadera cuando n = 1. 

Paso 2 Suponga que S n es verdadera cuando n = k y deduzca que S es verdadera cuando 
n = k + 1 . 

Paso 3 Concluya que S n es verdadera para toda n por el principio de induccion 
matematica. 


EJEMPLO 3 


Si/oM 

formula para f (x). 


x/(x + 1) y fn+i = fo °fn para n = 0, 1, 2, , encuentre una 


Analogia: intente un problema semejante SO LUC I ON Empezamos por encontrar formulas para /(x) para los casos particulares 
mas sencillo n = 1 2 y 3 

fi(x) = (fo °/o)(x) 
x 

X + 1 

x 2x + 1 2x + 1 

4- 1 

X + 1 X + 1 



E2 Busque un patron 


fi(x) = (fo °f\)(x) =f{f(x)) =/o( ^ - 

X X 

2x + 1 2x + 1 x 

x 3x + 1 3x + 1 

~t~ 1 

2x + 1 2x + 1 

fi(x) = (fo °fi)(x) =fo{fi(x)) =fo^ 3x X + ! j 

X X 

3x + 1 3x + 1 x 

x 4x + 1 4x + 1 

+ 1 

3x + 1 3x + 1 

Nos damos cuenta de un patron: el coeficiente de x en el denominador de fix) es 
n + 1 en los tres casos que hemos calculado. Asf que hacemos la suposicion de que, 
en general, 


fn(x) = 


(n + l)x + 1 


Para probar esto, utilizamos el principio de induccion matematica. Ya hemos 
comprobado que |_4j es verdadera para n = 1. Supongamos que es verdadera 


para n = k, es decir. 


fk(x ) = 


(k + l)x + 1 
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Entonces 


x 


fk+l(x) = (/o °fk)(x) =fo{fk(x )) =fo 


(k + 1 )x + 1 


x x 

(k + l)x +1 (k + l)x +1 x 

x (k + 2)x +1 (k + 2)x + 1 

(& + l)x + 1 {k + l)x + 1 


tista expresion aemuestra que es veraaaera para 
matematica, es verdadera para todo entero positivo 


Problemas 


2 . 

3 . 

4 . 

5 . 

6 . 

7 . 

8 . 


9 . 


10 . 


11 . 

12 . 

13 . 

14 . 

15 . 


16 . 

17 . 

18 . 

19 . 

20 . 


Uno de los catetos de un triangulo rectangulo tiene una longitud de 4 cm. Exprese la longitud 
de la altura perpendicular a la hipotenusa en funcion de la longitud de esta ultima. 

La altura perpendicular a la hipotenusa de un triangulo rectangulo es 12 cm. Exprese la longi- 
tud de la hipotenusa en funcion del perfmetro. 

Resuelva la ecuacion \ 2x — 1 | — x + 5 = 3. 

Resuelva la desigualdad \ x — 1 | — \x — 3 >5. 

Trace la grafica de la funcion /( x) = \ x 2 — 4\x \ + 3 \. 

Trace la grafica de la funcion g(x) = | jc 2 — 1 | — \x 2 — 4 | . 

Dibuje la grafica de la ecuacion x + x | = y + y \ . 

Dibuje la region en el piano formado por todos los puntos (x, y) tales que 

* - y| + |*| - \y\ 

La notacion max{a, b , . . .} significa el mayor de los numeros a, b,... Dibuje la grafica de cada 
funcion. 

a) f(x) = max{jc, \/x] b) f(x) = max {sen x, cos x} c) f{x) = max{x 2 , 2 + x, 2 — x} 

Dibuje la region en el piano definido por cada una de las siguientes ecuaciones o desigual- 
dades. 

a) max{x, 2y} =1 b) — 1 =S max{x, 2 yj ^1 c) ma x{x,y 2 } = 1 
Evalue (log 2 3) (log 3 4)(log 4 5) • ■ ■ (log 31 32). 

a) Demuestre que la funcion fix) = ln(x + fx 1 + 1 ) es una funcion impar. 

b) Encuentre la funcion inversa de/. 

Resuelva la desigualdad ln(x 2 — 2x — 2) =£ 0 

Use un razonamiento indirecto para probar que log,5 es un numero irracional. 

Un conductor emprende un viaje. Durante la primera mitad del trayecto conduce a un ritmo 
lento de 30 mi/h; en la segunda mitad conduce a 60mi/h. ^Cual es su rapidez promedio 
durante este viaje? 

^Es verdad que f°ig + It) = f° g + f° hi 

Demuestre que si n es un entero positivo, entonces 7" — 1 es divisible entre 6. 

Demuestre que 1 + 3 + 5 + • • • + (2 n — 1) = n 2 . 

Si/ 0 (x) = x 2 y f +1 (x) =f 0 (f (x)) para n = 0, 1, 2, ... , encuentre una formula para/(x). 

a) Sifoix) = yf„+i ~ fo ° fn para n =0,1,2,..., encuentre una expresion para/ (x) 

2 — x 

y utilice induccion matematica para demostrarla. 

b) Grafique/ 0 ,/,/ 2 ,/ 3 , en la misma pantalla y describa los efectos de la composicion de 
repetida. 
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Se requiere calculadora graficadora o computadora 





Limites y derivadas 



Una pelota cae mas y mas rapido al 
transcurrir el tiempo. Galileo descubrio 
que la distancia de cafda es proporcional 
al cuadrado del tiempo que ha estado 
cayendo. El Calculo posibilita calcular la 
rapidez de la pelota en cualquier 
instante. 


© 1986 Peticolas / Megna, Fundamental Photographs, NYC 


En Un previo de Calculo (pagina 1) hemos visto como la idea de limite sustenta las distintas ramas 
del Calculo. Por tanto, es apropiado comenzar nuestro estudio de este investigando los limites y sus 
propiedades. El tipo especial de limite que se usa para encontrar rectas tangentes y velocidades da 
lugar a la idea central del Calculo Diferencial, la Derivada. 
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82 CAPITULO 2 LfMITES Y DERIVADAS 



Problemas de la tangente y la velocidad 


En esta seccion se vera como surgen los Hmites cuando tratamos de encontrar la recta 
tangente a una curva o la velocidad de un objeto. 



b) 

FIGURA 1 



El problema de la tangente 

La palabra tangente se deriva de la voz latina tangens , que significa “tocar”. Asf, una tan- 
gente a una curva es una recta que toca la curva. En otras palabras, una recta tangente debe 
tener la misma direction que la curva en el punto de contacto, pero, (i c6mo puede preci- 
sarse esta idea? 

Para una circunferencia podemos simplemente seguir la idea de Euclides y decir 
que la tangente es una recta que interseca la circunferencia una y solo una vez, como 
se ve en la figura la). Para curvas mas complicadas esta definition es inadecuada. La 
figura lb) muestra dos rectas / y t que pasan por un punto P en una curva C. La recta 
/ cruza C solo una vez, pero ciertamente no es la idea que tenemos de lo que es una tan- 
gente. La recta t, por otro lado, se parece mas a una tangente, pero interseca a C dos 
veces. 

Para ser mas especfficos, intentaremos resolver el problema de encontrar una recta t 
tangente a la parabola y = x 2 en el siguiente ejemplo. 


□ 


EJEMPLO 1 


punto (1, !)■ 


Encuentre la ecuacion de la recta tangente a la parabola y = x 2 en el 


SO LUC I ON Podremos encontrar la ecuacion de la recta tangente 1 tan pronto como 
conozcamos su pendiente m. La dificultad es que solo conocemos un punto P sobre f, 
y para calcular la pendiente se necesitan dos puntos. Sin embargo, observamos que 
podemos calcular una aproximacion a in eligiendo un punto cercano Q(x, x 2 ) sobre la 
parabola (como en la figura 2) y calculando la pendiente m PQ de la recta secante PQ. 
[Una recta secante, de la palabra latina secans, que significa cortar, es una recta que 
interseca (corta) una curva mas de una vez.] 

Elegimos x 1 de manera que Q ¥= P. Entonces 


m PQ 


x 2 - 1 

X — 1 


Por ejemplo, para el punto (2(1.5, 2.25), tenemos 


X 

m P Q 

2 

3 

1.5 

2.5 

1.1 

2.1 

1.01 

2.01 

1.001 

2.001 


X 

m PQ 

0 

1 

0.5 

1.5 

0.9 

1.9 

0.99 

1.99 

0.999 

1.999 


mpQ = 


2.25 - 1 
1.5 - 1 


1.25 

0.5 


= 2.5 


Las tablas en el margen muestran los valores de m PQ para varios valores de x cercanos a 1 . 
Cuanto mas cerca esta Q de P, la x es mas cercana a 1 y, de las tablas, m PQ esta mas cerca 
de 2. Esto sugiere que la pendiente de la recta tangente t debe ser m = 2. 

Decimos que la pendiente de la recta tangente es el Hmite de las pendientes de las rectas 
secantes, y esto lo expresamos simbolicamente escribiendo 

x 2 - 1 

lfm m P0 = m y lfm = 2 

Q ->p *->i x 1 

Suponiendo que la pendiente de la recta tangente finalmente es 2, se utiliza la ecuacion 
de la recta en la forma punto-pendiente (vease apendice B) para escribir la ecuacion de la 
recta tangente en (1, 1) como 


y — 1 = 2(x — 1) o bien 


y = 2x — 1 
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La figura 3 muestra el proceso de lfmite que se presenta en este ejemplo. Cuando Q se 
aproxima a P a lo largo de la parabola, las correspondientes rectas secantes giran alrededor 
de P y se aproximan a la recta tangente t. 




Q se aproxima a P por la derecha 




^13*1 En Visual 2.1 puede ver como funciona 
el proceso en la figura 3 para funciones adicio- 
nales. 


Muchas de las funciones que se producen en la ciencia no estan descritas por ecuaciones 
explfcitas, sino que estan definidas por datos experimentales. El siguiente ejemplo muestra 
como estimar la pendiente de la recta tangente a la grafica de este tipo de funciones. 


t 

Q 

0.00 

100.00 

0.02 

81.87 

0.04 

67.03 

0.06 

54.88 

0.08 

44.93 

0.10 

36.76 


La unidad de destello (flash) de una camara funciona mediante el 
almacenamiento de carga en un condensador y su liberacion repentina cuando el flash se 
activa. Los datos de la tabla describen la carga Q restante en el condensador (medida en 
microcoulombs) en el tiempo t (medido en segundos despues de que el flash se dispara). 
Utilice los datos para dibujar la grafica de esta funcion y estime la pendiente de la recta 
tangente en el punto donde t = 0.04. [Nota: la pendiente de la recta tangente repre- 
senta la corriente electrica (medida en microamperios) que fluye desde el condensador 
a la lampara del flash.] 


SO LUC I ON En la figura 4 se grafican los datos dados y se usan para trazar una curva que 
se aproxima a la grafica de la funcion. 



0.02 


0.04 


0.06 


0.08 


0.1 


FIGURA 4 


0 


t (segundos) 
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Dados los puntos P(0.04, 67.03) y ATO.OO, 100.00) en la grafica, nos encontramos con 
que la pendiente de la recta secante PR es 


nip R = 


100.00 - 67.03 
0.00 - 0.04 


-824.25 


R 

m PR 

(0.00, 100.00) 

-824.25 

(0.02, 81.87) 

-742.00 

(0.06, 54.88) 

-607.50 

(0.08, 44.93) 

-552.50 

(0.10, 36.76) 

-504.50 


El significado ffsico de la respuesta en el 
ejemplo 2 es que la corriente electrica 
que fluye desde el condensador a la lampara 
de flash, despues de 0.04 segundos, es de unos 
-670 microamperios. 


La tabla de la izquierda muestra los resultados de calculos similares para las pendientes de 
otras rectas secantes. De esta tabla se esperarfa que la pendiente de la recta tangente en 
t = 0.04 se encuentre en algun valor entre —742 y —607.5. De hecho, el promedio de las 
pendientes de las dos rectas secantes mas proximas es 

^(—742 - 607.5) = -674.75 

Asf, por este metodo, estimamos la pendiente de la recta tangente como —675. 

Otro metodo consiste en elaborar una aproximacion a la tangente en P y medir los lados 
del triangulo ABC, como en la figura 4. Esto da una estimation de la pendiente de la recta 
tangente como 


AB 

BC 


80.4 - 53.6 
0.06 - 0.02 


= -670 


El problema de la velocidad 

Si usted mira el velocfmetro de un automovil mientras viaja en el trafico de la ciudad, se 
ve que la aguja no se queda quieta por mucho tiempo, es decir, la velocidad del automovil 
no es constante. Suponemos, al ver el veloclmetro, que el coche tiene una velocidad deter- 
minada en cada instante, pero, ^como se define la velocidad “instantanea”? Vamos a inves- 
tigar el ejemplo de la cafda de una pelota. 



La Torre CN en Toronto fue el edificio 
autoestable mas alto en el mundo durante 


32 ahos. 


1 


EJEMPLO 3 


Supongamos que una pelota se deja caer desde la plataforma superior 
de observation de la Torre CN en Toronto, a 450 m sobre el suelo. Encuentre la 
velocidad de la pelota despues de 5 segundos. 


SO LUC I ON Por medio de experimentos llevados a cabo hace cuatro siglos, Galileo 
descubrio que la distancia que recorre cualquier cuerpo en cafda libre es proporcional 
al cuadrado del tiempo que ha estado cayendo. (Este modelo de cafda libre no considera 
la resistencia del aire.) Si la distancia de cafda despues de t segundos se denota por sit) 
y se mide en metros, entonces la ley de Galileo se expresa por la ecuacion 


s(t) = 4.9f 2 

La dificultad para encontrar la velocidad despues de 5 s es que se trata de un solo instante 
de tiempo it = 5), por lo que no contamos con un intervalo de tiempo. Sin embargo, 
podemos aproximar la cantidad deseada mediante el calculo de la velocidad promedio en 
el breve intervalo de tiempo de una decima de segundo, desde t = 5 hasta t = 5.1: 

cambio en la posicion 

velocidad promedio = 

tiempo transcurrido 

_ 5(5.1) - ^(5) 

0.1 


4.9(5. 1) 2 


4.9(5) 2 


49.49 m/s 


0.1 





SECCION 2.1 PROBLEMAS DE LA TANGENTE Y LA VELOCIDAD 85 


La siguiente tabla muestra los resultados de calculos similares de la velocidad promedio 
durante periodos cada vez mas pequenos. 


Intervalo de tiempo 

Velocidad promedio (m/s) 

5 t 6 

53.9 

5 « f s£ 5.1 

49.49 

5 5= r s= 5.05 

49.245 

5 S t =£ 5.01 

49.049 

5 t =£ 5.001 

49.0049 


Parece que, a medida que acorta el periodo, la velocidad promedio es cada vez mas 
cercana a 49 m/s. La velocidad instantanea cuando t = 5 se define como el valor limite 
de estas velocidades promedio, durante periodos cada vez mas cortos que comienzan en 
t = 5. A si, la velocidad (instantanea) despues de 5 s es 

v = 49 m/s 

Usted puede sospechar (y no esta equivocado) que los calculos utilizados en la solution 
de este problema son muy similares a los utilizados anteriormente en esta seccion para 
encontrar tangentes. De hecho, hay una estrecha conexion entre el problema de obtener 
la tangente y aquel de encontrar la velocidad. Si dibujamos la grafica de la funcion 
de la distancia recorrida por la pelota (como en la figura 5) y consideramos los puntos 
P(a, 4.9 a 2 ) y Q(a + h, 4.9 (a + hf) sobre la grafica, entonces la pendiente de la recta 
secante PQ es 


_ 4.9(q + hf - 4.9 a 1 
mPQ (a + h) - a 

que es la misma que la velocidad promedio en el intervalo de tiempo [a, a + H\. Por 
tanto. la velocidad en el instante t = a (el limite de las velocidades promedio cuando 
h tiende a 0) debe ser igual a la pendiente de la recta tangente en P (el limite de las 
pendientes de las rectas secantes). 


FIGURA 5 




Los ejemplos 1 y 3 muestran que, para resolver los problemas de la tangente y la velo- 
cidad, debe ser capaz de calcular limites. Despues de estudiar los metodos para calcular 
limites en las siguientes cinco secciones, regresaremos a estos problemas de encontrar 
tangentes y velocidades en la seccion 2.7. 
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2.1 


Ejercicios 


1. Un tanque contiene 1 000 galones de agua que se drenan por la 
parte inferior del tanque en media hora. Los valores de la 
tabla muestran el volumen V de agua que queda en el tanque 
(en galones) despues de 1 minutos. 


/ (min) 

5 

10 

15 

20 

25 

30 

V (gal) 

694 

444 

250 

111 

28 

0 


a) Si P es el punto (15, 250) sobre la grafica de V, encuentre 
las pendientes de las rectas secantes PQ cuando Q es el 
punto sobre la grafica con t = 5, 10, 20, 25 y 30. 

b) Estime la pendiente de la recta tangente en P por medio 
del promedio de las pendientes de dos rectas secantes. 

c) Utilice una grafica de la funcion para estimar la pendiente 
de la recta tangente en P. (Esta pendiente representa la 
rapidez a la que fluye el agua del tanque despues de 15 
minutos.) 

2. Un monitor se utiliza para medir la frecuencia cardiaca de un 
paciente despues de una cirugfa. El aparato compila el numero 
de latidos del corazon despues de t minutos y se registran en 
una tabla. Cuando los datos de la tabla se representan grafica- 
mente, la pendiente de la recta tangente representa la frecuen- 
cia cardiaca en latidos por minuto. 


/(min) 

36 

38 

40 

42 

44 

Latidos del corazon 

2530 

2 661 

2 806 

2948 

3080 


El monitor estima este valor calculando la pendiente de una 
recta secante. Utilice los datos para estimar el ritmo cardiaco 
del paciente despues de 42 minutos, utilizando la recta secante 
entre los puntos con los valores dados de t. 
a) t = 36 y t = 42 b) t = 38 y t = 42 

c) t = 40 y ? = 42 d) t = 42 y t = 44 

^Cuales son sus conclusiones? 

3. El punto P( 2, — 1) se encuentra en la curva y = 1/(1 — x) 

a) Si Q es el punto ( x , 1/(1 — x)), utilice la calculadora para 
hallar la pendiente de la recta secante PQ (con una precision 
de seis decimales) para los siguientes valores de x: 

i) 1.5 ii) 1.9 iii) 1.99 iv) 1.999 

v) 2.5 vi) 2.1 vii) 2.01 viii) 2.001 

b) Utilice los resultados del inciso a), para intuir el valor de la 
pendiente de la recta tangente a la curva en P{ 2, — 1). 

c) Utilizando la pendiente del inciso b), obtenga la ecuacion de 
la recta tangente a la curva en P{ 2, — 1). 

4. El punto P(0.5, 0) se encuentra sobre la curva y = cos ttx. 

a) Si Q es el punto (x, cos nx), utilice la calculadora para 
hallar la pendiente de la secante PQ (con una precision de 
seis decimales) para los siguientes valores de x: 

i) 0 ii) 0.4 iii) 0.49 iv) 0.499 

v) 1 vi) 0.6 vii) 0.51 viii) 0.501 

b) Utilice los resultados del inciso a), para intuir el valor de la 
pendiente de la recta tangente a la curva en P{ 0.5, 0). 


c) Utilice la pendiente del inciso b), para hallar la ecuacion de 
la recta tangente a la curva en P(0.5, 0). 

d) Dibuje la curva, dos de las rectas secantes y la recta 
tangente. 

5. Si se lanza una pelota al aire con una velocidad de 40pies/s, 
su altura en pies despues de f segundos esta dada por 

y = 40t- 16 1 2 . 

a) Encuentre la velocidad promedio para el periodo que 
comienza cuando t = 2 y permanece 

i) 0.5 segundos ii) 0.1 segundos 

iii) 0.05 segundos iv) 0.01 segundos 

b) Estime la velocidad instantanea cuando t = 2. 

6 . Si una piedra se lanza hacia arriba en el planeta Marte a una 
velocidad de 10 m/s, su altura en metros t segundos despues 
esta dada pory = 10? — 1.86? 2 . 

a) Encuentre la velocidad promedio en los intervalos de tiempo 
dados: 

i) [1,2] ii) [1,1.5] iii) [1,1.1] 

iv) [1, 1.01] v) [1, 1.001] 

b) Estime la velocidad instantanea cuando t = 1 . 

7. La tabla muestra la posicion de un ciclista. 


? (segundos) 

0 

1 

2 

3 

4 

5 

s (metros) 

0 

1.4 

5.1 

10.7 

17.7 

25.8 


a) Encuentre la velocidad promedio para cada 
periodo: 

i) [1,3] ii) [2, 3] iii) [3, 5] iv) [3, 4] 


b) Utilice la grafica de s en funcion de t para estimar la 
velocidad instantanea cuando t = 3. 

8 . El desplazamiento (en centlmetros) de una partlcula que 

se mueve hacia adelante y hacia atras a lo largo de una 

llnea recta esta dado por la ecuacion de movimiento 

s = 2 sen 7r? + 3 cos t rt, donde t se mide en segundos. 

a) Encuentre la velocidad promedio durante cada 
periodo: 

i) [1,2] ii) [1,1.1] 

iii) [1, 1.01] iv) [1, 1.001] 

b) Estime la velocidad instantanea de la partlcula cuando 
t = 1. 

9. El punto P( 1, 0) se encuentra sobre la curva y = sen(10T7-/x). 

a) Si Q es el punto (x, sen(1077-/x)), halle la pendiente de la 
recta secante PQ (con una precision de cuatro decimales) 
parax = 2, 1.5, 1.4, 1.3, 1.2, 1.1, 0.5, 0.6, 0.7, 0.8 y 0.9. 
^Las pendientes parecen estar acercandose a un llmite? 

b) Utilice la grafica de la curva para explicar por que las 
pendientes de las rectas secantes en el inciso a) no estan 
cercanas a la pendiente de la recta tangente en P. 

c) Eligiendo rectas secantes apropiadas, estime la pendiente de 
la recta tangente en P. 


/[/ Se requiere calculadora graficadora o computadora 


1. Tareas sugeridas disponibles en stewartcalculus.com 
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2.2 


Limite de una funcion 


En la seccion anterior vimos como surgen los lfmites cuando queremos encontrar la recta 
tangente a una curva o la velocidad de un objeto; ahora dirigimos nuestra atencion a los 
lfmites en general y los metodos numericos y graficos para calcularlos. 

Vamos a investigar el comportamiento de la funcion / definida por fix) = x 2 — x + 2 
para valores de x cercanos a 2. La siguiente tabla muestra los valores de fix) para valores 
de x cercanos a 2, pero no iguales a 2. 



X 

fix) 

X 

fix) 

1.0 

2.000000 

3.0 

8.000000 

1.5 

2.750000 

2.5 

5.750000 

1.8 

3.440000 

2.2 

4.640000 

1.9 

3.710000 

2.1 

4.310000 

1.95 

3.852500 

2.05 

4.152500 

1.99 

3.970100 

2.01 

4.030100 

1.995 

3.985025 

2.005 

4.015025 

1.999 

3.997001 

2.001 

4.003001 


FIGURA 1 12c la tabla y la grafica de/(una parabola) que se muestra en la figura 1, vemos que 

cuando x se aproxima a 2 (por ambos lados de 2), fix) se aproxima a 4. De hecho, parece 
que podemos hacer que los valores de fix) esten tan cerca de 4 como queramos, tomando 
x suficientemente cercano a 2. Esto lo expresamos diciendo que “el limite de la funcion 
fix) = x 2 — x + 2 cuando x tiende a 2 es igual a 4”. La notacion para esto es 

lfm (x 1 — x + 2) = 4 

x^2 

En general, usamos la siguiente notacion. 


[ 7 ] Definicion Supongamos que/(x) esta definida cuando x esta cerca del numero a. 
(Esto significa que/esta definida en algun intervalo abierto que contiene a a, excepto 
posiblemente en a misma.) Entonces escribimos 

lfm fix) = L 

x— >a 

y decimos que “el limite de fix), cuando x tiende a a, es igual a L” 

si podemos hacer que los valores de fix) esten arbitrariamente cercanos a L (tan cer- 
canos a L como queramos), tomando valores de x suficientemente cerca de a (por ambos 
lados de a), pero no iguales a a. 


En terminos generales, esto quiere decir que los valores de fix) se aproximan a L 
cuando x tiende a a. En otras palabras, los valores defix) tienden a estar mas y mas cerca 
del numero L cuando x se acerca cada vez mas al numero a (de ambos lados de a), pero 
x ¥= a. (En la seccion 2.4 se dara una definicion mas precisa.) 

Una notacion alternativa para 


lfm fix) — L 


es 


fix) — > L cuando x — > a 


que suele leerse “fix) tiende a L cuando x tiende a a”. 
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Note la frase “pero x ¥= a” en la definicion de Hmite. Esto significa que al encontrar el 
li'mite dc fix) cuando x se aproxima a a , no se considcra x = a. De hecho,/(x) no necesita 
estar definida cuando x = a. Lo unico que importa es como se defin efcerca de a. 

La figura 2 muestra las graficas de tres funciones. Observe que en el inciso c), f(a) no 
esta definida y, en el inciso b ),f(a) L. Sin embargo, en cada caso, independientemente 
de lo que sucede en a, es cierto que \\m x , a f(x) = L. 





FIGURA 2 lfm f(x) = L en los tres casos 

x->a 


X < 1 

fix) 

0.5 

0.666667 

0.9 

0.526316 

0.99 

0.502513 

0.999 

0.500250 

0.9999 

0.500025 


x > 1 

fix) 

1.5 

0.400000 

1.1 

0.476190 

1.01 

0.497512 

1.001 

0.499750 

1.0001 

0.499975 


EJEMPLO 1 


Conjeture el valor de lfm — : . 

J *-»i x~ - 1 


SOLUCION Observe que la funcion /(x) = (x — l)/(x 2 — 1) no esta definida cuando 
x = 1, pero eso no importa, porque la definicion de lfm v -> a f(x) dice que se consideran 
los valores de x que estan cerca de a, pero no iguales a a. 

Las tablas de la izquierda dan valores de/(x) (con una precision de seis decimales) para 
valores de x que tienden a 1 (pero no iguales a 1). Sobre la base de los valores en las tablas, 
hacemos la suposicion de que 


lfm 4 — 

*-">1 x~ — 


\_ 

1 


= 0.5 


El ejemplo 1 se ilustra en la grafica de/, en la figura 3. Ahora vamos a cambiar un poco 
f dandole el valor de 2 cuando x = 1 y llamando g a la funcion obtenida: 


g to 


x — 1 

— = si x ¥= 1 

x~ — 1 

2 si x = 1 


Esta nueva funcion g conserva el mismo lfmite cuando x tiende a 1. (Vease la figura 4.) 


y\ 

\ 



x — 1 

1 

1 

II 

^ / 

0.5- 

f 

l 

i ,. 

0 

>\* x 



FIGURA 3 


FIGURA 4 
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EJEMPLO 2 


Estime el valor de lim 


s/t 2 + 9 - 3 
t 2 


SO LUC I ON La tabla enlista los valores de la funcion para varios valores de t cercanos a 0. 


t 

■s/t 2 + 9 - 3 
t 1 

±1.0 

0.16228 

±0.5 

0.16553 

±0.1 

0.16662 

±0.05 

0.16666 

±0.01 

0.16667 


A medida que t se acerca a 0, los valores de la funcion parecen acercarse a 0.1666666. . ., 
asf que suponemos que 



s / t 2 + 9 - 3 

t 

t 2 

±0.0005 

0.16800 

±0.0001 

0.20000 

±0.00005 

0.00000 

±0.00001 

0.00000 


www.stewartcalculus.com 

Para una mayor explicacion de por que las 
calculadoras, a veces, dan valores falsos, haga 
clic en Lies My Calculator and Computer Told 
Me. En particular, vease la seccion llamada The 
Perils of Subtraction. 


Kin 

r -*0 


s/t 2 + 9 - 3 
t 2 


6 


En el ejemplo 2, y,que habrfa sucedido si hubieramos tornado valores aun mas pequenos 
de fl La tabla en el margen muestra los resultados de una calculadora; sin duda, jalgo 
extrano parece estar sucediendo! 

Si trata de obtener estos calculos en su propia calculadora podrfa obtener valores diferen- 
tes, pero al final obtendra el valor 0 si hace 1 suficientemente pequena. ^Significa esto 
que la respuesta es realmente 0, en lugar de ,'? No, el valor del limite es ^ como se demuestra 
en la siguiente seccion. El problema es que la calculadora dio valores falsos porque 
s/t 2 + 9 esta muy cerca de 3 cuando t es pequena. (De hecho, cuando t es suficientemen- 
te pequena, una calculadora da el valor de 3.000 para s/t 2 + 9 . . . para tantos digitos como 
la calculadora sea capaz de aceptar.) 

Algo similar sucede cuando tratamos de graficar la funcion 


m 


■sjt 2 + 9 - 3 
t 2 


del ejemplo 2, en una calculadora graficadora o computadora. Los incisos a) y b) de la 
figura 5 muestran graficas bastante precisas de/, y cuando se utiliza el modo trace (si esta 
disponible) puede estimarse facilmente que el limite es cercano a Pero si nos acercamos 
demasiado, como en los incisos c) y d), entonces obtenemos graficas incorrectas, de nuevo 
debido a problemas con la sustraccion. 


0.2 


0.1 





a) [-5, 5] por [-0.1, 0.3] 

FIGURA 5 


0.2 


0.1 





b) [-0.1, 0.1] por [-0.1, 0.3] 


J 

|L- . 



ir ■ 




c) [— 10 6 , 10~ 6 ] por [-0.1, 0.3] 
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□ 


EJEMPLO 3 


Obtenga el valor de Km 

x~*0 


senx 

x 


SOLUCION La funcion/(x) = (sen x)/x no esta definida cuando x = 0. Usando una 
calculadora (y recordando que, si x E !R, sen x significa el seno del angulo x medido 
en radianes) podemos elaborar una tabla de valores con una precision de hasta ocho 
decimales. De la tabla a la izquierda y la grafica en la figura 6 suponemos que 


X 

senx 

X 

± 1.0 

0.84147098 

± 0.5 

0.95885108 

± 0.4 

0.97354586 

± 0.3 

0.98506736 

± 0.2 

0.99334665 

± 0.1 

0.99833417 

±0.05 

0.99958339 

±0.01 

0.99998333 

±0.005 

0.99999583 

±0.001 

0.99999983 


senx 
Km 

*-»o x 


= 1 


De hecho, esta conjetura es correcta como se demostrara en el capitulo 3 utilizando un 
argumento geometrico. 


FIGURA 6 



Informatics de sistemas algebraicos 

Los sistemas algebraicos computarizados 
(SAC) tienen comandos que calculan limites. 

A fin de evitar los tipos de trampas 
como las de los ejemplos 2, 4 y 5, no calculan 
limites a partir de la experimentacion numerica. 
En su lugar, utilizan tecnicas mas sofisticadas, 
como el calculo de series infinitas. Si usted 
tiene acceso a un SAC, utilice los comandos 
para limites a fin de estimar los limites de los 
ejemplos de esta seccion y revisar sus 
respuestas en los ejercicios de este capitulo. 




EJEMPLO 4 


IT 

Investigue Km sen — . 

*-»o x 


SOLUCION Una vez mas la funcion/(x) = sen(7r/x) no esta 


funcion para algunos valores pequenos de x, obtenemos 

/( 1) = sen 77 = 0 

m 

/(|) = sen 3 77 = 0 

/G) 

/( 0.1) = sen IO 77 = 0 

/( 0.01) 


definida en 0. Evaluando la 

sen 2 77 = 0 
sen 4 77 = 0 
sen IOO 77 = 0 


Del mismo modo,/(0.001) =/(0.0001) = 0. Sobre la base de esta informacion 
podrfamos estar tentados a suponer que 


Km sen — = 0 
x 

151 pero esta vez nuestra suposicion es erronea. Tenga en cuenta que, aunque/O /ri) = 

sen 77 77 = 0 para cualquier entero n, tambien es cierto que /(x) = 1 para muchos valores 
de x cercanos a 0. Esto puede verse en la grafica de/que se muestra en la figura 7. 


y 


1 


y = sen(77/x) 



FIGURA 7 


v ull 

-I 
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Las lfneas punteadas, cerca del eje y indican que los valores del sen(7r/x) oscilan 
infinitamente entre 1 y — 1 cuando x tiende a 0. (Vease el ejercicio 45.) 

Ya que los valores de f(x) no se acercan a un numero fijo cuando x tiende a 0, 

IT 

lfm sen — no existe 

x 


X 

, cos 5x 

10000 

1 

1.000028 

0.5 

0.124920 

0.1 

0.001088 

0.05 

0.000222 

0.01 

0.000101 


EJEMPLO 5 


, cos 5x 

Encuentre el lfm x H 

10000 


S0LUCI0N Como antes, elaboramos una tabla de valores. De la primera tabla en el 
margen parece que 


, cos 5x 

lim x H 

*->o \ 10000 


X 

, cos 5x 
+ 10000 

0.005 

0.001 

0.00010009 

0.00010000 


Pero si perseveramos con valores mas pequenos de x, la segunda tabla sugiere que 


, cos 5x 
lfm x H 

x^o\ 10000 


0.000100 


1 


10000 


Mas adelante veremos que lfm x _, 0 cos 5x = 1; entonces deduciremos que el lfmite 
es 0.0001. 


153 Los ejemplos 4 y 5 ilustran algunos de los riesgos al intentar conjeturar el valor de un 
lfmite. Es facil caer en el valor incorrecto si utilizamos valores inadecuados de x, pero es 
diffcil saber cuando dejar de calcular valores. Y, como muestra la discusion despues del 
ejemplo 2, a veces las calculadoras y las computadoras dan valores incorrectos. En la 
siguiente seccion, sin embargo, vamos a desarrollar metodos infalibles para el calculo de 
lfmites. 




l 


0 


/ 


FIGURA8 

La funcion de Heaviside 


□ 


EJEMPLO 6 


La funcion de Heaviside H se define por 

fo si t < 0 
Hit) = j 

1 si t 3= 0 


[Esta funcion lleva el nombre del ingeniero electrico Oliver Heaviside (1850-1925) y se 
utiliza para describir una corriente electrica en un circuito en el tiempo t = 0.] Su grafica 
se muestra en la figura 8. 

Cuando t se aproxima a 0 por la izquierda, I I(t) se aproxima a 0. Conforme t se 
aproxima a 0 por la derecha, H(t ) se aproxima a 1 . No hay un unico numero al que 
se aproxime H(t ) cuando t se aproxima a 0. Por tanto, lim, , 0 H(t) no existe. 


Lfmites laterales 

Hemos notado en el ejemplo 6 que H(t) tiende a 0 cuando t se aproxima a 0 por la izquierda 
y H{t) tiende a 1 a medida t se aproxima a 0 por la derecha. Esta situacion se indica sim- 
bolicamente escribiendo 


lfm Hit) = 0 y lfm Hit) = 1 

«-*)- v ’ <^o+ 


El sfmbolo “t —> 0“” indica que se consideran solo los valores de t que son menores 
que 0. De igual modo, “t — » 0 + ” indica que se consideran solo los valores de t que son 
mayores que 0. 
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FIGURA 10 


2 


Definicion 


Cuando escribimos 


lfm f(x) = L 

x— >a J 


estamos diciendo que el limite izquierdo de fix ) cuando x se aproxima a a [o el 
limite de f ix) cuando x tiende a a por la izquierda] es igual a L si podemos hacer 
que los valores de fix) se acerquen arbitrariamente a L, tanto como queramos, toman- 
do x suficientemente cercanos a a, pero menores que a. 


Observe que la definicion 2 difiere de la definicion 1 solo en el hecho de que x sea 
necesariamente menor que a. Del mismo modo, si se requiere que x sea mayor que a, 
se obtiene “el limite de fix) cuando x tiende a a por la derecha es igual a L” y 
escribimos 

lfm fix) = L 

x— >a + 


Asf, el sfmbolo “x — > a + ” significa que se consideran solo x > a. Estas definiciones se 
ilustran en la figura 9. 


FIGURA 9 




A1 comparar la definicion 1 con las de los lfmites laterales, vemos que se cumple con 
lo siguiente. 


lfm f{x) = L si y solo si lfm f(x) = L y lfm fix) = L 

x—>a x — >a~ x — >a + 


m 


EJEMPLO 7 


La grafica de una funcion g se muestra en la figura 10. Utilfcela para 


establecer los valores (si existen) de lo siguiente: 


y=9(x) 


a) lfm gi x) 

x—>2~ 

d) lfm gix) 

x— >5~ 


b) lfm gix) 

x— >2 + 

e) lfm gix) 

x— >5+ 


c) lfm gix) 

x— >2 

f) lfm gix) 

x — ^5 


S0LUCI0N En la grafica vemos que los valores de g(x) tienden a 3 conforme x tiende a 2 
por la izquierda, pero se acercan ala medida x tiende a 2 por la derecha. Por tanto, 

a) lfm gix) =3 y b) lfm gix) = 1 

x-*2- x— >2 + 

c) Dado que los lfmites por la izquierda y por la derecha son diferentes, llegamos a la 
conclusion de [J] que lmi A -, 2 gix) no existe. 

La grafica tambien muestra que 

d) lfm gix) = 2 y e) lfm gix) = 2 

jc— >5 _ x— >5+ 
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f ) Esta vez los lfmites por la izquierda y por la derecha son los mismos, asf que, por 
tenemos 


3 , 


lfm g(x) = 2 


A pesar de esto, observe que g( 5) 


Lfmites infinitos 


X 

1 

x 2 

±1 

l 

±0.5 

4 

±0.2 

25 

±0.1 

100 

±0.05 

400 

±0.01 

10000 

±0.001 

1000000 


EJEMPLO 8 


1 

Encuentre lfm — si existe. 

*-»o x~ 


SOLUCION Conforme x se acerca a 0, x 2 tambien se acerca a 0, y 1/x 2 se hace muy 
grande. (Vease la tabla en el margen.) De hecho, se desprende de la grafica de la funcion 
fix) = 1/x 2 en la figura 11, que los valores de/(x) pueden ser arbitrariamente grandes, 
tomando x lo suficientemente cercano a 0. Asf, los valores de/(x) no se aproximan 
a un numero, por lo que lfm* >0 (1/x 2 ) no existe. 


Para indicar el tipo de comportamiento exhibido en el ejemplo 8, se usa la notacion 


1 

lfm — - = oo 
*-»<> x 



FIGURA 11 


Esto no quiere decir que estemos considerando a °° como un numero. Tampoco significa 
que el lfmite existe. Simplemente expresa la forma particular en que el lfmite no existe: 
1/x 2 puede hacerse tan grande como queramos, tomando a x suficientemente cerca de 0. 
En general, podemos escribir simbolicamente 

lfm /(x) = oo 

x— >a 

para indicar que los valores de /(x) tienden a ser mas y mas grandes (o “crecen sin 
lfmite”) a medida que x se acerca mas y mas a a. 


|~4~| Definicion Sea/una funcion definida por ambos lados de a, excepto posiblemen- 
te en la misma a. Entonces 

lfm /(x) = oo 

x—*a 

significa que los valores de/(x) pueden ser arbitrariamente grandes (tan grandes como 
queramos), tomando x suficientemente cerca de a, pero no igual a a. 



FIGURA 12 

lfm f(x) = oo 


Otra notacion para lfm, >„ /(x) = °° es 

/(x) — » 00 cuando x — > a 

Una vez mas, el sfmbolo oo no es un numero, pero la expresion lfm*. /(x) = oo se lee a 
menudo como 

“el lfmite de/(x), cuando x tiende a a, es infinito” 
o bien “fix) tiende al infinito cuando x se aproxima a a” 

o bien “fix) crece sin cota cuando x se aproxima a a”. 

Esta definicion se ilustra graficamente en la figura 12. 
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Cuando decimos que un numero es "negativo 
muy grande”, lo que queremos decir que es 
negativo, pero su magnitud (valor absolute) 
es grande. 


x = a 



FIGURA 13 

lim f(x) = -co 

x->a 



a) Inn f(x) = °o 


FIGURA 14 


Un tipo similar de limite, para las funciones que se convierten en negativos muy gran- 
des conforme x se aproxima a a, se precisa en la definicion 5 y se ilustra en la figura 13. 


5 Definicion Sea / definida por ambos lados de a, excepto posiblemente en a 
misma. Entonces 

lfm f(x) = -oo 

x — >a 

significa que los valores de/(x) pueden ser negativos arbitrariamente grandes, toman- 
do x suficientemente cerca de a, pero no igual a a. 


El simbolo lfm., > a f(x) = — oo puede leerse como “el limite de/(x), cuando x se aproxi- 
ma a a, es infinito negativo” o “/(x) decrece sin limite conforme x tiende a a”. Como 
ejemplo tenemos 


lim 

x-*0 



— 00 


Definiciones similares pueden darse a los limites laterales infinitos 
lim /(x) = 00 lim /(x) = 00 


lim /(x) = — oo lfm y(x) = — oo 


recordando que “x —* cr” significa que se consideran solo los valores de x que son menores 
que a, y del mismo modo “x —> a + ” significa que se consideran solo x> a. En la figura 14, 
se ilustran cuatro de estos casos. 



6 Definicion La recta x = a se llama asintota vertical de la curva y = /(x) si al 
menos una de las siguientes afirmaciones son verdaderas: 

lim /(x) = 00 lim /(x) = oo lfm /(x) = 00 


lim/(x) = — oo lim /(x) = — oo 


lim /(x) = — oo 

jc— 
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Por ejemplo, el eje y es una asmtota vertical de la curva y = I jx 1 debido a que 
lfm* >0 (1/x 2 ) = oo. En la figura 14 la recta x = a es una asmtota vertical en cada uno de 
los cuatro casos que se muestran. En general, el conocimiento de asmtotas verticales es muy 
util para dibujar graficas. 



FIGURA 15 


EJEMPLO 9 


Encuentre lfm — 

x^3+ x 


2x 


- 3 


y lfm 

x— > 3 - 


2x 

x — 3 


SOLUCION Si x tiende a 3 con valores mayores que 3, entonces el denominador x — 3 
es un numero positivo muy pequeno y 2x esta muy cerca de 6, asf que el cociente 
2x/ (x — 3) es un numero positivo muy grande. Por tanto, intuitivamente, podemos 
ver que 

2x 

ltm = oo 

x — 3 


Asimismo, si x es cercano a 3, pero con valores menores que 3, entonces x — 3 
es un numero negativo pequeno, pero 2x es aun un numero positivo (cercano a 6). Asf, 
2x/(x — 3) es un numero negativo muy grande. Por tanto, 

2x 

lfm = -oo 

*^ 3 - X — 3 



La grafica de la curva y = 2 x/ (x — 3) se ilustra en la figura 15. La recta x = 3 
es una asmtota vertical. 


EJEMPLO 10 


Encuentre las asmtotas verticales de f(x) = tan x. 


SOLUCION Ya que 


sen* 

tanx = 

cosx 


FIGURA 16 

y = tan x 


hay posibles asmtotas verticales donde cos x = 0. De hecho, puesto que cos x —* a + 
cuando x — > ( 7r/2)~ y cos x — > 0~ a medida que x — » (77/2) + , mientras sen x es 
positivo cuando x esta cerca de 7 t / 2 , tenemos 


lfm tanx = 00 

x—>(tt/2) 


y lfm tanx = —00 

x—>(ir/2) + 


y = In x 


FIGURA 17 

El eje y es una asmtota vertical 
de la funcion logaritmo natural. 


Esto muestra que la recta x = 7r/2 es una asmtota vertical. Un razonamiento similar, 
muestra que las rectas x = (2 n + 1 )tt/2, donde n es un numero entero, son todas 
asmtotas verticales de/(x) = tan x. La grafica en la figura 16 confirma esto. 

Otro ejemplo de una funcion cuya grafica tiene una asmtota vertical es la funcion 
logaritmo natural y = In x. En la figura 17 vemos que 


lfm Inx = —00 

x— »0 + 


y asf, la recta x = 0 (el eje y) es una asmtota vertical. De hecho, lo mismo es cierto 
para y = log„ x siempre que a > 1. (Veanse las figuras 11 y 12 en la seccion 1.6.) 
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Ejercicios 


1 . Explique con sus propias palabras cual es el significado de la 
ecuacion 

lira fix) = 5 

x—>2 

^Es posible que se cumpla con esta proposition y que aun 
/( 2) = 3 sea verdadero? Explique. 

2. Explique que significa decir que 

I im f(x) = 3 y 


11m f(x) = 7 

jr— » l" 1 " 


En esta situation, ^es posible que lfrn,,^! f(x) exista? Explique. 

3. Explique el significado de cada una de las siguientes 
proposiciones. 

a) lfm fix) = °° b) lfm fix) = — oo 

x— »-3 x— »4+ 

4. Utilice la grafica de /para establecer el valor de cada cantidad 
si esta existe. Si no existe, explique por que. 

a) lfm fix) b) lfm fix) c) lfm fix) 


d) /( 2) 


e) lfm fix) 

x—>4 


f) /(4) 



5. Para la funcion/cuya grafica esta dada, establezca el valor 
de cada una de las siguientes cantidades. Si no existe, 
explique por que. 
a) lfm fix) b) lfm fix) 


c) lfm fix) 

-t— »3~ 1 ' 


d) lfm fix) 


e) /( 3) 



6. Para la funcion h cuya grafica esta dada, establezca el valor 
de cada una de las siguientes cantidades. Si no existe, 
explique por que. 

a) lfm hix) b) lfm /;(.*) c) lfm h{x) 


d) H- 3) 
g) lfm hix) 


e) lfm h(x) 

x >o 

h) /t(0) 


f) lfm hix) 

x^0 + 

i) lfm h)x) 

x^>2 



7. Para la funcion g cuya grafica esta dada, establezca el valor de 
cada una de las siguientes cantidades si existe. Si no, explique 
por que. 


a) fim git) 

d) lfm git) 

2~ 

g) 3(2) 


b) Um git) 
e) lfm git) 


c) Jim git) 

f) lfm git) 



8 . Para la funcion R cuya grafica se muestra, establezca lo 
siguiente. 


a) lfm R(x) 

x^>2 

c) lfm R(x) 

*->-3- 


b) lfm7J(ji:) 

jc^5 

d) lfm R(x) 

x—* — 3 + 


e) Las ecuaciones de las asmtotas verticales. 



Se requiere calculadora graficadora o computadora 


1. Tareas sugeridas disponibles en stewartcalculus.com 
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9. Para la funcion/cuya grafica se muestra, establezca lo 
siguiente. 

a) lfm fix) b) lfm /( x) c) li'm f(x) 

x^—1 x —*— 3 x^»0 


d) lfm fix) 

x— >6 


e) lfm f(x) 

x— »6 + 


f) Las ecuaciones de las asfntotas verticales. 



10. Un paciente recibe una inyeccion de 150 mg de un 

medicamento cada 4 horas. La grafica muestra la cantidad 
/(f) del medicamento en el torrente sangufneo despues de 
t horas. Encuentre 

lfm fit) y lfm f(t) 

1 ^ 12 - J J (^ 12 + J 

y explique el significado de estos lfmites laterales. 



11-12 Trace la grafica de cada una de las siguientes funciones y 
utilfcela para determinar los valores de a para los cuales 
lfrn t ^„/(jc) existe. 



1 

+ JC 

si 

X < — 1 


11. fix) = • 

X 


si 

/A 

* 

< 1 


[2 

— X 

si 

A\ 



’1 

+ sen* 

si x < 

0 

12. fix) = ■ 

COS X 


si 0 

X =S 77 


sen jc 


si x > 

77 


FS 13-14 Utilice la grafica de la funcion/para establecer el valor de 
cada uno de los siguientes lfmites, si es que existen. Si no, explique 
por que. 

a) lfm fix) b) lfm fix) c) lfm fix) 

x->0- x -0 x '0 


13. fix) 


1 

1 + e 1/jI 


14. fix) = 


x 2 + x 
S Jx 3 + X 2 


15-18 Trace la grafica de un ejemplo de una funcion/que cumpla 
con todas las condiciones dadas. 

15. lfm fix) = -1, lfm fix) = 2, /( 0) = 1 

x — »0 x— 

16. lfm fix) = 1, lfm fix) = —2, lfm fix) = 2, 

x— »0 x — *3 — x— >3+ 

/(0) = — 1, /(3) = 1 

17. lfm /(jc) = 4, lfm /(jc ) = 2, lfm /(jc) = 2, 

x— »3 + x— »3 _ x— » —2 

/(3) = 3, /(-2) = 1 

18. lfm fix) = 2, lfm fix) = 0, lfm fix) = 3, 

x— »0 - x— >0 + x— >4“ 

lfm /(x)=0, /(0) = 2, /(4) = 1 

x^4 + 


19-22 Conjeture el valor de cada uno de los siguientes lfmites (si 
existen) evaluando la funcion dada en los numeros propuestos (con 
una precision de seis decimales). 


19. lfm 


x 1 — 2x 


x->2 X* — X — 2 ’ 

x = 2.5,2.1,2.05,2.01,2.005,2.001, 
1.9,1.95,1.99,1.995,1.999 


20 . lfm 


jc 2 — 2x 
c 2 — x — 2 ' 


x = 0, -0.5, -0.9, -0.95, -0.99, -0.999, 
-2, -1.5, -1.1, -1.01, -1.001 


21 . 


lfm 

i-^o t 


t = ±0.5, ±0.1, ±0.01, ±0.001, ±0.0001 


22 . 


lfm 

h-^0 


(2 + hf 

h 


32 


h = ±0.5, ±0.1, ±0.01, ±0.001, ±0.0001 


23-26 Utilice una tabla de valores para estimar el valor de cada uno 
de los siguientes lfmites. Si dispone usted de una calculadora o 
computadora, utilfcela para confirmar graficamente su resultado. 


23. lfm 

x—>0 


■fx + 4 - 2 
x 


24. lfm - 


tan 3x 


- o tan 5 jc 


25. lfm 

x->l 



26. lfm 

*->o 


9 X - 5 X 


x 


FH 27. a) Por medio de la grafica de la funcion 

fix) = (cos 2 jc — cos x)/x 2 y un acercamiento al 
punto donde la grafica interseca el eje y, esdme 
el valor de lfm^o /(*) • 

b) Verifique su respuesta del inciso a) mediante la evaluation 
de f(x) para valores de x que tiendan a 0. 
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28. a) Estime el valor de 

sen* 

lfm 

sen7r.r 

graficando la funcion f(x) = (senx)/(sen7rx). Exprese su 
respuesta con una precision de dos decimales. 
b) Verifique su respuesta del inciso a) evaluando/(x) para 
valores de x que tiendan a 0. 


29-37 Determine cada uno de los siguientes lfmites infinites. 


29. lfm 


31. lfm 


x + 2 
-3+ x + 3 

2 — x 


x-»l (x — l) 2 


33. lfm ln(x 2 - 9) 

jc— »3 + 


30. lfm 


x + 2 
- 3 - x + 3 

e x 


32. lfm 

(x - 5) 3 
34. lfm cot X 

X—*TT~ 


35. lfm x esc x 


36. lfm 


x 2 — 2x 


* 2 - x~ — 4x + 4 


37. lfm 


x~ — 2x — 8 


2 + x 2 — 5x + 6 


38. a) Encuentre las asfntotas verticales de la funcion 

x 2 + 1 


b) Verifique su respuesta al inciso a) graficando la funcion. 

39. Determine lfm — r- y lfm — r- 

x-i- x 3 - 1 J -v-i + x 3 - 1 

a) evaluando /(x) = l/(x 3 — 1 ) para valores de x que 
tiendan a 1, por el lado izquierdo y por el lado derecho. 

b) razonando como en el ejemplo 9, y 

c) a partir de la grafica de/. 

40. a) Por medio de la grafica de la funcion /(x) = (tan 4x)/x y 

un acercamiento al punto donde la grafica interseca el eje y 
estime el valor de lfm_ c ^ 0 /(x). 
b) Verifique su respuesta del inciso a) para evaluar/(x) para 
valores de x que tiendan a 0. 

41. a) Estime el valor de lfm^o (1 + x)' lx con una precision de 

cinco decimales. ^Le parece conocido este numero? 
b) Ilustre el inciso a) graficando la funcion y = (1 + x) llx . 

42. a) Grafique la funcion /(x) = e x + In | x — 4 para 0 =£ x =£ 5. 

^Piensa que la grafica es una buena representation de/? 
b) ^Como conseguirfa una grafica que represente mejor a/? 


43. a) Evalue la funcion /(x) = x 2 — (2*/l 000) para x = 1, 0.8, 

0.6, 0.4, 0.2, 0.1 y 0.05 e intuya el valor de 

lfm (x 2 - -=— ) 

* >n \ 1000/ 

b) Evalue /(x) para x = 0.04, 0.02, 0.01, 0.005, 0.003 y 0.001. 
Intuya otra vez. 

44. a) Evalue h(x) = (tan x — x)/x 3 para x = 1, 0.5, 0.1, 0.05, 

0.01 y 0.005. 

tan x — x 

b) Intuya el valor de lfm 2 . 

x^O x 

c) Evalue h(x) para sucesivos valores pequenos de x hasta que 
finalmente alcance un valor de 0 para h(x). ^Aun conffa 
usted en que su conjetura en el inciso b) es correcta? 
Explique por que finalmente obtuvo valores 0. (En la 
section 4.4 se explicara un metodo para evaluar el lfmite.) 

FR d) Grafique la funcion h en un rectangulo de vista [—1, 1] por 
[0, 1], Despues haga un acercamiento hacia el punto donde 
la grafica interseca el eje y, para estimar el lfmite de h(x) 
cuando x tienda a 0. Continue el acercamiento hasta que 
observe distorsiones en la grafica de h. Compare con los 
resultados del inciso c). 

FR 45. Grafique la funcion /(x) = sen(Tr/x) del ejemplo 4 en el 
rectangulo de vista [—1, 1] por [—1, 1]. Despues haga 
acercamientos al origen varias veces. Haga comentarios 
relacionados con el comportamiento de esta funcion. 


46. En la teorfa de la relatividad, la masa de una partfcula con 
velocidad v es 


m = 


m 0 

Vl - v 2 /c 2 


donde m 0 es la masa de la partfcula en reposo y c es la rapidez 
de la luz. (,Que pasa cuando v — > c~? 

Fn 47. Utilice una grafica para estimar la ecuacion de todas las 
asfntotas verticales de la curva 


y = tan(2 sen x) — tt x ^ tt 


Despues, encuentre las ecuaciones exactas de estas asfntotas. 

FR 48. a) Utilice evidencias numericas y graficas para intuir el valor 
del lfmite 


lfm 


x 3 - 1 


\[x — 1 


b) (,Que tan cerca a 1 debe estar x para asegurar que la funcion 
del inciso a) esta dentro de una distancia de 0.5 de este 
lfmite? 
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2.3 


Calculo de limites usando las leyes de los limites 


En la seccion 2.2 utilizamos calculadoras y graficas para intuir los valores de un I finite, 
pero observamos que tales metodos no siempre nos llevan a la respuesta correcta. En esta 
seccion utilizaremos las siguientes propiedades de los limites, llamadas leyes de los luni- 
tes , para calcularlos. 


Leyes de los limites Suponga que c es una constante y que los limites 

lfm fix) y lfm gix) 


existen. Entonces 
1 I™ [fix] + g(x)] = lfm fix) 

x — >a x~>a 

2. lfm [f{x) - g(x)\ = lfm f(x) 

x — >a x~>a 

3. lfm [cf{xf\ = c lfm fix) 

x — >a x— >a 


+ lfm g(x) 

x~>a 

- lfm gix) 

x~>a 


4. lfm [f(x)g(x)] = lfm/(x) • lfm g(x) 

x—>a x—>a x—>a 


5. 


lfm 

x — >a 


f(x) 

g(x) 


lfm f[x) 

x — >a 

lfm g[x) 

x — >a 


si lfm g(x) 0 

x—>a 


Estas cinco leyes pueden expresarse verbalmente como sigue: 


Ley de la suma 

Ley de la diferencia 

Ley del multiplo constante 

Ley del producto 
Ley del cociente 



1. El lfmite de una suma es la suma de los limites. 

2. El lfmite de una diferencia es la diferencia de los limites. 

3. El lfmite de una constante por una funcion es la constante por el lfmite de la 
funcion. 

4. El lfmite de un producto es el producto de los limites. 

5. El lfmite de un cociente es el cociente de los limites (siempre que el lfmite del 
denominador no sea cero). 

Es facil creer que estas propiedades son verdaderas. Por ejemplo, si fix) esta cerca de 
L y gfx) esta cerca de M, es razonable concluir que/(x) + g(x) esta muy cerca de L + M. 
Esto nos da una base intuitiva para creer que la ley 1 es verdadera. En la seccion 2.4 dare- 
mos una definicion precisa de la idea de lfmite y la utilizaremos para demostrar esta ley. 
Las demostraciones del resto de las leyes estan dadas en el apendice F. 


EJEMPLO 1 


Utilice las leyes de los limites y las graficas de/y g en la figura 1 para 
evaluar los siguientes limites, si es que existen. 

fix) 

a) lfm [fix) + 5^(x)] b) lfm [fix)gix)] c) lfm 


gix) 


SOLUCION 

a) De las graficas de/y g vemos que 

lfm fix) = 1 y lfm gix) = — 1 


FIGURA 1 
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Por tanto, tenemos 

lfm \f{x) + 5g(;t)] = lfm f(x) + lfm [5g(x)] 

x— * —2 x->-2 x— »— 2 

= lfm f{x) + 5 lfm g(x ) (por la ley 3) 

x— » —2 x— >— 2 

= 1 + 5(— 1) = -4 

b) Vemos que I fm r > , f(x) = 2. Pero I f m x _> i g(x) no existe porque los lfmites por la 
izquierda y por la derecha son diferentes: 

lfm g(x) = —2 lfm g(x) = — 1 

X— >l~ X — »1 + 

Asf que no podemos utilizar la ley 4 para el lfmite deseado, pero podemos utilizarla para 
los lfmites laterales: 

lfm [f(x)g(x)] = 2 • (-2) = -4 lfm [f(x)g(x)] = 2 • (-1) = -2 

x— >1 X — + 

Los lfmites por la izquierda y por la derecha no son iguales, asf que lfm x _»i [ f(x)g(x)] no 
existe. 

c) La grafica muestra que 


Ley de la potencia 


lfm /( x) ~ 1 .4 y lfm g(x) = 0 

x ^>2 x -^2 

Ya que el lfmite del denominador es 0, no podemos utilizar la ley 5 . El lfmite dado no 
existe porque el denominador tiende a 0, mientras que el numerador se acerca a un 
numero no cero. 

Si utilizamos repetidamente la ley del producto con g(x) = f(x), obtenemos la 


siguiente ley. 

6. lfm [f(x)]" = [lfm/(x)l" 

donde n es un numero entero positivo 

Para la aplicacion de estas seis 

leyes, necesitamos utilizar dos lfmites especiales: 

7. lfm c = c 

8. lfm x = a 

x — >a 

x— >a 


Estos lfmites son obvios desde un punto de vista intuitivo (establezcalos en palabras o 
dibuje las graficas de y = c y y — x), pero en los ejercicios de la seccion 2.4 se requieren 
las demostraciones basadas en la definicion precisa. 

Si hacemos/Ot) = x en la ley 6 y utilizamos la ley 8, obtenemos otra forma especial de 
lfmite. 


9. lfm x n = a" donde n es un numero entero positivo 

x—>a 


Un lfmite similar con el que se cumple para las rafces es el siguiente. (Para la rafz cua- 
drada, la demostracion se resume en el ejercicio 37 de la seccion 2.4.) 


10 . lfm f/x = ifa donde n es un numero entero positivo 

x — >a 

(Si n es par, suponemos que a > 0.) 
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Mas generalmente, tenemos la siguiente ley que hemos de demostrar en la seccion 2.5 
como una consecuencia de la ley 10. 


Ley de la raiz 


Newton y los limites 

Isaac Newton nacio el dfa de Navidad en 1642, 
ano de la muerte de Galileo. Cuando entro en la 
Universidad de Cambridge en 1661, Newton no 
sabia muchas matematicas, pero aprendio 
rapidamente mediante la lectura de Euclides y 
Descartes, y asistiendo a las conferencias de 
Isaac Barrow. Cambridge fue cerrada a causa 
de la peste en 1665 y 1666, y Newton regreso a 
su casa a reflexionar sobre lo que habia apren- 
dido. Esos dos anos fueron extraordinariamente 
productivos porque hizo cuatro de sus descubri- 
mientos mas importantes: 1) su representation 
de funciones como sumas de series infinitas, 
incluyendo el teorema del binomio; 2) su 
trabajo sobre el calculo diferencial e integral; 

3) sus leyes del movimiento y la ley de la 
gravitacion universal y 4) sus experimentos 
con el prisma relacionados con la naturaleza 
de la luz y el color. Debido a un temor a la 
controversia y la crftica, se mostro reacio a 
publicar sus descubrimientos y no fue sino 
hasta 1687, a instancias del astronomo Halley, 
que Newton publico sus Principia Mathematica. 
En este trabajo, el tratado cientlfico mas grande 
jamas escrito, Newton expone su version del 
Calculo y su utilizacion en la investigation de la 
mecanica, la dinamica de fluidos, y el 
movimiento ondulatorio, asf como en la 
explicacion del movimiento de los planetas 
y los cometas. 

Los inicios del Calculo se encuentran en los 
procedimientos para obtener areas y volumenes 
ideados por los antiguos sabios griegos Eudoxo 
y Arquimedes. A pesar de que los aspectos de 
la idea de Ifmite estan implicitos en su "metodo 
de agotamiento", Eudoxo y Arquimedes nunca 
formularon explicitamente el concepto de limite. 
Tampoco matematicos como Cavalieri, Fermat 
ni Barrow, antecesores inmediatos de Newton 
en el desarrollo del Calculo, utilizaron los 
limites. Isaac Newton fue el primero en hablar 
explicitamente de limites. Explico que la 
idea principal detras de los limites es que las 
cantidades "se acercan mas que cualquier 
diferencia dada". Newton dijo que el limite 
era el concepto basico en el Calculo, pero fue 
el posterior trabajo de matematicos como 
Cauchy y otros mas el que finalmente clarified 
las ideas relacionadas con los limites. 


11 . lim \Jf{x) = 7lim fix) donde n es un numero entero positivo 

x—>a V x— >a 

fSi n es par, suponemos que Ifm f(x) > O.J 


EJEMPLO 2 


a) Ifm ( 2x 2 

x— >5 


Evalue los siguientes limites 
- 3x + 4) b) 


y justifique cada paso 
- 3 + 2x 2 - 1 


Km 

x~*-2 


5 - 3x 


SOLUCION 


a) 

Km (2x 2 — 3x + 4) = lim (2x 2 ) — Km (3x) + lim 4 

x — >5 x — >5 x— >5 x — >5 

(por las leyes 2 y 1) 


= 2 lim x 2 — 3 lim x + lim 4 

x— >5 x— >5 x— >5 

(por la ley 3) 


= 2(5 2 ) - 3(5) + 4 

(por las leyes 9, 8 y 7) 


= 39 



b) Empezamos utilizando la ley 5, pero su uso esta completamente justificado solo en la 
etapa final cuando vemos que los limites del numerador y el denominador existen y el 
limite del denominador no es cero. 


x 3 + 2x 2 - 1 J™ (* 3 + 2x2 “ !) 

lim = 

x —>"2 5 — 3x Km (5 — 3x) 

x ~*-2 

lim x 3 + 2 lim x 2 — lim 

_ x — *—2 x —*—2 x —*—2 

lim 5 — 3 lim x 

x —>—2 x —>—2 

_ (— 2) 3 + 2(— 2) 2 - 1 

~~ 5 - 3(— 2) 

~~ _ 7T 

NOTA Si Kacemos/(x) = 2x 2 — 3x + 4, entonces/(5) = 39. En otras palabras, Ka- 
briamos obtenido la respuesta correcta del ejemplo 2a) sustituyendo 5 por x. Del mismo 
modo, la sustitucion directa aporta la respuesta correcta en el inciso b). Las funciones en 
el ejemplo 2 son una funcion polinomial y una funcion racional, respectivamente, y el 
mismo uso de las leyes de los limites demuestra que la sustitucion directa siempre sirve 
para este tipo de funciones (Veanse los ejercicios 55 y 56). Este hecho se expresa de la 
siguiente manera: 


(por la ley 5) 

1 

— (por las leyes 1, 2 y 3) 
(por las leyes 9, 8 y 7) 


Propiedad de sustitucion directa Si/es una funcion polinomial o una funcion racional 
y a esta en el dominio de /, entonces 

lim/(x) =f(a) 
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Las funciones con la propiedad de sustitucion directa se llaman continuas en x = a y 
las estudiaremos en la seccion 2.5. Sin embargo, no todos los limites pueden ser evaluados 
por sustitucion directa, como se muestra en los siguientes ejemplos. 


EJEMPLO 3 


Encuentre lim - 


x 2 - 1 


*i x — 1 


S0LUCI0N Sea /(x) = Or 2 — 1 )/(x — 1). No podemos encontrar el limite por sustitucion 
directa de x = 1 porque/(l) no esta definida. Tampoco podemos aplicar la ley del 
cociente porque el limite del denominador es 0. Ahora, necesitamos de un proceso 
algebraico preliminar. Factorizando el numerador como una diferencia de cuadrados: 

x 2 — 1 (x — l)(x + 1) 

X 1 X 1 


El numerador y el denominador tienen un factor comun de x — 1 . Cuando tomamos el 
limite cuando x tiende a 1, tenemos que x ^ I y, por tanto, x — 1 ¥= 0. Asi, podemos 
cancelar el factor comun y calcular el limite como sigue: 


lim 

x-»l 



(x ~ 1)U + 1) 

lim 


= lim (x + 1) 

JC — • 1 


= 1 + 1=2 

El limite en este ejemplo surgio en la seccion 2.1 cuando intentamos hallar la recta 
tangente a la parabola y = x 2 en el punto (1, 1). 

NOTA En el ejemplo 3 pudimos calcular el limite sustituyendo la funcion dada, 
/(x) = (x 2 — l)/(x — 1), por la funcion mas sencilla, g(x) = x + 1, que posee el mismo 
limite. Esto es valido porque /(x) = g(x), excepto cuando x = 1 , y al calcular el limite 
cuando x tiende 1 , no se considera que sucede cuando x es en realidad igual a 1 . En general, 
se tiene el siguiente hecho. 




FIGURA2 

Las graficas de las funciones / (del 
ejemplo 3) y g (del ejemplo 4) 


Si/(x) = g(x) cuando x A a, entonces lim /(x) = lim g(x) siempre que el limite 

x — >a x — >a 

exista. 


EJEMPLO 4 


Encuentre lim g(x) donde 

X — >1 


g(x) = 


X + 1 

77 


si x # 1 
si x = 1 


SO LUC I ON Aqui g esta definida en x = 1 y fj( I ) = 77, pero el valor del limite cuando x 
tiende a 1 , no depende del valor de la funcion en 1 . Ya que g(x) = x + 1 para x + 1 . 
tenemos 

lim g(x) = lim (x + 1) = 2 

JC — > 1 JC — > 1 

Note que los valores de las funciones en los ejemplos 3 y 4 son identicos, excepto 
cuando x = 1 (vease la figura 2) y tienen el mismo limite cuando x tiende a 1 . 
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EJEMPLO 5 


Evalue lfm 

h — >0 


(3 + hf - 9 
h 


SO LU Cl 6 N Si definimos 


m = 


(3 + hf - 9 


entonces, como en el ejemplo 3, no podemos calcular lfm;, , u F(h ) poniendo h = 0, ya que 
F( 0) es indefinida. Pero si simplificamos algebraicamente a F(h), encontramos que 


m 


(9 + 6 h + h 2 ) - 9 
h 


6h + h 2 
h 


6 + h 


(Recuerde que consideramos solo h ¥= 0 cuando hacemos que h tienda a 0.) Asf 


lfm 

i-> 0 


(3 + hf - 9 
h 


lfm (6 

h^0 


h) = 6 


EJEMPLO 6 


. ^-3 

Encuentre lim ; 

(^0 t 2 


SO LUC I ON No podemos aplicar inmediatamente la ley del cociente, ya que el lfmite 
del denominador es 0. Aqui, el algebra preliminar consiste en la racionalizacion del 
numerador: 


Km 

f-»0 


sjt 2 + 9 - 3 
t 2 


Vf 2 + 9 - 3 yjt 1 + 9 + 3 
<-0 / 2 V? 2 + 9 + 3 

(f 2 + 9) - 9 
r 2 (V^TT + 3) 

t 2 

r 2 (V? 2 + 9 + 3) 

1 

Km , 

»-0 + 9 + 3 

1 

/lfm (f 2 + 9) + 3 

V f-»0 

_J J_ 

3 + 3 _ 6" 


Este calculo confirma la conjetura que hicimos en el ejemplo 2 de la seccion 2.2. 

Algunos Kmites se calculan mejor encontrando primero los Kmites por la izquierda y 
por la derecha. El siguiente teorema es un recordatorio de lo que se descubrio en la sec- 
cion 2.2. Decimos que los Kmites por los dos lados existen si y solo si ambos Kmites 
existen y son iguales. 


[T] Teorema Km /(pc) = L si y solo si 

x— >a 


Km f(x) = L = Km f( x ) 

k — > a x — 


Cuando calculamos Kmites laterales, utilizamos el hecho de que las leyes de los Kmites 
tambien se cumplen para Kmites de este tipo. 
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El resultado del ejemplo 7 parece verosimil 
viendo la figura 3. 



FIGURA 3 


1*1 


-1 


EJEMPLO 7 


Demuestre que Km I x I = 0. 

x~*0 


SO LUC I ON Recuerde que 


J x si x S* 0 
[ — x si x < 0 


Dado que | x | = x para x > 0, tenemos 


Km x 

x^O+ 


lim x = 0 

jc— >0 + 


Para x < 0 tenemos | x \ = —x asi que 

Km lx I = Km (— x) = 0 

x^o- x—>0~ 


Por tanto, por el teorema 1 


Km |x|=0 

-E -^0 


m 


EJEMPLO 8 


Demuestre que lim L no existe. 

x 


S0LUCI0N 


x x 

Km = Km — = lim 1 = 1 

jc— » 0 + X jc^> 0 + X jc^> 0 + 


Km = Km — = Km (-1) = -1 

x-» 0 “ x x j:^ 0 “ 


Puesto que los Kmites por la izquierda y por la derecha son diferentes, se sigue, del 
teorema 1, que Km^o |x|/x no existe. La grafica de la funcion /(x) = | x \/x se 
muestra en la figura 4 y exliibe la coincidencia con los Kmites laterales que 
encontro. 


EJEMPLO 9 


/(x) 


y/x — 4 si x > 4 
8 — 2x si x < 4 


Se muestra en el ejemplo 3 de la seccion 2.4 
que el li'm^o* yfx = 0. 


determine si Km r -, 4 /(x) existe. 

SOLI Ya que /(x) = xjx — 4 para x > 4, tenemos 


Km /(x) = Km y/x — 4 = V4 — 4 = 0 



Dado que /(x) = 8 — 2x para x < 4, tenemos 

Km /(x) = Km (8 — 2x) = 8 — 2 • 4 = 0 

x— >4~ x—>4~ 

Los limites por la izquierda y por la derecha son iguales. Asi que el limite existe y 

Km f(x) = 0 

JC— >4 


FIGURA 5 


La grafica de /se muestra en la figura 5. 
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Otras notaciones para [x] son \x] y L.vJ. En 
ocasiones, la funcion entero mayor se llama 
funcion piso. 


EJEMPLO 10 


La funcion entero mayor esta definida por [x] = 
es menor que o igual a x. (Por ejemplo, [4] = 4, [4.8] = 4, [ 77 ] 


— y = — 1.) Demuestre que lfm,-* [x] no existe. 


el mayor entero que 
= 3, [ 1/2 ] = 1, 


y \ 



4 - 


• — 0 

3 


. — 0 

2 - 


y=M 

1 ■ 



~ ^ d 

1 2 3 4 5 * 

. — 0 




FIGURA6 

Funcion entero mayor 


S 0 LU CION La grafica de la funcion entero mayor se ilustra en la figura 6. Dado que 
[x] = 3 para 3 =£ x < 4, tenemos 

Hm [x] = lfm 3 = 3 

x^>3 + x^>3 + 

Asf que [x] = 2 para 2 x < 3, tenemos 

lfm [x] = lfm 2 = 2 

>3 *->3- 

Ya que estos lfmites laterales no son iguales, lfm t [x] no existe por el teorema 1 . 


Los dos teoremas siguientes dan dos propiedades adicionales para los lfmites. Sus 
demostraciones se encuentran en el apendice F. 


|~2~| Teorema Si fix) =£ g(x) cuando x tiende a a (excepto posiblemente en x = a) y 
los lfmites de /y g existen cuando x tiende a a, entonces 

lfm /(x) =£ lfm g(x) 



3 El teorema de la compresion Si /(x) =£ g(x) =S h(x) cuando x tiende a a (excepto 
posiblemente en a) y 

lfm f(x) = lfm h(x) = L 

x~>a x — >a 

entonces 

lfm g(x) = L 

x—>a 


El teorema de la compresion, llamado a veces teorema del sandwich o del apreton, se 
ilustra en la figura 7. Se dice que si g(x) se comprime entre/(x) y h(x) cerca de a, y si/y 
li tienen el mismo lfmite L en a, entonces g es forzada a tener el mismo Finite L en a. 


□ 


EJEMPLO 11 


Demuestre que lfmx 2 sen — = 0. 

x 


S 0 LUCI 0 N Primero note que no podemos utilizar 


El lfm x 2 sen — = lfm x 2 • lfm sen — 

x-»0 X x— >0 x-»0 X 

ya que lfm c -,o sen(l/x) no existe (vease el ejemplo 4 en la seccion 2.2). 

En su lugar aplicamos el teorema de la compresion, asf que tenemos que encontrar 
una funcion / menor que g(x) = x 2 sen(l/x) y una funcion h mayor que g tal que/(x) y 
h{x) tiendan a 0. 
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Para hacer esto, utilizamos lo que sabemos de la funcion seno. Ya que el seno de cualquier 
numero esta entre — 1 y 1 , podemos afirmar que 


m 


i 

1 =£ sen =£ 1 
x 



FIGURA 8 

y — x 2 sen(l/x) 


Cualquier desigualdad permanece valida cuando la multiplicamos por un numero positivo. 
Sabemos que x 2 S* 0 para toda x, asf que multiplicando cada lado de la desigualdad en [4] 
por x 1 , obtenemos 


como se ilustra en la figura 8. Sabemos que 

Kmx 2 = 0 y Km (— x 2 ) = 0 

x->0 x— >o 

Tomando fix) = —x 2 , g(x) = x 2 sen( 1/x) y h(x) = x 2 del teorema de la compresion, ob- 
tenemos 


Km x 2 sen — = 0 

x—>0 X 


2.3 


Ejercicios 


1. Dado que 

Km fix) = 4 lim gix) = — 2 Km h(x) = 0 


encuentre los lfmites que existen. Si el Kmite no existe, 
explique por que. 

a) Km [f{x) + 53 O*)] b) Km [gr(jc)] 3 

2 x—>2 


c) Km V/W 

x—>2 


d) Km 


3/to 


2 gix) 


e) 


g(x) 

llm T7T 

h(x) 


f) Ifm 

x^>2 


g(x)h(x) 

fix) 


2. Las graficas de/y g estan dadas. Utilfcelas para evaluar cada 
Kmite si es que existe. Si el Kmite no existe, explique por que. 




a) Km [fix) + g(x)] 

x^>2 

c) Km [f(x)g(x)] 

x^O 

e) lim [x 3 /(x)] 

jc— »2 


b) Km [fix) + gix)] 

-t — >1 


d) 


Km 

a: — > — 1 


fix) 

gix) 


f) Km V3 + fix) 

x—*\ 


3-9 Evalue el Kmite y justifique cada paso indicando las leyes de 
los limites apropiadas. 

3. Km (5x 3 — 3x 2 + x — 6) 


4. Km (x 4 — 3x)(x 2 + 5x + 3) 

x— > — 1 


5. Km 


t 4 - 2 


-2 It 2 - 3t + 2 


7. lim(l + \/x)(2 — 6x 2 + x 3 ) 8. Km 


6. lim Ju* + 3u + 6 

2 - 2 


r 


\t-3t+5 


9. Km 

x ^>2 


fix 2 + 1 

V 3x - 2 


10 . a) ^Cual es el error en la siguiente ecuacion? 

x 2 + x — 6 

= x + 3 


x — 2 

b) Considerando el inciso a), explique por que la ecuacion 


x~ + x — 6 

Km = Km (x + 3) 

X — 2 x^2 


es correcta. 


^44 Se requiere calculadora graficadora o computadora 


1. Tareas sugeridas disponibles en stewartcalculus.com 
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11-32 Evalue cada uno de los siguientes llmites si estos existen. 


11. 11m - 


x 2 — 6.1 + 5 
*5 X - 5 

x 2 — 5x + 6 

13. 11m 

x — 5 


15. lim 


f 2 - 9 


-3 2 1 2 + It + 3 


h-^a h 

x + 2 


19. lim 


-2 X 1 + 


V9TT-3 

21 . lim 

*-»o h 


23. lim 


1 1 

E — 

4 x 


-4 4 + x 


12. 11m - 


x 2 - 4x 


*4 x — 3x — 4 


14. 11m 


x 2 - 4x 


16. 11m 


r i x 2 - 3x - 4 
2x 2 + 3x + 1 


»-i x 2 — 2x — 3 


„ „ (-5 + h) 2 - 25 „ „ (2 + hf - 8 

17. lim 18. lim- 


h—>0 h 

t 4 - 1 


20 . 11m- 


r^l t 3 - 1 


yj4u + 1 - 3 

22. 11m — 

U ~ 2 


24. 11m 


x 2 + 2x + 1 
-i x 4 - 1 


vTTT - Vi - t ( l l 

25. 11m - - 26. 11m 


i^o \ t t + t 


36. Utilice el teorema de la compresion para demostrar que 
11m yjx 2 + x 2 sen — = 0 


evidenciandolo con las graficas de las funciones/, g y h (en la 
notacion del teorema de la compresion), en la misma pantalla. 

37. Si 4x — 9 =£ /(x) =£ x 2 — 4x + 7 para x 3= 0, encuentre 
11m /(x). 

x—>4 

38. Si 2x =S g{x) x 4 — x 2 + 2 para toda x, evalue 11m g(x). 

x— > 1 

2 

39. Demuestre que 11m x 4 cos — = 0. 

x 

40. Demuestre que 11m yfx e sa ' < ' ,r,x) = 0. 

X >o f 

41 -46 Encuentre cada uno de los siguientes llmites si estos existen. 
Si el llrnite no existe, explique por que. 

2x + 12 


41. 11m (2x + | x — 3 |) 


42. 11m 


43. 11m 


2x - 1 


-»0.5- 2x - x“ 


44. 11m 


-6 | X + 6 | 

2 - lx 


-2 2 + X 


4 - yfx 

27. 11m v 


16 16x — x 2 

1 1 


„„ (3 + A) 1 3 1 

28. lim 

h—>0 h 


. y/x 2 + 9 — 5 

29. 11m . 30. 11m — 

♦o \ ty/l + t t / x—>—4 X + 4 


, 1 1 

45. 11m : : 

x^O- \x X 


, 1 1 

46. 11m I : — : 

-0+ \ X X 


47. La fund on signo, denotada por sgn, esta definida por 


(x + h) 3 - x 3 

31. 11m 2 

6^0 h 


1 1 


(x + h ) 2 x 2 

32. 11m - ’ 


h—>0 h 


sgnx : 


— 1 si x < 0 

0 si x = 0 

1 si x > 0 


33. a) Estime el valor de 


11m 


x 

Vl + 3x - 1 


graficando la funcion /(x) = x/(Vl + 3x — l). 

b) Haga una tabla de valores de/(x) para x cercana a 0 e intuya 
el valor del llrnite. 

c) Utilice las leyes de los llmites para probar que su conjetura 
es correcta. 


34. a) Utilice la grafica de 


a) Trace la grafica de esta funcion 

b) Encuentre cada uno de los siguientes llmites o explique por 
que no existen. 

i) 11m sgn x ii) 11m sgn x 

Jt^0 + 


iii) 11m sgn x 


iv) 11m I sgn x 

x^O 


48. Sea 


fix) 


fx 2 + 1 six < 1 
[lx — 2) 2 six & 1 


x/3 + x - vT 
fix) = 

X 

para estimar el valor de llm v ^ 0 /(x) con dos decimales. 

b) Utilice una tabla de valores de/(x) para estimar el llrnite 
con cuatro decimales. 

c) Utilice las leyes de los llmites para encontrar el valor exacto 
del llrnite. 

35. Utilice el teorema de la compresion para demostrar 
que llm^o (x 2 cos 20ttx) = 0. Ilustre las funciones 
f(x) = —x 2 , gix ) = x 2 cos 20t tx y h(x) = x 2 graficando en la 
misma pantalla. 


a) Encuentre llm^ f( x ) y llm,^i+ /(x). 

b) ^Existe 11m *_»! /(x)? 

c) Trace la grafica de /. 

. , x 2 + x — 6 

49. Sea g{x) = — — — . 

\x - 2 | 

a) Encuentre 

i) 11m g(x) ii) 11m o(x) 

x^>2+ x—>2~ 

b) ^Existe llm _ t ^2 g(x)2 

c) Trace la grafica de g. 
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50. Sea 


X 

si 

X < 1 

57. 

Si lim 

X— 1 X — 1 

3 

si 

x = 1 

58. 

Sih'm# = 

2 - x 2 

si 

1 <x«2 


x^0 X 

x — 3 

si 

x > 2 


a) lim fix) 


g{x) = 


a) Evalue cada una de los siguientes limites si es que existen. 

i) li'rn g{x) ii) lim g(x) iii) 3(1) 

x^l x— »1 

iv) lim g(x ) v) lim g{x) vi) lim g(x) 

x->2~ x—>2 + x— >2 

b) Trace la grafica de g. 

51. a) Si el simbolo [ J denota la funcion entero mayor definida en 

el ejemplo 10, evalue: 

i) lim [x] ii) lim [xj iii) lim [x] 

x— »-2+ x^>-2 jc^-2.4 

b) Si n es un entero, evalue 

i) lim H ii) lim [x] 

x — >n x^>n + 

c) ^Para que valores de a lim,^ fl [x] existe? 

52. Sea f(x) = [cos x], — tt ^ x =£ it. 

a) Trace la grafica de /. 

b) Evalue cada uno de los siguientes limites si existen. 


i) lim /(x) 

x^O 


ii) lim /(x) 

x~*(ir/ 2 ) 


= 10, encuentre lim /(x). 


= 5, encuentre cada uno de los siguientes limites. 


b) lim M- 

x^O x 


59. Si 


fix) = 


[0 si x es irracional 
demuestre que lim^o f(x) = 0 

60. Demuestre por medio de un ejemplo que lim x ->„ [/(x) + g(x)] 
puede existir, aunque no existan lim*^,, /(x) ni lim*^ g(x). 

61. Demuestre por medio de un ejemplo que lim* >„ \f(x)g(x )] 
puede existir, aunque no existan lurr^a /(x) ni lim*^,, g(x). 


J 6 — x — 2 

62. Evalue lim 

i /3 — x — 1 

63. ^Existe un numero a tal que 
3 x 2 + ax + a + 3 


lim 


x 2 + x — 2 


iii) lim /(x) iv) lim /(x) 

x— >{'n/2y x— >7 t/2 

c) ^Para que valores de a lim^a/jx) existe? 

53. Si f(x) = [xj + [— xj, muestre que lim^^j /(x) existe, pero no 
es igual a/(2). 

54. En la teoria de la relatividad, la formula de Contraccion de 
Lorentz 

L = LoVl - w 2 /c 2 

expresa la longitud L de un objeto como funcion de su 
velocidad v respecto a un observador, donde La es la longitud 
del objeto en reposo y c es la rapidez de la luz. Encuentre 
lim„^ c -L e interprete el resultado. ),Por que es necesario 
el limite lateral por la izquierda? 

55. Si p es una funcion polinomial, demuestre que 
lim^„p(x) = p(a). 

56. Si r es una funcion racional, utilice el ejercicio 55 para demostrar 
que lirn^a r(x) = r{a ) para todo numero a en el dominio de r. 


exista? Si es asi, encuentre el valor de a y el valor del limite. 

64. La figura muestra una circunferencia C 1 con ecuacion 

(x — l) 2 + y 2 = 1 y una circunferencia C 2 que se contrae con 
radio r y centra en el origen. P es el punto ( 0 , r ), Q es el punto 
superior de interseccion de las dos circunferencias, y R es el 
punto de interseccion de la recta PQ y el eje de las x. ^Que 
pasa con R cuando C 2 se contrae, esto es, cuando r — > 0 + ? 



La definicion precisa de limite 

La definicion intuitiva de limite dada en la seccion 2.2 es inadecuada para algunos propo- 
sitos porque frases como “x es muy cercano a 2” y “fix) se acerca mas y mas a L” son muy 
vagas. A fin de demostrar convincentemente que 


lim 



cos 5x 
10000 


0.0001 


senx 

o lim = 1 

*-»o x 


debemos precisar la definicion de limite. 
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En esta situacion es tradicional utilizar la letra 
griega S (delta). 


Para motivar la definition precisa de lfmite, consideremos la siguiente funcion 


/ M = 



si x 5^ 3 
si x = 3 


Intuitivamente, es claro que cuando x esta cerca de 3, pero x 3, entonces /(x) esta cerca 

de 5, asf que Hm x _ 3 /(x) = 5 

Para obtener una information mas detallada de como varfa/(x) cuando x esta cerca de 3, 
nos preguntamos: 

( ;Que tan cerca tiene que estar x de 3 para que/(x) difiera de 5 en menos de 0.1? 

La distancia de x a 3 es | x — 3 |, y la distancia de/(x) a 5 es |/(x) — 5 |, asi que nuestro 
problema es encontrar un numero 8 tal que 

fix) — 5 <0.1 si | x — 3 | < S con x ¥= 3 

Si | x — 3 | > 0, entonces x 3, asf que una formulacion equivalente de nuestro problema 
es encontrar un numero 8 tal que 

| f{x) — 5 | < 0.1 si 0 < | x — 3 | < 5 
Note que si 0 < |x - 3 | < (0.1)/2 = 0.05, entonces 

| fix) — 5 | = | (2x — 1) — 5| = |2x— 6|=2|x — 3|< 2(0.05) = 0.1 

esto es, | fix) — 5 | <0.1 si 0 < | x — 3 | < 0.05 

Asf, una respuesta al problema esta dada por 8 = 0.05; esto es, si x esta dentro de una 
distancia de 0.05 de 3, entonces /(x) debera estar dentro de una distancia de 0.1 de 5. 

Si cambiamos el numero 0.1 en nuestro problema por el numero menor 0.01, entonces, 
utilizando el mismo metodo, encontramos que/(x) diferira de 5 por menos de 0.01 siempre 
que x difiera de 3 por menos de (0.01 )/2 = 0.005: 

|/(x) - 5 | < 0.01 si 0 < |x — 3 | < 0.005 


Del mismo modo, 

| fix) - 5 | < 0.001 si 0 < | x — 3 | < 0.0005 

Los numeros 0.1, 0.01 y 0.001 que hemos considerado son las tolerancias de error que nos 
podemos permitir. Para que 5 sea el lfmite exacto de/(x) cuando x tiende a 3, debemos no 
solo poder hacer la diferencia entre/(x) y 5 por debajo de cada uno de estos tres numeros; 
tambien debemos ser capaces de estar por debajo de cualquier numero positivo. Asf, por 
el mismo razonamiento, j claro que es posible! Si escribimos s (la letra griega epsilon) para 
un numero positivo arbitrario, entonces encontramos al igual que antes 

|~T~| | fix) — 5 1 < e si 0<|x — 3 | < S = — 

Esta es una forma precisa de decir que/(x) esta cerca de 5 cuando x se acerca a 3 por- 
que [T] establece que podemos hacer que los valores de fix) queden dentro de una dis- 
tancia arbitraria e a partir de 5, tomando los valores de x dentro de una distancia e/2 de 3 
(con x 3). 
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( x ^ 3) 

FIGURA 1 


Note que [T] puede reescribirse como sigue: 

si 3 — 8 < x < 3 + 8 (x^3) entonces 5 — e < f{x) < 5 + e 

y se ilustra en la figura 1. Tomando los valores de x ( 3) en el intervalo (3 — 8, 3 + 8), 

podemos lograr que los valores de f(x) esten en el intervalo (5 — e, 5 + e). 

Utilizando |T] como un modelo, damos una definicion precisa de limite. 


Definicion Sea/la funcion definida sobre algun intervalo abierto que contiene el 
numero a, excepto posiblemente en a misma. Entonces, decimos que el limite de fix) 
cuando x dene a a es L, y lo expresamos como 


lim f(x) = L 


si para cada numero e > 0 existe un numero 8 > 0 tal que 

si 0 < | jc — a | < S entonces | f(x) — L \ < s 


Puesto que | x — a | es la distancia de x a a y | fix) — L | es la distancia de fix) a L, y 
como e puede ser arbitrariamente pequena, la definicion de limite puede expresarse en 
palabras como sigue: 

lim.v^o f(x) = L significa que la distancia entre/(x) y L puede hacerse arbitrariamente pequena, 
tomando la distancia deiaa suficientemente pequena (pero no 0). 

Alternamente, 

tim x ^> a f(x) = L significa que los valores de fix) pueden hacerse tan cercanos a L como quera- 
mos, tomando jc lo suficientemente cerca de a (pero no igual a a). 

Tambien podemos reformular la definicion 2 en terminos de intervalos, observando que la 
desigualdad | x — a \ < 8 es equivalente a —8 < x — a < 8, que puede escribirse como 
a — 8 < x < a + 8. Ademas, 0 < | x — a \ es verdadera si y solo si x — a ¥=■ 0; esto es, 
x 7 -a. Del mismo modo, la desigualdad | f(x) — L \ < e es equivalente al par de desi- 
gualdades L — s < fix) < L + e. Por tanto, en terminos de intervalos, la definicion 2 puede 
establecerse como sigue: 

lfm f(x) = L significa que para toda e > 0 (sin importar que tan pequena sea e), podemos 
encontrar una S > 0 tal que si jc esta dentro del intervalo abierto (a — 8, a + S) y jc t 4 a, entonces 
f{x) esta dentro del intervalo abierto (L — e, L + s). 

Geometricamente, esta afirmacion se interpreta representando una funcion por un diagra- 
ma de flechas, como en la figura 2, donde / hace corresponder un subconjunto de IR con 
otro subconjunto de R. 


FIGURA 2 



La definicion de limite senala que si cualquier intervalo pequeno (L — s, L + e) esta 
dado alrededor de L, entonces podemos encontrar un intervalo (a — 8, a + 8) alrededor de 
a tal que /hace corresponder todos los puntos de (a — 8, a + S) (excepto posiblemente en 
a) con los puntos del intervalo (L — e, L + s). (Vease la figura 3.) 
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FIGURA 3 


Geometricamente, puede darse otra interpretation de lfmite en terminos de la grafica de 
una funcion. Si e > 0 esta dada, entonces dibujamos las recta horizontales y = L + s, 
y = L — e y la grafica de / (vease la figura 4). Si lfm t _» a /(x) = L, entonces podemos 
encontrar un ntimero 8 > 0 tal que si restringimos a x en el intervalo (a — 8, a + 8) y 
tomamos x 7 -a, entonces la curva y = f(x) esta entre las rectas y = L — e y y = L + s 
(vease la figura 5). Puede usted ver que si se encuentra tal 8 , entonces cualquier 8 mas 
pequena tambien funcionara. 

Es importante percatarse de que el proceso ilustrado en las figuras 4 y 5 debe funcionar 
para todo ntimero positivo s, sin importar que tan pequeno se elija. En la figura 6 se ilustra 
que si se elige un e mas pequeno, entonces podrfa requerirse una 8 mas pequena. 




FIGURA 4 


m 

esta 

aquf 



a — 8 a + 8 


cuando x esta aquf 
(x± a) 

FIGURA 5 



a — 8 a + 8 


FIGURA 6 




EJEMPLO 1 


Utilice una grafica para encontrar un numero 8 tal que 


15 



FIGURA 7 

2.3 



si | x — 1 | < 8 entonces | (x 3 — 5x + 6) — 2 | < 0.2 

En otras palabras, encuentre un numero 8 que corresponda a e = 0.2 en la definicion de 
lfmite para la funcion /(x) = x 3 — 5x + 6 con a = 1 y L = 2. 

S0LUCI0N La grafica de/se muestra en la figura 7; estamos interesados en la region 
cerca del punto (1, 2). Note que podemos reescribir la desigualdad 

| (x 3 — 5x + 6) — 2 | < 0.2 

como 1.8 < x 3 — 5x + 6 < 2.2 

Asf que necesitamos determinar los valores de x para los cuales la curva y = x 3 — 5x + 6 
esta entre las rectas horizontales y = 1.8 y y = 2.2. Por eso, graficamos las 
curvas y = x 3 — 5x + 6, y = 1.8 y y = 2.2 cerca del punto (1, 2) en la figura 8. 

Despues utilizamos el cursor para estimar que la coordenada x del punto de 

interseccion de la recta y = 2.2 y la curva y = x 3 — 5x 4- 6 esta cerca de 0.91 1 . 

Del mismo modo, y = x 3 — 5x + 6 interseca la recta y = 1.8 cuando x ~ 1.124. Asf, al 
redondear para estar seguro, podemos decir que 


FIGURA 8 


si 


0.92 < x < 1.12, entonces 1.8 < x 3 — 5x + 6 < 2.2 
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Este intervalo (0.92, 1.12) no es simetrico respecto ax = 1. La distancia de x = 1 al 
punto extremo izquierdo es 1 — 0.92 = 0.08, y la distancia al punto extremo derecho es 

0.12. Es posible elegir S mas pequena que estos numeros, esto es, 8 = 0.08. Entonces, 
podemos reescribir nuestras desigualdades en terminos de distancias como sigue: 

si | x — 1 | < 0.08 entonces, | (x 3 — 5x + 6) — 2 | < 0.2 

Esto dice justamente que manteniendo a x dentro del 0.08 de 1, mantendremos f(x) 
dentro del 0.2 de 2. 

Aunque seleccionamos 8 = 0.08, cualquier valor positivo mas pequeno de 8 habria 
funcionado. 


El procedimiento grafico en el ejemplo 1 proporciona una ilustracion de la definicion 
para s = 0.2, pero no demuestra que el limite es igual a 2. Una demostracion tiene que 
proporcionar una 8 para toda s. 

Para pulir los enunciados de limite seria util pensar en la definicion de limite como 
un desafio. Primero lo retan con un numero e. Despues, debe listed ser capaz de produ- 
cir una 8 adecuada. Debe ser capaz de hacerlo para toda e > 0, no solo para una e en 
particular. 

EOS En Module 2.4/2. 6 puede explorar Imagine una contienda entre dos personas A y B, en la que usted es B. La persona A 

la definicion precisa de limite, grafica y estipula que debe aproximarse al numero fijo L por medio de valores de/(x) dentro de un 

numericamente. grado de exactitud e, (digamos 0.01). Por tanto, la persona B (usted) responde determinan- 

do un numero 8 tal que si 0 < | x — a \ < 8, entonces | fix) — L \ < e. Despues, A podria 
exigir aiin mas y desafiarlo con un valor mas pequeno de e, (digamos 0.0001). Una vez 
mas, usted tiene que responder encontrando una correspondiente 8. Usualmente, a medida 
que el valor de e es mas pequeno, es menor el correspondiente valor de 8. Si usted siempre 
gana, sin importar que tan pequeno haga A a e, entonces lim X ~> a f(x) = L. 


□ 


EJEMPLO 2 


Pruebe que lim (4x 

x~*3 


S0LUCI0N 


5) = 7. 


1. Andlisis preliminar del problema ( intuir un valor para 8). Sea e un numero posi- 
tivo dado. Queremos encontrar un numero 8 tal que 


si 0 < \x — 3 < 8, entonces (4x — 5) — 7 < e 


Pero (Ax — 5) 

- 7 | 

= \ Ax - 12 1 = \ A(x 

una 8 tal que 

si 

0 < | x — 3 | <8, 

esto es, 

si 

0 < lx - 3| < 8, 


- 3) | = 4\x — 3 |. Por tanto, queremos 

entonces 4\x — 3 | < e 

i _ | e 
entonces \x — 3 < — 



Esto sugiere que debe elegir 8 = s/4. 

2. Demostracion ( demostrar que esta 8 funciona). Dado e > 0, elegir 8 = e/4. 
Si 0 < | x — 3 | < 8, entonces 

| (Ax - 5) - 7 | = |4x - 12 | = 4| jc — 3 | < 4 8 = 4^j = e 
Asi 


si 0 < | x — 3 | < 8, entonces | (4x — 5) — 7 | < e 


Por tanto, por la definicion de limite, 

lim {Ax — 5) = 7 


FIGURA 9 


Este ejemplo se ilustra en la figura 9. 




SECCION 2.4 LA DEFINICION PRECISA DE LIMITE 113 


Note que en la solution del ejemplo 2 hay dos etapas: intuir y verificar. Efectuamos un 
analisis preliminar que posibilito suponer un valor de 8. Pero luego, en la segunda etapa, 
tuvimos que regresar y verificar en forma cuidadosa y logica que dimos una opinion 
correcta. Este procedimiento es caracterfstico de gran parte de las matematicas. Algunas 
veces necesita hacerse primero una conjetura inteligente respecto a la respuesta de un 
problema y luego demostrar que la suposicion es correcta. 

Las definiciones intuitivas de limites laterales que se presentan en la section 2.2 pueden 
reformularse como se senala a continuation. 


Cauchy y los limites 

Despues de la invention del Calculo en el siglo 
xvii, siguio un periodo de fecundo desarrollo 
de la materia en el siglo xvm. Matematicos 
como las familias Bernoulli y Euler estaban 
ansiosos por aprovechar el potencial del 
Calculo, por lo que exploraron audazmente las 
consecuencias de esta nueva y maravillosa 
teoria matematica, sin preocuparse demasiado 
por si sus demostraciones eran completamente 
correctas. 

El siglo xix, por el contrario, fue la Edad del 
Rigor en matematicas. Hubo un movimiento 
para volver a los fundamentos del tema, para 
proporcionar cuidadosas definiciones y 
rigurosas demostraciones. A la vanguardia 
de este movimiento estaba el matematico 
trances Augustin Louis Cauchy (1789-1857), 
que comenzo como ingeniero militar antes de 
convertirse en profesor de matematicas en 
Paris. Cauchy tomo la idea de Newton de limite, 
que mantuvo viva el matematico trances Jean 
d'Alembert, en el siglo xvm, haciendola mas 
precisa. Su definicion de un limite reza asi: 
"Cuando los valores sucesivos atribuidos a 
una variable se aproximan indefinidamente a un 
valor fijo para terminar diferendo por tan poco 
como uno quiera, esto se llama el limite de los 
otros". Pero cuando Cauchy aplicaba esta 
definicidn en ejemplos y demostraciones, 
utilizaba a menudo desigualdades delta-epsilon 
similares a las de esta seccion. Una 
demostracion tipica de Cauchy comienza con: 
"designar por S y e dos numeros muy 
pequenos; . . ." Utilizaba e debido a la 
correspondencia entre epsilon y la palabra 
francesa erreur. Posteriormente, el matematico 
aleman Karl Weierstrass (1815-1897) establecio 
la definicidn de limite exactamente como en 
nuestra definicidn 2. 


|~3~| Definicion de limite por la izquierda 

b'm f(x) = L 

x^>a~ 

si para todo e > 0 existe un numero 8 > 0 tal que 

si a — 8 < x < a, entonces | f(x) — L \ < e 


|~4~| Definicion de limite por la derecha 

li'm/W = L 

si para todo numero e > 0 existe un numero 8 > 0 tal que 

si a < x < a + 8, entonces | f(x ) — L \ < e 


Observe que la definition 3 es la misma que la definicion 2, excepto que x esta restrin- 
gida a quedar en la mitad izquierda ( a — 8, a) del intervalo (a — 8, a + 8). En la definicidn 
4, x esta restringida a estar en la mitad derecha (a, a + 8) del intervalo (a — 8, a + 8). 


□ 


EJEMPLO 3 


Utilice la definicidn 4 para demostrar que lim x = 0. 


SOLUCION 

1. Intuya un valor para 8. Sea e un numero positivo dado. Aquf a = 0 y L = 0, 
asi que queremos encontrar un numero 8 tal que 

si 0 < x < 8, entonces | yj x — 0 | < e 
es decir, si 0 < x < 8, entonces s/x < e 


o, elevando al cuadrado ambos lados de la desigualdad x < e, obtenemos 
si 0 < x < 8, entonces x < e 2 
Esto sugiere que debemos elegir 8 = s 2 . 

2. Demuestre que este 8 funciona. Dado e > 0, sea 8 — s 1 . Si 0 < x < 8, entonces 


\[x < -J~8 = = e 


As! que. 


| \[x — 0 | < e 


De acuerdo con la definicidn 4, esto demuestra que h'm x ->o+ i [x = 0- 
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EJEMPLO 4 


Demuestre que Km x I 2 = 9. 

x — >3 


SOLUCION 

1. Intuya un valor para 8. Sea e > 0 un valor dado. Tenemos que encontrar un 
numero 8 > 0 tal que 


si 0 < | x — 3 | < 5, entonces | x 2 — 9 < e 


Para relacionar | x 2 — 9 | con [ x — 3 | escribimos | x 2 — 9 | = | (x + 3) (x — 3) 
Entonces queremos que 


si 0 < I x — 3 I < 8, entonces |x + 3||x — 3 I < e 


Note que si podemos encontrar un numero constante positivo C tal que | x + 3 | < C, 
entonces 


| x + 3 1 1 x — 3 | < C| x — 3 | 

y podemos hacer C\ x — 3 | < e tomando | x — 3 | < e/C = 8. 

Podemos encontrar tal numero C si restringimos x a algun intervalo centrado en 3. 

De hecho, estamos interesados solo en valores de x cercanos a 3, asi que es razonable 
suponer que x esta dentro de una distancia de 1 de 3, esto es, | x — 3 | < 1. Entonces 
2 < x < 4, asf que 5 < x + 3 < 7. Asf, tenemos que | x + 3 | < 7, y, por tanto, C = 7 
es una election adecuada para la constante. 

Pero ahora hay dos restricciones sobre | x — 3 |, haciendo 

e e 

ii J 1 1 C 7 

Para asegurarnos de que ambas desigualdades se satisfacen, tomamos 8 como el menor 
de los dos numeros 1 y e/7. La notation para esto es 8 = mm{ 1, e/7}. 

2. Demuestre que esta 8 funciona. Dado e > 0, sea 8 = mm{ 1, e/7}. Si 
0 < | x — 3 | < 8, entonces | x — 3 | < 1 => 2<x<4 => |x+3|<7 (como 
en el inciso 1). Tambien tenemos | x — 3 | < e/7, asi que 

I x 2 — 9 I = I x + 3 I I x — 3 I <7 - — = e 

i ii ii i 7 

Esto demuestra que Inn , > 3 x 2 = 9. 

Como se ilustra en el ejemplo 4, no siempre es facil demostrar que los enunciados de 
li'mite son verdaderos utilizando la definicion e-S. De hecho, si tenemos una funcion mas 
complicada como/(x) = (6x 2 — 8x + 9)/(2x 2 — 1), una demostracion requerirfa una gran 
cantidad de ingenio. Afortunadamente, esto es innecesario porque las leyes de los Kmites 
establecidas en la section 2.3 pueden demostrarse utilizando la definicion 2, y luego los H- 
mites de funciones complicadas pueden determinarse en forma rigurosa a partir de estas 
leyes, sin recurrir directamente a la definicion. 

Por ejemplo, para demostrar la ley de la suma: si l£m x _» a /(x) =L y lim , q(x) = M 
ambas existen, entonces 


lim [/(x) + g(x)] = L + M 


Las leyes restantes se demuestran en los ejercicios y en el apendice F. 

DEMOSTRACION DE LA LEY DE LA SUMA Sea e > 0. Debemos encontrar 8 > 0 tal que 

si 0 < | x — a | < 8, entonces | /(x) + g(x) — (L + M ) | < e 
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Desigualdad del triangulo: 


Utilizando la desigualdad del triangulo podemos escribir 


|fl + fc|=s|fl| + \b\ 
(Me ase el apendice A.) 


5] I fix) + gix) - (L + M) I = I (fix) - L) + (g(x) - M ) 

« | fix) - L | + | g(x) ~ M | 


Llevamos a cabo | f(x) + g(x) — (L 4- M) \ menor que e haciendo cada uno de los 
terminos | f(x) — L | y | g(x) — M | menores que e/2. 

Dado que e/2 > 0 y lfm X ^, a f(x) = L, existe un numero 5, > 0 tal que 


si 


0 < \x — a I < 5i, entonces 


I fix) ~ L | < 


Del mismo modo, puesto que lfm r >„ g(x) = 
si 0 < | x — a | < 82, 


M , existe un numero <% > 0 tal que 

■ 1 e 

entonces | g(x ) — M \ < — 


Sea 5 = mm{5i, 5 2 }, los mas pequenos de los numeros Si y S 2 . Note que 

si 0 < | x — a | < S, entonces 0 < | x — a | < 81 y 0 < | x — a | < S 2 


s s 

Asf que | f(x) — L \ < — y | gix) - M | < — 

Por tanto, por [3], 


I fix) + gix) ~ (L + M) | =S | fix) - L | + | g(x) ~ M 



Para resumir, 

si 0 < | x — a | < S, entonces | f(x) + g(x) — (L + M ) | < e 
Asf, por la definicion de lfmite, 

Km [/(x) + g(x)] = L + M 


Limites infinitos 


Los lfmites infinitos tambien pueden definirse de manera precisa. La siguiente es una ver- 
sion exacta de la definicion 4 de la seccion 2.2. 


|~6~| Definicion Sea/una funcion definida sobre algun intervalo abierto que contiene 
al numero a, excepto posiblemente en a misma. Entonces 

lfm/(x) = 00 

x— >a 

significa que para todo numero positivo M existe un numero positivo S tal que 
si 0 < | x — a | < S, entonces f(x) > M 
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Esto dice que los valores de/(x) pueden hacerse arbitrariamente grandes (mas grandes 
que cualquier numero M dado), tomando x suficientemente cercano a a (dentro de una 
distancia 8, donde 8 depende de M, pero con x ¥= a). Una ilustracion geometrica se mues- 
tra en la figura 10. 

Dada cualquier recta horizontal y = M, podemos encontrar un numero 8 > 0 tal que si 
restringimos x al intervalo (a — 8, a + 8), pero x a, entonces la curva y = f(x) esta por 
debajo de la recta y = M. Usted puede ver que si se elige un valor muy grande de M, 
entonces se puede requerir un 8 muy pequeno. 


m 


EJEMPLO 5 


1 

Utilice la definicion 6, para demostrar que Km — r 

*-*o x 


00 


SO LUC I ON Sea M un numero positivo dado. Queremos encontrar un numero 8 tal que 


si 0 < | jc | < 8, entonces 1/x 1 2 > M 


Pero 


1 

— > M 
x 


< 


1 

M 


x 


1 

Vm 


Asi que si elegimos 8 = 1 /-Jm y 0 < | x 
muestra que 1/x 2 — °o conforme x — » 0. 


< 8 = 1/tJm , entonces 1/x 2 > M. Esto 


y ■ 

a — 8 a + S 

Del mismo modo, la siguiente es una version precisa de la definicion 5 de la section 2.2. 
Esto se ilustra en la figura 1 1 . 

0 


/ x 

p7~| Definicion Sea/una funcion definida sobre algun intervalo abierto que contiene 
el numero a, excepto posiblemente en a misma. Entonces 

N 


y = N 

Hm/(x) = — 00 

x~>a 

FIGURA 11 


significa que para todo numero negativo N existe un numero positivo 8 tal que 




si 0 < | x — a | < 8, entonces /(x) < N 


Ejercicios 

1. Utilice la grafica de/para encontrar un numero 8 tal que 2. Utilice la grafica de/para encontrar un numero 8 tal que 

si | x — 1 | < 8, entonces | f(x) — 1 | < 0.2 si 0 < | x — 3 | < 8, entonces |/(jc) — 2 1 < 0.5 




Se requiere calculadora graficadora o computadora 1 SAC Se requiere sistema algebraico computarizado 


1. Tareas sugeridas disponibles en stewartcalculus.com 
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3. Utilice la grafica dada de /(*) = yfx para encontrar un numero 
S tal que 

si x — 4 | < 8, entonces | ~Jx — 2 | < 0.4 


1 /I 

y = V* 

2 ■ 






1 . 6 ' 



1 

! 

i 



0 



4 




4. Utilice la grafica dada de/(*) = x 2 para encontrar un numero 8 
tal que 

si \x — 1 | < 8, entonces \x 2 — 1 | < \ 



5. Utilice una grafica para encontrar un numero 8 tal que 

T T 

si x <5, entonces tan x — 1 < 0.2 

4 


11. Se requiere un tomero para fabricar un disco metalico 
circular con 1000 cm 2 de area. 

a) ^Que radio produce tal disco? 

b) Si al tomero se le permite una tolerancia de error 
de ±5 cm 2 en el area del disco, £que tan cercano al 
radio ideal del inciso a) debe el tomero mantener el radio? 

c) En terminos de la definicion e-S de llm v ^ a f(x) = L, 
^Que es *? ^Que es /(*)? ^Que es al ^Que es LI 

^Que valor de e se da? ^,Cual es el valor correspondiente 
de 81 

12. Un homo de confection de cristales, se utiliza en la 
investigation para determinar la mejor manera de fabricar 
cristales que se usaran en las partes electronicas de 

los transbordadores espaciales. Para que el crecimiento 
de los cristales sea el idoneo, la temperatura se tiene que 
controlar exactamente ajustando la potencia de entrada. 
Suponga que la relation se representa con 

T(w) = 0.1 w 1 + 2.155W + 20 

donde T es la temperatura en grados Celsius y w es la 
potencia de entrada en watts. 

a) ^Cuanta potencia se requiere para mantener la 
temperatura a 200°C? 

b) Si se permite una variation de temperatura de 
200°C ± 1°C, ^,que intervalo se potencia en watts se 
permite para la potencia de entrada? 

c) De acuerdo con la definicion e-8 de llm v ^ a /(* ) = L, 
^que es xl iQue es/(*)? ^Que es al ^.Que es LI ^,Que 
valor de e se da? ^Cual es el valor correspondiente 
de 81 

13. a) Encuentre un numero 8 tal que si | x — 2 | < 8, 

entonces | 4* — 8 | < e, donde e = 0.1. 
b) Repita el inciso a) con e = 0.01. 


6 . Utilice una grafica para encontrar un numero 8 tal que 

2x 


si \x — 1 < 8 entonces 


7. Para el llmite 


x 2 + 4 


- 0.4 


< 0.1 


14. Dado que llm.,^2(5* — 7) = 3, ilustre la definicion 2 
encontrando valores de 8 que corresponden a e = 0.1, 
e = 0.05 y e = 0.01. 

15-18 Demuestre cada una de las siguientes proposiciones 
utilizando la definicion e-8 de llmite e ilustrelo con un 
diagrama como el de la figura 9. 


11m (x 3 - 3x + 4) = 6 

x^>2 

ilustre la definicion 2 para encontrar valores de 8 que corres- 
pondan as = Oys = 0.1. 

03 8. Para el llmite 


11m 

*-» o x 


= 2 


ilustre la definicion 2 para encontrar valores de 8 que corres- 
pondan a e = 0.5 y e = 0.1. 

03 9- Dado que llm . v ^ T /2 tan 2 * = ilustre la definicion 6 para 
encontrar valores de 8 que correspondan a a) M = 1000 y 
b) M = 10000. 

03 10. Utilice una grafica para encontrar un numero 8 tal que 


> 100 


15. lim (l + ix) = 2 

x-»3 

16. 11m (2* - 5) 

x— >4 

17. lim (1 - Ax) = 13 

x— »— 3 

18. lim (3x + 5) 

x—*—2 


19-32 Demuestre cada una de las siguientes proposiciones 
utilizando la definicion e-8 de llmite. 


2 + 4* 

19. 11m = 2 

x-1 3 

x 2 + x — 6 


21. 11m- 


^2 X - 2 


= 5 


23. 11m x = a 

x—>a 

25. 11m x 2 = 0 
27. 11m 1*1=0 


29. 11m (* 2 - 4* + 5) = 1 

x — >2 


20. 11m (3 - \x) = -5 

x — >10 

9 - 4* 2 

22. 11m = 6 

3 + 2* 

24. 11m c = c 


26. limx 3 = 0 

x— *0 

28. lim ^6 + * = 0 


11m (* 2 + 2* — 7) = 1 

x->2 


si 


5 < * < 5 + 8, entonces 


y/x — 5 


30. 
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31. li'm (x 2 - 1) = 3 


32. llmjc 3 = 8 

x->2 


33. Verifique que otra posible eleccion de 8 para mostrar que 
Um x ^x 2 = 9 en el ejemplo 4 es 8 = mfn{2, e / 8 }. 

34. Verifique con argumentos geometricos que la mayor 
posible eleccion de 8 para demostrar que Km* -,3 x 2 = 9 es 
8 = J9 + e - 3. 

35. a) Para el llmite llm* ,, (jc 3 + x + 1) = 3, utilice una grafica 

para encontrar un valor de 8 que corresponda a e = 0.4. 

b) Utilizando un sistema algebraico computarizado para 
resolver la ecuacion cubica x 3 + x+ l= 3 + s, encuentre 
el mayor valor posible de 8 que funciona para cualquier 

e > 0 dado. 

c) Ponga e = 0.4 en su repuesta del inciso b) y comparelo con 
su respuesta del inciso a). 

1 1 

36. Demuestre que Km — = — 

H x —*2 x 2 

37. Demuestre que Km yfx = yfa si a > 0. 


Sugerencia: utilice | yfx — *Ja \ 




38. Si H es la funcion de Heaviside definida en el ejemplo 6 en la 
seccion 2.2, demuestre, utilizando la definicion 2, que Km ( ^ 0 H(t) 
no existe. [Sugerencia: utilice una demostracion indirecta como 


sigue. Suponga que el llmite es L. Tome e — \ en la definicion 
de llmite y trate de llegar a una contradiction.] 

39. Si la funcion/esta definida por 

, I 0 si x es racional 
/W = {l si x es irracional 

Demuestre que llm^o f(x) no existe. 

40. Comparando las definiciones 2, 3 y 4, demuestre el teorema 1 
de la seccion 2.3. 

41. ^Que tan cerca a —3 tiene que tomar x de manera que 


1 

(x + 3) 4 


> 10000? 


1 

42. Demuestre, utilizando la definicion 6, que Km —r = 

x—>—3 (x + 3 ) 

43. Demuestre que 11m lnx= — °°. 

^ n-0+ 

44. Suponga que 11m X ^ a f{x) = 00 y Um x ^ a g(x) = c, donde c es un 
numero real. Demuestre cada una de las siguientes proposiciones. 


a) 11m [/(.*) + g(x)] = 00 

x^*a 

b) 11m [f{x)g(x)\ = 00 si c > 0 

x—>a 

c) 11m \f{x)g(x)\ = — 00 si c < 0 


2.5 


Continuidad 


En la seccion 2.3, hemos visto que el llmite de una funcion cuando x tiende a a , con fre- 
cuencia se obtiene simplemente calculando el valor de la funcion en a. Las funciones con 
esta propiedad son llamadas continuas enx = a. Veremos que la definicion matematica de 
continuidad coincide notoriamente con el sentido de continuidad que la palabra tiene en el 
lenguaje cotidiano. (Un proceso continuo es uno que se lleva a cabo gradualmente, sin 
interrupcion o cambio brusco.) 


Como se ilustra en la figura 1 , si/es continua, 
entonces los puntos en la grafica 

de/tienden al punto (a,f(a)) sobre la grafica. 
As! que no existe ninguna brecha en la curva. 

|~T] Definicion Una funcion/es continua en un numero x = a si 

11m f{x) = f(a) 

x — >a 

y ■ 

* 

II 


,f( x ) 

1 

f(a) -/ 

Note que la definicion 1 requiere impllcitamente tres cosas. Si/es continua en a, 

tiende a 

entonces: 

f(a). 

f /] 

/ 1 
/ 1 

1 

1 

| ^ 

1. f(a) esta definida (esto es, a esta en el dominio de/) 

2. 11m /( x) existe 

x~>a 

0 

► a, 

Cuando x tiende a a. 

3. Ilm f(x) = f(a) 

x—>a 

La definicion indica que/es continua en a si /( jc ) tiende a f(a) cuando x tiende a a. Asl, 

FIGURA 1 

una funcion continua /tiene la propiedad de que un pequeno cambio en x produce solo un 
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pequeno cambio en fix). De hecho, el cambio en fix) puede mantenerse tan pequeno como 
se quiera manteniendo el cambio en x suficientemente pequeno. 

Si/esta definida cerca de a (en otras palabras,/esta definida sobre un intervalo abierto 
que contiene a a, excepto quizas en a), decimos que / es discontinua en a (of tiene una 
discontinuidad en a) si /no es continua en a. 

Los fenomenos ffsicos son generalmente continuos. Por ejemplo, el desplazamiento o 
la velocidad de un vehfculo varfan continuamente con el tiempo, como lo hace la estatura 
de una persona. Pero hay otras situaciones, como la corriente electrica, donde ocurren 
discontinuidades. [Vease el ejemplo 6 en el punto 2.2, donde la funcion de Heaviside 
es discontinua en 0 porque li'm,^ 0 Hit) no existe.] 

Geometricamente, una funcion continua en cada numero de un intervalo puede pensar- 
se como una funcion cuya grafica no tiene interrupciones. La grafica puede dibujarse sin 
levantar la pluma del papel. 



EJEMPLO 1 


La figura 2 muestra la grafica de una funcion/. ^Para que valores de x = a, 
/es discontinua? <,Por que? 


SOLUCION Pareciera que hay una discontinuidad cuando <2 = 1 porque la grafica tiene 
una ruptura alii. La razon formal de que/es discontinua en 1 es que/(l) no esta 
definida. 

La grafica tambien tiene una ruptura cuando a = 3, pero la razon para la discontinuidad 
es diferente. Aquf,/(3) esta definida, pero lfm* *3 fix) no existe (porque los limites por 
la izquierda y por la derecha son diferentes), asf que/es discontinua en x = 3. 

^Que hay en relacion con <7 = 5? Aquf,/(5) esta definida y el lim A >5 f(x) existe 
(porque los limites por la izquierda y por la derecha son iguales). Pero 


Ifm f(x) *f( 5) 

x — *5 


Asf que/es discontinua en 5. 


Ahora veremos como detectar discontinuidades cuando una funcion esta definida por 
una formula. 


□ 


EJEMPLO 2 


^Donde es discontinua cada una de las siguientes funciones? 

c 


a) f(x) = 


x 2 — x — 2 
x — 2 

x 2 — x — 2 


b) f(x) = 


1 

— r si x ¥= 0 


c) fix) = \ X - 2 


si x 9 ^ 2 
si x = 2 


1 si x = 0 
d) fix) = M 


SOLUCION 

a) Note que/(2) no esta definida, asf que/es discontinua en .r = 2. Mas tarde veremos 
por que/es continua en todos los otros numeros. 

b) Aquf/(0) = 1 esta definida, pero 


lfm f(x) — lfm — 

x~*0 x^O X 


no existe. (Vease el ejemplo 8 de la seccion 2.2.) Asf que/es discontinua en x = 0. 

c) Aquf/(2) = 1 esta definida y 


lfm f(x) = lfm 

x—>2 x^2 X — 2 


Km A 

x^2 


2 )(x + 1) 


lfm (x + 1) = 3 


x — 2 
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existe. Pero 


I™ fix) ¥= /(2) 

jc— >2 

asf que/no es continua en x = 2. 

d) La funcion entero mayor /(x) = [xj tiene discontinuidades en todos los enteros 
porque [[xj no existe si n es un entero. (Veanse el ejemplo 10 y el ejercicio 51 en 

la seccion 2.3). 

La figura 3 muestra las graficas de las funciones del ejemplo 2. En cada caso la grafica 
no puede ser dibujada sin levantar el lapiz del papel porque hay un agujero o ruptura o salto 
en la grafica. El tipo de discontinuidad ilustrada en los incisos a) y c) se llama removible 
porque podemos remover la discontinuidad redefiniendo/solo en x = 2. [La funcion 
g(x ) = x + 1 es continua.] La discontinuidad en el inciso b) se llama discontinuidad 
infinita. Las discontinuidades en el inciso d) se Hainan discontinuidades de salto porque 
la funcion “salta” de un valor a otro. 



FIGURA 3 

Graficas de las funciones del ejemplo 2 



c) f(x) = 


x 2 — x — 2 
x — 2 


1 


si x=£ 2 
si x=2 


d) /(*) = [*] 


2^ Definicion Una funcion /es continua por la derecha de un numero x = a si 

lfm f{x) = f{a) 


y /es continua por la izquierda de x = a si 

lfm fix) = fia) 


EJEMPLO 3 


En cada entero n, la funcion /(x) = [xj [Vease la figura 3d)] es continua por 
la derecha, pero discontinua por la izquierda porque 


lfm fix) = lfm llxj = n = fin) 

x— >n + x — ^n' 

pero lfm fix) = lfm [x] = n — 1 ^ fin) 


3 Definicion Una funcion/es continua sobre un intervalo si es continua en cada 
numero en el intervalo. (Si / esta definida solo en un lado de un punto extremo del 
intervalo, entendemos por continua en el punto extremo, como continua por la dere- 
cha o continua por la izquierda.) 
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EJEMPLO 4 


Demuestre que la funcion fix) = 1 — y/l — x 2 es continua sobre el 
intervalo [—1, 1], 


SO LU CION Si— 1 < a < 1, entonces utilizando las leyes de los llmites, tenemos 



y ■ 



l 

f(x)=l-fl-x 2 

J 

-1 

0 

i x 


FIGURA4 


Is 

1 

1 

x 


1 — 11m sj\ — x 1 

x~>a 

(por las leyes 2 y 7) 

1 — ./llm (1 — x 2 ) 

v x— >a 

(por la ley 11) 

i 

< 

i 

a 

(por las leyes 2, 7 y 9) 


= /(«) 

Asl, por la definicion 1,/es continua en x = a si — 1 < a < 1. Calculos similares 
muestran que 

li'm fix) = 1 =/(-l) y lfm fix) = 1 =/(l) 

x — * — 1 ' JC — > 1 


de manera que/es continua por la derecha en x = — 1 y continua por la izquierda en 
x = 1. Por eso, de acuerdo con la definicion 3,/es continua en [— 1, 1]. 

La grafica de/esta trazada en la figura 4 y es la mitad inferior de la circunferencia 

x 2 + {y- l) 2 = 1 


En lugar de aplicar siempre las definiciones 1 , 2 y 3 para verificar la continuidad de una 
funcion como lo hicimos en el ejemplo 4, a menudo es conveniente utilizar el siguiente 
teorema, que muestra como construir funciones continuas complicadas a partir de otras 
simples. 


[T] Teorema 

Sifyg son continuas enx = ayx = ces una constante, entonces las 

siguientes funciones son tambien continuas en x = a: 

i -f+g 

2 ■ f- 9 3 . cf 

4. fg 

f 

5. — si g[a) # 0 


g 


DEMOSTRACION Cada uno de los cinco incisos de este teorema se sigue de las 
correspondientes leyes de los llmites de la seccion 2.3 Por ejemplo, damos 
la demostracion del inciso 1. Ya que/y g son continuas en x = a, tenemos 

11m f(x) = fid) y 11m gix) = gia) 

x — >a x — >a 

Por tanto, 

lfm if + g)ix) = lfm [fix) + gix)] 

x — x— >a 

= 11m fix) + 11m gix) (por la ley 1 ) 

x—>a x^a 

= fia) + gia) 

= if + g)ia) 


Esto demuestra que / + g es continua en x = a. 
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Del teorema 4 y la definicion 3 se deduce que si/y g son continuas sobre un intervalo, 
entonces tambien lo son las funciones / + g, f — g , cf fg y f/g (si g no es cero). El 
siguiente teorema se establecio en la section 2.3 como la propiedad de sustitucion directa. 


5 Teorema 

a) Cualquier funcion polinomial es continua en todo su dominio; es decir, es continua 
sobre R = (— oo, oo). 

b) Cualquier funcion racional es continua siempre que este definida; esto es, es con- 
tinua en su dominio. 


DEMOSTRACION 

a) Una funcion polinomial es de la forma 

P(x ) = C„x" + C„-lX " _1 + • ' • + CiX + Co 
donde Co, ci , . . . , c„ son constantes. Sabemos que 

lull Co = Co por la ley 

x —>a 


y 


lfm x m = a'" m = 1 , 2, . . . , n 

x^a 


Esta ecuacion es precisamente la proposition de que la funcion fix) = x'” es una funcion 
continua. Asf, por el inciso 3 del teorema 4, la funcion g(x) = cx m es continua. Como P 
es una suma de funciones de esta forma y una funcion constante, se sigue del inciso 1 del 
teorema 4 que P es continua. 

b) Una funcion racional es una de la forma 


fix) 


Pjx) 
Q(x ) 


donde P y Q son funciones polinomiales. El dominio de/es I) = {x G R | Q(x) # 0}. 
Sabemos del inciso a) que P y Q son continuas en todo su dominio. Asf, por el inciso 5 
del teorema 4,/es continua en todo numero en D. 


Como una ilustracion del teorema 5, observe que el volumen de una esfera varfa conti- 
nuamente con su radio porque la formula V(r) = \tt r 3 muestra que V es una funcion 
polinomial de r. Del mismo modo, si una pelota se lanza verticalmente hacia arriba 
con una velocidad de 50 pies/ s, entonces la altura de la pelota en pies, t segundos despues, 
esta dada por la formula h = 50 1 — 16 1 2 . Otra vez, esta es una funcion polinomial, asf que 
la altura es una funcion continua del tiempo transcurrido. 

Saber que funciones son continuas nos permite evaluar muy rapidamente algunos 
lfmites como se ve en el siguiente ejemplo. Comparelo con el ejemplo 2b) de la sec- 
cion 2.3. 


EJEMPLO 5 


Encuentre el lfm 

x—>—2 


x 3 + 2x 2 — 1 
5 - 3x 


S0LUCI0N La funcion 


fix) 


x 3 + 2x 2 - 1 
5 — 3x 


es racional, asf que por el teorema 5 es continua en su dominio, que es {x \ x ¥= |}. 
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y 



( 1 , 0 ) * 


FIGURA 5 


Otra manera de establecer los limites en [6] es 
utilizar el teorema de la compresion con la 
desigualdad sen 6 < 6 (para d > 0), 
que se demostro en la seccion 3.3 



FIGURA 6 

y = tan x 


En la seccion 1 .6 se hace un repaso de las 
funciones trigonometricas inversas. 


Por tanto, 


x 3 + 2x 2 — 1 

lira : — ~ ~~"± = lim f(x) =/(- 2) 

x =-2 5 — 3x x ^>~2 

_ (— 2) 3 + 2(— 2) 2 - 1 _ J_ 

5 — 3(— 2) ~~ 11 

Resulta que la mayor parte de las funciones conocidas son continuas en todo numero 
de su dominio. Por ejemplo, la ley 10 de los limites (pagina 100) es exactamente la propo- 
sicion de que las funciones ralz son continuas. 

Del aspecto de las graficas de las funciones seno y el coseno (figura 18 de la seccion 
1.2), podrlamos suponer con toda certeza que son continuas. De acuerdo con la defini- 
cion de sen 0 y cos 0, las coordenadas del punto P de la figura 5 son (cos 0 , sen 0). 
Cuando 0 — > 0. vemos que P tiende al punto (1, 0), as! que 0 — » 1 y sen 0 — > 0. Asl, 

r~6~1 11m cos 0=1 11m sen 0 = 0 

— 0-»O 8->0 

Dado que cos 0 = 1 y sen 0 = 0, las ecuaciones en [6] afirman que las funciones coseno y 
seno son continuas en 0. Las formulas de adicion para senos y cosenos pueden ser utilizadas 
entonces para deducir que estas funciones son continuas para todax (ejercicios 60 y 61). 
Del inciso 5 del teorema 4, se deduce que 


sen x 

tanx = 

cosx 

es continua, excepto donde cos x = 0. Esto sucede cuando x es un numero entero 
impar multiplo de tt/2, asl que y = tan x tiene infinitas discontinuidades cuando 
x = ±77/2, ±37r/2, ±577/2, y asl sucesivamente (figura 6). 

La funcion inversa de cualquier funcion continua uno a uno tambien es continua. (Este 
hecho se comprueba en el apendice F, pero la intuicion geometrica lo hace parecer 
razonable: la grafica de/ -1 se obtiene reflejando la grafica de/respecto a la recta y = x. Tam- 
bien, si la grafica de/no tiene ruptura alguna, tampoco la tiene la grafica de/ -1 .) De este 
modo, las funciones trigonometricas inversas son continuas. 

En la seccion 1.5 definimos la funcion exponencial y = a* de modo que se llenaran los 
huecos en la grafica de esta funcion donde x es racional. En otras palabras, la simple defini- 
cion de y = a x la hace una funcion continua en R. Por tanto, su funcion inversa y = log„x es 
continua sobre (0, °°). 


|~7~| Teorema Los siguientes tipos de funciones son continuas en todo numero de sus 

dominios: 


funciones polinomiales 

funciones racionales funciones ralz 

funciones trigonometricas 

funciones trigonometricas inversas 

funciones exponenciales 

funciones logarltmicas 


EJEMPLO 6 


(i En donde es continua la funcion f(x) 


In x + tan 'x 
x 2 — 1 


SO LUC I ON Por el teorema 7 sabemos que la funcion v = In x es continua para x > 0 
y y = tan l x es continua sobre R. Asl, por el inciso 1 del teorema 4, y = In x + tan 'x es 
continua sobre (0, °°). El denominador, y = x 2 — 1, es una funcion polinomial, de modo que 
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es continua para toda x. Por tanto, por el inciso 5 del teorema 4,/es continua en todos 
los numeros positivos x, excepto donde x 2 —1=0. Por ende,/es continua sobre los 
intervalos (0, 1) y (1, °°). 


EJEMPLO 7 


Evalue lfm 

X *TT 


senx 

2 + cos x 


SO LUC I ON El teorema 7 nos dice que y = sen x es continua. La funcion en el denomina- 
dor, y = 2 + cos x, es la suma de dos funciones continuas y en consecuencia es conti- 
nua. Note que esta funcion jamas es cero porque cos x 3= — 1 para toda x y tambien 
2 + cos x > 0 para toda x. Asf, el cociente 


fix) = 


senx 

2 + cos x 


es continuo para toda x. Por tanto, mediante la definition de funcion continua, 


lfm — — = lfm fix) = f(n) = 

X—^TT 2 + COS X X-*1T 


sen 77 
2 + COS 77 



Otra manera de combinar las funciones continuas /y g para obtener una nueva funcion 
continua es formar la funcion compuesta/° g. Este hecho es una consecuencia del siguien- 
te teorema. 


Este teorema express que puede moverse un 
sfmbolo de Ifmite a traves de un sfmbolo de 
funcion si la funcion es continua y el Ifmite 
existe. En otras palabras, puede invertirse el 
orden de estos dos sfmbolos. 


8 Teorema Si/es continua en b, y lfm g(x) = /;, entonces lfm fig(x)) = fib). 

x—>a x — >a 

En otras palabras. 


Hm f{g(x)) =/(h'm gix)\ 

x — >a \x— >a ) 


Intuitivamente, el teorema 8 es razonable porque si x esta cerca de a, entonces g(x) esta 
cerca de b, y como/es continua en b, si g(x) esta cerca de h. entonces f(g(x)) esta cerca de 
f{b). En el apendice F se proporciona una demostracion del teorema 8. 


EJEMPLO 8 


Evalue lfm arcsen 

x — >1 


1 - 


1 — x 


S0LUCI0N Ya que arcsen es una funcion continua, aplicamos el teorema 8: 


,, . 1 - vx 

lim arcsen 

x^l \ 1 — x 


= arcsen lfm 


= arcsen lfm 


= arcsen lim 


1 — V x 

1 — X 

1 — -fx 

‘ (i - V^)(i + Vx) 

1 


*1 1 + Jx 


1 77 

= arcsen — = — 

2 6 


Aplicamos el teorema 8 en el caso especial donde f(x) = yfx , donde n es un entero 
positivo. Entonces 


figix)) = Vgixj 
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y f(timg(x)\ = "/lim g(x) 

\x^>a ) V x—>a 

Si sustituimos estas expresiones en el teorema 8 obtenemos 

lira VffW = '/lim g(x) 

x — >a V x—>a 

con lo que queda demostrada la ley 1 1 de los limites. (Suponiendo que las raices existen.) 


|~9~| Teorema Si g es continua en x = a y/es continua en g(a), entonces la fun- 
cion compuesta/ 0 g dada por (/ o g)(x) = f(g(x)) es continua en x = a. 


A menudo, este teorema se expresa de manera informal diciendo: “una funcion conti- 
nua de una funcion continua es una funcion continua”. 

DEMOSTRACION Como g es continua en x = a, tenemos 

lim g(x) = g{a) 

x — >a 

Puesto que/es continua en b = g(a), podemos aplicar el teorema 8 para obtener 

lim f{g(x)) =f(g{aj) 

x— >a 

que es precisamente la proposition de que la funcion h(x) = f(g{x)) es continua en x = a; 
es dccir, f° g es continua en x = a. 


EJEMPLO 9 


( : ,En donde son continuas las siguientes funciones? 


a) h(x) = sen(x 2 ) 


b) F(x) = ln(l + cosjc) 


SOLUCION 

a) Tenemos h(x) = f{g(x)) , donde 



-6 


FIGURA 7 

y = ln(l + cos x) 


g(x) = x 2 y f{x) = senx 

Ahora g es continua sobre R puesto que es una funcion polinomial, y /tambien es conti- 
nua para toda x. Por consiguiente, h = f° g es continua sobre R por el teorema 9. 

b) Con base en el teorema 7, sabemos que/(x) = In x es continua y g(x) = 1 + cos x es 
continua (porque tanto y = 1 como y = cos x son continuas). Por tanto, del 
teorema 9, F{x) = f(g{x)) es continua siempre que este definida. Ahora bien, 
ln(l + cos x) esta definida cuando 1 + cos x > 0. De este modo, no esta 
definido cuando cos x = — 1, y esto sucede cuando x = ±v, ±3 tt, . . . Asi, 

F tiene discontinuidades cuando x es un multiplo impar de tt y es continua sobre 
los intervalos entre estos valores (vease la figura 7). 


Una propiedad importante de las funciones continuas se expresa con el siguiente 
teorema, cuya demostracion se encuentra en libros mas avanzados de calculo. 


[To] Teorema del valor intermedio Suponga que/es continua sobre el intervalo cerrado 
[a, b] y sea N cualquier numero entre /(a) y f(b), donde /(a) ¥= f(b). Entonces existe 
un numero c en (a, b ) tal que /(c) = N. 
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El teorema del valor intermedio establece que una funcion continua toma todos los 
valores intermedios entre los valores de la funcion /(a) y f(b). Este hecho se ilustra en la 
figura 8. Observe que el valor N puede tomarse una vez [como en la parte a)] o mas de una 
vez [como en la parte b)]. 


FIGURA 8 




Si piensa en una funcion continua como en una funcion cuya grafica no tiene huecos 
o rupturas, es facil creer que el teorema del valor intermedio es verdadero. En termi- 
nos geometricos, senala que si se da cualquier recta horizontal y = N entre y = f{d) y 
y = fib), como en la figura 9, entonces la grafica de/no puede saltar la recta: debe inter- 
secar y = N en alguna parte. 


FIGURA 9 



Es importante que la funcion /del teorema 10 sea continua. En general, el teorema del 
valor intermedio no se cumple para las funciones discontinuas (vease el ejercicio 48). 

Un uso del teorema del valor intermedio es en la busqueda de las rafces de ecuaciones, 
como en el ejemplo siguiente. 


□ 


EJEMPLO 10 


Demuestre que existe una rafz de la ecuacion 


4x 3 — 6x 2 + 3x — 2 = 0 

entre 1 y 2. 

Sea f(x) = 4x 3 — 6x 2 + 3x — 2. Buscamos una solucion de la ecuacion 
dada; es decir, un numero c entre 1 y 2 tal que /(c) = 0. Por tanto, tomando a = 1, 
b = 2 y N = 0 en el teorema 10, tenemos 

/( 1) = 4 — 6 + 3— 2=— 1<0 
y /( 2) = 32 - 24 + 6- 2 = 12 >0 

Asf,/(1) < 0 </( 2); es decir, N = 0 es un numero entre /(l) y/(2). Ahora bien,/es 
continua porque es polinomial, de modo que el teorema del valor intermedio afirma 
que existe un numero c entre 1 y 2 tal que /(c) = 0. En otras palabras, la ecuacion 
4x 3 — 6x 2 + 3x — 2 = 0 tiene por lo menos una rafz c en el intervalo (1, 2). 

De hecho, podemos localizar con mayor precision una rafz aplicando de nuevo el 
teorema del valor intermedio. Puesto que 


/(1.2) = -0.128 < 0 y /( 1.3)= 0.548 >0 
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una rafz debe estar entre 1.2 y 1.3. Una calculadora da, por ensayo y error, 

/( 1.22) = -0.007008 <0 y /(1.23) = 0.056068 > 0 
asf que la rafz esta en el intervalo (1.22, 1.23) 

Podemos utilizar una calculadora graficadora o computadora para ilustrar el uso del 
teorema del valor intermedio en el ejemplo 10. La figura 10 muestra la grafica de/en 
el rectangulo de vista [— 1, 3] por [—3, 3], y puede usted ver que la grafica cruza el eje x 
entre 1 y 2. La figura 1 1 muestra el resultado de un acercamiento en un rectangulo de vista 
[1.2, 1.3] por [-0.2, 0.2], 


3 0.2 




FIGURA 10 FIGURA 11 


De hecho, el teorema del valor intermedio desempena un importante papel en el modo 
en que funcionan estos dispositivos de graficacion. Una computadora calcula un numero 
finite de puntos de la grafica y activa los pfxeles que contienen estos puntos calculados. Se 
supone que la funcion es continua y toma todos los valores intermedios entre dos puntos 
consecutivos. La computadora une los pfxeles activando aquellos intermedios. 


2.5 


Ejercicios 


1. Escriba una ecuacion que exprese el hecho de que una funcion 
/es continua en el numero 4. 

2. Si/es continua sobre ( — °°, °°), qque puede decir acerca de su 
grafica? 

3. a) A partir de la grafica de/, establezca el numero en el cual 

/es discontinua y explique por que. 
b) Para cada uno de los numeros que se obtuvieron en el inciso 
a), determine si/es continua por la derecha, por la izquierda 
o por ninguno de los dos lados. 



4. A partir de la grafica de g, establezca los intervalos sobre los 
que g es continua. 



5-8 Dibuje la grafica de una funcion/que es continua, a exception 
de la discontinuidad senalada. 

5. Discontinua, pero continua por la derecha, en x = 2. 

6. Discontinuidades en jc = — 1 y jc = 4, pero continuas por la 
izquierda enr= — 1 y por la derecha en x = 4. 

7. Discontinuidad removible en x = 3, discontinuidad de salto 
en x = 5. 

8. Ni por la izquierda ni por la derecha es continua en x = —2, 
continua solo por la izquierda en x = 2. 


Se requiere calculadora graficadora o computadora 


1. Tareas sugeridas disponibles en stewartcalculus.com 
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9. El peaje T que se cobra por conducir en un determinado tramo 
de una carretera es de $5, excepto durante las horas pico (entre 
las 7 y las 10 y entre las 16 y 19 horas) cuando el peaje 
es de $7. 

a) Esboce una grafica de T como una funcion del tiernpo t, 
medido en horas pasada la medianoche. 

b) Analice las discontinuidades de esta funcion y su signifi- 
cado para alguien que utiliza la carretera. 

10. Explique por que cada una de las siguientes funciones es conti- 
nua o discontinua. 

a) La temperatura en una localidad especffica como una 
funcion del tiempo 

b) La temperatura en un momenta determinado como una 
funcion de la distancia al oeste de la ciudad de Nueva York 

c) La altitud sobre el nivel del mar como una funcion de la 
distancia al oeste de la ciudad de Nueva York 

d) El costo de transportarse en taxi como una funcion de la 
distancia de traslado 

e) La corriente en un circuito de iluminacion en una habitacion 
como una funcion del tiempo 

11. Si/y g son funciones continuas tales que g{2) = 6 y 
lmy t ^>2 [3/(x) + /(x)g(x)] = 36, encuentre/(2). 

12-14 Utilice la definicion de continuidad y las propiedades de los 

limites para demostrar que cada una de las siguientes funciones es 

continua en el numero dado x = a. 

12. fix) = 3x 4 — 5x + ijx 2 + 4 , a = 2 

13. f(x) = (x + 2x 3 ) 4 , a = — 1 

2 t - 3 t 1 

14. h(t) = — a = 1 

w 1 + f 3 


15-16 Utilice la definicion de continuidad y las propiedades de los 
limites para demostrar que cada una de las siguientes funciones es 
continua sobre el intervalo dado. 

, . 2x + 3 

15. fix) = (2,oo) 

x — 2 

16. g(x) = 2 73 - x, (-oo, 3] 


17-22 Explique por que cada una de las siguientes funciones es dis- 
continua en el numero dado x = a. Dibuje la grafica de la funcion. 


17. fix) 


1 

x + 2 


18. fix) 

19. fix) 


1 

• x + 2 
1 

{ e x si x 
x 2 si x 


si x 7 s 

si x = 

< 0 
& 0 


-2 

-2 


20. fix) = 

21. fix) = 


x 2 - 1 

1 

V. 

COS X 

0 

1 - x 2 


si x ¥* 1 

si x = 1 

si x < 0 
si x = 0 
si x > 0 


a = —2 


a = —2 


a = 0 


a = l 


o = 0 


22. fix) 


' 2x 2 - 5x - 3 
x — 3 

6 


si x ¥■ 3 
si x = 3 


o = 


3 


23-24 ^Como podrfa “remover la discontinuidad” en cada una de 
las siguientes funciones? En otras palabras, ^como redefinirfa/(2) 
a fin de que sean continuas en x = 2? 


23. fix) = 



24. fix ) = 


4 


25-32 Utilizando los teoremas 4, 5, 7 y 9, explique por que cada 
una de las siguientes funciones es continua en todo numero de su 
dominio. Determine el dominio. 


2x 2 — x — 1 
25. Fix) = 5 


27. Qix) = 


x 2 + 1 
\Jx — 2 


x s -2 

29. Ait) = arcsen(l + 2 1) 


31. Mix) = A /1 + — 


x 2 + 1 


26. Gix) = , 

v 2x 2 - x - 1 


28. Rit) = 
30. Bix) = 


e~ 


2 + COS TTt 
tan x 


74^ 


32. Nir) = tan~‘(l + e^ 2 ) 


^ 33-34 Identifique las discontinuidades de cada una de las siguientes 
funciones e ilustrelas con una grafica. 


33. 


y = 


l 

1 + e l/x 


34. y = ln(tan 2 x) 


35-38 Utilice la continuidad para evaluar cada uno de los siguientes 
limites. 

5 + J~x 
35. lfm — . 

75 + x 


37. lime" * 

x-*l 


36. lfm sen(x + sen.v) 

X^TT 

( x 2 — 4 

38. lfm arctanl — 5 

*^2 \ 3.x 2 - 6x 


39-40 Demuestre que cada una de las siguientes funciones es 
continua sobre (—00, co). 


39. fix) 


J x 2 si x < 1 
[7r si x & 1 


40. fix) 


{ senx si x < 77/ 4 
cos x si x & 7t/4 


41-43 Encuentre los numeros en los que/es discontinua. ^En cua- 
les de estos numeros /es continua por la derecha, por la izquierda o 
por ninguna de las dos? Trace la grafica de/. 


41. fix) 


1 + x 2 six =£ 0 

2 — x si0<x s £2 

(x — 2) 2 six > 2 
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x + 

1 

si 

X ' 

1 

42. fix) = 

1 /x 


si 

1 < 

x < 3 


y/X 

- 3 

si 

X ' 

3 


X + 

2 

si x 

< 0 


43. fix) = 

e x 


si 0 

s£ x 

s: 1 


2 - 

X 

si x 

> 1 



44, La fuerza gravitacional ejercida por la Tierra sobre una masa 
unitaria a una distancia r del centra del planeta es 


Hr) = 


GMr 

R 3 

GM 

— 


si r < R 
si r 3= R 


donde M es la masa de la Tierra, R su radio y G la constante 
gravitacional. ^Es F una funcion continua de r? 

45. ^Para que valor de la constante c la funcion /es continua sobre 
( — oo ? go)? 


fix) 


f cx 2 + 2x si x < 2 
[x 3 — cx si x 3= 2 


46. Encuentre los valores de, ay b que hacen a /continua para 
toda x. 


fix) = 


x 2 - 4 
x — 2 

ax 2 — bx + 3 
2x — a + b 


si x < 2 

si 2 =S x < 3 
si x S* 3 


47. ^Cual de las funciones/siguientes dene discontinuidad remo- 
vible en x = al Si la discontinuidad es removible, determine 
una funcion g que concuerde con /para x ¥= ay sea continua en 
x = a. 


a) fix) 

b) f(x) 



a = 2 


c ) fix) — [senx], a = tt 


48. Suponga que una funcion /es continua sobre [0, 1], excepto en 
0.25 y que/(0) = 1 y/(l) = 3. Sea N = 2. Trace dos posibles 
graficas de/, una en que se muestre que/podrfa no satisfa- 
cer la conclusion del teorema del valor intermedio y la otra 
que muestre que/todavfa podrfa satisfacer ese teorema (aun 
cuando no satisfaga la hipotesis). 

49. Si/(x) = x 2 + 10 sen x, demuestre que existe un numero c tal 
que /(c) = 1000. 

50. Suponga que/es continua sobre [1, 5] y las unicas soluciones 
de la ecuacion/(x) = 6 son x = 1 y x = 4. Si/(2) = 8, expli- 
que por que/(3) > 6. 


51-54 Udlice el teorema del valor intermedio para demostrar que 
existe una rafz en cada una de las ecuaciones dadas en el intervalo 
especificado. 

51. x 4 + x - 3 = 0, (1,2) 52. yfx = 1 — x, (0,1) 

53. e* = 3 — 2x, (0, 1) 54. sen* = x 1 — x, (1,2) 


55-56 a) Demuestre que cada una de las siguientes ecuaciones 
tiene cuando menos una rafz real. 

b) Utilice su calculadora para hallar un intervalo de longitud 0.01 
que contenga una rafz. 

55. cos x = x 3 56. lnx = 3 — 2x 


^ 57-58 a) Demuestre que cada una de las siguientes ecuaciones 
tiene cuando menos una rafz real. 

b) Utilice un dispositivo de graficacion para encontrar la rafz 
correcta hasta tres cifras decimales. 

57. 100e- x/IO ° = 0.0 lx 2 58. arctanx = 1 - x 


59. Demuestre que/es continua en a si y solo si 

lm/(a + h) = fid) 

60. Para demostrar que la funcion seno es continua necesita demos- 
trar que lfm^^o senx = sene; para todo numero real x = a. 
Segun el ejercicio 59, una proposicion equivalente es que 


lfm sen (a + h) = sen a 

/ i ->0 

Aplique [6] para demostrar que esto es cierto. 

61. Demuestre que la funcion coseno es continua. 

62. a) Demuestre el teorema 4, inciso 3. 
b) Demuestre el teorema 4, inciso 5. 

63. ^Para que valores de x es/ continua? 


fix) 


fo si 
[l si 


x es racional 
x es irracional 


64. ^Para que valores de x es g continua? 
9ix) = 


0 si x es racional 

x si x es irracional 


65. ^Existe un numero que es exactamente 1 mas que su cubo? 

66 . Si a y b son mimeros positivos, demuestre que la ecuacion 


x 3 + 2x 2 — 1 x 3 + x — 2 


= 0 


tiene por lo menos una solucion en el intervalo (— 1, 1). 
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67. Demuestre que la funcion 

. |x 4 sen(l/x) si x ^ 0 

/(* = In • n 

[0 si x = 0 

es continua sobre ( — 00 , 00 ) 

68. a) Demuestre que la funcion valor absoluto F(x) = \ x | es con- 

tinua para toda x. 

b) Demuestre que si/es una funcion continua sobre un 
intervalo, entonces tambien lo es |/|. 


c) (,Lo inverso de la proposition del inciso b) tambien es 
verdadero? En otras palabras, si | / 1 es continua, (,se deduce 
que/es continua? De ser asf, demuestrelo. En caso de no 
ser asf, halle un contraejemplo. 

69. Un rnonje tibetano sale del monasterio a las 7:00 y emprende 
su camino habitual hacia la cima de la montana, adonde llega 
a las 19:00. La manana siguiente inicia el regreso desde la cima 
por la misma ruta a las 7:00 y llega al monasterio a las 19:00. 
Mediante el teorema del valor intermedio demuestre que existe 
un punto a lo largo de la ruta que el rnonje cruzara exactamente 
a la misma hora en ambos dfas. 


2.6 


Limites al infinito, asmtotas horizontales 


X 

fix) 

0 

-1 

±i 

0 

±2 

0.600000 

±3 

0.800000 

±4 

0.882353 

±5 

0.923077 

±10 

0.980198 

±50 

0.999200 

±100 

0.999800 

±1000 

0.999998 


En las secciones 2.2 y 2.4 se trataron los limites infinitos y las asmtotas verticales. Ahf 
aproximamos x a un numero y vimos que los valores de y se vuelven arbitrariamente gran- 
des (ya sean positivos o negativos). En esta section haremos x arbitrariamente grande en 
magnitud y observaremos que ocurre con y. 

Empecemos por investigar el comportamiento de la funcion /definida por 


/(*) = 


x 2 — 1 
x 2 + 1 


a medida que x se hace grande. La tabla al margen da valores de esta funcion con una 
aproximacion de seis decimales, y en la figura 1 se ha trazado la grafica de/por medio de 
la computadora. 



Conforme x crece mas y mas, puede verse que los valores de f(x) se aproximan cada 
vez mas a 1 . De hecho, parece que puede acercar cuanto quiera los valores de f(x) a 1 
eligiendo una x lo suficientemente grande. Esta situation se expresa en forma simbolica 
escribiendo 


En general, utilizamos la notation 


lfm 

x—>°° 


x 2 - 1 
x 2 + 1 


= 1 


lfm f(x) = L 

para indicar que los valores de /(x) tienden a L conforme x se hace mas y mas grande. 


|T| Definition Sea/una funcion definida sobre algun intervalo (a, °°). Entonces 

lfm /(x) = L 

*—>00 

significa que los valores de fix) pueden aproximarse arbitrariamente a L tanto como 
desee, eligiendo a x suficientemente grande. 
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Otra notation para lfm *_» «,/(*) = L es 

fix) — » L conforme x — > 00 

El sfmbolo oo no representa un numero. No obstante, la expresion lfm f(x) = L a menudo 
se lee como 


“el lfmite de fix) cuando x tiende al infinito, es L” 

o “el lfmite de/(x), cuando x se va al infinito, es L” 

o bien “el lfmite de fix), cuando x crece sin cota, es L”. 

El significado de estas frases esta dado por la definition 1. Al final de esta section, se 
encuentra una definition mas precisa, utilizando la definition e-8 de la section 2.4. 

En la figura 2 se muestran ilustraciones geometricas de la definition 1 . Advierta que hay 
muchas maneras de aproximar la grafica de / a la recta y = L (la cual se llama asintota 
horizontal) a medida que usted ve hacia el extremo derecho de cada grafica. 



FIGURA 2 


Ejemplos que ilustran lfm f(x) = L Si regresa a la figura 1 , vera que para valores negativos de x grandes en magnitud, los 

valores de/(x) estan cercanos a 1. Al decrecerx a traves de valores negativos sin cota, puede 
acercar cuando quiera/(x) a 1. Esto se expresa escribiendo 


lfm 

X — >—co 


x 2 - 1 

X 2 + 1 


= 1 


La definition general es como sigue. 



y 

s\ 

II 

. i 






'■c 

II 


0 

X 



FIGURA 3 

Ejemplos que ilustran lfm f(x) = L 


2 


Definition 


Sea/una funcion definida sobre algun intervalo (— °°, a). Entonces 
lfm fix) = L 


significa que los valores de/(x) pueden hacerse arbitrariamente cercanos a L haciendo 
que x sea negativa y suficientemente grande en magnitud. 


Es necesario subrayar que el sfmbolo — °° no representa un numero, pero la expresion 
lfm fix) = L se lee a menudo como 

X — > —00 

“el lfmite de/(x), cuando x tiende al infinito negativo o a menos infinito, es L”. 

La definition 2 se ilustra en la figura 3. Observe que la grafica tiende a la recta y = L a 
medida que vemos hacia el extremo izquierdo de cada grafica. 


|~3~| Definition La recta y = L se llama asintota horizontal de la curva y = fix) si 
lfm fix) = L o lfm f(x) = L 

X — *00 X — >— 00 
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Por ejemplo, la curva que se ilustra en la figura 1 tiene a la recta y = 1 como asfntota 
horizontal porque 


lfm 

x — ^ co 



= 1 



FIGURA 4 

y = tan -1 * 


Un ejemplo de una curva con dos asmtotas horizontales es y = tan 'x. (Vease la figura 4.) 
En efecto, 


s 


_ , 7 T 

_ , 7 T 

lim tan x = 

lim tan x = — 

2 

2 


de modo que las rectas y = — 7r/2 y y = 7t/2 son asmtotas horizontales. (Esto se 
sigue del hecho de que las rectas x = ±7t/2 son asmtotas verticales de la grafica de 
y = tan x.) 


EJEMPLO 1 


Encuentre los lfmites infinitos, los limites en el inhnito y las asmtotas para 
la funcion/cuya grafica se muestra en la figura 5. 



FIGURA 5 


SOLUCION Vemos que los valores de f(x) se vuelven grandes cuando x —> — 1 por ambos 
lados, asf que 


lfm f(x) = 00 

x — * — 1 

Advierta que/(x) se hace negativo grande en magnitud cuando x tiende a 2 por la izquier- 
da, pero grande positivo cuando x tiende a 2 por la derecha. De este modo, 

lfm f(x) = — oo y lfm f(x ) = 00 

Del comportamiento de estos lfmites, las dos rectas x = — 1 y x = 2 son asmtotas 
verticales. 

Cuando x es muy grande, parece que/(x) tiende a 4. Pero, a medida que x decrece a 
traves de valores negativos,/(x) tiende a 2. Por tanto. 


lfm /(x) = 4 y lfm /(x) = 2 

x— >°° x — > — 00 


Esto signihca que tanto y = 4 como y = 2 son asmtotas horizontales. 


EJEMPLO 2 


Encuentre lfm — y lfm — . 

*-»“ x *-*-°° x 


SOLUCION Observe que cuando x es grande, 1/x es pequeno. Por ejemplo, 


1 

Too 


= 0.01 


_J 

10000 


0.0001 


_L 

1000000 


0.000001 


De hecho, si elige una x suficientemente grande, puede aproximar 1/x a 0 cuanto quiera. 
Por tanto, segun la definicion 1 , tenemos 

1 

lfm — = 0 

*-»» x 

Un razonamiento similar hace ver que cuando x es negativo grande en magnitud, 1/x es 
pequeno negativo; de este modo, tambien se tiene que 


1 

lfm — = 0 


x 
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Se infiere que la recta y = 0 (el eje x) es una asmtota horizontal de la curva y = \/x (que 
es una hiperbola equilatera; vease figura 6). 

La mayor parte de las leyes de los limites que se dieron en la seccion 2.3 tambien se 
cumplen para los limites en el infinito. Puede demostrarse que las leyes de los limites, cuya 
lista se da en la seccion 2.3 (con la excepcion de las leyes 9 y 10), tambien son validas si 
“x — * a ” se reemplaza con “x — » 00 ” o con “x — > — En particular, si combinamos las 
leyes 6 y 1 1 con los resultados del ejemplo 2, obtenemos la siguiente importante regia para 
el calculo de limites. 


FIGURA 6 

lfm - = 0, Km - = 0 

X-OO X X— CO X 


5 Teorema Si r > 0 es un numero racional, entonces 


1 

lim — = 0 

x r 

Si r > 0 es un numero racional tal que x r esta definida para toda x, entonces 

1 

lim — = 0 

x r 


EJEMPLO 3 


Evalue 


3x 2 — x — 2 

lim — ; 

5x 2 + 4x + 1 


e indique cuales propiedades de los limites se utilizaron en cada paso. 

SO LUC I ON Cuando x es muy grande, tanto numerador como denominador son muy 
grandes, asi que no es obvio que pasa con su cociente. Necesitamos hacer algo de 
algebra preliminar. 

Para evaluar el limite en el infinito de cualquier funcion racional, primero dividimos 
el numerador y el denominador por la potencia mayor de x que hay en el denominador. 
(Suponemos que x 0, ya que estamos interesados solo en valores muy grandes de x). 
En este caso, la potencia mayor del denominador es x 2 , asi que tenemos 


3x" — x — 2 


lim ■ 


3x 2 — x — 2 


3 r 


= lim ■ 


= lim 


5x _ + 4x + 1 5x + 4x + 1 


5 H 1 7 


lim I 3 - - - 4 


lim I 5 H 1 7 


1 1 
lim 3 — lim 2 lim —7 


1 


1 


lim 5 + 4 lim h lim —7 


x *-»“ x~ 


(por la ley de los limites 5) 


(por las leyes 1 , 2 y 3) 


3-0-0 
5 + 0 + 0 

3_ 

5 


(por la ley 7 y el teorema 5) 
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y . 

y = 0.6 



0 

/ 

Z' 1 x 

FIGURA 7 


3x 2 — x — 2 


y 5x 2 + 4x + 1 



Un calculo semejante muestra que el lfmite cuando x — > — tambien es f. En la figura 7 
se ilustran los resultados de estos calculos mostrando como la grafica de la funcion 
racional dada se aproxima a la asfntota horizontal y — § . 


EJEMPLO 4 


Encuentre la asfntotas horizontales y verticales de la grafica de la funcion 


fix) = 


V2x 2 + 1 
3x — 5 


SO LUC I ON A1 dividir entre x tanto el numerador como el denominador y aplicar las pro- 
piedades de los lfmites, tenemos 


lfm 


V 2x 2 + 1 
3x - 5 



(ya que — x para x > 0) 



lfm 3-5 lfm — 

x ~*°° x 


V2 + 0 

3-5-0 


3 


Por tanto, la recta y = \J~2 /3 es una asfntota horizontal de la grafica de/. 

En el calculo del limite conforme x — » — debemos recordar que para x < 0, tene- 
mos \[x} = | x | = —x. Asf que cuando dividimos el numerador entre x, para x < 0 
obtenemos 



FIGURA 8 


V 2jc 2 + 1 


Por tanto, 


— \j2x~ + 1 = 

x 



1 = - 



lfm 

x — > — 00 


-fix 1 + 1 
3x - 5 




1 

3-5 lfm - 

X 


3 


Asf que la recta y = — \[2 / 3 tambien es una asfntota horizontal. 

Es probable que haya una asfntota vertical cuando el denominador, 3x — 5, es 0; esto 
es, cuando x = f. Si x esta cerca de f y x > |, entonces el denominador esta cerca de 0 y 
3x — 5 es positivo. El numerador \j2x 1 + 1 es siempre positivo, asf que/(jc) es positivo. 
Por tanto, 

J2x 2 + 1 

lfm — — = 00 

*-»(5/3)+ 3x — 5 

Si x esta cerca de §, pero x < f, entonces 3x — 5 < 0, asf que /ix) es negativo grande. Asf, 


lfm 

*-*(5/3)- 


V2jt 2 + 1 
3jc - 5 


— OO 


La asfntota vertical es x = 3. Las tres asfntotas se muestran en la figura 1 


3x — 5 
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EJEMPLO 5 


Calcule Km {%] x 1 + 1 

X^>°° 


x). 


Puede considerar que la funcion dada tiene un 
denominador igual a 1. 


SOLUCION Ya que tanto y/x 2 + 1 como x son muy grandes cuando x es grande, es diffcil 
ver que pasa con su diferencia, asf que utilizamos el algebra para reescribir la funcion. 
Primero multiplicamos el numerador y el denominador por el radical conjugado: 


Km (-y/ x 2 + 1 


— x) = Km (- yjx 2 + 1 — x) 

X ^oo 


yjx 2 + 1 + X 
y/x 2 + 1 + X 



(jc 2 + 1) - X 2 1 

= Km — , , = Km , „ 

y/X 2 + 1 + X *-»» y/x 2 + 1 + X 


Observe que el denominador de esta ultima expresion (y/x 2 + 1 + x) resulta muy grande 
cuando x — > 00 (mas grande que x). Asf que 


Km (Jx 2 + 1 — x) = Km , : = 0 

*-*“ yj X 2 + 1 + X 


La figura 9 ilustra este resultado. 


EJEMPLO 6 


Evalue el lfm arctan 


x — 2 


SOLUCION Si hacemos t = l/(x — 2), sabemos que t - 
la segunda ecuacion en 4 |. tenemos 


• oo cuando x — > 2 + . Por tanto, por 


lfm arctan 

x— >2+ 



lfm arctan t = — 
2 


La grafica de la funcion exponencial natural y = e x tiene a la recta y = 0 (el eje x) 
como una asfntota horizontal. (Lo mismo es verdadero para cualquier funcion exponen- 
cial con base a > 1). De hecho, de la grafica en la figura 10 y la correspondiente tabla de 
valores, vemos que 


0 


Km e x = 0 


Note que los valores de e x se aproximan a 0 muy rapidamente. 



y 

1 

y = e x 


l 



1 1 1 0 

1 * 

FIGURA 10 



X 

e x 

0 

1.00000 

-1 

0.36788 

-2 

0.13534 

-3 

0.04979 

-5 

0.00674 

-8 

0.00034 

-10 

0.00005 
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m La estrategia para resolver los problemas 
6 y 7 es introducir algo extra (vease la pagina 
75). Aquf, el algo extra, el elemento auxiliar, es 
la nueva variable t. 


EJEMPLO 7 


Evalue lfm e 1 /x . 


□ 

SOLUCION Si hacemos t = 1/x, sabemos que t - 


-co cuando x — > 0 . Por tanto, por 6 


(Vease el ejercicio 75.) 


Km e ,/x = 

x—*0" 


Km e' = 0 



EJEMPLO 8 


Evalue Km senx. 

X— >o° 


SOLUCION Conforme x crece, los valores de sen x oscilan infinitamente entre 1 y — 1, asf 


que no se aproximan a ningun ruimero definido, por lo que lfm* -> 


sen x no existe. 


Li'mites infinitos en el infinito 


La notation 


Km f(x) = 00 

X— >0° 

se utiliza para indicar que los valores de fix) se hacen mas grandes cuando x se hace muy 
grande. Un significado similar esta asociado con los siguientes sfmbolos: 

Km f{x) = co lfm fix) = — 00 Km /(x) = — 00 

X — °° X— >°0 X — >— CO 



FIGURA 11 

li'mx 3 = ra, lrm x 3 = — co 

X— *C0 X— *— CO 



FIGURA 12 

e x es mucho mas grande que 
x 3 cuando x es muy grande. 


EJEMPLO 9 


Encuentre Km x 3 y Km x 3 . 

X— >0° X— 00 

SOLUCION Cuando x se hace mas grande, x 3 tambien se hace grande. Por ejemplo, 


10 3 = 1 000 100 3 = 1 000000 1 000 3 = 1 000000000 

De hecho, podemos hacer x 3 tan grande como queramos tomando x suficientemente 
grande. Por esta razon, podemos escribir 

Km x 3 = 00 

X — ><x> 

Del mismo modo, cuando x es muy grande negativo, tambien lo es x 3 . Asf que 

lfm x 3 = -0° 

x— > — 0 ° 

Estos lfmites establecidos tambien pueden verse en la grafica de y = x 3 en la figura 1 1 . 


En la figura 10 vemos que 

Km e x = 00 

x — >00 

pero, como se observa en la figura 12, y = e x se hace mas grande cuando x — » °o 5 con 
mucha mayor rapidez que y = x 3 . 


EJEMPLO 10 


Encuentre Km (x 2 — 

x — >°° 


153 SOLUCION Serfa un error escribir 


x). 


Km (x 2 — x) = Km x 2 — Km x = 00 — 00 

X — >CO X — >°0 X— »°0 

Las leyes de los lfmites no pueden aplicarse a lfmites infinitos porque °o no es un numero 
(co — oo no puede definirse). Sin embargo, podemos escribir 

Km (x 2 — x) = Km x(x — 1) = °° 

x — >00 X — >00 

debido a que tanto x como x — 1 se hacen arbitrariamente grandes y, por tanto, tambien 
su producto. 
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EJEMPLO 11 


x 2 + x 

Encuentre lfm . 

x—>°° 3 — x 


SO LUC I ON Como en el ejemplo 3, dividimos el numerador y el denominador entre la 
mayor potencia de x en el denominador, que es justamente x: 


X 2 + X X + 1 

Km = Hm = — °o 

“ 3 — x *->“ 3 

1 

x 


ya que x + 1 — » co y 3/ x — 1 — » — 1 conforme x — » °°. 

El siguiente ejemplo muestra que utilizando lfmites infinitos al infinito, ademas de las 
intersecciones, podemos tener una idea general de la grafica de una funcion polinomial 
sin tener que disponer de un gran numero de puntos. 



FIGURA 13 

y = (x — 2) 4 (x + l) 3 (x — 1) 


S3 


EJEMPLO 12 


Trace la grafica de y = (x — 2) 4 (x + l) 3 (x — 1) encontrando las inter- 


secciones y sus lfmites cuando x — » 00 y cuando x - 


SOLUCION La intersection con el eje y es/(0) = (— 2) 4 (1) 3 (— 1) = — 16 y las intersecciones 
con el eje x, x = 2, — 1, 1 se encuentran haciendo y = 0. Note que puesto que (x — 2) 4 
es positivo, la funcion no cambia de signo en 2; asf que la grafica no cruza el eje x en 2. 
La grafica interseca el eje x en — 1 y 1 . 

Cuando x es un numero positivo muy grande, todos los factores son muy grandes, 
asf que 


lfm (x - 2) 4 (x + l) 3 (x - 1) = oo 

X— 


Cuando x es un numero negativo muy grande, el primero de los factores es un numero 
positivo muy grande y los factores segundo y tercero son negativos muy grandes, asf que 

lfm (x - 2) 4 (x + l) 3 (x - 1) = oo 

x — 00 


Combinando esta information, obtenemos el esbozo de la grafica de la figura 13. 


Definicion precisa 


La definicion 1 puede establecerse de manera precisa como sigue. 


|T| Definicion Sea/una funcion definida sobre algun intervalo (a, °°). Entonces 

lfm f(x) = L 

significa que para toda e > 0 existe un correspondiente numero N tal que 
si x > N, entonces | /(x) — L \ < e 


En palabras, esto indica que los valores de/(x) pueden acercarse arbitrariamente a L 
(dentro de una distancia e, donde e es cualquier numero positivo) tomando x suficiente- 
mente grande (mas grande que N, donde N depende de e). Graficamente, esto nos dice 
que eligiendo x suficientemente grande (mas grande que algun numero N) podemos 
hacer que la grafica de / este atrapada entre las rectas horizontales dadas y = L — e y 
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y = L + e como se ve en la figura 14. Esto debe ser verdadero sin importar que tan 
pequeno elijamos e. La figura 15 muestra que si elegimos un valor de e muy pequeno, 
entonces puede necesitarse un valor de N muy grande. 


FIGURA 14 

Km f(x) = L 

x— *co 


y, 

^_y = m 

y = L + s 

L 

s / 


s 



\ 

CO 

1 

II 


0 

N * 

cuando x esta aqui 


/(x) esta 
aqui 


FIGURA 15 

Km f(x) = L 



Del mismo modo, una version precisa de la definicion 2 esta dada por la definicion 8, 
que se ilustra en la figura 16. 

|~8~| Definicion Sea /una funcion definida sobre algun intervalo (— °°, a). Entonces 

lfm f(x) = L 

x — > — 00 

significa que para todo e > 0 existe un correspondiente numero N tal que 
si x < N, entonces | f(x ) — L \ < e 


FIGURA 16 

Km f(x) = L 

X * co 



En el ejemplo 3 obtuvimos que 


Inn 

x — >00 


3x 2 — x — 2 
5x 2 + 4x + 1 


5 


En el siguiente ejemplo utilizamos una calculadora o computadora para relacionar esta 
proposicion con la definicion 7, con L = fye = 0.1. 
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139 


En Module 2.4/2.6 puede explorar la 
definicion precisa de Ifmite de manera grafica o 
numerica. 


EJEMPLO 13 


Utilice una grafica para encontrar un numero N tal que 


si x > N, entonces 


3x 2 — x — 2 
5x 2 + 4.v + 1 


0.6 


< 0.1 



FIGURA 17 


SO LUC I ON Reescribimos la desigualdad dada como 


0.5 < 


3x 2 — x — 2 
5x 2 + 4.y + 1 


< 0.7 


Necesitamos determinar las valores de .r para los cuales la curva dada esta entre las 
rectas horizontales y = 0.5 y y = 0.7. Las graficas de la curva y de estas rectas se muestran 
en la figura 17. Entonces utilizamos el cursor para estimar que la curva cruza la recta 
y = 0.5 cuando x ~ 6.7. A la derecha de este numero parece que la curva esta entre las 
rectas y = 0.5 y y — 0.7. Redondeando, podemos decir que 


si x > 7, entonces 


3x 2 — x — 2 
5jc 2 + 4x + 1 


- 0.6 


< 0.1 


En otras palabras, para e = 0. 1 podemos elegir N = 7 (o cualquier otro numero mayor) 
en la definicion 7. 


EJEMPLO 14 


1 

Utilice la definicion 7 para demostrar que lfm — = 0. 

*-*» x 


SO LUC I ON Dado s > 0, queremos encontrar N tal que 


si 


x > N, entonces 



< £ 


Al calcular el Ifmite podemos suponer que jc > 0. Entonces l/x < e <=> x > l/e. 
Elegimos N = l/e. Asf que 


si 


1 

x > N = — , entonces 
£ 



1 

= — < £ 
X 


Por tanto, de la definicion 7 


1 

lfm — = 0 


*-»“ x 


La figura 18 ilustra la demostracion mostrando algunos valores de e y los correspondien- 
tes valores de N. 



FIGURA 18 
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FIGURA 19 

lfm f(x) = co 


Finalmente notamos que un lfmite infinito al infinito puede definirse como sigue. En la 
figura 19 se muestra una ilustracion geometrica. 


9 Definicion Sea/una funcion definida sobre algun intervalo (a, oo). Entonces 

lfm fix) = oo 

JC— >00 

significa que para todo numero positivo M existe un correspondiente numero positivo 
N tal que 

si x > N, entonces fix) > M 


Definiciones similares se aplican cuando el sfmbolo oo se reemplaza por — oo. (Vease el 
ejercicio 74.) 


2.6 


Ejercicios 


1. Explique con sus propias palabras el significado de cada uno de 
los siguientes h'mites 

a) lfm fix) = 5 b) lfm fix) = 3 

X^OO x~> — 0° 

2 . a) ^ Puede la grafica de y = fix) intersecar una asfntota 

vertical? ^ Puede intersecar una asfntota horizontal? 

Ilustre trazando graficas. 

b) ^Cuantas asfntotas horizontales puede tener la grafica 

de y = f{x)l Trace graficas que muestren las posibilidades. 


3. 


Para la funcion /cuya grafica esta dada, establezca lo siguiente: 
a) lfm fix) b) lfm fix) 


c) lfm fix) 

X — >1 


d) lfm fix) 

x— >3 


e) Las ecuaciones de las asfntotas 








y 

















\ 















X 















\ 















1 

\ 





X 















































4 . 


Para la funcion g cuya grafica esta dada, establezca lo 
siguiente. 

a) lfm g(x) b) lfm g(x) 


c) lfm g(x) 

x— »0 


d) lfm g(x) 


e) lfm gix) f) Las ecuaciones de las asfntotas 

x— >2+ 



5-10 Trace la grafica de un ejemplo de una funcion /que satisfaga 
todas las condiciones dadas 

5. lfm fix) = lfm fix) = 5, lfm fix) = -5 

X — > — 00 x^oo 

6. lfm/(.r) = oo ; lfm f) x ) = oo, lf m fix) = -oo, 

x— >2 X— »— 2+ x^-2“ 

lfm fix) = 0, lfm fix) = 0, /( 0) = 0 

X — * — o° x— >o° 

7. lfm/(jc) = -oo, lfm/(jc) = oo, h' m fix) = 0, 

x— >2 x^»°° x — > oo 

lfm fix) = oo, lfm fix) = -oo 

x— »0 + x^O - 

8. lfm f(x) = 3, lfm f(x) = lfm f(x ) = — oo ? y e s impar 

x— X— >2“ x^»2+ 

9. /( 0) = 3, lfm fix) = 4, lfm fix) = 2, 

x— >0“ x^»0 + 

lfm f(x) = — oo, lfm f(x) = — oo, lfm f(x) = oo, 

x — > — oo x — > 4 — x— >4 + 

lfm fix) = 3 

x — >°o 

10. lfm/(x) = — oo, lfm fix) = 2, /(0) = 0, / es par 

x— >3 x — >°o 


Se requiere calculadora graficadora o computadora 


1. Tareas sugeridas disponibles en stewartcalculus.com 
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53 11. Conjeture el valor del lfmite 



evaluando la funcion /(x) = x 2 /2* para x = 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 
7, 8, 9, 10, 20, 50 y 100. Despues, utilice una grafica de/para 
respaldar su conjetura. 

53 12. a) Utilice la grafica de 



53 39. a) Estime el valor de 

lim (y/x 2 + x + 1 + x ) 

x— *— 00 

dibujando la grafica de la funcion 

/( x) = y/x 1 + x + 1 + x. 

b) Utilice una tabla de valores de /(x) para conjeturar el valor 
del lfmite. 

c) Pruebe que su conjetura es correcta. 

53 40. a) Utilice la grafica de 


para estimar el valor de Km„„/(x) con una aproximacion f(x) — y/3x 2 + 8.r + 6 — y/3x 2 + 3x + 1 

de dos cifras decimales. 

b) Utilice una tabla de valores d ef(x) para estimar el lfmite P™ estimar el valor de lfm^/(x) con una aproximacion 

con una aproximacion de cuatro cifras decimales. de una cifra decimal. 

b) Utilice una tabla de valores de/(x) para estimar el lfmite 

13-14 Evalue el lfmite y justifique cada paso indicando las con una aproximacion de cuatro cifras decimales. 

propiedades adecuadas de los lfmites. c) Halle el valor exacto del lfmite. 

41-46 Encuentre las asfntotas horizontal y vertical de cada curva. Si 
tiene un dispositivo graficador, verifique su trabajo graficando la 
curva y estimando las asfntotas. 


13. lfm - 


3x 2 — x + 4 
2x 2 + 5x — 8 


14. Km 


12x 3 - 5x + 2 
1 + 4x 2 + 3x 3 


15-38 Encuentre el lfmite o demuestre que no existe. 


15. 

17. 

19. 

21 . 

23. 

25. 


lfm 

x^»°° 2x + 1 

16. 

x - 2 

Km 

<-> - x 2 + 1 

18. 

yft + t 2 

lim - 

2 1 - t 2 

20. 

r (2x 2 + l) 2 

3- (x - l) 2 (x 2 + x) 

22. 

,, y/9x 6 - X 

lim 

X 3 + 1 

24. 

Km ( y/9x 2 + x — 3x) 

26. 


x^ c 


lfm 

X^°° 


1 - x 2 
x 3 — X + 1 


Km 


4x 3 + 6x 2 - 2 
2x 3 - 4x + 5 


lfm 


t - ty/T 

2 t vi + 3t - 5 


Km 


y/x 4 + 1 


lfm 


V9x 6 - x 
x 3 + 1 


Km (x + y/x 2 + 2x ) 


27. Km (y/x 2 + ax — y/x 2 + bx ) 

x^o° 


28. Km yjx 2 + 1 

x— >co 


41. y 


43. y = 


2x + 1 
x — 2 

2x 2 + x — 1 
x 2 + x - 2 


45. y = 


x 2 — 6x + 5 


42. y 


44. y = ■ 


x 2 + 1 

2x 2 - 3x - 2 
1 + x 4 


46. y 


2e x 
e x - 5 


53 47. Estime la asfntota horizontal de la funcion 

_ 3x 3 + 500x 2 

■' W _ x 3 + 500x 2 + lOOx + 2000 

mediante la grafica de/para — 10 =£ x =£ 10. Despues obtenga 
la ecuacion de la asfntota evaluando el lfmite. ^Como explica la 
discrepancia? 

53 48. a) Grafique la funcion 


29. 


lfm 


x 4 - 3x 2 + x 
x 3 — x + 2 


30. Km (e x + 2 cos 3x) 


fix) 


y/lX 2 + 1 

3x - 5 


31. Km (x 4 + x 5 ) 

x — > —<» 


32. 


Km 


1 + x 6 
x 4 + 1 


^Cuantas asfntotas horizontales y verticales observa? 
Utilice la grafica para estimar el valor de los lfmites 


33. lfm arctan(e*) 

x — * c° 


34. 


Km 

x^<» 


Km 


y/2x 2 + 1 

3x - 5 


y 


lfm 

x — >— oo 


y/2x 2 + 1 

3x - 5 


35. 


Km 

x^oo 


1 - e x 
1 + 2e x 


36. 


Km 

x^oo 


sen 2 x 
x 2 + 1 


37. Km ( e 2x cos x) 

x— 


38. Km tan 3 (ln x) 

x^0+ 


b) Calcule algunos valores de/(x) y proporcione estimaciones 
numericas de los lfmites del inciso a). 

c) Calcule los valores exactos de los lfmites en el inciso a). 
^Obtiene el mismo valor o valores diferentes de esos dos 
lfmites? [En relacion con su respuesta al inciso a), tendra 
que verificar su calculo para el segundo lfmite.] 
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49. Encuentre una formula para una funcion /que satisfaga las 
condiciones siguientes: 

lfm f{x) = 0, Urn fix) = -», /( 2) = 0, 

±00 x — *0 

lfm f{x) = oo, lfm f(x) = — oo 

x^*3~ ;c— »3 + 

50. Proponga una formula para una funcion que tiene asfntotas 
verticales x = 1 y x = 3 y asfntota horizontal y = 1. 

51. Una funcion /es un cociente de funciones cuadraticas y tiene 
una asfntota vertical r = 4y una intersection de x en x = 1 . 
Se sabe que /tiene una discontinuidad removible en x = — 1 y 
lfm. v ^_i/(x) = 2. E value 

a)/(0) b) lfm f(x) 


61. Determine lfrn t ^co/(x) si, para todax > 1, 


10e J - 21 
2e x 


</« < 


5y/x 
yjx ~ 1 


62. a) Un deposito contiene 5 000 L de agua pura. Se bombea 
salmuera que contiene 30 g de sal por litro de agua al 
deposito con una proportion de 25L/min. Demuestre 
que la concentration de sal t minutos despues (en gramos 
por litro) es 


Cit) = 


30r 

200 + t 


b) (,Que sucede con la concentration cuando x — > oo? 


52-56 Determine los lfmites cuando x — » oo y cuando x —> — oo. 
Utilice esta information junto con las intersecciones para esbozar 
la grafica corno en el ejemplo 12. 

52. y = 2x 3 — x 4 53. y = x 4 - x 6 

54. y = x\x + 2)\x - 1) 

55. y = (3 — jc)( 1 + x) 2 (l — x) 4 

56. y = x 2 (x 2 — l) 2 (x + 2) 


57. a) Utilice el teorema de la compresion para evaluar lfm . 

*-»“ x 

b) Grafique/(x) = (sen x)/x. ^Cuantas veces cruza la grafica la 
asfntota? 

58. Por el comportamiento al final de una funcion entenderemos 
una description de lo que sucede con sus valores cuando 

x — » oo y a medida que x — » — oo 

a) Describa y compare el comportamiento al final de las 
funciones 

Pix) = 3x 5 — 5x 3 + 2x Qix) = 3x 5 

graficando las dos funciones en los rectangulos de vista 
[-2, 2] por [-2, 2] y [-10, 10] por [-10000, 10000]. 

b) Se dice que dos funciones tienen el mismo comportamiento 
al final si su cociente tiende a 1 cuando x — » oo. Demuestre 
que P y Q tienen el mismo comportamiento al final. 


63. En el capftulo 9 se demostrara que, segun ciertas hipotesis, 
la velocidad v(t) de una gota de lluvia que cae, en el 
instante t, es 

v(t) = ti*(l — g 


donde g es la aceleracion debida a la gravedad y v* es la 
velocidad final de la gota de lluvia. 

a) Encuentre lfm ( ->o= i ft). 

b) Trace la grafica de v)t) si v* = 1 m/s y g = 9.8 m/s 2 . 
^Cuanto tiempo transcurre para que la velocidad de la gota 
de agua alcance 99% de su velocidad final? 

FH 64. a) Mediante el trazo de y = e~ x/1 ° y y = 0.1 en una pantalla 

comun, descubra cuanto tiene que aumentar x de modo que 

e -xlio < 0 . 1 . 

b) ^Puede resolver el inciso a) sin un dispositivo de 
graficacion? 

FH 65. Mediante una grafica determine un numero N tal que 


si 


x > N, entonces 


3x 2 + 1 
2x 2 + x + 1 


1.5 < 0.05 


F2 66. En el caso del lfmite 


lfm 

x—>°° 


V 4x 2 + 1 
x + 1 


= 2 


59. Sean P y Q dos polinomios. Encuentre 


lfm 

x—>°° 


P(x) 

Qix) 


si el grado de P es a) menor que el grado de Q y b) mayor que 
el grado de Q. 


60. Haga un esbozo aproximado de la grafica de la curva y = x" 
in un entero) para los cinco casos siguientes: 
i) n = 0 ii) n > 0, n impar 

hi) n > 0, n par iv) n <i 0, n impar 

v) n < 0, n par 


ilustre la definition 7 mediante la determination de valores 
de N que correspondan a e = 0.5 y e = 0.1. 

Fn 67. Ilustre la definition 8 para el lfmite 


lfm 

f — ^ — 00 


V 4x 2 + 1 
x + 1 


-2 


determinando valores de N que correspondan a e = 0.5 
y e = 0.1. 

F3 68. Ilustre la definition 9 para el lfmite 


Despues utilice estos esbozos para encontrar los lfmites 
siguientes: 


a) lfm x" 
x >o- 

c) lfm x" 


b) lfm x" 

x—>0~ 

d) lfm x" 


2x + 1 

lfm , = oo 

Vx + 1 


calculando valores de N que correspondan a M = 100. 
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69. a) ^Que tan grande tenemos que hacer x para que 

l/x 2 < 0 . 0001 ? 

b) A1 hacer r = 2 en el teorema 5, tenemos la proposition 

1 

lfm — = 0 

*-»“ x 

Demuestrela directamente aplicando la definition 7. 

70. a) iQue tan grande debemos tomar a x de 

manera que 1/V* < 0.0001? 

b) Tomando r — \ en el teorema 5, tenemos la proposition 

1 

lim —j= = 0 
yJX 

Demuestrela directamente aplicando la definition 7. 

, 1 

71. Demuestre, mediante la definition 8, que lim — = 0. 

x 


72. Demuestre, mediante la definition 9, que lim x 3 = oo. 

x—>°° 

73. Utilice la definition 9 para demostrar que lim e x = 

74. Formule una definition precisa de 

lim f(x) = -oo 

X— * — CO 

Despues utilice su definition para demostrar que 
lim (1 + x 3 ) = -oo 

x — ^ — oo 

75. Demuestre que 

lim f(x) = lim/O/t) 

X^co 7— »0 + 

y lim f{x) = lim /(l/o 

Jt— »-oo t — »0 — 

si estos limites existen. 


Derivadas y razones de cambio 


El problema de encontrar la recta tangente a una curva y el problema de encontrar la 
velocidad de un objeto involucran encontrar el mismo tipo de llmite, como vimos en la sec- 
tion 2. 1 . Este tipo especial de limite se denomina derivada y en las ciencias e ingenierfa 
puede ser interpretada como una razon de cambio. 


Tangentes 



FIGURA 1 


Si una curva C tiene la ecuacion y = /(x) y quiere usted hallar la recta tangente a C en el 
punto P(a, f(a)), entonces considere un punto cercano <2(x, fix)), donde x a, y calcule 
la pendiente de la recta secante PQ : 


fix) - fid) 

m PQ = 

x — a 


Despues, acerque Q a P a lo largo de la curva C, haciendo que x tienda a a. Si m PQ tiende 
un niimero m, entonces defmimos la tangente t como la recta que pasa por P con pendien- 
te m. (Esto equivale a decir que la recta tangente es la position limite de la recta secante 
PQ cuando Q tiene a P. (Vease la figura 1 .) 


|T| Definition La recta tangente a la curva y = fix) en el punto P(a,fia)) es la recta 
que pasa por P con pendiente 


m = lim 

x—>a 


f(x) - fja) 

x — a 


siempre que este limite exista. 


En nuestro primer ejemplo, se confirma la suposicion que hicimos en el ejemplo 1 
de la section 2.1. 
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Forma punto-pendiente para una recta que 
pasa por el punto {xi, >,) con pendiente nr. 

y — yi — m{x - xi ) 


EJEMPLO 1 


□ 

punto P(l,l). 


Encuentre la ecuacion de la recta tangente a la parabola y = x 2 , en el 


SO LUC I ON En este caso, a = 1 y fix) = x 2 , de modo que la pendiente es 


v 1) x 2 - 1 

m = lim = lim 

x-»l x — 1 »i x — 1 


= Km 


(x — l)(x + 1) 

X — 1 


= Km (x+1) = 1 + 1= 2 

x-*l 

Con la forma punto-pendiente de la ecuacion de la recta, se encuentra que la ecuacion de 
la recta tangente en (1, 1) es 

y — 1 = 2(x — 1) o bien y = 2x — 1 


A veces se hace referenda a la pendiente de la recta tangente a una curva en un punto 
como la pendiente de la curva en el punto. La idea es que si se acerca lo suficiente al 
punto, la curva parece una Knea recta. En la figura 2 se ilustra este procedimiento para la 
033 Visual 2.7 muestra una animacion de la curva y = x 2 del ejemplo 1. Cuanto mas se acerque, tanto mas la parabola se parece a una 
fl + ra 2 - recta. En otras palabras, la curva casi se vuelve indistinguible de su recta tangente. 


2 1.5 



1.1 



Existe otra expresion para la pendiente de la recta tangente que a veces es mas 
facil de usar. Si h = x — a, en este caso x = a + h, entonces la pendiente de la recta 
secante PQ es 


m PQ = 


f(a + h) - f(a) 
h 


Q(a + h, f(a + h)) 



(Vease la figura 3, donde se ilustra el caso h > 0 v Q esta a la derecha de P. Sin embargo, 
si h < 0, Q estarfa a la izquierda de P.) 

Note que conforme x se aproxima a a, h se acerca a 0 (puesto que li = x — a) y, por 
ende, la expresion de la pendiente de la recta tangente, en la definicion 1 se convierte en 


a 


m = lim 

h^O 


f(a + h) - f{a) 
h 


EJEMPLO 2 


Encuentre una ecuacion de la recta tangente a la hiperbola y = 3/x, en el 


punto (3, 1). 
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SOLUCION Sea/(x) = 3/x. Entonces, la pendiente de la tangente en (3, 1) es 



m = lfm 

h-> o 


/( 3 + h) — /(3) 
h 


3 _ j 3 - (3 + h) 

3 + h 3 + h 

lfm = lfm 

h^O h h~* o h 


= lim . 

h^o h ( 3 


—h 


h) 


= lim — 

/i— *o 


1 

3 + h 


I 


En consecuencia, la ecuacion de la tangente en el punto (3, 1) es 

y - 1 = “ 3 ) 


la cual se simplifica a 


x + 3y — 6 = 0 


En la figura 4 se muestra la hiperbola y su tangente. 


posicion en el posicion en el 
instante t = a instante t = a + h 


0 ' • ' s 

f(a + h)~ f(a) 

I* /(«) H 

h f( a + h ) H 

FIGURA 5 


Velocidades 

En la seccion 2. 1 investigamos el movimiento de una pelota que se dejo caer desde la Torre 
CN, y se definio su velocidad como el lfmite del valor de las velocidades promedio sobre 
periodos de tiempo cada vez mas cortos. 

En general, suponga que un objeto se mueve a lo largo de una llnea recta, de acuerdo 
con una ecuacion del movimiento s = /(f), donde s es el desplazamiento (distancia dirigi- 
da) del objeto respecto al origen, en el tiempo t. La funcion/que describe el movimiento 
se conoce como funcion posicion del objeto. En el intervalo de tiempo t = a hasta 
t = a + h, el cambio en la posicion es f(a + h) — f(a). (Vease la bgura 5.) La velocidad 
promedio en este intervalo de tiempo es 



FIGURA 6 


desplazamiento f(a + h) — f(a) 

velocidad promedio = = 

tiempo h 

que es lo mismo que la pendiente de la recta secante PQ en la figura 6. 

Suponga ahora que calcula las velocidades promedio sobre intervalos de tiempo [a, a + h] 
mas y mas cortos. En otras palabras, haga que h tienda a 0. Como en el ejemplo de 
la pelota que cae, se definio la velocidad (o velocidad instantanea) v(a) en el instante 
t = a como el lfmite de estas velocidades promedio: 


3 


via) = lfm 

h^> o 


f(a + h) 
h 


~ f(a ) 


Esto significa que la velocidad en el instante t = a es igual a la pendiente de la recta tan- 
gente en P. (Compare las ecuaciones 2 y 3.) 

Ahora que sabe calcular lfmites, vuelva a considerar el problema de la pelota que cae. 


Recuerde que en la seccion 2.1 vimos que la 
distancia (en metros) que recorre la pelota que 
cae una vez que transcurre t segundos es 4.9 1 1 . 


El 


EJEMPLO 3 


Suponga que se deja caer una pelota desde la plataforma superior de 
observacion de la Torre CN, a 450 m sobre el nivel del suelo. 

a) (j Cual es la velocidad de la pelota despues de 5 segundos? 

b) t,Con que rapidez cae cuando choca contra el suelo? 


SOLUCION Necesita usted hallar la velocidad cuando t = 5 y cuando la pelota golpea 
el suelo, de tal manera que es conveniente iniciar la busqueda de la velocidad en 
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un tiempo general t = a. Empleando la ecuacion de movimiento s = fit) = 4.9 1 2 , 
se tiene 

. f(a + h) — f{a) 4.9 (a + h) 1 — 4.9 a 2 

via) = lim = lim 

h—>o h h^o h 


4.9 [a 2 + 2 ah + h 2 - a 2 ) 4.9(2 ah + h 2 ) 

= Km = 11m 

/i — >o h h^o h 


Km 4.9(2a + h) = 9.8 a 

h-*0 


a) La velocidad despues de 5s es v(5) = (9.8)(5) = 49m/s. 

b) Puesto que la plataforma de observacion esta a 450 m sobre el nivel del suelo, la 
pelota chocara contra el suelo en el instante h, cuando sit]) = 450; es decir, 


Esto da 


4.9b 2 = 450 



y 


h — 



9.6 s 


Por tanto, la velocidad de la pelota cuando choca contra el suelo es 


v(ti) = 9.8k = 9.8 



94 m/s 


Derivadas 


Hemos visto que en la busqueda de la pendiente de una recta tangente (ecuacion 2) o la 
velocidad de un objeto (ecuacion 3) surge la misma clase de Kmite. De hecho, Kmites en 
la forma 


Km 

0 


f(a + h) - f(a) 
h 


surgen cuando calculamos una razon de cambio en cualquiera de las ciencias o en ingenie- 
rfa, tal como la velocidad de reaccion en qufmica o un costo marginal en economfa. Ya que 
esta clase de Kmite aparece muy a menudo, se da un nombre y notacion especial. 


fid) se lee “/prima de a”. 


|~4~| Definicion La derivada de una funcion/en un numero x = a, denotada por 
fid), es 


f{a) 


f(a + fi)-f(a 
Km 
0 


si este Kmite existe. 


Si se escribe x = a + h, entonces h = x — a y h tiende a 0 si y solo si x tiende a a. En 
consecuencia, una manera equivalente de expresar la definicion de la derivada, como 
vimos en la busqueda de rectas tangentes, es 


0 


f{d) = Km 

x — >a 


/(*) ~ /(«) 

x — a 


O 


EJEMPLO 4 


Encuentre la derivada de la funcion/(x) = x 2 — Sx + 9 en el numero 


x = a. 
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SO LUC I ON De la definicion 4 se tiene 


f'(a) = lim 


f{a + h) - f(a ) 


h^o h 

[( a + h) — 8 (a + h ) + 9] — \ci~ — 8a + 9] 


= Km 

h—>0 


= Km - 

h^O 


a 2 + 2 ah + h 2 — 8a — 8/; + 9 — a 2 + 8a — 9 
h 


2a h + h 2 — 8 /? 

= Km = Km (2 a + h — 8) 

h^O h h^> 0 


= 2a — 8 


Definimos la recta tangente a la curva v = fix) en el punto P(a,f{a)) como la recta que 
pasa por P y tiene pendiente in, dada por la ecuacion 1 o 2. Ya que, por la definicion 4, esta 
es la misma que la derivada/'(a), podemos decir lo siguiente. 


La recta tangente a y = f(x ) en (a, f(a )) es la recta que pasa por (a, f(a)) cuya pen- 
diente es igual a la derivada de/en x = a. 



FIGURA 7 


Si utilizamos la forma punto-pendiente de la ecuacion de la recta, podemos escribir la 
ecuacion de la recta tangente a la curva y = fix) en el punto (a, f(a)): 

y - f{a ) =/'(fl)(x - a) 


EJEMPLO 5 


□ 

en el punto (3, 


Encuentre la ecuacion de la recta tangente a la parabola y = x 1 ■ 
- 6 ). 


8x + 9 


SOLUCION Del ejemplo 4 sabemos que la derivada de f(x) = x 2 — 8x + 9 en el numero 
x = a es f'(a) = 2a — 8. En consecuencia, la pendiente de la recta tangente en (3, —6) 
es/'(3) = 2(3) — 8 = —2. En estos terminos, la ecuacion de la recta tangente que se 
muestra en la figura 7, es 

y — (—6) = (— 2)(x — 3) o bien y = — 2x 


Razones de cambio 

Suponga que y es una cantidad que depende de otra cantidad x. Asf, y es una funcion de x 
y lo expresamos como y = f(x). Si x cambia de x\ a X 2 , entonces el cambio en x (tambien 
conocido como incremento de x) es 


Ax = x 2 — Xi 


y el cambio correspondiente en y es 


Ay = /(x 2 ) - f{x 1 ) 


El cociente de diferencias 


Ay = /(x 2 ) ~ fjxi) 
Ax x 2 — xi 
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Q(* 2, f(X 2 )) 



0 x x x 2 x 


razon de cambio promedio = m P Q 
razon de cambio instantanea = 

pendiente de la recta tangente en P 

FIGURA 8 



FIGURA 9 

Los valores de y cambian rapidamente 
enfy lentamente en Q. 


se llama razon de cambio promedio dey respecto a x sobre el intervalo [xi, x 2 ], y puede 
interpretarse como la pendiente de la recta secante PQ en la figura 8. 

Por analogia con la velocidad, considere la razon de cambio promedio en intervalos 
cada vez mas pequenos haciendo que x 2 tienda a Xi y, por tanto, hacer que Ax tienda a 0. 
El limite de estas razones de cambio promedio se llama razon de cambio (instantanea) 
de y respecto a x en x = Xi, lo cual se interpreta como la pendiente de la recta tan- 
gente a la curva y =/(x) en P(x\, f(x\))\ 


6 


Razon de cambio instantanea = lim 

Ax^O 


Ay 


= lfm 


f(x 2 ) ~f{x i) 

X 2 - Xi 


Reconocemos este limite como la derivada/'(xi). 

Sabemos que una interpretacion de la derivada /'(a) es como la pendiente de la recta 
tangente a la curva y =/(x) cuando x = a. Ahora tenemos una segunda interpretacion: 


La derivada /'(a) es la razon de cambio instantanea de y = /(x) respecto a x cuando 
x = a. 


El vinculo con la primera interpretacion es que si dibuja la curva y =/(x), entonces la 
razon de cambio instantanea es la pendiente de la recta tangente a esta curva en el punto 
donde x = a. Esto significa que cuando la derivada es grande (y, en consecuencia, la curva 
es escarpada, como en el punto P de la figura 9), los valores de y cambian rapidamente. 
Cuando la derivada es pequena, la curva es relativamente plana (como en el punto Q), y el 
valor de y cambia lentamente. 

En particular, si s = f(t ) es la funcion position de una particula que se mueve a lo largo 
de una linea recta, entonces f (a) es la razon de cambio del desplazamiento s respecto al 
tiempo f. En otras palabras, f'(a) es la velocidad de la particula en el tiempo t = a. 
La rapidez de la particula es el valor absoluto de la velocidad, es decir, \f (a) |. 

En el siguiente ejemplo se analiza el significado de la derivada de una funcion que esta 
definida verbalmente. 


Un fabricante produce un rollo de un tejido con ancho fijo. El costo de 
producir x yardas de este tejido es de C = /(x) dolares. 

a) ( 'Cual es el significado de la derivada /'(x)? <',Cuales son sus unidades? 

b) En terminos practicos, ( ',quc significa decir que/'(l 000) = 9? 

c) ^Cual piensa que es mas grande /'(50) o/'(500)? hay respecto a/'(5000)? 


SOLUCION 

a) La derivada/'(x) es la razon de cambio instantanea de C respecto a x, es decir, /'(x) 
significa la razon de cambio del costo de production respecto al numero de yardas 
producidas. (Los economistas llaman a esta rapidez de cambio costo marginal. Esta idea 
se analiza en mas detalle en las secciones 3.7 y 4.7.) 

Ya que 


fix) 


lim 

Ax^O 


AC 

Ax 


las unidades para fix) son las mismas que las unidades para el cociente de diferencias 
AC/Ax. Puesto que AC se mide en dolares y Ax en yardas, las unidades para f'(x) son 
dolares por cada yarda. 
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En este caso suponga que la funcion costo se 
comporta bien; en otras palabras, C(x ) no oscila 
rapidamente cerca de x = 1 OOO. 


b) El enunciado de que/'(l 000) = 9 significa que, despues de fabricar 1 000 yardas de 
tejido, la cantidad a la cual se incrementa el costo de production es de 9 dolares/yarda. 
(Cuando x = 1 000, C se incrementa 9 veces tan rapido como x.) 

Dado que Ax = 1 es pequeno si se le compara con x = 1 000, podrfa usarse la aproximacion 

/'(l 000) = = AC 

Ax 1 


y decimos que el costo de fabricacion de las 1 000 yardas (o de la 1 001) es de casi 9 dolares. 

c) La razon a la cual se incrementa el costo de produccion (por cada yarda) 
probablemente es inferior cuando x = 500 que cuando x = 50 (el costo de fabricacion 
de la yarda 500 es menor que el costo de la yarda 50) debido a la escala economica. (El 
fabricante hace mas eficiente el uso de los costos de produccion fijos.) De manera que 

/'(50) >/'(500) 

Pero, conforme se expande la produccion, el resultado de la operation a gran escala 
sera ineficiente y con eso los costos de horas extra de trabajo. En estos terminos, es 
posible que la razon de incremento de costos empezaran con el tiempo a subir. De este 
modo, es posible que suceda que 

/'(5 000) >/'(500) 

En el ejemplo siguiente estimaremos la razon de cambio de la deuda nacional respecto 
al tiempo. En este caso, la funcion no se define mediante una formula sino mediante una 
tabla de valores. 


t 

D(t) 

1980 

930.2 

1985 

1945.9 

1990 

3 233.3 

1995 

4974.0 

2000 

5 674.2 

2005 

7 932.7 


B3 


EJEMPLO 7 


Sea D{t) la deuda nacional de EU en el tiempo t. La tabla en el margen 
proporciona valores aproximados de esta funcion siempre que se estime a fin de ano, 
en miles de millones de dolares, desde 1980 hasta 2005. Interprete y estime el valor 
de £>'(1990). 


S0LUCI0N La derivada £>'( 1990) significa la razon de cambio de £> respecto a t cuando 
t = 1990, es decir, la razon de incremento de la deuda nacional en 1990. 

De acuerdo con la ecuacion 5, 


£>'(1990) 


lfm 

f— >1990 



£>(1990) 

1990 


Asf que calculamos y tabulamos los valores del cociente de diferencias (la razon de 
cambio promedio) como sigue. 


t 

D(t) - £>(1990) 
t - 1990 

1980 

230.31 

1985 

257.48 

1995 

348.14 

2000 

244.09 

2005 

313.29 


Una nota sobre unidades 

Las unidades de la razon de cambio promedio 
AD/Ar son las unidades para A D divididas 
entre las unidades de At, o sea, miles de 
millones de dolares por cada ano. La razon 
de cambio instantanea es el llmite de la 
razon de cambio promedio, de este modo, se 
mide en las mismas unidades: miles de millones 
de dolares por cada ano. 


A partir de esta tabla vemos que £>'(1990) se localiza en alguna parte entre 257.48 y 
348.14 miles de millones de dolares por cada ano. [En este caso, esta haciendo la 
suposicion razonable de que la deuda no fluctuant de manera erratica entre 1980 y el 
2000.] Se estima que la razon de incremento de la deuda nacional de EU en 1990 fue 
el promedio de estos numeros, especfficamente 

£>'(1990) ~ 303 miles de millones de dolares por cada ano. 

Otro metodo serfa una grafica de la funcion deuda y estimar la pendiente de la recta 
tangente cuando t = 1990. 
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CAPITULO 2 


LIMITES Y DERIVADAS 


En los ejemplos 3, 6 y 7 aparecen tres casos especi'ficos de razones de cambio: la 
velocidad de un objeto es la razon de cambio del desplazamiento respecto al tiempo; el costo 
marginal es la razon de cambio del costo de production respecto al numero de artfculos 
producidos; la razon de cambio de la deuda respecto al tiempo es de interes en economfa. 
Existen otras razones de cambio: en ffsica, la razon de cambio de trabajo respecto al tiem- 
po se le denomina potencia. Los quimicos que estudian una reaction qufmica estan inte- 
resados en la razon de cambio de la concentracion de un reactivo respecto al tiempo 
(denominada velocidad de reaccion). Un biologo se interesa en la relation de cambio de 
la poblacion de una colonia de bacterias respecto al tiempo. De hecho, el calculo de razo- 
nes de cambio es importante en todas las ciencias naturales, en la ingenierfa e, incluso, en 
las ciencias sociales. En la section 3.7 se daran mas ejemplos. 

Todas estas razones de cambio son derivadas y pueden interpretarse como pendientes 
de rectas tangentes. Esto le confiere un significado adicional a la solution del problema de 
la tangente. Siempre que resuelve usted problemas en que intervienen rectas tangentes, 
no solo resuelve un problema de geometrfa, tambien resuelve implicitamente gran 
variedad de problemas de las ciencias y la ingenierfa, en que intervienen razones de 
cambio. 


Ejercicios 

1. Una curva tiene la ecuacion y = f(x). 

a) Escriba una expresion para la pendiente de la recta secante 
que pasa por los puntos P(3,/(3)) y Q(x,f{x)). 

b) Escriba una expresion para la pendiente de la recta tangente 
en P. 

2. Dibuje la curva y = e? en los rectangulos de vista [—1, 1] 
por [0, 2], [-0.5, 0.5] por [0.5, 1.5] y [-0.1, 0.1] por 
[0.9, 1.1]. ^Que advierte acerca de la curva conforme hace 
un acercamiento hacia el punto (0, 1)? 

3. a) Halle la pendiente de la recta tangente a la parabola 

y = 4x — x 2 en el punto (1,3) 

i) usando la definicion 1 ii) usando la ecuacion 2 

b) Encuentre la ecuacion de la recta tangente del inciso a). 

c) Dibuje la parabola y la recta tangente. Como verification de 
su trabajo, haga un acercamiento hacia el punto (1,3) hasta 
que la parabola y la recta tangente sean indistinguibles. 

4. a) Encuentre la pendiente de la recta tangente a la curva 

y = x — x 3 en el punto (1, 0) 

i) usando la definicion 1 ii) usando la ecuacion 2 

b) Halle la ecuacion de la recta tangente del inciso a). 

c) Dibuje la curva y la recta tangente en rectangulos de vista 
cada vez mas pequenos centrados en (1, 0) hasta que 
parezcan coincidir la curva y la recta. 

5-8 Encuentre la ecuacion de la recta tangente a cada una de las 
siguientes curvas en el punto dado. 

5. y = 4x - 3x 2 , (2, -4) 6. y = x 3 - 3x + 1, (2, 3) 

7- y = *Jx , 1, 1) 8. y = (1. 1) 

x + 2 


9. a) Determine la pendiente de la recta tangente a la curva 
y = 3 + 4x 2 — 2x 3 en el punto donde x = a. 


b) Determine las ecuaciones de las rectas tangentes en los 
puntos (1, 5) y (2, 3). 

c) Grafique la curva y ambas rectas tangentes en una misma 
pantalla. 

10. a) Determine la pendiente de la recta tangente a la curva 

y = \ I yfx en el punto donde x = a. 

b) Plantee las ecuaciones de las rectas tangentes en los puntos 

(b UyM). 

c) Grafique la curva y ambas rectas tangentes en una misma 
pantalla. 

11. a) Una partfcula empieza moviendose a la derecha a lo largo 

de una recta horizontal; la grafica de su funcion posicion se 
muestra enseguida. ^Cuando se mueve la partfcula a la derecha? 
^Cuando a la izquierda? ^Cuando permanece inmovil? 
b) Dibuje una grafica de la funcion velocidad. 



12. Se muestran las graficas de las funciones posicion de dos 
competidoras, A y B, quienes compiten en los 100 m y 
terminan en empate. 



Se requiere calculadora graficadora o computadora 


1. Tareas sugeridas disponibles en stewartcalculus.com 


SECCION 2.7 DERIVADAS Y RAZONES DE CAMBIO 151 


a) Describa y compare como desarrollaron la carrera las 
competidoras. 

b) i En que momenta hay la mayor distancia entre las 
competidoras? 

c) i En que momenta tienen la misma velocidad? 

13. Si una pelota se lanza al aire verticalmente hacia arriba, 

con una velocidad de 40 pies/s, su altura (en pies) una vez que 
transcurren t segundos, esta dada por y = 40f — 16 1 2 . 
Encuentre la velocidad cuando t = 2. 

14. Si se lanza una roca verticalmente hacia arriba en el planeta 
Marte con una velocidad de 10 m/s, su altura (en metros) 
despues de t segundos esta dada por H = lOf — 1.86f 2 . 

a) Halle la velocidad de la roca despues de un segundo. 

b) Halle la velocidad de la roca cuando t = a. 

c) ^Cuando caera la roca a la superficie? 

d) (,Con que velocidad la roca chocara contra la superficie? 

15. El desplazamiento (en metros) de una partfcula que se 
mueve en lfnea recta esta dado por la ecuacion de 
movimiento s = 1 /f 2 , donde t se mide en segundos. Halle 
la velocidad de la partfcula en los instantes t = a, t = 1, 

t = 2 y t = 3. 

16. El desplazamiento (en metros) de una partfcula que se mueve 
en lfnea recta esta dado por 5 = t 2 — St + 18, donde t se 
mide en segundos. 

a) Encuentre la velocidad promedio en cada intervalo de 
tiempo: 

i) [3, 4] ii) [3.5, 4] 

iii) [4,5] iv) [4,4.5] 

b) Halle la velocidad instantanea cuando t = 4. 

c) Dibuje la grafica de s como funcion de t y trace las rectas 
secantes cuyas pendientes son las velocidades promedio 
en el inciso a) y la recta tangente cuya pendiente es la 
velocidad instantanea en el inciso b). 

17. Para la funcion g cuya grafica esta dada, reordene los numeros 
siguientes en orden creciente y explique su razonamiento. 

0 g'(~ 2) g'{ 0) g\ 2) g\ 4) 



18. Halle una ecuacion de la recta tangente a la grafica de 
y = d(x) en x = 5 si g( 5) = -3 y g'( 5) = 4. 

19. Si la ecuacion de la recta tangente a la curva y = f(x) en el 
punto donde a = 2 es y = 4x — 5, encuentre /(2) y/'(2). 

20. Si la recta tangente a y = fix) en (4, 3) pasa a traves del punto 
(0, 2), halle/(4) y/'(4). 

21. Dibuje la grafica de una funcion f para la cual f(0) = 0, 

/'(0) = 3,/'(l) = 0 y/'(2) = —1. 


22. Dibuje la grafica de una funcion g para la cual 

3(0) = 3(2) = 3(4) = 0, 3'(1) = g'( 3) = 0, g'( 0) = 3 '(4) = 1, 
g'( 2) = -1, lfm^oo g{x) = 00 y lfm^^co g(x) = 

23. Si fix) = 3x 2 — x 3 , encuentre /'(l) y utilfcela para encontrar 
la ecuacion de la recta tangente a la curva y = 3x4 — x 3 en el 
punto (1, 2). 

24. Si g(x) = x 4 — 2 encuentre 3'(1) y utilfcela para encontrar la 
ecuacion de la recta tangente a la curva y = x 4 — 2 en el punto 

(1, “I). 

25. a) Si Fix) = 5x/(l + x 2 ), encuentre F'( 2) y utilfcela para 

encontrar la ecuacion de la recta tangente a la curva 
y = 5x/(l + x 2 ) en el punto (2, 2). 

FH b) Ilustre el inciso a) graficando la curva y la recta tangente en 
la misma pantalla. 

26. a) Si G(x) = 4x 2 — x 3 , encuentre G'(a) y utilfcela para 

encontrar las rectas tangentes a la curva y = 4x 2 — x 3 
en los puntos (2, 8) y (3, 9). 

F5 b) Ilustre el inciso a) graficando la curva y las rectas tangentes 
en la misma pantalla. 

27-32 Encuentre /'a) en cada una de las siguientes funciones. 

27. f{x) = 3x 2 - 4x + 1 28. /(f) = 2f 3 + t 

2t + 1 , 

29. fit) = -j-rj- 30. /(x)=x- 2 

31. f(x) = Vl - 2x 32. fix) = J— 

VI — x 


33-38 Cada uno de los siguientes lfmites representa la derivada de 
alguna funcion/en algun numero x = a. Establezca una/y una a 
en cada caso. 


33 . 

35 . 

37 . 


lfm 

h^0 


lfm 

X >5 


lfm 

h^0 


(1 + hf° - 1 
h 

2 X - 32 
x — 5 

cos(ir + h) + 1 
h 


- 2 
h 

tan x — 1 

36 . lfm — 

x — rr/4 


38 . lfm - 


t 4 + t -2 


*-»i t — 1 


39-40 Una partfcula se desplaza a lo largo de una lfnea recta con 
ecuacion de movimiento s = fit), donde s se mide en metros y t en 
segundos. Halle la velocidad y la rapidez cuando t = 5. 

39 . fit) = 100 + 50 1 - 4.9 1 2 

40. fit) = f 1 - f 


41. Una lata de gaseosa tibia se pone a enfriar en un refrigerador. 
Grafique la temperatura de la gaseosa como funcion del 
tiempo. ^La razon de cambio inicial de la temperatura es mayor 
o menor que la relacion de cambio despues de una hora? 

42. Se saca un pavo asado del homo cuando su temperatura ha 
alcanzado 185°F y se coloca sobre la mesa de un cuarto donde 
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la temperature es de 75°F. En la grafica se muestra como 
disminuye la temperature del pavo y, finalmente, tiende 
a la temperatura del cuarto. Por medio de la medicion de la 
pendiente de la recta tangente, estime la razon de cambio 
de la temperatura despues de una hora. 



43. La tabla muestra el numero N de usuarios de telefonfa celular 
en EU. (Se proporcionan estimaciones semestrales.) 


b) Halle la razon de cambio instantaneo de C respecto a x, 
cuando x = 100. (Esto se conoce como costo marginal. En 
la seccion 3.7 se explica su significado.) 

46. Si un tanque cillndrico contiene 100000 galones de agua que 
se pueden drenar por el fondo del deposito en 1 h, entonces la 
ley de Torricelli da el volumen V del agua que queda despues 
de t minutos como 

V(t) = 100000 (l - iat) 2 0 =S t =S 60 

Encuentre la rapidez con que fluye el agua hacia afuera 
del tanque (la razon de cambio instantaneo de V respecto 
a t) como funcion de t. ^Cuales son sus unidades? Para los 
instantes t = 0, 10, 20, 30, 40, 50 y 60min, encuentre el 
gasto y la cantidad de agua que queda en el tanque. Resuma 
sus hallazgos en una frase o dos. ^En que instante el gasto es 
maximo? ^Cuando es mmimo? 


t 

1996 

1998 

2000 

2002 

2004 

N 

44 

69 

109 

141 

182 


a) Halle la razon de crecimiento promedio de celulares 

i) de 2002 a 2006 ii) de 2002 a 2004 
iii) de 2000 a 2002 
En cada caso, incluya las unidades. 

b) Estime la razon de crecimiento instantaneo en 2002 
tomando dos razones de cambio promedio. ^Cuales son sus 
unidades? 

c) Estime la razon de crecimiento instantaneo en 2002 
midiendo la pendiente de una recta tangente. 

44. En la tabla se proporciona el numero N de establecimientos 
de una popular cadena de cafeterias. (Se dan los numeros de 
establecimientos al 1 de octubre.) 


Ano 

2004 

2005 

2006 

2007 

2008 

N 

8569 

10241 

12440 

15011 

16680 


a) Determine la tasa promedio de crecimiento 

i) desde 2006 hasta 2008 ii) desde 2006 hasta 2007 
iii) de 2005 hasta 2006 
En cada caso incluya las unidades. 

b) Estime la razon de crecimiento instantaneo en 2006 
considerando dos razones de cambio promedio. ^Cuales 
son sus unidades? 

c) Estime la razon de crecimiento instantaneo en 2006 
midiendo la pendiente de una recta tangente. 

d) Estime la razon de crecimiento instantaneo en 2007 y 
comparela con la razon de crecimiento en 2006. ^Que concluye? 

45. El costo (en dolares) de producir x unidades de cierto artlculo 

es C(x) = 5000 + lOx + 0.05x 2 . 

a) Encuentre la razon de cambio promedio de C respecto a x, 
cuando cambia el nivel de production: 

i) de x = 100 a x = 105 

ii) de x = 100 a x = 101 


47. El costo de producir x onzas de oro a partir de una reciente 
mina de oro es C =/(x) dolares. 

a) ^Cual es el significado de la derivada/'(x)? ^'Cuales son sus 
unidades? 

b) iQue significa establecer/'(800) = 17? 

c) Que piensa usted: ^,los valores de/'(x) se incrementaran 
o disminuiran en corto plazo? a largo plazo? 

Explique. 

48. El numero de bacterias despues de t horas en un experimento 
controlado de laboratorio es n 

a) ^Cual es el significado de la derivada/'(5)? ^Cuales son sus 
unidades? 

b) Considere que existe una cantidad de espacio y nutrientes 
para la bacteria. Que cree usted: ^Es mayor /'(5) o/'(10)? 
Si se limita el suministro de nutrientes, ^afectarfa su 
conclusion? Explique. 

49. Sea T(t) la temperatura (en °F) en Phoenix t horas despues de 
la medianoche del 10 de septiembre de 2008. La tabla muestra 
los valores de esta funcion registrada cada dos horas. ^,Cual es 
el significado de T'( 8)? Estime su valor. 


t 

0 

2 

4 

6 

8 

10 

12 

14 

T 

82 

75 

74 

75 

84 

90 

93 

94 


50. La cantidad (en libras) de un cafe que es vendido por una 
companla en un precio de p dolares por cada libra es Q = f(p). 

a) ^Cual es el significado de la derivada/'(8)? ^Cuales son sus 
unidades? 

b) jj'{ 8) es positiva o negativa? Explique. 

51. La cantidad de oxlgeno que puede disolverse en agua depende 
de la temperatura de esta. (De esa manera la polucion termica 
induce el contenido de oxlgeno en el agua.) La grafica muestra 


REDACCION DE PROYECTO 


PRIMEROS METODOS PARA ENCONTRAR TANGENTES 
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como varia la solubilidad S de oxlgeno como una funcion de la 
temperatura del agua T. 

a) ^Cual es el significado de la derivada S'(T)? ,/Cuales son 
sus unidades? 

b) Estime e interprete el valor de 5"(16). 



Adaptada de Environmental Science: Living Within the System 
of Nature, 2a. ed.; por Charles E. Kupchella, © 1989. Reimpreso 
con autorizacion de Prentice-Hall, Inc., Upper Saddle River, N.J. 


b) Estime los valores de S'(15) y S' (25) e interpreters. 

Sn 

(cm/s) 

20 - 



10 20 


7TC) 


53-54 Determine si/'(0) existe en cada una de las siguientes fun- 
ciones. 


53. f(x) 


1 

x sen — si x ^ 0 
x 


0 si x = 0 


52. La grafica muestra la influencia de la temperatura T en la 
rapidez maxima sostenible de nado del salmon Coho, 
a) ,(Cual es el significado de la derivada S'(7)? ),Cuales son 
sus unidades? 


54. fix) = 


x sen — 
x 


si x 7^ 0 
si x = 0 


EDACCION DE ROYECT PRIMEROS METODOS PARA ENCONTRAR TANGENTES 


La primera persona en formular explfcitamente las ideas de limites y derivadas fue Isaac Newton 
en la decada de 1660. Pero Newton reconocio: “Si he visto mas lejos que otros hombres, es porque 
he estado parado sobre los hombros de gigantes”. Dos de esos gigantes fueron Pierre Fermat 
(1601-1665) y el maestro de Newton en Cambridge, Isaac Barrow (1630-1677). Newton estaba 
familiarizado con los metodos que estos hombres hablan aplicado para hallar rectas tangentes, y los 
metodos de ambos tuvieron que ver con la formulacion final del calculo a la que llego Newton. 

Las siguientes referencias contienen explicaciones de estos metodos. Lea una o varias de estas 
referencias y escriba un informe en que compare los metodos de Fermat o de Barrow con los meto- 
dos modemos. En particular, aplique el metodo de la seccion 2.7 para hallar la ecuacion de la recta 
tangente a la curva y = x * 1 2 3 4 + 2x en el punto (1, 3) y muestre como habrfan resuelto Fermat o Barrow 
el mismo problema. Aunque usted uso derivadas y ellos no, senale las semejanzas entre los dos 
metodos. 

1. Carl Boyer y Uta Merzbach, A History of Mathematics (Nueva York: Wiley, 1989), pp. 389, 
432. 

2. C. H. Edwards, The Historical Development of the Calculus (Nueva York: Springer- Verlag, 
1979), pp. 124, 132. 

3. Howard Eves, An Introduction to the History of Mathematics, 6a. ed. (Nueva York: Saunders, 
1990), pp. 391,395. 

4. Morris Kline. Mathematical Thought from Ancient to Modern Times (Nueva York: Oxford Uni- 
versity Press, 1972), pp. 344, 346. 
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La derivada como una funcion 


En la seccion anterior consideramos la derivada de una funcion /en un numero fijo x = a: 


m 


f'{d) = lim 

h^O 


f(a + /?) - f{a) 
h 


Ahora cambiaremos el punto de vista y haremos que el numero x = a varfe. Si en la ecua- 
cion 1 reemplaza a con una variable x, obtenemos 


2 


/'( x) = lim 

J h^O 


/O + h) - f(x) 
h 


Dado cualquier numero x para el cual este limite exista, asignamos a x el numero /(x). De 
modo que consideramos a/' como una nueva funcion, llamada derivada de / y definida 
por medio de la ecuacion 2. Sabemos que el valor de/' en x, fix) puede interpretarse 
geometricamente como la pendiente de la recta tangente a la grafica de/en el punto 
(x, f(x)). 

La funcion/' se conoce como derivada de/porque se ha “derivado” de/por medio de 
la operacion de hallar el limite en la ecuacion 2. El dominio de/' es el conjunto {.r | f'(x) 
existe} y puede ser menor que el dominio de / 


□ 


EJEMPLO 1 


En la figura 1 se muestra la grafica de una funcion/ Utilicela para 


dibujar la grafica de la derivada/'. 


FIGURA 1 



SO LUC I ON Puede estimar el valor de la derivada, en cualquier valor de x, trazando la 
tangente en el punto (x,/(x)) y estimando su pendiente. Por ejemplo, para x = 5, trace 

3 

la recta tangente en P de la figura 2a) y estime su pendiente alrededor de 2 , por tanto, 

/'( 5) ~ 1.5. Esto nos permite situar el punto P'( 5, 1.5) en la grafica de/' directamente 
debajo de P. Si repite este procedimiento en varios puntos, se obtiene la grafica que 
se muestra en la figura 2b). Advierta que las tangentes en A, B y C son horizontales, de 
modo que la derivada es 0 alii, y la grafica de/' cruza el eje x en los puntos A', B' y C , 
directamente debajo de A, B y C. Entre A y B las tangentes tienen pendiente positiva, 
por lo que/'(x) es positiva alii. Pero entre B y C las tangentes tienen pendiente 
negativa, de modo que/'Oc) alii es negativa. 
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Visual 2.8 muestra una animacion de la 
figura 2 para diferentes funciones. 



FIGURA2 


b) 


EJEMPLO 2 


a) Si/(x) = x 3 — x, encuentre una formula para f'(x). 

b) Ilustrela comparando las graficas de/y/'. 

SOLUCION 

a) Cuando se usa la ecuacion 2 para calcular una derivada, hay que recordar que la 
variable es h y que x se considera temporalmente como una constante durante el calculo 
del Hmite. 


^ /(* + h) - fix) [(x + h) 3 - (x + h)] - [x 3 - x] 

f (x) = lim = lim 

h—>0 ll h 


= lim ■ 

A — >0 


x 3 + 3 x 2 h + 3 xh~ + lr — x — h — x 3 + x 


h 


3 x 2 h + 3 xh 1 + h 3 — h . , . 

= lfm = lim (3x 2 + 3 xh + h~ — 1) = 3x~ — 1 

/i— >0 h h—>0 
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b) Use un dispositivo de graficacion para trazar las graficas de/y/' de la figura 3. 
Note que/'(x) = 0 cuando/tiene tangentes horizontales y que/'(x) es positiva cuando 
las tangentes tienen pendientes positivas. De modo que estas graficas sirven como 
comprobacion de nuestra solucion del inciso a). 


FIGURA 3 


2 




2 


EJEMPLO 3 


Si fix) = -\fx , encuentre la derivada de/. Establezca el dominio de/'. 


SOLUCION 


Aquf, racionalice el numerador 




FIGURA 4 


a c 

b d ad — be 1 
e bd e 


r „ , ,, fix + h) - f(x) fx+ll - yfx 

f (x) = lim = lim 

A -»0 h h 


= Km 

h^O 


= lfm 


fx + h — y[x \jx + ll + •Jx 
h sjx + h + -yjx 

(x + li) — x _ 1 


= lim ■ 


h ^° /i(V* + h + i Jx') h ^° -<Jx + h + s[x 

1 1 

+- i Jx 2 sjx. 


Observe que/'(x) existe si x > 0, de modo que el dominio de /' es (0, °°) y es menor 
que el dominio de/, [0, °°). 


Compruebe que el resultado del ejemplo 3 es razonable observando las graficas de/y 
/' en la figura 4. Cuando x esta cerca de 0, \[x esta cerca de 0, por tanto, fix) = \/(2fx) 
es muy grande, y esto corresponde a rectas tangentes muy empinadas cerca de (0, 0) de la 
figura 4a), y a valores grandes de/'(x) justo a la derecha de 0 en la figura 4b). Cuando x 
es grande, /'(x) es muy pequena, y esto corresponde a rectas tangentes mas aplanadas en 
la extrema derecha de la grafica de/y a la asmtota horizontal de la grafica de/'. 


EJEMPLO 4 


Encuentre/' si /(x) 


SOLUCION 


1 — x 

2 + x’ 


fix) = lim 

ft—>0 


fix + h) - fix) 
h 


lim 

h^O 


1 — (x + h) 

2 + (x + h) 

h 


1 — x 

2 + x 


(1 — x — h)i 2 + x) — (1 — x)(2 + x + h) 

Km 

h^o hi2 + x + /?)(2 + x) 

(2 — x — 2 h — x 2 — xh) — (2 — x + h — x 2 — xh) 

Km ; — 

*-»o /?(2 + x + /z)(2 + x) 


-3/i 

= lim — — 

h^o hi 2 + x + h)i 2 + x) 


= lim 

a-*o (2 + x + /i)(2 + x) 


(2 + x) 2 
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Leibniz 

Gottfried Wilhelm Leibniz nacio en Leipzig, en 
1646, y estudio leyes, teologfa, filosofia y 
matematicas en la universidad de alii. Obtuvo 
el grado de bachiller a los 17 anos. Despues de 
lograr su doctorado en leyes a la edad de 20, 
ingreso al servicio diplomatico y paso la mayor 
parte de su vida viajando por las capitales de 
Europa, en misiones diplomaticas. En particular, 
trabajo para conjurar una amenaza militar 
francesa contra Alemania e intento reconciliar 
las Iglesias catolica y protestante. 

Su estudio formal de las matematicas no se 
inicio sino hasta 1672, cuando se encontraba 
en una misiort diplomatica en Paris. Alii construyo 
una maquina para realizar calculos y se encon- 
tro con cientlficos, como Huygens, quienes diri- 
gieron su atencion hacia los desarrollos mas 
recientes en las matematicas y las ciencias. 
Leibniz se empeno en desarrollar una logica 
simbolica y un sistema de notacion que 
simplificara el razonamiento logico. En su 
version del Calculo, que publico en 1684, 
establecio la notacion y las reglas para hallar 
derivadas que aun se usan en la actualidad. 

Por desgracia, en la decada de 1690 surgfa 
una terrible disputa entre los seguidores de 
Newton y los de Leibniz acerca de quien habia 
inventado el Calculo. Leibniz incluso fue 
acusado de plagio por los miembros de la Real 
Academia de Inglaterra. La verdad es que cada 
uno lo invento por separado. Newton llego 
primero a su version del Calculo; pero, debido a 
su temor a la controversia, no la publico de 
inmediato. Por tanto, el informe de Leibniz del 
Calculo en 1684 fue el primero en publicarse. 


Otras notaciones 

Si usamos la notacion tradicional y = fix) para indicar que la variable independiente es x 
y la dependiente es y, entonces algunas otras notaciones comunes para la derivada son: 


fix) = y' = = -7-/M = D fif = D *fif 

ax dx ax 


Los sfmbolos D y d/dx se Hainan operadores de derivation porque indican la operacion 
de derivation, que es el proceso de calcular una derivada. 

El siinbolo dy/ dx, introducido por Leibniz, no debe considerarse como una razon (por 
ahora); es sencillamente un sinonimo de/'(x). No obstante, es una notacion util y sugeren- 
te, en especial cuando se usa en la notacion de incrementos. Con base en la ecuacion 2.7.6, 
puede volver a escribir la definicion de derivada en la notacion de Leibniz en la forma 


dy_ 

dx 


Ax 


Si desea indicar el valor de una derivada dy/ dx en la notacion de Leibniz en un numero 
especffico x = a, use la notacion 


dy 

dx 


o bien 


dy_ 

dx 


x=a 


que es un sinonimo para/'(a). 


|~3~| Definicion Una funcion/es derivable en x = a si f'(a) existe. Es derivable 
sobre un intervalo abierto (a, b) [o (a, °°) o (— a) o (— °°, °°)] si es derivable en 
todo numero del intervalo. 


EJEMPLO 5 


■ Donde es derivable la funcion/(x) 


x ? 


SO LUC I ON Si x > 0, entonces | x | = x y podemos elegir h lo .vuficienternente pequeno de 
modo que x + h > 0, de aquf que \ x + h\ =x + h. Por tanto, para x > 0 tenemos 


fix) = lfm 
J A— >o 


| x + h | — 
h 


= lfm 

h^O 


(x + h) — x 
h 


= lfm - = lfm 1 = 1 

/ i — >0 h h—>0 


y, por consiguiente, /es derivable para cualquier x > 0. 

De manera analoga, para x < 0 se tiene que | x | = — x y se puede elegir h 
lo suficientemente pequena para que x + h < 0 y, asf, | x + h \ = — (x + h). Por tanto, 
para x < 0, 


fix) 


x + h\ 
lfm L 

h—>0 h 


x — (x + h) — (— x) 

— L = lim 

h—>0 h 


lfm = lfm (-1) = - 

^0 /, h —* 


asf que /es derivable para cualquier x < 0. 
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y 



o x 


a)y = f(x)=\x\ 

y» 

i <> 

O X 

<ll -1 

b )y = f'(x) 

FIGURA 5 


m Un aspecto importante de la solucion de 
problemas es intentar encontrar una conexion 
entre lo dado y lo desconocido. Consulte el 
paso 2 (Piense en un plan) en Principios para 
la resolucion de problemas, en la pagina 75. 


Para x = 0 debemos investigar 


/'( 0) = lfm 

A— »0 


no + h) -m 

h 


1 0 + h I - 1 0 
= lfm 

a— o h 


(si existe). 


Calcule por separado los limites por la izquierda y por la derecha: 


1 0 + h I — I 0 I I h I h 

lfm 1 1 — L = lfm 1 - = lfm — = lfm 1 = 1 

A^0+ h A — >0 + h h—*0 + h 0+ 


y 


I 0 + /z I — I 0 \h\ —h 

lfm = lfm = lfm = lfm (— 1) = — 1 

A— h ll h—>0~ h A— 


Puesto que estos limites son diferentes,/'(0) no existe. Asf,/es derivable en toda x, 
excepto en x = 0. 

La formula para/' esta dada por 


fix) = 



si x > 0 
si x < 0 


y su grafica aparece en la figura 5b). La inexistencia de/'(0) se refleja geometricamente 
en el hecho de que la curva y = | x \ no tiene una recta tangente en (0, 0). [Vease la 
figura 5a).] 


Tanto la continuidad como la derivabilidad son propiedades deseables para una funcion. 
El teorema siguiente muestra como se relacionan estas propiedades. 


|~4~| Teorema Si/es derivable en x = a, entonces/es continua en x = a. 


DEM0STRACI0N Para demostrar que /es continua en x = a, debemos demostrar que 
I fm x f(x) = f (a). Para esto empezamos por probar que la diferencia /Yx) — /(a) tien- 

de a 0. 

La informacion dada es que/es derivable en x = a; es decir, 


f'{a) = lfm 

x — >a 


f(x) - f{a) 

x — a 


existe (vease la ecuacion 2.7.5). Para relacionar lo dado con lo desconocido, divida y 
multiplique f(x) — f(a ) por x — a (lo cual es posible cuando x t 4 a): 


fix) - /(a) 


fix) - /(a) , , 

(x — a) 

x — a 


De este modo, si usamos la ley del producto y la ecuacion (2.7.5), podemos escribir 


lfm [fix) — /(a)] = lfm ^ — f^j_ ^ _ a ^ 


= lfm 

x— >a 


fix) - fja ) 

x — a 


• lfm ( x 

x—>a 


a) 


= /'(«) - 0 = 0 
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Para utilizar lo que acabamos de demostrar, comenzamos con f(x) y sumamos y res- 
tamos/(a): 


Km f(x) = Km [/(a) + (fix) - f(a ))] 


= Km /(a) + Km [f(x) - f{q )] 

x — >a x — >a 


= /(a) + 0 =/(a) 


En consecuencia,/es continua en x = a. 


® NOTA El inverso del teorema 4 es falso; es decir, hay funciones que son continuas, pero 
que no son derivables. Por ejemplo, la funcion /(x) = | x | es continua en x = 0 porque 

Km f(x) = Km | x | = 0 = /( 0) 

x — >0 x — >0 


(Vease el ejemplo 7 de la seccion 2.3.) Pero en el ejemplo 5 demostramos que /no es 
derivable en x = 0. 



iComo deja de ser derivable una funcion? 

En el ejemplo 5 vimos que la funcion y = | x | no es derivable en x = 0 y en la figura 5a) 
se muestra que su grafica cambia de direccion repentinamente cuando x = 0. En general, 
si la grafica de una funcion /tiene “esquinas” o “picos”, la grafica de/no dene recta tan- 
gente en esos puntos y/no es derivable allf. [A1 intentar calcular/'(a), encontramos que 
los limites por la izquierda y por la derecha son diferentes.] 

El teorema 4 senala otra forma en que una funcion no tiene derivada. En el se afirma 
que si /no es continua en a, entonces/no es derivable en x = a. Por ende, en cualquier 
discontinuidad (p. ej., una discontinuidad de salto),/no es derivable. 

Una tercera posibilidad es que la curva tenga una recta tangente vertical cuando 
x = a; es decir, /es continua en x = a y 

Km | f'(x) | = 00 


Esto significa que las rectas tangentes se vuelven mas y mas empinadas cuando x — > a. En 
la figura 6 se muestra una forma en que esto puede suceder; la figura 7c) ilustra otra. Las 
tres posibilidades recien analizadas se ilustran en la figura 7. 


FIGURA 7 

Tres maneras para que / no 
sea derivable en x = a 



a) Una esquina o pico b) Una discontinuidad c) Una tangente vertical 


Una calculadora graficadora o una computadora ofrecen otra manera de ver la derivabili- 
dad. Si/es derivable en x = a, entonces, con un acercamiento al punto (a,f{aj), la grafica 
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se alinea y adquiere mas y mas la apariencia de un recta. (Vease la figura 8. Un ejemplo 
especffico es la figura 2 de la seccion 2.7.) Pero no importa cuanto se acerque a puntos 
como los de las figuras 6 y 7a): no puede eliminar el punto agudo o esquina. (Vease la 
figura 9.) 



FIGURA 8 

f es derivable en x = a. 


FIGURA 9 

/ no es derivable en x = a. 


Derivadas superiores 

Si/es una funcion derivable, entonces su derivada/' tambien es una funcion, as! que/' 
puede tener una derivada de si misma, senalada por (/')' =/". Esta nueva funcion/" se 
denomina segunda derivada de/porque es la derivada de la derivada de/. Utilizando la 
notacion de Leibniz, la segunda derivada de y = fix) se escribe como 


d ( dy \ d 2 y 

dx \dx J dx 2 


EJEMPLO 6 


Si f(x) = x 3 — x, halle e interprete/"(x). 


S0LUCI0N En el ejemplo 2 encontramos que la primera derivada es fix) = 3x 2 — 1. Asf 
que la segunda derivada es 



-2 


FIGURA 10 


/"(*) = (/O'M = li'm 


f'jx + /?) - f'jx) 
h 


= Km 

A— >0 


[3(x + h) 2 — 1] — [3x 2 — 1] 
h 


= Km - 

A— >0 


3x 2 + 6 xh + 3h 2 — 1 — 3x 2 + 1 


h 


— Km (6x + 3 h) = 6x 

A— >0 


En Module 2.8 puede usted ver como 
cambian los coeficientes de un polinomio/ 
y como afectan el aspecto de la grafica de 
ff V/" 


Las graficas de/,/' y f" se exhiben en la figura 10. 

Puede interpretarse/"(x) como la pendiente de la curva y = fix) en el punto 
(x,/'(x)). En otras palabras, es la razon de cambio de la pendiente de la curva original 

y = fix). 

Observe de la figura 10 que/"(x) es negativa cuando y = fix) tiene pendiente 
negativa y es positiva cuando y = fix) tiene pendiente positiva. De esta manera, las 
graficas sirven como una comprobacion de sus calculos. 

En general, puede interpretarse una segunda derivada como una razon de cambio de una 
razon de cambio. El ejemplo mas conocido es la aceleracion, que se define como sigue. 
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Si .S' = s(t) es la funcion position de un objeto que se desplaza en lfnea recta, su prime- 
ra derivada representa la velocidad v(t) del objeto como una funcion del tiempo: 

v(t) = .S' '(f) = d j 
dt 

A la razon de cambio de la velocidad instantanea respecto al tiempo se le llama acelera- 
cion a(t) del objeto. En estos terminos, la funcion aceleracion es la derivada de la funcion 
velocidad y, en consecuencia, es la segunda derivada de la funcion posicion: 


a(t) = v'(t) = s"(t) 

o en la notation de Leibniz 

dv d 2 s 

dt dt 2 


La tercera derivada /'" es la derivada de la segunda derivada: /"' = (/")'. De este 
modo, /"'(x) puede interpretarse como la pendiente de la curva y = f"(x) o como la razon 
de cambio de/"(x). Si y = /(x), entonces, las notaciones alternativas para la tercera deri- 
vada son 


r =/'"W 


d ( d 2 y \ d 3 y 

dx \ dx 2 / dx 3 


El proceso puede continuar. La cuarta derivada/"" usualmente se denota mediante/ 41 . En 
general, la n-esima derivada de / se denota mediante / w y se obtiene derivando n veces 
a / Si y = fix), escribimos 

)- M -/"’w - S 


EJEMPLO 7 


Si /(x) = x 3 — x, hall e/'"(x) y f i4) (x). 


SOLUCIOiM En el ejemplo 6 encontramos que/"(:c) = 6x. La grafica de la segunda 
derivada tiene ecuacion y = 6x y, de este modo, es una llnea recta con pendiente 6. Ya 
que la derivada /"'(x) es la pendiente de/"(x), se tiene 


/'"« = 6 


para todos los valores de x. Asf, /"' es una funcion constante y su grafica es una recta 
horizontal. En consecuencia, para todos los valores de x, 

/ (4) (x) = 0 

Puede interpretarse ffsicamente la tercera derivada en el caso donde la funcion es la 
funcion posicion s = s(t) de un objeto que se desplaza a lo largo de una lmea recta. Como 
s'" = (s' 1 )' = a', la tercera derivada de la funcion posicion es la derivada de la funcion 
aceleracion y se le denomina jerk (tiron): 

da d 3 s 
J dt dt 3 

Asf, el jerk, j, es la razon de cambio de la aceleracion. Nombre apropiado porque un jerk 
considerable significa un cambio repentino de aceleracion, que ocasiona un movimiento 
repentino en un vehfculo. 

Se ha visto que una aplicacion de la segunda y tercera derivada sucede al analizar el 
movimiento de objetos empleando aceleracion y jerk. Se investigara otra aplicacion de 
la segunda derivada en la seccion 4.3, donde se muestra como el conocer /" proporciona 
information acerca de la forma de la grafica de/ En el capftulo 1 1 veremos como la segunda 
derivada y las derivadas superiores nos permiten representar funciones como sumas de 
series infinitas. 
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2.8 


Ejercicios 


1-2 Utilice la grafica que se proporciona para estimar el valor de 
cada derivada. Luego dibuje/'. 


1. a) /'(— 3) 

b) /'(— 2) 

c) /'(“I) 

d) /'( 0) 

e) /'(l) 

f) /'( 2) 

g) /'P) 

2. a) /'(0) 

b) /'(l) 

c) /'(2) 

d) /'(3) 

e) /'(4) 

f) /'(5) 

g) /'( 6) 

h) /'(7) 



3. Relacione la grafica de cada funcion dada en las figuras a)-d) 
con las graficas de sus derivadas en las figuras I a IV. De las 
razones para sus selecciones. 


4-11 Trace o copie la grafica de la funcion dada/. (Suponga que los 
ejes tienen escalas iguales.) Luego aplique el metodo del ejemplo 1 
para trazar la grafica de/' debajo de ella. 








12. Se muestra la grafica de la funcion poblacion P(t) para celulas 
de levadura en un culdvo de laboratorio. Utilice el metodo 



Se requiere calculadora graficadora o computadora 


1. Tareas sugeridas disponibles en stewartcalculus.com 
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del ejemplo 1 para dibujar la derivada P'(t). ^Que indica la 18. fix) = In x 

grafica de P' acerca de la poblacion de levadura? 


13. Una baterfa recargable se conecta con un cargador. La grafica 
muestra C(t), el porcentaje de capacidad que la baterfa alcanza 
como una funcion del tiempo t transcurrido (en horas). 

a) ^Cual es el significado de la derivada C'(0? 

b) Trace la grafica de C'(t). ^Que le indica la grafica? 


porcentaje 
de carga 



14. La grafica (proporcionada por el Departamento de Energfa de 
EU) muestra como afecta la rapidez de manejo el consumo 
de combustible. La economfa F se mide en millas por galon, y 
la rapidez v se mide en millas por hora. 

a) ^Cual es el significado de la derivada F'(ti)? 

b) Trace la grafica de la derivada de F\v). 

c) i A que rapidez deberfa manejar si quiere ahorrar 
combustible? 



03 19 - Sea f(x) = x 2 . 

a) Estime los valores de /'(0),/'(j),/'(l), y /'( 2) usando un 
dispositivo graficador para hacer un acercamiento sobre la 
grafica de/. 

b) Utilice la simetrfa para deducir los valores de 

/'H) /'(-i)y/'(-2). 

c) Con los resultados de los incisos a) y b), proponga una 
formula para/'(x). 

d) Aplique la definicion de derivada para probar que su pro- 
puesta del inciso c) es correcta. 

03 20. Sea f(x) = x\ 

a) Estime los valores de /'(0), /'(f), /'(l),/'(2) y /'(3) usando 
un dispositivo graficador para hacer un acercamiento sobre 
la grafica de/. 

b) Aplique la simetrfa para deducir los valores de 

/'(-!). /'(-i).y/'(-2)y/'(-3). 

c) Utilice los valores de los incisos a) y b) para trazar la 
grafica de/'. 

d) Proponga una formula para/' (A). 

e) Aplique la definicion de derivada para probar que su 
propuesta del inciso d) es correcta. 


21 -31 Encuentre la derivada de cada una de las siguientes funciones 
aplicando la definicion de derivada. Establezca los dominios de la 
funcion y de su derivada. 


21. f{x) = \x - f 


22. f{x) = mx + b 


23. fit) = 5 1- 9 f 2 
25. fix) = x 1 — 2x 3 

27. gix) = s/9 - x 


24. fix) = 1.5jc 2 - x + 3.7 


26. g[t) 


1 

7T 


28. fix) 


x 2 - l 
2x - 3 


15. La grafica ilustra como ha variado la edad promedio en que 
contrafan matrimonio por primera vez los hombres japoneses 
en la segunda mitad del siglo xx. Trace la grafica de la 
funcion derivada M\t). £ Durante cuales anos fue negativa 
la derivada? 


29. Git) 


1 - 2 1 
3 + t 


31. fix) = x 4 


30. fix) = x 3/2 



16-18 Trace una grafica cuidadosa defy debajo de ella la grafica de 
/' de la misma manera que en los ejercicios 4-11. ^Puede intuir una 
formula para/'(x) a partir de su grafica? 


32. a) Dibuje la grafica de fix) = f 6 — x a partir de la 

grafica y = y[x y aplicando las transformaciones de 
la seccion 1.3. 

b) Use la grafica del inciso a) para trazar la grafica de/'. 

c) Aplique la definicion de derivada para hallar/'(x). 

£ Cuales son los dominios defy def? 

d) Utilice un dispositivo graficador para trazar la grafica 
def y comparela con su trazo del inciso b). 

33. a) Si/(x) = x 4 + 2x, encuentre fix). 

b) Vea si su respuesta al inciso a) es razonable comparando las 
graficas defy def . 

34. a) Si/(x) = x + 1/x, encuentre fix). 

b) Vea si su respuesta al inciso a) es razonable comparando las 
graficas defy def . 


16. fix) = sen x 


17. fix) = e » 
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35. La tasa de desempleo (/(f) varfa con el tiempo. La tabla del 
Bureau of Labor Statistics (Oficina de Estadfsticas de Empleo) 
proporciona el porcentaje de desempleados en la fuerza laboral 
de EU de 1999 a 2008. 


t 

U(t ) 

t 

U(t) 

1999 

4.2 

2004 

5.5 

2000 

4.0 

2005 

5.1 

2001 

4.7 

2006 

4.6 

2002 

5.8 

2007 

4.6 

2003 

6.0 

2008 

5.8 


a) ^Cual es el significado de U'(t)? ,-Cuales son sus unidades? 

b) Elabore una tabla de valores estimados para U'{t). 

36. Sea P(t) el porcentaje de estadounidenses por debajo de 18 
anos de edad en el instante t. La tabla proporciona valores 
de esta funcion en los anos en que se levanto un censo de 1950 
a 2000. 


t 

P(t) 

t 

P(t ) 

1950 

31.1 

1980 

28.0 

1960 

35.7 

1990 

25.7 

1970 

34.0 

2000 

25.7 


a) ^Cual es el significado de P'(t)? ^Cuales son sus unidades? 

b) Elabore una tabla de valores para P'(t). 

c) Dibuje P y P' . 

d) ^Como serfa posible obtener valores mas precisos para 
P\t)? 

37-40 Se proporciona la grafica de/. Establezca con argumentos, 
los numeros en los cuales/no es derivable. 




43. La figura muestra las graficas de/,/' y /". Indique cada curva y 
explique el porque de su eleccion. 



44. La figura muestra graficas d e /,/',/" y /"'. Identifique cada 
curva y explique las razones de su eleccion. 

abed 



45. La figura exhibe las graficas de tres funciones. Una es la 
funcion posicion de un automovil, otra es la velocidad del 
mismo, y la de su aceleracion. Identifique cada curva y 
explique las razones de su eleccion. 



46. La figura muestra las graficas de cuatro funciones relacionadas 
con el movimiento de un automovil: la de posicion, la de 
velocidad, la de aceleracion y la del jerk. Identifique cada 
curva y explique los motivos de su eleccion. 


41 . Grafique la funcion /( x) = x + a/| x | . Haga acercamientos 
sucesivos primero hacia el punto ( — 1, 0) y luego en direccion 
al origen. ^Que diferencia existe en cuanto al comportamiento 
de/en las cercanfas de estos dos puntos? ^,Que conclusiones 
infiere acerca de la derivabilidad de/? 

42 . Haga un acercamiento hacia los puntos (1, 0), (0, 1) y ( — 1, 0) 
sobre la grafica de la funcion g(x) = (x 2 — 1 ) 2/3 . ^Que observa? 
Registre lo que observa en terminos de la derivabilidad de g. 
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FR 47-48 Utilice la definition de derivada para hallar/'(x) y /"(x). 
Despues, grafique/,/' yf" en una misma pantalla y verifique para 
ver si sus respuestas son razonables. 

47. /(x) = 3x 2 + 2x + 1 48. /(x) = x 3 — 3x 


55. a) Dibuje la grafica de la funcion /(x) = x \ x \. 

b) l, Para que valores de x es/ derivable? 

c) Encuentre una formula para/'. 

56. Las derivadas por la izquierda y por la derecha de/en 
x = a estan definidas por 


FR 49. Si/(x) = lx 2 — x 3 , encuentre fix), fix) y f"'(x) y/ 4) (x). Grafique 
//' /" yf" en una misma pantalla. ^Las graficas son 
consistentes con la interpretation geometrica de estas derivadas? 

50. a) Se muestra la grafica de una funcion position de un 

automovil, donde s se mide en pies y t en segundos. Utilice 
la grafica de la velocidad y la aceleracion del automovil. 
^Cual es la aceleracion en t = 10 segundos? 



b) Utilice la curva de aceleracion del inciso a) para estimar el 
jerk en t = 10 segundos. ^.Cuales son las unidades del jerk? 

51. Sea f(x) = ifx. 

a) Si a # 0, utilice la ecuacion 2.7.5 para hallar/'(a). 

b) Demuestre que/'(0) no existe. 

c) Demuestre que y = \[x tiene una recta tangente vertical 
en (0, 0). ( Recuerde : la forma de la funcion de/. Vease la 
figura 13 de la section 1.2.) 


52. a) Si g{x) = x 2/3 , demuestre que </(0) no existe. 

b) Si a # 0, encuentre g'(a). 

c) Demuestre que y = tiene una recta tangente vertical 
en (0, 0). 

FR d) Ilustre el inciso c) graficando y = x 2,i . 


53. ^Demuestre que la funcion /(x) = | x — 6 | no es derivable en 
x = 6. Encuentre una formula para/' y trace su grafica. 


54. ^Donde no es derivable la funcion entero mayor /(x) = [ x 1? 
Encuentre una formula para/' y trace su grafica. 




lfm 

h^0~ 


f(a + h ) ~ /(a) 
h 


y 


f'+(a) = lfm 

h—> 0 + 


f{a + h) - f(a) 
h 


si estos lfmites existen. En tal caso ,/'(a) existe si y solo si 
estas derivadas laterales existen y son iguales. 

a) Halle /f(4) y/f(4) para la funcion 


si x =£ 0 
si 0 < x < 4 

si x & 4 

b) Dibuje la grafica de/ 

c) ^Donde es discontinua/? 

d) ^Donde/no es derivable? 



57. Recuerde que a una funcion /se le denomina par si/(— x) =/(x) 
para toda x en su dominio, e impar si/(— x) = — f(x) para 
toda x. Demuestre cada uno de los siguientes enunciados 

a) La derivada de una funcion par es una funcion impar. 

b) La derivada de una funcion impar es una funcion par. 


58. Cuando abre el grifo del agua caliente, la temperature T del 
agua depende del tiempo que el agua ha estado corriendo. 

a) Trace una posible grafica de T como funcion del tiempo 
transcurrido desde que abrio el grifo. 

b) Describa como varfa la razon de cambio de T respecto a t, 
conforme esta aumenta. 

c) Dibuje la derivada de T. 


59. Sea € la recta tangente a la parabola y = x 2 en el punto (1, 1). 
El dngulo de inclination de € es el angulo (f> que € forma con 
la direction positiva del eje x. Calcule (f> con una aproximacion 
al grado mas cercano. 



Repaso 


Verificacion de conceptos 

1. Explique que significa cada una de las siguientes afirmaciones 
e ilustre mediante un esbozo. 


a) lfm f(x) = L 

x—*a 


c) lfrn /(x) = L 

x — 

e) lfm /(x) = L 

x — »°° 


b) lfm /(x) = L 

x — »a + 

d) lfm /(x) = 00 

x—>a 


2. Describa varias formas en que un lfmite puede no existir. 
Ilustre con graficas. 

3. Enuncie las siguientes leyes de los lfmites. 

a) Ley de la suma b) Ley de la diferencia 

c) Ley del multiplo constante d) Ley del producto 

e) Ley del cociente f) Ley de la potencia 

g) Ley de la rafz 
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4. ^Que establece el teorema de la compresion? 

5. a) ^Que quiere darse a entender al decir que la recta x = a es 

una asmtota vertical de la curva y = fix)? Dibuje curvas 
para ilustrar las diversas posibilidades. 
b) ^Que significa decir que la recta y = L es una asmtota 
horizontal de la curva y = f (x) ? Dibuje curvas para ilustrar 
las diversas posibilidades. 


6 . 


^Cual de las curvas siguientes tiene 
tiene asmtotas horizontales? 


(a) y = x 4 (b) 

(c) y = tan x (d) 

(e) y = e x (f) 

(g) y = i/x (h) 


asmtotas verticales? ^,Cual 

y = sen* 
y = tan~'x 
y = Inx 
y = sfx. 


7. a) ^Que significa que /sea continua en x = a? 

b) ^Que significa que/sea continua sobre el intervalo (— oo, oo)? 
^Que puede decir acerca de la grafica de tal funcion? 

8 . f,Que establece el teorema del valor intermedio? 

9. Escriba una expresion para la pendiente de la recta tangente a 
la curva y = f(x) en el punto {a,f(a)). 


velocidad instantanea de un objeto en el instante t = a. 
^Como puede interpretar esta velocidad en terminos de 
la grafica de/? 

11. Si y = f{x) y x cambia de Xi a x 2 , escriba expresiones para lo 
siguiente. 

a) La razon promedio de cambio de y respecto a x a lo largo 
del intervalo [xi, x 2 \. 

b) La razon de cambio instantaneo de y respecto a x en 
X = X\. 

12. Defina la derivada /'(a). Analice dos maneras de interpretar 
este numero. 

13. Defina la segunda derivada de/. Si /(f) es la funcion de 
posicion de una partfcula, ^cdmo puede interpretar la segunda 
derivada? 

14. a) </,Que significa que/sea derivable en x = at 

b) ^Cual es la relacion entre la derivabilidad y la continuidad 
de una funcion? 

c) Trace la grafica de una funcion que sea continua, pero no 
derivable en a = 2. 


10. Suponga que un objeto se mueve a lo largo de una lfnea recta 
con posicion /(f) en el instante t. Escriba una expresion para la 


15. Describa varias maneras en que una funcion puede no ser 
derivable. Ilustre con graficas. 


Examen rapido Verdadero-Falso 

Determine si la proposition es verdadera o falsa. Si es verdadera 

explique por que. Si es falsa, explique por que o de un ejemplo que 

refute la proposition. 

1. Km ( — — U =lto JL_ lim ^_ 

*^4 y x — 4 x — 4/ x — 4 *^4 x — 4 

x 2 + 6x — 7 lfm (x 2 + 6x — 7) 

2. Km —z = — -z — 

*->i x 2 + 5x — 6 Km (x 2 + 5x — 6) 

x — > 1 

x - 3 3 > 

3. lfm — = —z 

x 2 + 2x — 4 lfm (x 2 + 2x — 4) 

jc— > 1 

4. Si Km„ 5 f{x) = 2 y lfm^s g(x) = 0, entonces 
Km_,^ 5 [f(x)/g(x)] no existe. 

5. Si lfm,^ 5 f{x) = 0 y lfm,-,5 g(x) — 0, entonces 
Km,-,5 [/(x)/g(x)] no existe. 

6 . Si lfm I ^ B /(x)y Km,-,, g(x) no existen, entonces 
lfm v ^„ [f(x) + ^(x)] no existe. 

7. Si Km,^„/(x) existe, pero Km M , g(x) no existe, entonces 
lfm,-,, [fix) + gix)~\ no existe. 

8 . Si lfm,^6 [fix) gix)\ existe, entonces el lfmite debe ser /( 6) gi 6). 

9. Si p es un polinomio, entonces Km, ->* p[x) = p[b). 

10. Si lfm,-, 0 fix) = oo y |fm,_ >0 g(x) = °°, entonces 
Ifm^o [fix) - gix)] = 0. 

11. Una funcion puede tener dos asmtotas horizontales distintas. 


12 . 

13. 

14. 

15. 

16. 

17. 

18. 

19. 

20 . 

21 . 

22 . 

23. 

24. 


Si/tiene dominio [0, °°) y no tiene asmtota horizontal entonces 

Km,_>o= /(x) = oo o Km,-,./(x) = — oo. 

Si la recta x = 1 es una asmtota vertical de y = fix), entonces/ 
no esta definida en 1 . 

Si /( 1 ) > 0 y/(3) < 0, entonces existe un numero c entre 1 y 3 
tal que /(c) = 0. 

Si/es continua en 5 y/(5) = 2 y/(4) = 3, entonces 
Km„ 2 /(4x 2 - 11) = 2. 

Si/es continua en [— 1, 1] y /( — 1 ) = 4 y/(l) = 3, entonces 
existe un numero r tal que I r I < 1 y fir) = it. 

Sea/una funcion tal que Km,^ 0 /(x) = 6. Entonces existe un 
numero S tal que si 0 < | x | < S, entonces | /(x) — 6 | < 1 . 

Si/(x) > 1 para todax y Km,^ 0 /(x) existe, entonces 
Km,_> 0 fix) > 1. 

Si/es continua en x = a, entonces/es derivable en x = a. 

Si fir) existe, entonces Km, ->,/(x) = fir). 

d 2 y fdyY 
dx 2 \dx J 

La ecuacion x 10 — 10x 2 + 5 = 0 tiene una ratz en el intervalo 
(0, 2). 

Si/es continua en x = a, tambien lo es |/|. 

Si |/| es continua en x = a, tambien lo es |/|. 
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Ejercicios 

1. Se da la grafica de/. 

a) Encuentre cada uno de los siguientes lfmites o explique por 


que i 

no existen. 



i) 

lfm /(x) 

x^2+ 

ii) 

lfm f(x) 

x — > — 3 ' 

iii) 

lfm /(x) 

x—>—3 

iv) 

lfm fix) 

x—*4 

v) 

Inn fix) 

x— >0 

vi) 

lfm fix) 

x^>2~ 

vii) 

lfm f(x) 

viii) 

lfm fix) 


JC — » — ' 


b) Establezca las ecuaciones de las asmtotas horizontales. 

c) Establezca las ecuaciones de las asmtotas verticales. 

d) ^,En que numeros/es discontinua? Explique. 


17. h'm (V* 2 + 4x + 1 - x) 18. lfm e” 2 

x — 

19. lfm tan^/l/x) 

*^»0+ 


20 . lfm 

* > i 



x 2 — 3x + 2 


^ 21-22 Utilice las graficas para evidenciar las asmtotas de la curva. 
Despues, pruebe que realmente son evidencias. 


21 . y = 
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2. Trace la grafica de un ejemplo de una funcion/que satisfaga 
todas las condiciones siguientes 
lfm /(x) = -2, lfm/(x) = 0, lfm fix) = 

x —>—< oo x—xn x — >~3 

lfm /(x) = -oo, lfm /(x) = 2, 

x— >3 ;t^3 + 

/es continua por la derecha en x = 3 


3-20 Encuentre cada uno de los siguientes lfmites 

x 2 - 9 


3. lfm e x 2 


5. lfm 


x 2 - 9 


-3 x 2 + 2x — 3 

, „ (h ~ l) 3 + 1 

7. Inn 

h^o h 


9. lfm 


(r ~ 9) 4 

u 4 - 1 
u 3 + 5u 1 — 6 u 


11 . lfm - 


■six 1 - 9 

13. lfm- 


2x — 6 
15. lfm ln(senx) 


4. lfm - 


6. lfm 


-3 x 2 + 2x - 3 
x 2 - 9 


8. lfm - 


x 2 + 2x - 3 
t 2 - 4 


-2 t J - 8 


10 . lfm 


4 — v 


4 — v I 


„ V* + 6 - x 
12 . urn ^ ; — 

^3 x 3 - 3x 2 


■six 2 - 9 

14. lfm v 


16. lfm 


2x — 6 

1 - 2x 2 - x 4 
5 + x — 3x 4 


22. v = s/x 2 + x + 1 — - Jx 1 — x 


23. Si 2x — 1 «/(x) =£ x 2 para 0 < x < 3, encuentre lfm^i fix) 

24. Demuestre que lfm,^ 0 x 2 cos(l/x 2 ) = 0. 


25-28 Demuestre cada uno de los siguientes resultados, utilizando 
la definicion precisa de lfmite. 


25. lfm (14 - 5x) = 4 

x—>2 

27. lfm (x 2 — 3x) = —2 

x—>2 


26. lfm \fx = 0 

X— >0 


28. lfm . = oo 

*^ 4+ s/x - 4 


29. Sea 


f(x ) 


■si —x si x < 0 

3— x si 0 S x < 3 
(x — 3) 2 si x > 3 


a) Evalue cada lfmite, si este existe 


i) 

lfm fix) 

x^Q + 

ii) 

lfm fix) 

x^0~ 

iii) 

lfm fix) 

x—*0 

iv) 

lfm fix) 

x—*3 

v) 

l£m + fix) 

x^>3' t 

vi) 

lfm fix) 

a:— »3 


b) ^Donde es discontinua/? 

c) Trace la grafica de/ 

30. Sea 


g(x) = 


2x — x 2 si 0 =S x *£ 2 

2— x si 2 < x ^ 3 

x — 4 si3<x<4 

77 si X ^ 4 


a) Para cada uno de los numeros 2, 3 y 4, descubra si g es 
continua por la izquierda, por la derecha o continua en el 
numero. 

b) Bosqueje la grafica de g. 


YU Se requiere calculadora graficadora o computadora 
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31-32 Demuestre que cada una de las siguientes funciones es 
continua en su dominio. Establezcalo. 


42-44 Trace o copie la grafica de la funcion dada. Luego dibuje 
directamente debajo su derivada. 


31. h{x) = xe scnx 


32. g(x) 


■six' 1 - 9 
x 1 -2 


33-34 Utilice el teorema del valor intermedio para demostrar que 
existe una raiz de la ecuacion en el intervalo dado. 

33. x 5 - x 3 * + 3x - 5 = 0, (1,2) 

34. coss/x = e x — 2, (0, 1) 


35. a) Encuentre la pendiente de la recta tangente a la curva 

y = 9 — 2jc 2 en el punto (2, 1). 
b) Determine la ecuacion de esta tangente. 

36. Encuentre las ecuaciones de las rectas tangentes a la curva 

2 


y los puntos de abscisas 0 y — 1 . 

37. El desplazamiento en metros de un objeto que se mueve en 
lrnea recta esta dado por s = I +2 1 + \t 2 , donde t se mide en 
segundos. 

a) Encuentre la velocidad promedio en los siguientes periodos 
de tiempo: 

1) [1,3] ii) [1,2] 

iii) [1,1.5] iv) [1,1.1] 

b) Halle la velocidad instantanea cuando 1=1. 


42 . y 

43. , 


0 

\ X 



0 

1 X 

44 . y> 




X 


45. a) Si f{x) = 

a/3 — 5x , utilice la definicion de derivada para 


hallar/'(x). 

b) Encuentre los dominios de/y/'. 

FR c) Grafique/y/' en una pantalla comun. Compare las graficas 
para ver si su respuesta al inciso a) es razonable. 


46. a) 


b) 

c) 

d) 


Encuentre las asfntotas de la grafica de f(x) = 

3 ”1” x 

y utilicelas para dibujar la grafica. 

Utilice la grafica del inciso a) para graficar /'. 

Aplique la definicion de derivada para hallar/'(x). 

Utilice un dispositivo graficador para trazar la grafica de/' 
y comparela con su dibujo del inciso b). 


38. Segun la ley de Boyle, si la temperatura de un gas confinado 
se mantiene fija, entonces el producto de la presion P y el 
volumen V es constante. Suponga que, para cierto gas, 

PV = 800, donde P se mide en libras por pulgada cuadrada 
y V en pulgadas cubicas. 

a) Encuentre la razon de cambio promedio de P cuando V se 
incrementa de 200 a 250pulg 3 . 

b) Exprese V como funcion de P y demuestre que la razon 
de cambio instantaneo de V respecto a P es inversamente 
proporcional al cuadrado de esta. 

39. a) Utilice la definicion de derivada para hallar/'(2), donde /(x) 

= x 3 — 2x. 

b) Encuentre la ecuacion de la recta tangente a la curva 
y = x 3 — 2x en el punto (2, 4). 

c) Ilustre el inciso b) dibujando la curva y la recta tangente en 
la misma pantalla. 


47. Se muestra la grafica de/. Enuncie, con razones, los numeros x 
en que/no es derivable. 



48. La figura muestra la grafica de/,/' yf". Identifique cada curva 
y explique su eleccion. 


40. Encuentre una funcion /y un numero x = a tales que 


lim 


(2 + hf - 64 
h 


= /'(«) 


41. El costo total de pagar un prestamo para estudiante a una tasa 
de interes de r% por ano es C = f(r). 

a) ^Cual es el significado de la derivada /'(r)? ^Cuales son sus 
unidades? 

b) iQue significa la afirmacion/'(10) = 1 200? 

c) if'(r) siempre es positiva o cambia de signo? 
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49. Sea C(t ) el valor total de certificados bancarios en circulation 
en el instante t. La tabla de valores de esta funcion de 1980 a 
2000, en miles de millones de dolares. Estime e interprete el 
valor de C'(1990). 


t 

1980 

1985 

1990 

1995 

2000 

C(t) 

129.9 

187.3 

271.9 

409.3 

568.6 


3.5 ■ 

3.0 

2.5 - 

2.0 


explosion de 
la natalidad 


y = F(t) 


cafda de la 
natalidad 

moderado 
de la 
natalidad 


50. La tasa de fertilidad total, en el tiempo t, denotada con F(t), 
es una estimation del numero promedio de ninos nacidos de 
cada mujer (suponiendo que las tasas de natalidad actuales 
permanezcan constantes). En la grafica de la tasa de fertilidad 
total en EU, se muestran las fluctuaciones desde 1940 
hasta 1990. 

a) Estime los valores de F'(1950), F'(1965) y F'(1987). 

b) ^Cuales son los significados de estas derivadas? 

c) ^Puede sugerir razones para los valores de estas derivadas? 


1.5 - 


1940 1950 1960 1970 1980 1990 r 

51. Suponga que \f(x) | =S g(x) donde lim x ^ a g(x) = 0. Encuentre 
lim A _>„/(x). 

52. Sea f(x) = H + [-Jf]. 

a) ^Para que valores de a existe lfm. v ^ 0 /(x)? 

b) ^En que numeros es discontinua la funcion/? 


Problemas adicionales 


En el analisis de los principios para la resolucion de problemas, se considero la estrategia 
para resolver problemas llamada Introduzca algo extra (vease la pagina 75). En el ejemplo 
siguiente se muestra como este principio resulta util a veces cuando evalua lfmites. La idea 
es cambiar la variable — introducir una nueva variable relacionada con la original — de tal 
manera que el problema se haga mas sencillo. Mas adelante, en la seccion 5.5, utilizara 
mas esta idea general. 


EJEMPLO 1 


-y/l + CX ~ 1 

Evalue Inn 

i-»0 X 


donde c 0 es una constante. 


SOLUCION Segun se ve, este limite parece desafiante. En la seccion 2.3 evaluamos varios 
lfmites en los que tanto el numerador como el denominador tendieron a 0. Allf, 
la estrategia fue realizar cierto tipo de manipulacion algebraica que condujo a una 
cancelacion simplificadora, pero en este caso no esta claro que clase de algebra se 
necesita. 

Por tanto, se introduce una nueva variable t mediante la ecuacion 


t = -v/l + CX 

Tambien necesitamos expresar x en terminos de t. de modo que resuelva esta ecuacion 

, t 3 — 1 

t 3 = 1 + cx x = (si c^O) 


c 

Observe que x — » 0 equivalente a t — > 1 . Esto permite convertir el limite dado en uno que 
involucra la variable t: 


lfm 


-^/l + CX — 1 


= lfm 


1 


= lfm 


(t 3 - 1 )/c 
c{t - 1) 


-i r - l 


El cambio de variable permitio reemplazar un lfmite relativamente complicado con uno 
mas sencillo de un tipo que ya ha visto. Si factoriza el denominador como un diferencia 
de cubos, obtiene 


lfm 

i-^i 


c(t ~ 1) 

r 3 - 1 


= lfm 

i 


c(t - 1) 


{t — l)(f 2 + t + 1) 


= lfm 

<-*i 


c 

t 2 + t + 1 


c 

I 


Mediante el cambio de variable tuvimos que excluir el caso en que c = 0: pero si c = 5, 
la funcion es 0 para toda r^O, asf, el lfmite es 0. En consecuencia, en todos los casos, 
el lfmite es c/3. 

Los problemas siguientes sirven para poner a prueba y desafiar sus habilidades para 
resolver problemas. Algunos requieren una cantidad considerable de tiempo para pensar, 
de modo que no se desaliente si no los puede resolver de inmediato. Si tiene alguna difi- 
cultad, quiza le sirva consultar en la pagina 75 el analisis de los principios para la resolucion 
de problemas. 


Problemas 


yfx — 1 

1. Evalue lfm —j= . 

s/x — 1 

_ , , *Jax + b — 2 

Encuentre numeros ay b tales que urn = 1 . 

x^>0 


2 . 


x 





0 

FIGURA PARA EL PROBLEMA 4 
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3. 

4. 

5. 


6 . 

7. 


8 . 


9. 

10 . 


11 . 


12 . 

13. 


14. 


\2x — 1 — \2x + 1 

Evalue Km J ! ! 

x^O x 

En la figura se muestra un punto P sobre la parabola y = x 2 y el punto Q donde la bisectriz 
de OP interseca al eje y. Conforme P se aproxima al origen, a lo largo de la parabola, ^que 
sucede con Q? ^Tiene una posicion lfmite? Si es asf, encuentrela. 

Evalue los siguientes limites, si estos existen, donde [xj denota la funcion entero mayor. 


a ) KmM 

x^O x 


b) lfmjtp/jcJ 

x — >0 


Dibuje la region en el piano definida por cada una de las ecuaciones siguientes: 
a) M 2 + lyf = 1 b) Ixf - iyf = 3 c) |x + yf = 1 d) [xj + JyJ = 1 


Encuentre todos los valores de a tales que /sea continua en R. 

fix) = 


{ x + 1 si x a 
x 2 si x > a 


Un punto fijo de una funcion/es un numero c en su dominio tal que/(c) = c. (La funcion no 

rnueve a c; este permanece fijo.) 

a) Dibuje la grafica de una funcion continua con dominio [0, 1] cuyo rango tambien se 
encuentre en [0, 1]. Localice un punto fijo de/. 

b) Intente graficar una funcion continua con dominio [0, 1] y rango en [0, 1] que no tenga un 
punto fijo. ^Cual es el obstaculo? 

c) Utilice el teorema de valor intermedio para comprobar que cualquier funcion continua con 
dominio [0, 1] y rango en [0, 1] debe tener un punto fijo. 

Si lfnij >a [f{x) + g(x)] = 2 y Km,_>„ [fix) - g(x)] = 1, encuentre lim,^ [/(x)gf(x)]. 

a) En la figura se muestra un triangulo isosceles ABC con AB = AC. La bisectriz del 
angulo B interseca el lado AC en el punto P. Suponga que la base BC permanece fija, 
pero que la altura | AM | del triangulo tiende a 0, de modo que A se aproxima al punto 
medio M de BC. ^Que sucede con P durante este proceso? <;Tiene una posicion limite? 

Si es asf, encuentrela. 

b) Intente trazar la trayectoria recorrida por P durante este proceso. A continuation, halle la 
ecuacion de esta curva y usela para dibujarla. 

a) Si parte de 0° de latitud y avanza en direction Oeste, puede denotar con T(x) la temperatura 
en el punto x en cualquier tiempo dado. Suponga que T es una funcion continua de x, y 
demuestre que, en cualquier tiempo fijo, existen por lo menos dos puntos opuestos sobre el 
ecuador que tienen exactamente la misma temperatura. 

b) ^E1 resultado del inciso a) se cumple para puntos que esten sobre cualquier circunferencia 
sobre la superficie de la Tierra? 

c) ^E1 resultado del inciso a) se cumple para la presion barometrica y para la altitud arriba del 
nivel del mar? 


Si f es una funcion derivable y q(x) = xf(x), utilice la definition de derivada para demostrar 
que g'(x) = xf'(x) + fix). 

Suponga que/es una funcion que satisface 

fix + y) = fix) + fiy) + x 2 y + xy 2 

para todos los numeros reales x y y. Suponga tambien que 


Km 

x—>0 


fix) 


= 1 


a) Encuentre /(0). b) Encuentre /'(0). c) Encuentre /'(x). 

Suponga que/es una funcion con la propiedad de que | /(x) | x 2 para toda x. Muestre que 
/(0) = 0. Enseguida, muestre que/'(0) = 0. 
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Reglas de derivacion 



Para que un paseo en montana rusa sea 
suave, los tramos rectos de la pista 
deben estar conectados a los segmentos 
curvos de mariera que no se produzcan 
cambios bruscos de direccion. En el 
proyecto de la pagina 184, veremos 
la forma de disenar el primer ascenso y 
cafda de una nueva montana rusa para 
lograr esta suavidad en el paseo. 



© Brett Mulcahy / Shutterstock 


Hasta aquf hemos visto como interpretar las derivadas en terminos de pendientes y razones 
de cambio, y hemos estudiado como estimar las derivadas de funciones dadas por medio de 
tablas de valores. Tambien hemos aprendido la manera de graficar las derivadas de funciones 
que se definen graficamente y utilizado la definicion de derivada para calcular las derivadas 
de funciones definidas mediante formulas. Pero serfa tedioso si siempre tuviera que aplicar 
la definicion, de modo que en este capitulo se desarrollan reglas para hallar derivadas sin 
tener que usar directamente esa definicion. Estas reglas de derivacion permiten calcular con 
relativa facilidad derivadas de funciones polinomiales, racionales, algebraicas, exponenciales, 
logarftmicas, trigonometricas y trigonometricas inversas. A continuacion usaremos estas 
reglas para resolver problemas en que intervienen razones de cambio y la aproximacion de 
funciones. 
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Derivadas de funciones polinomiales y exponenciales 


y 


c y = c 

pendiente = 0 


0 x 


En esta seccion aprendera la manera de derivar funciones constantes, potencia, polinomia- 
les y exponenciales. 

Empezamos por la mas sencilla de todas las funciones: la funcion constante /(x) = c. 
La grafica de esta funcion es la recta horizontal y = c, la cual tiene pendiente 0, de modo 
que debe tener/'(x) = 0. (Vease la figura 1.) Una demostracion formal, a partir de la defi- 
nicion de derivada, tambien es facil: 


f'(x) = lfm 

J h^O 


f(x + h) - /(x) 
h 


lfm 51 = lfm 0=0 

A— >0 }l h-> 0 


En la notacion de Leibniz, esta regia se expresa como sigue. 


FIGURA 1 

La grafica de f(x) = c es la 
recta y = c; por tanto, f(x) = 0. 


Derivada de una funcion constante 


d_ 

dx 


(c) = 0 



Funcion potencia 

Enseguida, se consideran las funciones /(x) = x", donde n es un entero positivo. Si n = 1, la 
grafica de fix) = x es la recta y = x, la cual tiene pendiente 1 (vease la figura 2). De modo que 


m 



FIGURA 2 

La grafica de f(x) = x es la recta 
y = x\ por tanto, f'(x) = 1. 


(Tambien puede demostrar la ecuacion 1 a partir de la definicion de derivada.) Ya hemos 
investigado los casos n = 2 y n = 3. En efecto, en la seccion 2.8 (ejercicios 19 y 20) 
encontramos que 


0 


— (x 2 ) = 2x 
dx 


(x 3 ) = 3x 2 
ax 


Para n = 4, encontramos la derivada d e/(jt) = x 4 como sigue: 


r „ ^ „ /(x + h) - f(x) (x + h) 4 - X 4 

/ (x) = lim = lim 

*->o h h^o h 

x 4 + 4 x 3 /t + 6x 2 h 2 + 4 xh 3 + h 4 - X 4 
= lfm 

h—>0 h 


4 x 3 h + 6 x 2 /? 2 + 4 xh 3 + h 4 


= lfm 

0 


h 


= lfm (4x 3 + 6x 2 /7 + 4 xh 2 + h 3 ) = 4x 3 

*-> o 


Asf, 

0 


d_ 

dx 


(x 4 ) = 4x 3 
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El teorema del binomio se da en la pagina de 
referenda 1. 


Si compara las ecuaciones [T], \2\ y [3], se observa un patron. Parece razonable presuponer 
que, cuando n es un entero positivo, id/ dx)(x n ) = nx" Esto resulta cierto. 


Regia de la potencia Si n es un entero positivo, entonces 

d , „ , 

— (x") = nx n 1 
dx 


PRIMERA DEMOSTRACION La formula 

x n ~ a " = (x - a)(x"“ 1 + x"~ 2 a + • • • + xa"~ 2 + a" -1 ) 


puede verificarse simplemente multiplicando el lado derecho (o mediante la suma del 
segundo factor como una serie geometrica). Si f(x) = x", podemos utilizar la ecuacion 2.7.5 
para /'(a) y la ecuacion anterior para escribir 


, \ fix) ~ f{a) 

f (a) = Km = Km 


*-»« x — a x — a 

= Km (*"-* + x"~ 2 ci + • • • + xa"~ 2 + a" -1 ) 


— a" 1 + a" ~a + ■ • • + aa" + a" 1 


SEGUNDA DEMOSTRACION 

, fix + h ) — fix) (x + h)" — x" 

fix) = Km — — = Km 

h^> 0 h h^o h 

A1 hallar la derivada de x 4 , tuvimos que desarrollar (x + h) 4 . En este caso, necesitamos 
desarrollar (x + h)" y, para hacerlo, utilizamos el teorema del binomio: 


f(x) = Km 

J h^O 


, nin — 1) , , , 

x" + nx"~ l h + — L x"- 2 h 2 + ■ • • + nxh nl + h" 


, n(n — 1) , , . 

nx" l h + — x n2 h 2 + • • ■ + nxh"- 1 + h n 


= Km ■ 

h^O 


= lim 


-i i »(” ~ 0 . 


porque todos los terminos, excepto el primero, tienen h como factor, y, por tanto, tien- 
den a 0. 


En el ejemplo 1 se ilustra la regia de la potencia usando varias notaciones. 


EJEMPLO 1 


a) Si fix) = x 6 , entonces fix) = 6x 5 . b) Si y = x 1000 , entonces y’ = lOOOx 999 . 

c) Si y = t 4 , entonces — = 4r 3 . d) Si — (r 3 ) = 3r 2 
dt dr 
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CAPITULO 3 


REGLAS DE DERIVACION 


En la figura 3 se muestra la funcion y el ejemplo 
2b) y su derivada y'. Advierta que y no es 
derivable en 0 (/ no esta definida alii). Observe 
que y' es positiva cuando y crece, y negativa 
cuando y decrece. 


2 



^Que puede decirse acerca de las funciones potencia con exponentes enteros negati- 
ves? En el ejercicio 61 se pide al lector que verifique, a partir de la definicion de 
derivada, que 

dx \x ) x 

Por lo que podemos escribir de nuevo esta ecuacion como 

-J- (* _1 ) = 
dx 


y, por consiguiente, la regia de la potencia se cumple cuando n = — 1 . De hecho, en la 
seccion siguiente [ejercicio 62c)] se demuestra que se cumple para todos los enteros nega- 
tives. 

(j Que sucede si el exponente es una fraction? En el ejemplo 3 de la seccion 2.8 encon- 
tramos que 


d_ 

dx 


yfx 


1 

2y/x 


lo cual puede escribirse como 


^-(x^)=\x^ 

dx 

Esto hace ver que la regia de la potencia es verdadera incluso cuando n = De hecho, en 
la seccion 3.6 se demuestra que es verdadera para todos los numeros reales n. 



SOLUCION En cada caso, reescriba la funcion como una potencia de x. 

a) Dado que/(x) = x 2 , utilizamos la regia de la potencia con n = —2: 

f'(x ) = — (x~ 2 ) — — 2x~ 2 ~' = — 2x~ 3 = r 

dx x 

b) = — {&?) = — (x 2/3 ) = = \x- l/i 

dx dx dx 


La regia de la potencia permite hallar las rectas tangentes sin hacer uso de la definicion 
de derivada. Ademas, permite encontrar rectas normales. La recta normal a una curva C 
en un punto P es la recta a traves de P que es perpendicular a la recta tangente en P. (En 
el estudio de la optica, necesita considerar el angulo entre un rayo de luz y la recta normal 
a un lente.) 


EJEMPLO 3 


□ 

y — Xi [x. en el punto (1, 1). Ilustre dibujando la curva y estas rectas. 


Halle la ecuacion de la recta tangente y de la recta normal a la curva 
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FIGURA 4 

y = xs[x 


SOL' La derivada de fix) = xjx = xx 1/2 = x 3/2 es 

/'(*) = \ X ^- l =W 2 = \^c 

De este modo, la pendiente de la recta tangente en (1, 1) es /'(l) = §. Por consiguiente, 
la ecuacion de la recta tangente es 

y — 1 = \(x — 1) o bien y = \x — \ 

La recta normal es perpendicular a la recta tangente de tal manera que su pendiente es 
el reclproco negativo de es decir, — §. En estos terminos, una ecuacion de la recta 
normal es 

y — 1 = — f (jc — 1) o bien y = —\x + § 

En la figura 4 se traza la grafica de la curva y las rectas tangente y normal. 


Nuevas derivadas a partir de anteriores 

Cuando se forman nuevas funciones a partir de funciones anteriores por adicion, sustrac- 
cion o multiplicacion por una constante, sus derivadas pueden calcularse en terminos de la 
derivada de sus funciones anteriores. En particular, en la formula siguiente se afirma 
que la derivada de una constante multiplicada por una funcion es la constante multiplica- 
da por la derivada de la funcion. 


INTERPRETACION GEOMETRICA 

DE LA REGLA DEL MULTIPLO CONSTANTE 



0 


La multiplicacion por c = 2 estira la grafica 
verticalmente en un factor de 2. Todas las 
elevaciones se han duplicado, pero los avances 
permanecen iguales. Las pendientes tambien 
se duplican. 


Regia del multiplo constante Si c es una constante y/es una funcion derivable, 
entonces 

-J- [c/W] = c fix) 
ax ax 


DEMOSTRACION Sea g(x) = cf(x). Entonces 


// X g(x + h) - g(x) ,, cf(x + h) - cf(x) 

q (x) = lim = lim 

h^O h h^o h 


= lim c 

h^O 


fjx + h) - fjx) 
h 


f( x + h) ~ f(x) 

= c lim 

A^o h 

= cf'ix) 


EJEMPLO 4 


a) — (3x 4 ) = 3 — (x 4 ) = 3(4x 3 ) = 12x 3 

dx dx 

b) -j-i-x) = -j-[(-l)x] = (-l)-^-(x) = -1(1) = -1 

dx dx dx 


La siguiente regia senala que la derivada de una suma de funciones es la suma de las 
derivadas. 


Si se utiliza la notacion con apostrofos, puede 
escribir la regia de la suma como 


Regia de la suma Si/y g son derivables, entonces 


-j- [fix) + g(x )] 

ax 


4 -fix) + 

dx 


d_ 

dx 


gix) 


(f+9)' =/' + f 
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DEMOSTRACION Sea F(x) = fix) + g(x). Entonces 

. . F( x + h) — F(x ) 

F (x) = li'm — — 

1,^0 h 


= lim 

h^O 


\f(x + h ) + gix + h)] - [ f(x ) + g(x)] 


= lim 

h^O 


fix + h) - f(x)_ + g(x + h) - g(x) 


h 


h 


f(x + h) — f(x) gix + h) - gix) 

= lim h lim 

h-> o h h 

= fix) + g'ix) 


(por la ley 1) 


La regia de la suma puede extenderse a la suma de cualquier numero de funciones. Por 
ejemplo, si se aplica este teorema dos veces, se obtiene 

(/+ g + h)'= [(/+ g ) + h]' = if+g)' + h' =/' + g' + h' 


A1 escribir/ — g como / + ( — 1 )g y aplicando la regia de la suma y la del multiplo 
constante, se obtiene la siguiente formula. 


Regia de la diferencia Si tanto/como g son derivables, entonces 


-7- [/(*) - gix)] = -j -fix) 

ax dx 


d_ 

dx 


gix) 


Las reglas de multiplo constante, la suma y la diferencia pueden combinarse con la 
regia de la potencia para derivar cualquier funcion polinomial, como se muestra en los 
ejemplos que siguen. 


EJEMPLO 5 


— (jc 8 + I2x 5 — 4x 4 + 10jc 3 — 6x + 5) 
dx 

= — (x 8 ) + 12 — (x 5 ) - 4 — (x 4 ) 
dx dx dx 

= 8x 7 + 12(5x 4 ) - 4(4x 3 ) + 10(3x 2 ) 
= 8x 7 + 60x 4 - 16x 3 + 30x 2 - 6 


10 ~ 7 ~ ~ 6 ~ 7 ~ ( x ) + ~ 7 ~ 

dx dx dx 


6 ( 1 ) + 0 


□ 


EJEMPLO 6 


Encuentre los puntos sobre la curva y — x 4 — 6x 2 + 4 donde la recta 


tangente es horizontal. 


S0LUCI0N Se tienen tangentes horizontales donde la derivada es cero. Observe que, 


dy_ 

dx 




d_ 

dx 


(4) 


= 4x 3 - 12x + 0 = 4x(x 2 - 3) 
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FIGURA5 

La curva y = x 4 — 6x 2 + 4 y sus 
rectas tangentes horizontales 


Asi, dy/dx = 0 si x = 0 o x 2 — 3 = 0, es decir, x = ±V3~. Por tanto, la curva dada tiene 
rectas tangentes horizontales cuando y —\[3. Los puntos correspondientes son (0, 4), 
(y/3, -5) y (—-^3, -5) . (Vease la figura 5.) 


EJEMPLO 7 


La ecuacion de movimiento de una partfcula es s = 2f — 5 1 1 + 3? + 4, 
donde s se mide en centfmetros y / en segundos. Hallar la aceleracion como una funcion 
del tiempo. ^Cual es la aceleracion despues de 2 segundos? 


SO LUC I ON La velocidad y la aceleracion son 


, s ds 

v(t) = — = 6 1 2 — 10/ 
dt 


a(t ) 


dv 

— = 12 / - 10 
dt 


La aceleracion despues de 2 s es a( 2) 


14cm/s 2 . 


Funciones exponenciales 


Intente calcular la derivada de la funcion exponential /(x) = a*, aplicando la definition de 
derivada: 


,,, , v fix + h) - fix) a x+h — a x 

f (x) = lim = Inn 

fc— * 0 h h—>o h 

a x a h - a x a x {a h - 1) 

= lim = lim 

h^O h 0 h 


El factor a x no depende de h, de modo que puede llevarlo delante del limite: 

a 1 ' - 1 


f'(x) = a x lim 


h—>0 h 


Observe que el limite es el valor de la derivada de/en 0; esto es, 

a h - 1 

lim— — =/'(°) 

h—*0 h 

En consecuencia, ha demostrado que, si la funcion exponential f(x) = a x es derivable 
en 0, entonces es derivable para cualquier x; asi que 

0 fix) =f'i0)a x 


h 

2 * - 1 

3" - 1 

h 

h 

0.1 

0.7177 

1.1612 

0.01 

0.6956 

1.1047 

0.001 

0.6934 

1.0992 

0.0001 

0.6932 

1.0987 


En esta ecuacion se afirma que la razon de cambio de cualquier funcion exponencial es 
proporcional a la funcion misma. (La pendiente es proportional a la altura.) 

En la tabla que aparece a la izquierda, se da una evidencia numerica de la existencia de 
/'( 0) en los casos a = 2 y a = 3. (Los valores tienen una aproximacion correcta a cuatro 
posiciones decimales.) Parece que los limites existen y 

2 h - 1 

para a = 2, f'{ 0) = lim = 0.69 

h^0 h 

3 h - 1 

para a = 3, f'{ 0) = lim ~ 1.10 

h^0 h 
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De hecho, puede demostrarse que estos Kmites existen y que son correctos hasta seis cifras 
decimales, los valores son 


ax 


0.693147 


- 7 - (3 X ) ~ 1.098612 

ax x=o 


Por esto, de la ecuacion 4 

T| 4- (2") = (0.69)2* 

— dx 


d_ 

dx 


(3*) » (1.10)3" 


De todas las elecciones posibles para la base a de la ecuacion 4, se tiene la formula mas 
sencilla de derivacion cuando/'(0) = 1. En vista de las estimaciones de/'(0) para a = 2 
y a = 3, parece razonable que exista un numero a entre 2 y 3 para el que/'(0) = 1. Es 
costumbre denotar este valor con la letra e. (De hecho, as! se presento e en la seccion 1.5.) 
Apoyado en esto, se tiene la siguiente definicion 


En el ejercicio 1 vera que e se encuentra entre 
2.7 y 2.8. Mas adelante podremos demostrar que 
e con cinco dfgitos (0 posiciones) decimales es 

e ~ 2.71828 


Definicion del numero e 


e es el numero tal que lfm = 1 

h^O h 


Geometricamente, esto significa que, de todas las funciones exponenciales posibles 
y = a\ la funcion f(x) = e ' es aquella cuya recta tangente en ( 0 , 1 ) tiene pendiente/'( 0 ) 
que es exactamente 1. (Veanse las figuras 6 y 7.) 




Si hacemos a = e y, por tanto,/'(0) = 1 en la ecuacion 4, se convierte en la importan- 
te formula de derivacion que se proporciona a continuacion. 


EH Visual 3.1 utiliza el comportamiento de 
una pendiente para ilustrar esta formula. 


Derivada de la funcion exponencial natural 


d_ 

dx 


(e x ) 


= e 


X 


De aquf se ve que la funcion exponencial /(x) = e x tiene la propiedad de que es su 
propia derivada. El significado geometrico de esto es que la pendiente de una recta tangen- 
te a la curva y = e x es igual a la coordenada y del punto (vease la figura 7). 
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FIGURA8 



EJEMPLO 8 


Si/(x) = e x — x, encuentre/' y /". Compare las graficas de/y/'. 


SO LUC I ON Si se aplica la regia de la diferencia, se tiene 


f'{x) = / (e* - x) = / (e x ) - / (x) = e* ~ 1 
dx ax ax 

En la seccion 2.8 se define la segunda derivada como la derivada de/', asi que 


f"(x) = / (e x - 1) = -f (e x ) - / (1) = e 1 
dx dx dx 


La funcion/y su derivada/' se grafican en la figura 8. Observe que /tiene una recta 
tangente horizontal cuando x = 0; esto corresponde al hecho de que/'(0) = 0. Asimismo, 
observe que parax > 0 ,/'(x) es positiva y/es creciente. Cuando x < 0,/'(x) es negativa 
y/es decreciente. 


EJEMPLO 9 


y = 2x1 


^En que punto de la curva y = e x la recta tangente es paralela a la recta 


S0LUCI0N Puesto que y = e x , tenemos y ' = e x . Sea a la coordenada x del punto en 
cuestion. Entonces, la pendiente de la recta tangente en ese punto es e a . Esta recta 
tangente sera paralela a la recta y = 2x si tiene la misma pendiente; es decir, 2. Si se 
igualan las pendientes, se tiene 


e a = 2 a = In 2 


Por tanto, el punto requerido es (a, e a ) 


(In 2, 2). (Vease la figura 9.) 



Ejercicios 


1. a) ^Como se define el numero el 

b) Use una calculadora para estimar los valores de los limites 


2.7* - 1 
lfm 

h—>0 h 


y 


lfm 

o 



1 


correctos hasta dos dfgitos decimales. ^Que puede concluir 
acerca del valor de el 


9. g(x ) = x 2 (l - 2x) 
11 . g(t) = 2 r>/ 4 

12 

13. A(j) = r 

i 

15. R(a) = (3a + l) 2 


10. h(x) = (x~ 2)(2x + 3) 
12 . B(y) = cy- 6 * 

14. y = x 5/3 - x 2/3 

16. h(t) = tft - 4e' 


2. a) Dibuje a mano la funcion/(x) = e x , poniendo particular 

atencion a la forma en que la grafica cruza el eje y. 

^Que hecho le permite hacer esto? 

b) ^Que tipos de funciones son/(x) = e x y g(x) = x e l 

Compare las formulas de derivacion para/y g. 

c) ^Cual de las dos funciones en el inciso b) crece mas 

rapidamente cuando x es muy grande? 


17. S(p) = y/p ~ p 

18. y = y/x (x — 

"■> =3el + W 

20. S(R) = 4t tR 1 


■Jx + X 

21. h(u) = Aid + Bu 1 + Cu 

22 - v - v , 


3-32 Derive cada una de las siguientes funciones. 
3. fix ) = 2 40 4. fix ) = e 5 

23. > = 

yfx 

24. 

5. fit) = 2 -It 

6. F(x) = 4X 8 

25. j(x) -- 

- x 1A + e Z4 

26. 

7. f(x) = x 3 — 4x + 6 

8. fit) = 1.4 d - 2.5 1 2 + 6.7 

27. H(x) 

1 

+ 

II 

28. 


g(u) = y/2u + y/3u 

k(r) = e r + r e 

b c 

V = ae H 1 r 

v v 


Se requiere calculadora graficadora o computadora 


1. Tareas sugeridas disponibles en stewartcalculus.com 
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29 . u = l[t + Ay/W 
31 . z = ^r + Be y 

y 


30 . v = 



32 . y = e x+1 + 1 


33-34 Encuentre la ecuacion de la recta tangente a cada una de las 
siguientes curvas en el punto dado. 

33 . y = f/x, (1,1) 34 . y = x 4 + 2x~ — x, (1,2) 


35-36 Encuentre las ecuaciones de las rectas tangente y normal a 
cada una de las siguientes curvas en el punto dado. 

35. y = x 4 + 2e x , (0, 2) 36. y = x 2 - x 4 , (1, 0) 


FS 37-38 Encuentre la ecuacion de la recta tangente en el punto dado, 
a cada una de las siguientes curvas. Ilustre graficando la curva y la 
recta tangente, en la misma pantalla. 

37 . y = 3x 2 — x 3 , (1, 2) 38 . y = x - yfx, (1, 0) 


F9 39-40 Encuentre /'(x). Compare las graficas de/y/' y utilfcelas 
para explicar por que su respuesta es razonable. 

39. f{x) = x 4 - 2x 3 + x 1 40. f(x) = x 5 - 2x 3 + x - 1 


FF1 41 . a) Utilice una calculadora graficadora o una computadora 

para graficar la funcion /(x) = x 4 — 3x 3 — 6x 2 + lx + 30 
y g( x) = x* en el rectangulo de vista [ — 3,5] por [—10, 50]. 

b) Con la misma grafica del inciso a) estime las pendientes 
y elabore un esbozo a rnano de la grafica de/'. (Vease el 
ejemplo 1 de la seccion 2.8.) 

c) Calcule /'(x) y utilice esta expresion para graficar/' con 
una calculadora graficadora. Compare con su esbozo del 
inciso b). 

Fn 42 . a) Utilice una calculadora graficadora o una computadora para 
graficar la funcion g(x) = e* — 3x 2 en el rectangulo de vista 
[-1,4] por [-8, 8], 

b) Utilizando la grafica del inciso a) para estimar pendientes, 
haga a mano un boceto aproximado de la grafica d eg'. 
(Vease el ejemplo 1 de la seccion 2.8.) 

c) Calcule g'(x) y utilice esta expresion, con un dispositivo 
graficador, para dibujar g' . Compare con su boceto del 
inciso b). 

43-44 Encuentre la primera y segunda derivada de cada una de las 
siguientes funciones. 

43 . f{x) = 10x 10 + 5x 5 — x 44 . G(r) = yfr + fpr 


F9 45-46 Encuentre la primera y segunda derivadas de cada una de 
las siguientes funciones. Verifique para ver si sus respuestas son 
razonables, comparando la graficas de/,/' y /". 

45 . fix) = 2x- 5 x 3/4 46 . fix) = e x - x 3 


47 . La ecuacion de movimiento de una particula es s = t 3 — 3 1, 
donde .? esta en metros y t en segundos. Encuentre 

a) la velocidad y la aceleracion como funciones de t, 

b) la aceleracion despues de 2 s y 

c) la aceleracion cuando la velocidad es cero. 

48 . La ecuacion de movimiento de una particula es 

s = t* — 2t 3 + t 2 — t, donde s esta en metros y t en 
segundos. 

a) Encuentre la velocidad y la aceleracion como funciones 
de t. 

b) Encuentre la aceleracion despues de 1 s. 

FF1 c) Grafique las funciones posicion, velocidad y aceleracion, en 
la misma pantalla. 

49 . La ley de Boyle establece que cuando una muestra de 
gas se comprime a temperatura constante, la presion P 
del gas es inversamente proporcional al volumen del gas. 

a) Suponga que la presion de una muestra de aire que ocupa 
0.106 m 3 a 25 °C es 50kPa. Exprese V como una funcion 
de P. 

b) Calcule dV/dP cuando P = 50kPa. ^Cual es el significado 
de la derivada? ^Cuales son sus unidades? 

F8 50. Los neumaticos de automovil deban ser inflados correctamente 
porque un alto inflado o un bajo inflado puede causar desgaste 
prematuro. Los datos de la tabla muestran la vida L (en miles 
de millas) para un determinado tipo de neumatico a diversas 
presiones P (en lb/pulg 2 ). 


p 

26 

28 

31 

35 

38 

42 

45 

L 

50 

66 

78 

81 

74 

70 

59 


a) Utilice una calculadora graficadora o una computadora para 
modelar la vida del neumatico con una funcion cuadratica 
de la presion. 

b) Utilice el modelo para estimar dL/dP cuando P = 30 y 
cuando P = 40. ^Cual es el significado de la derivada? 
^Cuales son sus unidades? ^Cual es el significado de los 
signos de las derivadas? 

51 . Encuentre los puntos sobre la curva y = 2x 3 + 3x3 — I2x + 1 
donde la recta tangente es horizontal. 

52 . ^,Para que valores de x la grafica de/(.v) = e x — 2x tiene una 
recta tangente horizontal? 

53 . Demuestre que la curva y = 2e x + 3x + 5U no tiene una recta 
tangente cuya pendiente es 2. 

54 . Encuentre la ecuacion de la recta tangente a la curva y = Xyfx 
que es paralela a la recta y = 1 + 3x. 

55 . Encuentre las ecuaciones de ambas rectas tangentes a la curva 
y = 1 + x 3 y paralela a la recta 12x — y = 1 . 

FH 56 . ^,En que punto sobre la curva y = 1 + 2e x — 3x es la recta 
tangente paralela a la recta 3x — y = 5? Ilustre graficando la 
curva de ambas rectas. 

57 . Encuentre la ecuacion de la recta normal a la parabola 
y = x 2 — 5x + 4 que es paralela a la recta x — 3y = 5. 
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58 . 


59. 


60. 


61. 


62. 


63. 

64. 


65. 


66 . 


67. 


68 . 


^Donde la recta normal a la parabola y = x — x 1 en el punto 
(1,0) interseca la parabola por segunda vez? Ilustre con un 
esbozo la grafica. 

Dibuje un diagrama que muestre que hay dos rectas tangentes 
a la parabola y = x 2 que pasan por el punto (0, —4). Encuentre 
las coordenadas de los puntos donde estas rectas tangentes 
intersectan la parabola. 

a) Encuentre ecuaciones de ambas rectas que pasan por el 
punto (2, —3) que son tangentes a la parabola y = x 2 + x. 

b) Demuestre que no hay una recta que pasa por el punto 

(2, 7) que es tangente a la parabola. A continuation, dibuje 
un diagrama para ver por que. 


Utilice la definition de derivada para demostrar que si 
fix) = )/x, entonces/'(x) = — 1 /jc 2 . (Esto demuestra la 
regia de la potencia para el caso n = — 1.) 

Encuentre la n-esima derivada de cada una de las siguientes 
funciones calculando algunas derivadas y observando el patron 
de recurrencia. 

a) fix) = x n b) fix) = 1/x 

Encuentre una polinomial P de segundo grado tal que P(2) = 5, 
P'( 2) = 3 y P"( 2) = 2. 


La ecuacion y" + y' — 2y = x 2 es una ecuacion diferencial 
porque involucra una funcion desconocida y y sus derivadas 
representadas por y' y y". Encuentre constantes A, B y C tales 
que la funcion y = Ax 2 + Bx + C satisface esta ecuacion 
diferencial. (Las ecuaciones diferenciales seran estudiadas en 
detalle en el capftulo 9.) 

Encuentre una ecuacion cubica y = ax 3 + bx 2 + cx + d cuya 
grafica tiene rectas tangentes horizontales en los puntos ( — 2, 6) 

y (2, 0 ). 

Encuentre una parabola con ecuacion y = ax 2 + bx + c 
que tiene pendiente 4 en x = 1, pendiente — 8 en x = — 1 
y que pasa por el punto (2, 15). 


Sea 


fix) = 


fx 2 + 1 

\x + 1 


si x < 1 
si x 5= 1 


^Es/ derivable en x = 1? Trace las graficas de/y/'. 


^En que numeros es derivable la siguiente funcion g7 


g(x) 


2x si x =S 0 

2x — x 2 si 0 < x < 2 
2 — x si x sz 2 


Proporcione una formula para g' y trace las graficas de g y g' . 


69. a) ^,Para que valores de x la funcion /(x) = | x 2 — 9 | es 

derivable? Encuentre una formula para/', 
b) Esboce las graficas de/y/'. 

70. ^Donde es derivable la funcion h(x) = \x — 1 | + | jc + 2 |? 
Proporcione la funcion para h' y trace las graficas de h y h' . 

71. Encuentre la parabola con ecuacion y = ax 2 + bx cuya 
recta tangente en (1, 1) tiene por ecuacion y = 3x — 2. 

72. Supongamos que la curva y = x 4 + ax 3 + bx 2 + cx + d tiene 
una recta tangente cuando x = 0 con ecuacion y = 2x + 1 

y una recta tangente cuando x = 1 con ecuacion y = 2 — 3x. 
Encuentre los valores de a, b, c y d. 

73. ^Para que valores de a y b la recta 2x + y = b es tangente a la 
parabola y = ax 2 cuando x = 2? 

74. Encuentre el valor de c tal que la recta y = \x + 6 es tangente 
a la curva y = c\[x 

75. Sea 

fix) = I" 1 81 I 

| mx + b si x > 2 

Encuentre los valores de m y b que hacen que /sea derivable 
para toda x. 

76. Se dibuja una recta tangente a la hiperbola xy = c en un 
punto p. 

a) Demuestre que el punto medio del segmento de recta 
cortado de esta recta tangente por los ejes de coordenadas 
es P. 

b) Demuestre que el triangulo formado por la recta tangente 
y los ejes de coordenadas siempre tiene la misma area, no 
importa donde se encuentre P sobre la hiperbola. 

jc 1000 - 1 

77. Evalue Km . 

*-»i x — 1 

78. Dibuje un diagrama que muestre dos rectas perpendiculares 
que se intersecan en el eje y y que son ambas tangentes a la 
parabola y = x 2 . ^Donde se intersecan estas rectas? 

79. Si c > y, ^cuantas rectas que pasan por el punto (0, c) son 
rectas normales a la parabola y = x 2 7 r,Que pasa si c |? 

80. Trace las parabolas y = x 2 y y = x 2 — 2x + 2. ^Piensa que 
existe una recta que es tangente a ambas curvas? Si es asf, 
encuentre su ecuacion. Si no es asi, ^por que no? 
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PROYECTO D A LICACI CONSTRUCCION DE UNA MONTANA RUSA 



Suponga que se le solicita que disene el primer ascenso y descenso de una nueva montana rusa. 
Despues de estudiar fotograffas de sus montanas rusas predilectas, decide hacer la pendiente 
de ascenso 0.8 y la de descenso — 1.6. Opta por conectar estos dos tramos rectos y = Li(x) y 
y = Li{x) mediante parte de una parabola y =f(x) = ax 2 + bx + c, donde x y /(x) se miden 
en pies. Para que el trayecto sea uniforme, no pueden existir cambios abruptos de direction, 
por lo que desea que los segmentos de recta L\ y L 2 sean tangentes a la parabola en los puntos de 
transition P y Q. (Vease la figura.) Para simplificar las ecuaciones, decide situar el origen en P. 

1. a) Suponga que la distancia horizontal entre P y Q es 100 pies. Escriba ecuaciones en a, b y 
c que aseguren que el trayecto sea suave en los puntos de transition, 
b) Resuelva las ecuaciones del inciso a) para a, b y c para hallar una formula para/(x). 

FR c) Dibuje L h fy L 2 para verificar graficamente que las transiciones sean suaves. 
d) Encuentre la diferencia en elevation entre P y Q. 


2. La solution del problema 1 puede parecer suave, pero es posible que no sienta lo suave 
debido a que la pieza definida como funcion [consistente en L,(x) para x < 0 ,f(x) para 
0 =£ x =£ 100; y L 2 (x) para x > 100] no tiene una segunda derivada continua. Por consiguiente, 
usted decide mejorar su diseno utilizando una funcion cuadratica q(x ) = ax 1 + bx + c unica- 
mente en el intervalo 10 =£ x =£ 90 y conectarlo con las funciones lineales por medio de dos 
funciones cubicas: 



g(x) = kx 3 + lx 2 + mx + n 0 =S x < 10 
h(x) = px 3 + qx 1 + rx + s 90 < x 100 

a) Escriba un sistema de ecuaciones con 1 1 incognitas que aseguren que las funciones y sus 
dos primeras derivadas coincidan en los puntos de transition. 

b) Resuelva las ecuaciones del inciso a) con un sistema algebraico computarizado para en- 
contrar las formulas para q(x), g(x) y h{x). 

c) Dibuje Li, g, q, h y L 2 y comparelos con las graficas del problema 1 inciso c). 


Se requiere calculadora graficadora o computadora 


[sac 


Se requiere un sistema algebraico computarizado 


3.2 


Reglas del producto y el cociente 


Las formulas de esta section permiten derivar nuevas funciones formadas a partir de ante- 
riores, por multiplication o division. 

Regia del producto 

@ Por analogfa con las reglas de la suma y la diferencia, podrfa tener la tentacion de 
suponer — como Leibniz lo hizo hace tres siglos — que la derivada de un producto es 
el producto de las derivadas. Sin embargo, puede ver que esta suposicion es erronea al 
considerar un ejemplo particular. Sea /(x) = x y q(x) = x 2 . Por tanto, la regia de la poten- 
cia da f'(x) = 1 y g'(x) = 2x. Pero ( fg)(x ) = x 3 , de modo que (fg)'(x) = 3x 2 . Asf que, 
(fg)’ ¥= f'g' . La formula correcta fue descubierta por Leibniz (poco tiempo despues de 
su falso inicio) y se llama regia del producto. 
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u Au 

Au Au 

UV 

v A u 


u A u 


Antes de enunciar la regia del producto, vea como podrfa descubrirla. Empezamos 
suponiendo que u = f(x ) y v = g(x) son funciones positivas derivables. Entonces puede 
interpretarse el producto uv como el area de un rectangulo (vease la figura 1). Si x cambia 
una cantidad Ax, entonces los cambios correspondientes en u y v son 

Au = /( x + Ax) — f(x) Av = g(x + Ax) — g{x) 


FIGURA 1 

Geometria de la regia del producto 


y el nuevo valor del producto, ( u + A u)(u + Av ), puede interpretarse como el area del 
rectangulo grande en la figura 1 (siempre que A u y Av sean positivos). 

El cambio en el area del rectangulo es 


m 


A (uv) = (u + A u)(v + Au) — uv = u Av + v An + Au Av 
= la suma de las tres areas sombreadas 


Si dividimos entre Ax, se obtiene 


A (uv) 

Ax 


Au An Av 

u h v E An 

Ax Ax Ax 


Recuerde que en la notacion de Leibniz la 
definicion de derivada puede escribirse como 

dy ,, Ay 
= lim — 


Si ahora hacemos que Ax — » 0, obtenemos la derivada de uv. 


d_ 

dx 


( uv ) 


A {uv) ( Av Au Av \ 

lfm — - — = 11m I n — 1- v — 1 - An — — 

Ax^o Ax A-v — >0 y Ax Ax Ax ) 


Av A u ( \ / Au \ 

= n lfm h u lfm 1- lfm An lfm I 

A *— >0 Ax Ax^o Ax \ Ax^O J yAx^O Ax ) 


2 


dv 

du 

dv 

u — 

+ v 1- 0 ■ 

— 

dx 

dx 

dx 

dv 

du 


u — 

+ v — 


dx 

dx 



(Observe que An — » 0 cuando Ar — > 0 puesto que/es derivable y, por tanto, continua.) 

Aun cuando se partio de la hipotesis (para la interpretacion geometrica) que todas las 
cantidades son positivas, observe que la ecuacion 1 siempre es verdadera. (El algebra es 
valida si n, u, Au y Au son positivas o negativas.) De modo que ha probado la ecuacion 2, 
conocida como regia del producto, para todas las funciones derivables n y v. 


En notacion con apostrofos: 

(fa)' =fg' + af 


Regia del producto Si/y g son derivables, entonces 

~T~ [f(x)g(x)] = f(x) [fif(x)] + g(x) [f(x)] 
dx dx dx 


En palabras, la regia del producto expresa que la derivada de un producto de dos fun- 
ciones es la primera funcion multiplicada por la derivada de la segunda funcion, mas la 
segunda funcion multiplicada por la derivada de la primera funcion. 
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En la figura 2 se muestran las graficas de la 
funcion/del ejemplo 1 y su derivada/'. Advierta 
qu ef'(x) es positiva cuando/es creciente y 
negativa cuando/es decreciente. 


3 



-1 

FIGURA 2 


En el ejemplo 2, a y b son constantes. Es habitual 
en matematicas el uso de las primeras letras 
del alfabeto, para representar las constantes y 
las ultimas para representar variables. 


EJEMPLO 1 


a) Si/(x) = xe x , encuentre/'(x). 

b) Halle la n-esima derivada, f n \x). 

SOLUCION 

a) Por la regia del producto se tiene que 


fix) = — (xe x ) 
dx 

d . x d . . 

= x—(e x ) + e* — {x) 
ax ax 

= xe" + e* • 1 = (x + l)e x 
b) Aplicando a regia del producto una segunda vez, se obtiene 


f"(x) = -j- [(x + l)e z ] 
dx 

= (*+ l)^-(^) + e - l -f (x+ 1) 
dx dx 

= (x + l)e x + e x • 1 = (x + 2)e x 


Las siguientes aplicaciones de la regia del producto dan 

f"'(x) = {x + 3)e x f m (x) = (x + 4)e x 
De hecho, cada derivada sucesiva agrega otro termino e\ asf que 

f (n \x) = (x + n)e x 


EJEMPLO 2 


Derive la funcion f(t) = y/t (a + bt) 
SOLUCION 1 Utilizando la regia del producto, tenemos que 


f'(t) = yft — (a + bt) + (a + bt) — (y/t) 
dt dt 

= yft • b + (a + bt) • \t~ 1 ^ 2 


= by/7 + 


a + bt 

2 yft 


a + 3 bt 

2 yft 


SOLUCION 2 Si primero utilizamos las leyes de los exponentes para reescribir/(t), 
entonces podemos proceder directamente sin utilizar la regia del producto. 


f{t) = ayft + btyft = at V 2 + bt 3 / 2 

nt) = \ar 3 ' 2 + \bf ' 2 


lo cual es equivalente a la respuesta dada en la solucion 1 . 

El ejemplo 2 muestra que a veces es mas facil simplificar un producto de funciones 
antes de derivar que utilizar directamente la regia del producto. En el ejemplo 1, sin embargo, 
la regia del producto es solo un posible metodo. 
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EJEMPLO 3 


Si fix) = \[x g(x), donde g(4) = 2 y g\4) = 3, encuentre/'(4). 
SO LUC I ON Aplicando la regia del producto, tenemos que 


fix) = -j- [yfx g(x)] = V* -j- [#M] + g(x) [V* ] 
dx ax ax 


= sfx g'(x) + g(x) ■ \x 1/2 


= yfx g'(x) + 


gjx) 

2y/x 


Asf que 


/'(4) = V4 g'( 4) + 


g( 4) 
2^4 


= 2-3 


2 ■ 2 


= 6.5 


Regia del cociente 

Encontramos una regia para derivar el cociente de dos funciones derivables n = f(x) y 
v = g(x) en gran parte de la misma manera que hemos encontrado la regia del producto. 
Si x, u y v se incrementan por cantidades Ax, An y Av, entonces el cambio correspondien- 
te en el cociente u/v es 


por tanto, 



u + An u (n + An)t> — u(v + Av) 

v + Av v v(v + Av) 

vAu — uAv 
v{v + Av) 


An Afl 

d ( u\ A(u/v) Ax Ax 

— — I = lim — = lim — — 

dx\v / &x—>o Ax xx^>o v(v + Av) 


Cuando Ax — 0, tambien Av —> 0, porque v = g(x) es derivable y, por consiguiente, con- 
tinua. Asi, al aplicar las leyes de los limites, se obtiene 


An Av du dv 

/ \ v Km — u Km — — v n — 

d u \ A-i^o Ax Ax dx dx 


dx 


v Km (v + Av) 

Ax— >0 


V 


2 


Regia del cociente Si/y g son derivables, entonces 


En notacion con apostrofos: 


( f\ gf ~fg' 

d 

fix) 

W 3 2 

dx 

_ gix) _ 


g(x) -j- [fix)] - fix) [^(x)] 
dx dx 

[gix)T 


En palabras: en la regia del cociente se expresa que la derivada de un cociente es 
el denominador multiplicado por la derivada del numerador, menos el numerador 
multiplicado por la derivada del denominador, todo dividido entre el cuadrado del 
denominador. 

La regia del cociente y las otras formulas de derivacion permiten calcular la derivada 
de cualquier funcion racional, como se ilustra en el ejemplo siguiente. 
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Podemos utilizar un dispositivo de graficacion 
para verificar que la respuesta al ejemplo 4 es 
verosfmil. En la figura 3 se muestran las graficas 
de la funcion del ejemplo 4 y su derivada. Note 
que cuando y crece con rapidez (cerca de -2), 
y' es grande. Y cuando y crece con lentitud, 
y' esta cercana a 0. 


1.5 



-1.5 

FIGURA 3 


2.5 



0 

FIGURA 4 


13 


EJEMPLO 4 


Sea v 


x 2 + x — 2 

5 . Entonces 

x 3 + 6 


(x 3 + 6) — (x 2 + x — 2) — (x 2 + x — 2) — (x 3 + 6) 
dx dx 

(x 3 + 6) 2 

(x 3 + 6)(2x + 1) — (x 2 + x — 2)(3x 2 ) 

(x 3 + 6) 2 

(2x 4 + x 3 + 12x + 6) — (3x 4 + 3x 3 — 6x 2 ) 

(x 3 + 6) 2 

— x 4 — 2x 3 + 6x 2 + 12x + 6 

(x 3 + 6 ) 2 


□ 


EJEMPLO 5 


el punto ( 1, \e). 


Encuentre la ecuacion de la recta tangente a la curva y = e x /(\ + x 2 ) en 


SO LUC I ON De acuerdo con la regia del cociente 


dy_ 

dx 


(1 + x 2 ) ( e x ) - e x (1 + x 2 ) 

dx dx 

(i + x 2 ) 2 


(1 + x 2 )e x - e v (2x) 
(1 + x 2 ) 2 


e x (l - x) 2 

(1 + x 2 ) 2 


De modo que la pendiente de la recta tangente en 


(U«) 


es 


dy 

dx 


= 0 


x=l 


Esto significa que la recta tangente en (l, \e) es horizontal, y su ecuacion es y = \e. [Vease 
la figura 4. Advierta que la funcion es creciente y cruza su recta tangente en ( 1, \e).] 


NOTA No use la regia del cociente cada vez que vea un cociente. A veces es mas facil 
reescribir un cociente en una forma que sea mas sencilla para los fines de derivacion. Por 
ejemplo, aun cuando es posible derivar la funcion 

w 3x 2 + 2 Vx 

F(x) = 

x 

aplicando la regia del cociente, es mas facil dividir primero y escribir la funcion como 

F(x) = 3x + 2x~ l/2 


antes de derivar. 

A continuacion se resumen las formulas de derivacion que ha aprendido hasta el 
momento. 






SECCION 3.2 REGLAS DEL PRODUCTO Y EL COCIENTE 189 


Tabla de formulas de derivacion 



3.2 


Ejercicios 


1. Encuentre la derivada de/(x) = (1 + 2x 2 )(x — x 2 ) de dos 
maneras: aplicando la regia del producto y efectuando primero 
la multiplication. ^Sus respuestas son equivalentes? 

2. Encuentre la derivada de la funcion 

, x 4 - 5* 3 + 

F(x) = j 


en dos maneras diferentes: utilizando la regia del cociente 
y simplificando primero. Demuestre que sus respuestas son 
equivalentes. (,Cual metodo prefiere? 


3-21 Derive cada una de las siguientes funciones. 

3. f(x) = (x 2 + 2x)e x 4. g(x) = y[x e x 

x e x 


5. y 


6. y 


1 - e x 


1 + 2x 


g(x) = - 

3 — 4x 

9. H(u) = (u — y/u){u + y/u) 
10. J(v) = ( v 3 — 2v)iv 4 + v~ 2 ) 

11 F(y) = (7 - y)(y + 5 ? 3 ) 

12. f(z) = (1 - e/(z + e x ) 
x 3 


8. G{x) = 


x 2 -2 
2x + 1 


13. y = 
15. y = 


1 — x 1 
t 2 + 2 


x + 1 

14 - y = "tt — 7 

x + x — 2 


t 4 - 3t 2 + 1 

17. y = eip + pS ) 

u 3 — 2 vJv 

19. v — — 

21. fit) = 

23. fix) = 


16. y = 
18. y = 


t 


it - l) 2 
1 

s + ke s 


v 

2 1 


20. z = w ,/2 iw + ce w ) 
t ~ yft 


2 + a/7 

A 

B + Ce x 


22. git) = ■ 


24. fix) = 


fV3 


1 — xe x 
x + e x 


25. f(x) 


x 



26. fix) 


ax + b 
cx + d 


27-30 Halle fix) y f"(x) de cada una de las siguientes funciones. 
27. fix) = x 4 e x 28. /(.*) = x 5/2 e x 


29. fix) 


1 + 2x 


30. fix) 


x 


x 2 - 1 


31 -32 Encuentre la ecuacion de la recta tangente a la curva dada en 
el punto especificado. 


31. y 


x 2 - 1 
x 2 + X + 1 ’ 


(1.0) 


32. y 



33-34 Halle las ecuaciones de las rectas tangentes y de las rectas 
normales a cada una de las curvas dadas en el punto que se especifica. 

33. y = 2xe x , (0, 0) 34. v = * , (1, 1) 

x + 1 


35. a) La curva y = 1/(1 + x 2 ) se llama bruja de Marfa Agnesi. 

Encuentre la ecuacion de la recta tangente a esta curva en el 
punto ( — 1, |). 

FH b) Ilustre el inciso a) trazando las graficas de la curva y la recta 
tangente en la misma pantalla. 

36. a) La curva y = x/{ 1 + x 2 ) se llama serpentina. Encuentre 

la ecuacion de la recta tangente a esta curva en el punto 
(3, 0.3). 

FB b) Ilustre el inciso a) graficando la curva y la recta tangente, en 
la misma pantalla. 


37. a) 

ffl b) 


Si/(jc) = (jc 3 — x)e x , encuentre fix). 

Compruebe que su respuesta al inciso a) es razonable 
comparando las graficas de/y/'. 


38. a) 

ffl b) 


Si/(jc) = e x /{2x 2 + x + 1), halle/'(x). 

Compruebe que su respuesta al inciso a) es razonable 
comparando las graficas de/y/'. 


W\ Se requiere calculadora graficadora o computadora 


1. Tareas sugeridas disponibles en stewartcalculus.com 
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39. a) Si/(x) = (x 2 - \)/{x 2 + 1), halle /'(x) y f"(x). 

b) Verifique si sus respuestas en el inciso a) son razonables al 
comparar las graficas d ef,f y f". 

40. a) Si f{x) = (x 2 - \)e\ halle /'(jc) y /"(*). 

b) Verifique para comprobar que sus respuestas en el inciso a) 
son admisibles al comparar las graficas de/,/' y /". 

41. Si f{x) = x 2 /(l + x), halle /"(l). 

42. Si g(x) = x/ e x , halle g ( "\x). 

43. Suponga que/(5) = l,/'(5) = 6, 3(5) = -3 y g'( 5) = 2. 
Encuentre los valores siguientes 


51. Si g es una funcion derivable, encuentre una expresion para la 
derivada de cada una de las funciones siguientes. 


a) y = xg(x) 


b) y = 


ff(x) 


c) y = 


g(x) 


52. Si/es una funcion derivable, encuentre una expresion para la 
derivada de cada una de las funciones siguientes. 


a) y = x 2 f{x ) 




d) y = 


1 + xf(x) 
yfx. 


a) (fg)'( 5) b) (f/g)\ 5) c) (g/f)'( 5) 

44. Suponga que/(2) = -3, g{ 2) = 4,/'(2) = -2 y g'( 2) = 7, 
encuentre h'(2). 


a) h(x) 
c) h(x) 


5 fix) - 4 g(x) 

fix) 

g(x) 


b) 

d) 


h{x) = 
h(x) = 


f(x)g(x) 
g(x ) 

i + f{x) 


45. Si f{x) = e x g(x), donde g{ 0) = 2 y g'(0) = 5, halle /'(0). 

46. Si h(2) = 4 y h'(2) = —3, encuentre 


53. ^Cuantas rectas tangentes a la curva y = x/{x + 1) pasan por 
el punto (1, 2)? ^En que puntos toca la curva estas rectas 
tangentes? 

54. Encuentre las ecuaciones de las rectas tangentes a la curva 

x — 1 

y = 7T7 

que sean paralelas a la recta x — 2y = 2. 

55. Encuentre R'( 0), donde 


d_ 

dx 



R(x) = 


x - 3x 3 + 5x 5 
1 + 3x 3 + 6jc 6 + 9x 9 


47. Si g(x) = xf(x), donde /(3) = 4 y/'(3) = —2, encuentre la 
ecuacion de la recta tangente a la grafica de g(x) en el punto 
donde x = 3. 


Sugerencia: en vez de encontrar primero R'(x), sea f(x) el 
numerador y q(x) el denominador de R(x) y calcule R'(0) de 
/(0),/'(0), 3(0) y g'(0). 


48. Si/(2) = 10 y fix) = x 2 f(x) para todax, encuentre /"(2). 

49. Si/y 3 son las funciones cuyas graficas se ilustran, sean 
u(x) =f(x)g(x) y v(x) =f(x)/g(x). 

a) Encuentre u'( 1). b) Encuentre «'(5). 


56. Utilice el metodo del ejercicio 55 para calcular Q'( 0), donde 


Q(x) 


1 + x + x 2 + xe x 
1 — x + x 2 — xe x 



50. Sea P(x) = F(x)G(x ) y Q(x) = F{x)/G{x), donde F y G son las 
funciones cuyas graficas se muestran 
a) Encuentre P'{ 2). b) Encuentre Q'(l). 



57. En este ejercicio, estime la proporcion a la que se esta 
creciendo el ingreso personal total en el area metropolitana 
de Richmond-Petersburg, Virginia. En 1999, la poblacion de 
esta area era 961 400 y la poblacion aumentaba en alrededor 
de 9 200 personas al ano. El ingreso anual promedio era 
$30593 per capita, y este promedio se incrementaba en 
cerca de $1400 al ano (ligeramente por arriba del promedio 
nacional de alrededor de $1225 al ano). Use la regia del 
producto y estas cifras para estimar la proporcion en la que 
estaba aumentando el ingreso personal total en el area de 
Richmond-Petersburg en 1999. Explique el significado 

de cada termino en la regia del producto. 

58. Un fabricante produce rollos de una tela con un ancho fijo. 

La cantidad q de esta tela (medida en yardas) que se vende es 
funcion del precio de venta p (en dolares por yarda), de modo 
que q = ftp). Entonces, el ingreso total que se percibe con el 
precio de venta p es R(p) = pf(p). 

a) iQue significa afirmar que/(20) = 10000 y 
/'(20) = -350? 

b) Suponiendo los valores del inciso a), encuentre R'( 20) e 
interprete su respuesta. 
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59. a) Utilice la regia del producto dos veces para probar que si/, 

g y h son derivables, entonces ( fgh )' = f'gh + fg'h + fgh'. 

b) Tomando/= g = h en el inciso a), demuestre que 

-f [/W] 3 = 3[/(x)] 2 /'M 

dx 

c) Utilice el resultado del inciso b) para derivar y = e 3jt . 

60. a) Si F(x) = f(x)g(x), donde/y g son derivables en todos los 

ordenes, demuestre que F" =f"g + 2 f'g' + fg". 

b) Halle formulas similares para F'" y F w . 

c) Intente una formula para F in) . 

61. Halle expresiones para las primeras cinco derivadas de 
f(x) = x 2 e x . ^’Observa algun patron en estas expresiones? 
Intente una formula para/ w (x) y demuestrela por medio de 
induction matematica. 


62. a) Si g es derivable la regia del reclproco indica que 
d_ _J_ = g'(x) 

dx LaWj \g(x)f 

Utilice la regia del cociente para demostrar la regia del 
reclproco. 

b) Utilice la regia del reclproco para derivar la funcion 
del ejercicio 18. 

c) Utilice la regia del reclproco para comprobar que la regia 
de la potencia es valida para numeros enteros negativos; 
es decir. 


d_ 

dx 


(x n ) 


nx 


-«-i 


para todos los numeros enteros positivos n. 


3.3 


Derivadas de funciones trigonometricas 


En el apendice D se da tin repaso de las Antes de iniciar esta seccion, quiza necesite repasar las funciones trigonometricas. En 

funciones trigonometricas. particular, es importante que recuerde que cuando habla de la funcion /definida para todos 

los numeros reales x, mediante 


f(x) = sen x 

se entiende que sen x significa el seno del angulo cuya medida en radianes es x. Para las 
demas funciones trigonometricas: cos, tan, esc, sec y cot se cumple con una convencion 
similar. Recuerde de la seccion 2.5 que todas las funciones trigonometricas son continuas 
en cada numero en sus dominios. 

Si traza la grafica de la funcion /(x) = sen x y utiliza la interpretacion de/'(x) como 
la pendiente de la recta tangente a la curva seno para trazar la grafica de/' (vease el ejer- 
cicio 14 de la seccion 2.8), parece que la grafica de esta ultima es la misma que la curva 
coseno (vease la figura 1). 



FIGURA 1 
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Intente confirmar la conjetura de que si/(x) = sen x, entonces/'(x) = cos x. A partir 
de la definicion de derivada, tenemos 


Hemos utilizado la formula de adicion para 
el seno. Vease el apendice D. 


m 


r „ s /(* + h) - fix) sen (x + h) - 

f (x) = lim = lim 

A-* 0 /? A— >0 h 


= lhn 

*-> o 


sen x cos h + cos x sen h — sen x 


h 


= lim 

A— >0 


= Inn 

A— >0 


senx cos /; — senx cosx sen h 


senx 


h 

cos h — 1 
h 


h 


+ cos X 


sen h 


cos h — 1 

Km sen x • Km h Km cos x • Km 

A— >0 A-»0 h A-» 0 A-*0 


senx 


sen h 
h 


Dos de estos cuatro lfmites son faciles de evaluar. Puesto que se considera a x como 
constante al calcular un Kmite cuando A — > 0, se tiene 

Km sen x = sen x y Km cos x = cos x 

A— >0 A— >0 

El Kmite de (sen h)/h no es tan obvio. Con base en la evidencia numerica y grafica, en el 
ejemplo 3 de la seccion 2.2 se infiere que 


a 


Km 

0^0 


sen 9 

9 


= 1 


D 



a) 


E 

A 


b) 

FIGURA2 



Ahora utilizaremos un argumento geometrico para demostrar la ecuacion 2. Suponga pri- 
mero que 6 se encuentra entre 0 y ir/2. En la figura 2a) se muestra un sector de circun- 
ferencia con centra en 0, angulo central 0 y radio 1. BC se traza perpendicular a OA. Por 
la definicion de radian, tenemos que arco AB = 0. Asimismo, | BC \ = \ OB \ sen 9 = sen 9. 
Con base en el diagrama, se observa que 

| BC | < | AB | < arc AB 

sen 9 

En consecuencia sen 9 < 9 de manera que < 1 

4 9 

Suponga que las tangentes en A y B se intersecan en E. Puede verse, con base en la figura 
2b), que la circunferencia es menor que la longitud del poligono circunscrito, de modo que 
arc AB < \ AE \ + \ EB \. Asf, 


9 = arc AB < 

\AE\ 

+ 

| EB | 

< 

\AE\ 

+ 

| ED | 

= 

\ AD \ 

= 

OA tan 9 

= 

tan 9 




(En el apendice F se demuestra directamente la desigualdad 6 ^ tan 9 a partir de la 
definicion de la longitud de arco, sin recurrir a la intuicion geometrica, como se hizo aqui.) 
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Por tanto, tenemos que 


de modo que 


sen 0 

9 < 

cos 9 


cos 9 < 


sen 9 

9 


< 1 


Sabemos que lfm e ^ 0 1 
presion 


1 y lmia^ocos 0 = 1, as! que, por el teorema de la com- 


11m 

9-^0+ 


sen 9 
9 


= 1 


Pero la funcion (sen 9)j 9 es una funcion par, de modo que sus llmites por la derecha y por 
la izquierda deben ser iguales y, por tanto, 


11m 

9— >0 


sen 9 
9 


= 1 


as! que se ha demostrado la ecuacion 2. 

Podemos deducir el valor del llmite restante en [T] como sigue: 


Multiplique el numerador y el denominador por 
cos 6 + 1 para poner la funcion de manera que 
pueda usar los limites que conoce. 


cos 0—1 / cos 0—1 cos 0 + 1 \ cos 2 0 — 1 

11m = 11m • = 11m — - 

9— >0 9 9— >0 \ 0 COS 0 + 1 / 9— >0 0(cos0 + 1) 


= 11m 


-sen 2 0 / sen 0 sen 0 

= —11m 


o >o 9 (cos 9 + 1) 9— >o 


cos 0 + 1 


sen 0 sen 0 

= — 11m • 11m 


^0 0 9^0 COS 0 + 1 


= -1 


1 + 1 


— 0 


3 


11m 

9— >0 


COS 0—1 
0 


= 0 


Si ahora ponemos los llmites [2] y [3] en P~l , obtenemos 


fix) 


cos h — 1 
= 11m sen x • 11m 

9— >0 9— >0 h 


sen h 

+ 11m cos x • 11m 

9— >0 9— >0 h 


= (senx) • 0 + (cosx) • 1 = cosx 


As! que hemos demostrado la formula para la derivada de la funcion seno: 


s 


— (sen x) = cos x 
dx 
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La figura 3 muestra las graficas de la funcion 
del ejemplo 1 y su derivada. Advierta que 
y' = 0 siempre que y tenga una recta tangente 
horizontal. 


5 



-5 


FIGURA 3 


Cuando memorice esta tabla, resulta util notar 
que los signos menos van con las derivadas de 
las "cofunciones"; es decir, coseno, cosecante y 
cotangente. 


1 


EJEMPLO 1 


Derive y = x 1 sen x. 


SO LUC I ON Con la regia del producto y la formula 4, tenemos 


dy d 

- = x — (senx) + senx — 

dx dx dx 


(x 2 ) 


= x 2 cos x + 2x sen x 


Si se aplican los mismos metodos que en la demostracion de la formula 


4, puede 


demostrarse (vease el ejercicio 20) que 


5 


— (cos x) = — senx 
dx 


Tambien puede derivar la funcion tangente utilizando la definition de derivada, pero es 
mas facil usar la regia del cociente con las formulas 4 y 5: 


d d 

— (tan x) = — 
dx dx 


sen x 


cos x 


cos x — (senx) — senx — (cos x) 
dx dx 

cos 2 x 


cos x • cos x — senx (—senx) 
cos 2 x 

cos 2 x + sen 2 x 
cos 2 x 


1 

cos 2 x 


= sec 2 x 


0 


— (tan x) = sec 2 x 
dx 


Tambien es facil hallar las derivadas de las funciones trigonometricas restantes, esc, sec 
y cot, aplicando la regia del cociente (veanse los ejercicios 17-19). En la tabla siguiente 
aparecen todas las formulas de derivacion de las funciones trigonometricas. Recuerde que 
son validas solo cuando x se mide en radianes. 


Derivadas de las funciones trigonometricas 


d 

d 

— (sen x) = cos x 


dx 

dx 

d . 

d 

— (cos x) = —senx 
dx 

dx 

d 

d 

— (tan x) = sec x 
dx 

dx 


(esc x) = —CSC x cot X 
(sec x) = sec x tan x 
(cot x) = — csc 2 x 




SECCION 3.3 DERIVADAS DE FUNCIONES TRIGONOMETRICAS 195 


3 



-3 

FIGURA4 


Las rectas tangentes horizontales 
del ejemplo 2 




s 

FIGURA 5 



EJEMPLO 2 


Derive /(x) = 


1 


tan x 


. ( : ,Para cuales valores de x la grafica de / tiene 


una recta tangente horizontal? 

SOLUCION Por la regia del cociente se tiene que 


( 1 + tan x) — (sec x) — sec x — ( 1 + tan x) 
ax dx 

(1 + tanx) 2 

( 1 + tan x) sec x tan x — sec x ■ sec 2 x 
(1 + tan x) 2 

sec x (tan x + tan 2 x — sec 2 x) 

(1 + tan x) 2 

sec x (tan x — 1) 

(1 + tan x) 2 


En la simplification de la respuesta hemos utilizado la identidad tan 2 x + 1 = sec 2 x. 

Ya que sec x nunca es 0 , /'(x) = 0 cuando tan x = 1, y esto sucede cuando 
x = mr + it /A, donde n es un entero (vease la figura 4). 


Las funciones trigonometricas se usan con frecuencia en el modelado de fenomenos del 
mundo real. En particular, las vibraciones, ondas, movimientos elasticos y otras cantidades 
que varfan de manera periodica, pueden describirse por medio de las funciones trigonome- 
tricas. En el ejemplo siguiente se analiza un caso de movimiento armonico simple. 


EJEMPLO 3 


Un objeto que se encuentra en el extremo de un resorte vertical se 
desplaza hacia abajo 4cm mas alia de su posicion en reposo, para estirar el resorte, 
y se deja en libertad en el instante t = 0. (Vease la figura 5 y observe que la direccion 
hacia abajo es positiva.) Su posicion en el instante t es 


s = /(f) = 4 cos t 


Encuentre la velocidad y la aceleracion en el instante t y uselas para analizar el 
movimiento del objeto. 

SOLUCION La velocidad y la aceleracion son 


ds d d 

v = — = — (4 cos t) = 4 — (cos /) = —4 sen f 
dt dt dt 


dv d d 

a = — = — (—4 sen f) = —4 — (sen t) = —4 cos t 
dt dt dt 


El objeto oscila desde el punto mas bajo (,v = 4cm) hasta el punto mas alto (s = —4cm). 
El periodo de la oscilacion es 2tt, el periodo de cos t. 

La rapidez es | v \ = 4 | sen 1 1, la cual es maxima cuando | sen t \ = 1; es decir, 
cuando cos t = 0. De modo que el objeto se mueve con la mayor rapidez cuando pasa 
por su posicion de equilibrio ( s = 0). Su rapidez es 0 cuando sen / = 0; esto es, en los 
puntos alto y bajo. 

La aceleracion a = —4 cos t = 0 cuando s = 0. Alcanza la magnitud maxima en los 
puntos alto y bajo. Observe la grafica en la figura 6. 


FIGURA 6 
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Eg Busque un patron 


Observe que sen lx 1 sen x 


EJEMPLO 4 


Hallar la vigesima septima derivada de cos x. 
SOLUCION Las primeras derivadas de/(x) = cos x son como sigue: 


f'{x) = — senx 
f"(x) = — cosx 
/'"(x) = senx 
/ (4, (x) = cos x 
/ (5) (x) = — senx 


Observamos que las derivadas sucesivas ocurren en un ciclo de longitud 4 y, en particular, 
f'-’ix) = cos x cada vez que n es un multiplo de 4. En consecuencia, 

/ (24) = COS X 

y, derivando tres veces mas, se tiene 

fai) — sen x 

La principal aplicacion del limite en la ecuacion 2 ha sido comprobar la formula de 
derivacion de la funcion seno. Pero este limite tambien se aplica en la busqueda de otros 
limites trigonometricos, como en los dos ejemplos siguientes. 


EJEMPLO 5 


Determine lim - 


sen lx 
4x 


SOLUCION Con objeto de aplicar la ecuacion 2, primero vuelva a escribir la funcion para 
multiplicarla por 7 y dividirla entre 7 : 


sen lx 
4x 


sen lx 
lx 


Si considera 0 = lx, entonces 0^0, conforme x 0, de este modo, mediante la 
ecuacion 2 


sen lx 
Km 

*-»o 4x 


1_ 

~4 

1 _ 

~4 


Km 

x-»0 


sen lx 
lx 


lim 

o^o 


sen 6 

e 


1 _ 

~4 



□ 


EJEMPLO 6 


Calcule lim x cot x. 

A— >0 


SOLUCION En este caso se divide tanto el numerador como el denominador entre x: 


X COS X 

Km x cot x = Km 

x^o x — >0 sen x 


cos x 

= Km 

x— >o senx 


x 


Km cos x 

x-*0 


senx 
lim 

x — >0 x 


cos 0 


1 


(segun la continuidad del coseno y la ecuacion 2) 
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3.3 


Ejercicios 


1-16 Encuentre la derivada de cada una de las siguientes funciones: 


1- fix) 

= 3x 2 — 2 cos x 

2. 

fix) 

= yfx senx 

3- fix) 

= sen x + \ cot x 

4. 

y = 

2 sec x — esc x 

U1 

II 

sec 8 tan 8 

6. 

gie) 

= e fl (tan 8-8) 

II 

c cos t + r 2 sen t 

8. 

fit) 

cot t 

e' 

CO 

V 

II 

X 

10. 

y = 

sen 8 cos 6 

2 — tanx 

11 .m 

sec 8 

12. 


COS X 

1 + sec 6 

y 

1 — senx 

II 

CO 

1 sen t 

14. 


1 — secx 

1 + t 

y 

tan x 

15. fix) 

= xe x esc x 

16. 

y = 

x 2 senx tan x 


17. Demuestre que — (esc x) = —esc x cot x 
ax 


18. Demuestre que — (sec x) = sec x tan x 
ax 


19. Demuestre que — (cot x) = — csc 2 x. 

dx 

20. Aplique la definition de derivada y demuestre que 
si/(x) = cosx, entonces/'(x) = — senx. 

21 -24 Encuentre la ecuacion de la recta tangente a cada una de las 
siguientes curvas, en el punto especificado. 

21 . y = sec x, (tt/3, 2) 22 . y = e x cos x, (0, 1 ) 

23. y = cosx — senx, (7 r, — 1 ) 24. y — x + tanx, (7 r, 77) 


25. a) Halle la ecuacion de la recta tangente a la curva 

y = 2x sen x en el punto (tt/2, tt). 

b) Ilustre el inciso a) graficando la curva y la recta tangente en 
la misma pantalla. 

26. a) Encuentre la ecuacion de la recta tangente a la curva 

y = 3x + 6 cos x en el punto (tt/3, tt + 3). 
b) Ilustre el inciso a) graficando la curva y la recta tangente en 
la misma pantalla. 

27. a) Si/(x) = sec x — x, encuentre /'(x). 

b) Compruebe para ver que su respuesta al inciso a) es 
razonable trazando las graficas defyf para |x| < tt/2. 

28. a) Si/(x) = e x cos x, obtenga/'(x) y/"(x). 

b) Verifique que su respuesta del inciso a) sea razonable 
graficando/,/' y /". 


29. 

30. 

31. 


Si H(8) = 8 sen 8, halle H'{ 6)y H"(0). 

Si fit) = esc t, halle /"(7r/6). 

a) Utilice la regia del cociente para derivar la funcion 
, tan x — 1 

fix) = 


b) Simplifique la expresion para/(x) expresandola en terminos 
de sen x y cos x, y enseguida halle /'(x). 

c) Demuestre que sus respuestas a los incisos a) y b) son 
equivalentes. 


32. Suponga/(Tr/3) = 4 y/'(7r/3) = — 2 , y sea 
g(x) = fix) sen x y h(x) = (cos x)//(x). Halle 
a) g '(tt/ 3) b) h'iir/3) 


33-34 ^Para que valores de x la grafica de cada una de las siguientes 
funciones tiene una recta tangente horizontal? 

33. f{x) = x + 2 senx 34. /(x) = e l cos x 


35. Una masa en un resorte vibra horizontalmente sobre una 

superficie lisa y nivelada, en un movimiento armonico simple. 
(Vease la figura.) Su ecuacion de movimiento es x(t) = 8 sen t, 
donde t esta en segundos y x en centimetres. 

a) Encuentre la velocidad y la aceleracion en el instante t. 

b) Encuentre la position, la velocidad y la aceleracion de la 
masa en el instante t = 2v/3. <',En que direction se desplaza 
en ese instante? 



FR 36. Una banda elastica cuelga de un gancho, con una masa 

sujeta en su extremo inferior. Cuando se tira de la masa hacia 
abajo y, luego, se deja en libertad, vibra verticalmente en un 
movimiento armonico simple. La ecuacion del movimiento es 
s = 2 cos t + 3 sen ?, t 3® 0, donde .v se mide en centimetres 
y t en segundos. (Tome la direction positiva correspondiente 
hacia abajo.) 

a) Encuentre la velocidad y la aceleracion en el instante t. 

b) Dibuje las funciones velocidad y aceleracion. 

c) ^.Cuando pasa la masa por la position de equilibrio por 
primera vez? 

d) ^,Cuan lejos de su position de equilibrio viaja la masa? 

e) ^.Cuando es maxima la magnitud de la velocidad? 

37. Una escalera de 10 pies de largo esta apoyada sobre una pared 
vertical. Sea 6 el angulo entre la parte superior de la escalera 
y la pared, y x la distancia del extremo inferior de aquella 
hasta la pared. Si el extremo inferior de la escalera se desliza 
alejandose de la pared, ^con que rapidez cambia x respecto 
a 6 cuando 6 = tt/3? 


FFi Se requiere calculadora graficadora 0 computadora 


1. Tareas sugeridas disponibles en stewartcalculus.com 
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38. Un objeto con peso W es arrastrado a lo largo de un piano 
horizontal, por una fuerza que actua a lo largo de una cuerda 
sujeta al objeto. Si la cuerda forma un angulo 9 con el piano, 
entonces la magnitud de la fuerza es 

F - ^ 

/jl sen 9 + cos 9 

donde /jl es una constante llamada coeficiente de friction. 

a) Encuentre la razon de cambio de F respecto a 9. 

b) ^Cuando es igual a 0 esta razon de cambio? 

c) Si W = 501b y /jl = 0.6, dibuje la grafica de F como funcion 
de 9 y usela para localizar el valor de 9 para el cual dF/d9 = 0. 
^Resulta coherente el valor con su respuesta al inciso b)? 


39-48 Determine cada uno de los siguientes lfmites. 


39. 


sen 3x 
Km 

x->o x 


40. 


sen 4x 
Km 

x^o sen 6x 


41. 


tan 6 1 

Km 

*-» o sen 2 1 


42. 


cos 9 — 1 

Km 

e^o sen 9 


43. Km 


sen 3x 


* o 5x 3 - 4x 


44. 


sen 3x sen 5x 
Km z 

x^O X 


45. Km - 


sen 9 


9 + tan 9 


46. Km^!l 

x^O X 


47. 


1 — tanx 

Km 

x-nr/4 sen x — cos x 


48. 


Km 

*-*i 


sen(x — 1) 
x 2 + x - 2 


53. Derive cada una de las siguientes identidades trigonometricas 

para obtener una identidad nueva (o conocida) . 

sen x 1 

a) tan x = b) sec x = 

cos x cos x 

1 + cot x 

c) senx + cos x = 

esc x 

54. Un semicfrculo con diametro PQ descansa sobre un triangulo 
isosceles PQR para configurer una region en forma de cono 
para helados como el que se ilustra en la figure. Si A(9) es el 
area del semicfrculo y B(9) es el area del triangulo, halle 

Urn m. 

^ Bid) 



55. En la figure se muestra un arco circular de longitud .5 y una 
cuerda de longitud d, los dos estan subtendidos por un angulo 
central 9. Encuentre 


49-50 Encuentre la derivada que se muestra, mediante la busqueda 
de las primeras derivadas y observando el patron que aparece. 

d" , rf 35 

49. — 55- (sen x) 50. — zr (x sen x) 

dx dx 


51 . Encuentre constantes Ay B tales que la funcion y = A sen x + 
B cos x satisface la ecuacion diferencial y" + y' — 2y = sen x. 

52. a) Evalue Km x sen — . 

*-*» x 


1 

b) Evalue Km x sen — . 

x^O x 

c) Ilustre los incisos a) y b) graficando y = x sen(l/x). 


Km — 
d 



56. Sea /(x) = 


VT~— cos 2x 

a) Grafique/. ^Que tipo de discontinuidad parece tener en x 


b) Calcule los lfmites por la izquierda y por la derecha en x 
^Confirman estos valores su respuesta al inciso a)? 


= 0 ? 
= 0 . 


Regia de la cadena 


Suponga que se le pide derivar la funcion 


F(x) = \Jx 2 + 1 

Las formulas de derivacion que usted aprendio en las secciones anteriores de este capftulo 
no le permiten calcular F'(x). 
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Vease la seccion 1.3 para un repaso de funciones 
compuestas. 


James Gregory 

El primero en formular la regia de la cadena 
fue el matematico escoces James Gregory 
(1638-1675), quien tambien diseno el primer 
telescopio practico. Gregory descubrio las ideas 
basicas del Calculo en la misma epoca qne 
Newton. Se convirtio en el primer profesor de 
Matematicas en la Universidad de St. Andrews 
y mas tarde realizo la misma actividad en la 
Universidad de Edimburgo. Pero un ano despues 
de aceptar ese cargo, fallecio a la edad de 
36 anos. 


Observe que F es una funcion compuesta. De hecho, si hacemos y = f{u) — \ju y u = 
g(x) = x 2 + 1 , entonces podemos escribir y = Fix) = f(g(x)); es decir, F = f° g. Sabemos 
como derivar tanto/como g, de modo que serfa util contar con una regia que nos indi- 
que como hallar la derivada de F = f° g en terminos de las derivadas de/y g. 

Resulta que la derivada de la funcion compuesta / 0 g es el producto de las derivadas de 
fy g. Este hecho es uno de los mas importantes de las reglas de derivation y se llama regia 
de la cadena. Esto parece verostmil si interpretamos las derivadas como razones de cam- 
bio. Consideremos du/dx como la razon de cambio de u respecto ax, dy/du como la razon 
de cambio de y respecto a u, y dy/ dx como la razon de cambio de y respecto a x. Si u 
cambia al doble de rapidez de x y y varfa tres veces mas rapido que u, entonces parece 
razonable que y se modifique seis veces mas rapido que x, y, por tanto, esperamos que 

dy dy du 

dx du dx 


Regia de la cadena Si g es derivable en x y/es derivable en g(x), entonces la funcion 
compuesta F =/° g definida mediante Fix) = f(g(x)) es derivable en x, y F' esta dada 
por el producto 

F'(x) =f'(g(x)) ■ g'(x) 

En la notacion de Leibniz, si y = f(u) y u = g(x) son funciones derivables, entonces 

dy dy du 

dx du dx 


COMENTARIOS SOBRE LA DEMOSTRACION DE LA REGLA DE LA CADENA Sea Am el cambio en u 
correspondiente a un cambio de Ax en x; es decir, 

Am = g(x + Ax) — g(x) 

Entonces el cambio correspondiente en y es 

Av = f(u + Am) - f(u) 


Resulta tentador escribir 


m 


dy_ 

dx 



Ai-^O Ax 



Ax^o Am 


Am 

Ax 



Ax^o Am 


Am 
Km — — 

Ax^O Ax 



Au^o Am 


Am 
Km — — 

A.r^O Ax 


(Advierta que A u — ^ 0 conforme Ax — » 0 
porque g es continua.) 


dy du 
du dx 
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CAPITULO 3 


REGLAS DE DERIVACION 


El unico defecto de este razonamiento es que en [T] podrfa suceder que A u = 0 (aun cuan- 
do Ax 0) y, por supuesto, no podemos dividir entre 0. No obstante, este razonamiento 
sugiere por lo menos que la regia de la cadena es verdadera. A1 final de esta seccion se 
da una demostracion completa de la regia de la cadena. 

La regia de la cadena puede escribirse con apostrofos 
0 (f° g)'{x) = f\g{x)) ■ g'(x) 

o bien, si y = f(u) y u = g(x), en la notacion de Leibniz: 


0 


dy dy du 

dx du dx 


La ecuacion 3 es facil de recordar porque si dy/du y du/dx fueran cocientes, entonces 
podrfa cancelar du. Sin embargo, recuerde que du no se ha definido y no debe concebir 
du/dx realmente como un cociente. 


EJEMPLO 1 


Encuentre F'(x ) si F(x) = six 1 + 1. 


S0LUCI0N 1 (Utilizando la ecuacion 2): A1 principio de esta seccion, expresamos F 
como F(x) = (/« g)(x) = f(g(x)) donde f(u) = \fu y g(x) = x 1 + 1. Dado que 


/'(«) = U 1/2 = 


2 sfu 


g'(x) = 2x 


tenemos 


F'(x) = f'(g(x)) ■ g'(x) 

1 


2x = 


2 s/x 1 + 1 V ' x 1 + 1 

S0LUCI0N 2 (Utilizando la ecuacion 3): Si hacemos u = x 1 + 1 y y = sfu , entonces 


, dy du 

F'(x) = — — = 


du dx 2 sfu 


(2x) = 


2 s/x 


r (2x) = 


s/x 2 + 1 


A1 utilizar la formula 3, debemos tener presente que dy/dx se refiere a la derivada de y 
cuando esta se considera como funcion de x (llamada derivada de y respecto a x), en tanto 
que dy/ du se refiere a la derivada de y cuando se considera como funcion de u (la deriva- 
da de v respecto a u). Por tanto, en el ejemplo 1, y puede considerarse como funcion de 
x (y = s/x 1 + l) y tambien como una funcion de u [y = fu ). Observe que 


f - FW - 

dx 


s/x 2 + 1 


mientras que 


du /,(M) 2sfu 


NOTA En la aplicacion de la regia de la cadena, trabajamos del exterior hacia el inte- 
rior. La formula 2 expresa que derivamos la funcion exterior f [en la funcion interior g(x)] 
y, a continuacion, multiplicamos por la derivada de la funcion interior. 


f 

(g(x)) 

= /' 

( g(x )) 

g'(x) 

funcion 

evaluada en 

derivada de 

evaluada en 

derivada de 

exterior 

la funcion 

la funcion 

la funcion 

la funcion 


interior 

exterior 

interior 

interior 




SECCION 3.4 REGLA DE LA CADENA 201 


EJEMPLO 2 


Derive a) y = sen(x 2 ) y b) y = sen 2 x. 


SOLUCION 

a) Si y = sen(x 2 ), entonces la funcion exterior es la funcion seno, y la interior es la 
funcion elevar al cuadrado, de modo que la regia de la cadena da 


dy_ 

dx 


d 

— sen 
dx 

funcion 

exterior 

2x cos(x 2 ) 


Jx 2 ) 

evaluada en 
la funcion 
interior 


COS 

derivada de 
la funcion 
exterior 


(x 2 ) 

evaluada en 
la funcion 
interior 


2x 

derivada de 
la funcion 
interior 


b) Observe que sen 2 x = (sen x) 2 . En este caso, la funcion exterior es la de elevar al 
cuadrado, y la interior es la funcion seno. Por tanto, 



funcion 

interior 


2 • 

derivada de 
la funcion 
exterior 


(sen x) 

evaluada en 
la funcion 
interior 


COS X 

derivada de 
la funcion 
interior 


Vease la pagina de referenda 2 o el apendice D. 


La respuesta puede dejarse como 2 sen x cos x, o bien, escribirse como sen 2x (por una 
identidad trigonometrica conocida como formula del angulo doble). 


En el ejemplo 2a), combinamos la regia de la cadena con la regia para derivar la funcion 
seno. En general, si y = sen u, donde u es una funcion derivable de x, entonces, por la regia 
de la cadena, 


dy dy du du 

—— = — = cos u — 

dx du dx dx 


Asf que 


d du 

— (sen u) = cos u — 
dx dx 


De modo semejante, todas las formulas para derivar funciones trigonometricas pueden 
combinarse con la regia de la cadena. 

Hagamos explfcito el caso especial de la regia de la cadena donde la funcion exterior 
/es una funcion potencia. Si y = [g(x)] n , entonces podemos escribir y = /(w ) = m", donde 
u = g(x). Si aplicamos la regia de la cadena y, a continuacion, la regia de la potencia, 
entonces 


dy_ 

dx 


dy du 

— = nu 

du dx 


n — 1 


= n[g(x)f 'g'(x) 
dx 


|~4~1 Regia de la potencia combinada con la regia de la cadena Si n es cualquier numero 
real y u = g(x) es derivable, entonces 


_d_ 

dx 


(«") 


nu 


ii-i 


du 

dx 


De modo alternativo, 


d 

dx 


[g(x)]‘ 


n[g(x)Y l 


■ g'(x) 


Observe que la derivada en el ejemplo 1 pudimos calcularla tomando n = 1 en la regia 4. 
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EJEMPLO 3 


Derives = (x 3 — l) 100 . 


SOLI Si, en |_4j, se toman u = g(x) = x 3 — 1 y n = 100, tenemos que 


= A (x 3 _ 1} 100 = 100(;c 3 _ 1} 99 A ( x 3 _ ,) 
dx dx dx 

= 100(x 3 - 1)" • 3x 2 = 300x 2 (x 3 - 1)" 


□ 


EJEMPLO 4 


Encuentre/'(x) si /(x) = 


1 


A 1 + x + i 

S0LUCI0N En primer lugar, reescribimos/como:/(x) = (x 2 + x + 1)~ 1/3 
De este modo 

= — ^(x 2 + x + 1)~ 4/3 (2 x + 1) 

Encuentre la derivada de la funcion 

t - 2 


/'(x) = — l(x 2 + X + 1) 4/3 — (x 2 + X + 1) 

dx 


EJEMPLO 5 


g(t) = 


2 1 + l 


SO LUC I ON Si se combinan la regia de la potencia, la regia de la cadena y la regia del 
cociente, obtenemos 


g'(t) = 9 


t - 2 

21 + 1 


d_ 

dt 


t - 2 
2 1 + 1 


/ f - 2 V (2t + 1) • 1 - 2(f - 2) 45 (t - 2) 8 

\2t + 1 / (2r + l) 2 _ (2r + l) 10 


EJEMPLO 6 


Derive y = (2x + l) 5 (x 3 — x + l) 4 . 


En la figura 1 se muestran las graficas de las 
funciones y y / del ejemplo 6. Observe que y' 
es grande cuando y crece con rapidez, y y' = 0 
cuando y tiene una recta tangente horizontal. 

De modo que la respuesta parece ser razonable. 



SOLUCION En este ejemplo debemos aplicar la regia del producto antes de aplicar la 
regia de la cadena: 

— = (2x + l) 5 — (x 3 — x + l) 4 + (x 3 — x + l) 4 — (2x + l) 5 
dx dx dx 

= (2x + l) 5 • 4(x 3 — x + l) 3 — (x 3 — x + 1) 

dx 

+ (x J — x + l) 4 • 5(2x + l) 4 — (2x + 1) 

dx 

= 4(2x + l) 5 (x - x + l) 3 (3x 2 — 1) + 5(x 3 — x + l) 4 (2x + l) 4 • 2 


FIGURA 1 


-10 


Observe que cada termino tiene el factor comun 2(2x + l) 4 (x 3 — x + l) 3 , as! que 
podemos factorizarlo y escribir la respuesta como 
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EJEMPLO 7 


Derive y — e senx . 


SOLUCIOiM En este caso la funcion interior es g(x) = sen x, y la exterior es la funcion 
exponencial f(x) = e*. Por tanto, por la regia de la cadena, 


Mas generalmente, la regia de la cadena da: 
d du 


— = — (e sen *) = e senx —— (sen x) = e senv cos * 

(lx dx dx 

Podemos aplicar la regia de la cadena para derivar una funcion exponencial con cual- 
quier base a > 0. Recuerde, por lo visto en la seccion 1.6, que a = e'"“. De este modo, 


(gin ay — g(lna)x 


y la regia de la cadena da 


— (a x ) = — (e (lna)x ) = e (lna)x 
dx dx 


— (In a)x 
dx 


= e l '"“ lx ■ In a = a x In a 


No confunda la formula 5 (donde * es el porque In a es una constante. En consecuencia, tenemos la formula 

exponente) con la regia de la potencia 
(donde x es la base)'. 

d . „ , r— 

— (x n ) = nx n 1 5 


d , , 

— (a x ) = a x In a 
dx 


En particular, si a = 2, obtenemos 

[61 -7- (2 X ) = V In 2 

1 1 rt V* 


En la seccion 3.1, dimos la estimacion 


— (2 X ) « (0.69)2" 
dx 

Esto resulta coherente con la formula exacta [6] porque In 2 ~ 0.693147. 

La razon para el nombre “regia de la cadena” queda clara cuando se ve como analogfa 
de agregar eslabones para alargar una cadena. Supongamos que y = /(m), u = g(x) y 
x = h(t), donde/, g y h son funciones derivables. Entonces, para calcular la derivada de 
y respecto a t, utilizamos dos veces la regia de la cadena: 

dy dy dx dy du dx 

dt dx dt du dx dt 


EJEMPLO 8 


Si f(x) = sen(cos(tan .r)), entonces 

f'(x) = cos(cos(tan x)) — cos(tan x) 
dx 

= cos(cos(tan x:))[— sen(tan x)] — (tan x) 

dx 

= — cos(cos(tan x)) sen(tanx) sec 2 x 


Observe que se ha aplicado dos veces la regia de la cadena. 
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EJEMPLO 9 


Derive y = e s< 


SO LUC I ON La funcion exterior es la funcion exponencial, la funcion media es la funcion 
secante y la funcion interna es el triple de la funcion. De modo que 


dy 

dO 


e sec3e — (sec 36) 
d0 V ’ 

e sec3e sec 30 tan 30 — (30) 


= 3e s 


sec 30 tan 30 


Como demostrar la regia de la cadena 


Recuerde que si y = f(x) y x cambia de a a a + Ax, se define el incremento de y como 


Ay =f(a + Ax) - /(a) 


Segun la definicion de derivada, tenemos que 


Ay 

lfm — — = f'(a) 

a* -o Ax 


Por consiguiente, si denotamos por medio de e el cociente de diferencias y la derivada, 
obtenemos 


lfm e = Km — f\a) J = f'{a) - f'(a) = 0 

A*— >0 Ajc^0\ l\X ) 

Ay 

pero e = — 1 f'(a) => Ay = f'(d) Ax + e Ax 

Ax 

Si definimos e como 0 cuando Ax = 0, entonces e se convierte en funcion continua de Ax. 
De esta manera, para una funcion /derivable, podemos escribir 

p7~| Ay = /' (a) Ax + e Ax donde e — > 0 cuando Ax — » 0 

y 8 es una funcion continua de Ax. Esta propiedad de las funciones derivables es lo que 
permite demostrar la regia de la cadena. 

DEM0STRACI0N DE LA REGLA DE LA CADENA Suponga que u = g(x) es derivable en x = a y 
y = f(u) es derivable en b = g(a). Si Ax es un incremento en x, y Ah y Ay son los incre- 
mentos correspondientes en u y y, entonces podemos aplicar la ecuacion 7 para escribir 

|~ 8 ~| Ah = g'(a) Ax + ei Ax = [g'(a ) + ej Ax 

donde Si — » 0 conforme Ax — > 0. De manera analoga, 

|~9~| Ay = f'(b) Au + 82 An = \f'{b) + 82] Ah 

donde e 2 — > 0 conforme Ah — > 0. Si ahora sustituimos la expresion para Ah de la ecuacion 8 
en la ecuacion 9, obtenemos 


Ay = [fib) + e 2 ][g'(a) + ei] Ax 
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asf que = \f'{b ) + e 2 ][g'(a) + Si] 

A medida que Ax — » 0, la ecuacion 8 muestra que Am — » 0. De modo que tanto — > 0 y 

62 ^ 0 conforme Ax — > 0. Debido a eso 


^ - lfm AL , llm [f{b) 

dx A*— >0 Ax Ar^O 


e 2 ][g'(a) + £ 1 ] 


= f'(b)g'{a) = f'{g(a))g'(a) 


Esto demuestra la regia de la cadena. 


Ejercicios 

1-6 Escriba la funcion compuesta en la forma f(g(x)). [Identifique la 
funcion interior 11 = g(x) y la exterior y =/(«)]. Luego, encuentre 
la derivada dy/dx de cada una de las siguientes funciones. 

1. y = 4/1 + 4x 2. y = (2x 3 + 5) 4 

3. y = tan 7 tx 4. y = sen(cot x) 

5. y = 6. y = ,/2 - e x 


7-46 Obtenga la derivada de cada una de las siguientes funciones. 
7. F(x) = (x 4 + 3x 2 - 2) 5 


9. F(x) = Vl - 2x 

" /W - ^7-h- 


8. F{x) = {Ax - x 2 ) 100 

10. f{x) = — — i -y 

(1 + sec x) 

12. f{t) = sen(e') + e sm ' 


13. y = cos {a 3 + x 3 ) 

15. y = xe kx 

17. f{x) = (2x - 3) 4 (x 2 + x + l) 5 

18. g{x) = (x 2 + l) 3 (x 2 + 2) 6 

19. h{t) = {t + l) 2/3 (2 ? 2 - l) 3 

20. F{t) = (3 1 - \f{2t + I )- 3 


14. y = a 3 + cos 3 x 
16. y = e~ 2 ' cos At 



23. y = V 1 + 2e 3x 
25. y = 5 I A 


27. 


y = 


r 

Vr 2 + 1 


29. F{t) = e ' sm 21 
31. y = sen (tan 2x) 


22. f{s) = 


s 2 + 1 
s 1 + A 


24. y = lO 1 ^ 

(v — l) 4 


28. y = 


e“ + e~ 


30. F{v) = 



32. y = sec 2 {md) 


33. 

y = 

2 sen 7tx 

34. 

y = 

= x 2 e- l/x 


35. 

y = 

C0S \1 + e 2x ) 

36. 

y = 

= f \ + xe~ 2x 


37. 

y = 

cot 2 (sen d) 

38. 

y = 

_ gk tan *Jx 


39. 

fit ) 

= tan(e') + e an ' 

40. 

y = 

= sen(sen(sen 

x)) 

41. 

fit) 

= sen 2 (e sen1 ') 

42. 

y = 

+ 

II 

yfx. 

43. 

gix) 

= (2 m rx + n) p 

44. 

y = 

= 2 3 * 2 


45. 

y = 

cosVsen(tan 7rx) 

46. 

y = 

= [x + (x + sen 2 x) 


47-50 Encuentre la primera y segunda derivadas de cada una de las 
siguientes funciones: 

47. y = cos(x 2 ) 48. y = cos 2 x 

49. y — e “ x sen fix 50. y = e' “ 


51 -54 Encuentre la ecuacion de la recta tangente a la curva en el 
punto dado. 

51. y = (1 + 2x) 10 , (0, 1) 52. y = Vl + x 3 , (2, 3) 

53. y = sen(senx), {ir, 0) 54. y = senx + sen 2 x, (0, 0) 


55. a) Encuentre la ecuacion de la recta tangente a la curva 

y = 2/(1 + e~ x ) en el punto (0, 1). 

FH b) Ilustre el inciso a) graficando la curva y la recta tangente, 
en la misma pantalla. 

56. a) La curva y = | x /y/2 — x 2 se llama cun’a nariz de bala. 

Encuentre la ecuacion de la recta tangente a esta curva en el 
punto (1, 1). 

FB b) Ilustre el inciso a) graficando la curva y la recta tangente, 
en la misma pantalla. 


57. a) Si f{x) = Xyj2 — x 2 , encuentre /'(x). 

FB b) Verifique que su respuesta al inciso a) es razonable 
comparando las graficas de/y/'. 


FB Se requiere calculadora graficadora o computadora Se requiere sistema algebraico computarizado 1. Tareas sugeridas disponibles en stewartcalculus.com 
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58. La funcion /(x) = sen(x + sen 2x), 0 =£ x =£ tt, surge en 
aplicaciones a la sintonfa de frecuencia modulada (FM). 

a) Utilice una grafica de/producida por un dispositivo de 
graficacion para trazar un boceto aproximado de la grafica 
de/'. 

b) Calcule/'(x) y utilice esta expresion, junto con un 
dispositivo graficador, para graficar /'. Compare con 
su boceto del inciso a). 

59. Encuentre todos los puntos sobre la grafica de la funcion 
fix) = 2 sen x + sen 2 * en los cuales la recta tangente es 
horizontal. 

60. Determine las coordenadas x de todos los puntos de la curva 
y = sen 2x — 2 sen * en los cuales la recta tangente es 
horizontal. 

61. Si Fix) =figix)), donde/(— 2) = 8,/'(-2) = 4,/'(5) = 3, 

9(5) = —2, y g'i5) = 6, halle F(5). 

62. Si h(x) = V4 + 3f(x ) , donde/(l) = 7 y/'(l) = 4, halle h'( 1). 

63. Se da una tabla de valores de/, g,f y g' 


X 

fix) 

gix) 

fix) 

g'ix) 

1 

3 

2 

4 

6 

2 

1 

8 

5 

7 

3 

7 

2 

7 

9 


a) Si h)x) = f(gix)), encuentre /t'(l). 

b) Si Hix) = gifix)), halle H'i 1). 

64. Sean/y g las funciones del ejercicio 63. 

a) Si Fix) =/(/(*)), encuentre F'i 2). 

b) Si G(x) = gigix)), encuentre G'(3). 

65. Sean/y g las funciones cuyas graficas se muestran; sea 
Uix) = figix)), v(x) = gifix)) y u>(x) = gigix)). Encuentre, 
si existe, cada derivada. Si no existe, explique por que. 

a) u'i 1) b) ti'(l) c) w'i 1) 



66. Si/es la funcion cuya grafica se muestra, sea hix) = /(/(*)) 
y gix) = fix 1 ). Utilice la grafica de/para estimar el valor de 
cada derivada. 
a) h'(2) b) g\ 2) 



67. Si g{x) = \jf{x) , donde/es la grafica que se muestra, 
evalue g'i'i). 



68. Suponga que/es derivable sobre R y a es un numero real. 

Sea Fix) = fix 01 ) y G(x) = [/(*)]"• Encuentre expresiones 
para a) F’ix) y b) G'ix). 

69. Suponga que/es derivable sobre R. Sea Fix) = fie 1 ) 
y Gix) = e f(x> . Encuentre expresiones para a) F'(x) y 
b) G'ix). 

70. Sea g(x) = e a + fix) y h{x ) = e fa /(x), donde/(0) = 3, 

/'( 0) = 5, y/"(0) = -2. 

a) Encuentre g'i 0)y 9"(0) en terminos de c. 

b) En terminos de k , encuentre la ecuacion de la recta tangente 
a la grafica de h en el punto donde * = 0. 

71. Si rix) = figihfx))), donde hi 1) = 2, g(2) = 3, h'(l) = 4, 
g'i 2) = 5 y/'(3) = 6, encuentre r'i 1). 

72. Si g es una funcion dos veces derivable y /(*) = xgix 2 ), 
halle/" en terminos de g, g' y g". 

73. Si Fix) =/(3/(4/(*))), donde /(0) = 0 y/'(0) = 2, encuentre 
F'(0). 

74. Si F(x) =/(*/(*/(*))), donde /(l) = 2,/(2) = 3,/'(l) = 4, 

/'( 2) = 5 y/'(3) = 6, halle F'(l). 

75. Demuestre que la funcion y = e^iA cos 3 x + B sen 3x) 
satisface la ecuacion diferencial y" — 4y' + 13y = 0. 

76. ^Para que valores de r la funcion y = e" satisface la ecuacion 
diferencial y" — 4 y' + y = 0? 

77. Encuentre la 50a. derivada de y = cos 2x. 

78. Encuentre la 1000a. derivada de/(x) = xe~*. 

79. El desplazamiento de una partfcula sobre una cuerda vibrante 
esta dada por la ecuacion s(t) = 10 + j sen(107rf), donde .s se 
mide en centimetres y t en segundos. Encuentre la velocidad 
de la partfcula despues de t segundos. 

80. Si la ecuacion del movimiento de una partfcula esta 

dada por s = A cos(cu? + 5), se dice que la partfcula describe 
un movimiento armonico simple. 

a) Encuentre la velocidad de la partfcula en el instante t. 

b) ^Cuando es 0 la velocidad? 

81. Cefeida, una estrella variable, tiene una brillantez que 
aumenta y disminuye de manera alternada. La estrella de ese 
tipo mas visible es Delta Cefeida, para la cual el intervalo 
entre los momentos de maxima brillantez es de 5.4 dfas. 

La brillantez promedio de esta estrella es de 4.0, y cambia 
en ±0.35. En vista de estos datos, la brillantez de Delta 
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Cephei en el tiempo t, medido en dfas, se ha modelado 
mediante la funcion 

B{t) = 4.0 + 0.35 sen 

a) Halle la razon de cambio de la brillantez despues de t dfas. 

b) Encuentre, con una aproximacion de dos cifras decimales, la 
razon de aumento despues de un dfa. 

82. En el ejemplo 4 de la seccion 1.3, obtuvimos un modelo para la 
duration de la luz diurna (en horas) en Filadelfia en el f-esimo 
dfa del ano 



L(t) = 12 + 2.8 sen 




Utilice este modelo para comparar como aumentan las horas de 
luz diurna en Filadelfia el 21 de marzo y el 21 de mayo. 


repentina cuando se activa el obturador. Los datos 
siguientes describen la carga que queda en el capacitor 
(en microcoulombs, /xC) en el instante t (en segundos). 


t 

0.00 

0.02 

0.04 

0.06 

0.08 

0.10 

Q 

100.00 

81.87 

67.03 

54.88 

44.93 

36.76 


a) Halle, usando una calculadora graficadora o una computadora, 
un modelo exponential para la carga. 

b) La derivada Q'(t) representa la corriente electrica (en 
microamperes, /jlA) que fluye del capacitor hacia el bulbo 
de la lampara de destello. Con el resultado del inciso a), 
estime la corriente cuando t = 0.04 s. Compare la respuesta 
con el resultado del ejemplo 2 de la seccion 2.1. 

FH 88. En la tabla se da la poblacion de estadounidenses, desde 1790 
hasta 1860. 


83. El movimiento de un resorte que se somete a una fuerza 
de friction o una fuerza de amortiguamiento (como un 
amortiguador en un automovil) se modela a menudo mediante 
el producto de una funcion exponential y una funcion seno o 
coseno. Suponga que la ecuacion del movimiento de un punto 
sobre tal resorte es 

s(t) = 2e~ 15 ' sen 277 1 

donde s se mide en centimetres y t en segundos. Encuentre 
la velocidad despues que transcurren t segundos y grafique las 
funciones de position y de velocidad para 0 =£ t =S 2. 

84. En ciertas circunstancias, un rumor se esparce segun la 
ecuacion 


donde p(t) es la proportion de la poblacion que lo conoce en 
el tiempo t, y a y k son constantes positivas. [En la seccion 9.4 
veremos que esta es una ecuacion razonable para p(t).] 

a) Encuentre Km , ^ . p(t) . 

b) Halle la rapidez de esparcimiento del rumor. 

c) Grafique p para el caso en que a = 10, k = 0.5, con t 
medido en horas. Utilice la grafica para estimar cuanto 
tiempo transcurrira para que 80% de la poblacion 
escuche el rumor. 


85. Una partfcula se mueve a lo largo de una lfnea recta con 
desplazamiento s{t), velocidad v(t) y aceleracion a{t). 
Demuestre que 

dv 

a(t) = v(t) — 
as 


Explique la diferencia entre los significados de las derivadas 
dv/dt y dv/ds. 

86 . Se bombea aire dentro de un globo esferico para el clima. 

En cualquier tiempo t , el volumen del globo es V(t), y su radio 
es r(t). 

a) (,Que representan las derivadas dV/dr y dV/dtl 

b) Exprese dV/dt en terminos de dr/dt. 

87. El flash (unidad de destello) de una camara funciona mediante 
el almacenamiento de carga en un capacitor y su liberation 


Ano 

Poblacion 

Ano 

Poblacion 

1790 

3929000 

1830 

12 861000 

1800 

5 308000 

1840 

17063000 

1810 

7 240000 

1850 

23 192000 

1820 

9639000 

1860 

31443000 


a) Use una calculadora graficadora o una computadora para 
ubicar los datos con una funcion exponencial. Dibuje los 
puntos correspondientes a los datos y el modelo exponencial. 
^,Que tan bien ajustan? 

b) Estime las tasas de crecimiento de la poblacion en 1800 y 
1850 promediando las pendientes de las rectas secantes. 

c) Use el modelo exponencial del inciso a) para estimar las 
tasas de crecimiento en 1800 y 1850. Compare estas 
estimaciones con las del inciso b). 

d) Utilice el modelo exponencial para predecir la poblacion en 
1870. Compare con la poblacion real de 38558000. ^Puede 
explicar la discrepancia? 

SAC 89. Los sistemas algebraicos computarizados (SAC) tienen 

comandos que derivan funciones, pero la forma de la respuesta 
quiza no convenga; en consecuencia, pueden ser necesarios 
otros comandos para simplificarla. 

a) Use un SAC para hallar la derivada del ejemplo 5 y 
comparela con la respuesta en ese ejemplo. Despues, 
use el comando de simplification y vuelva a comparar. 

b) Utilice un SAC para derivar la funcion del ejemplo 6. (,Que 
sucede si usa el comando de simplification? (,Que ocurre 

si emplea el comando de factorization? ^Cual forma de la 
respuesta serfa la mejor para localizar las rectas tangentes 
horizontales? 

SAC 90 . a) Use un SAC para derivar la funcion 


fix) = 


lx 4 — X + 1 

Y x 4 + x + 1 


y simplificar el resultado. 

b) ^En donde tiene la grafica de/rectas tangentes horizontales? 

c) Trace las graficas de/y/' en la misma pantalla. (.Son 
coherentes las graficas con su respuesta al inciso b)? 
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91. Mediante la regia de la cadena demuestre lo siguiente. 

a) La derivada de una funcion par es una funcion impar. 

b) La derivada de una funcion impar es una funcion par. 

92. Utilice la regia de la cadena y la regia del producto para 
obtener una demostracion altemativa de la regia del cociente. 
[Sugerencia: escriba f(x)/g(x) = /(Jc)[g(x)] '■] 


(Esto da un argumento para justificar la convention de que 
siempre se use el radian cuando se manejen funciones 
trigonometricas en Calculo: las formulas de derivation no 
serfan tan sencillas si usara el grado como medida.) 

96. a) Escriba | x = sfx * 1 2 y utilice la regia de la cadena para 
demostrar que 


93. a) Si n es un entero positivo, demuestre que 


— (sen"* cos nx) 
ax 


= n sen" 'x cos (n + l)x 


b) Plantee una formula para la derivada de y = cos"x cos nx 
que es similar a la del inciso a). 

94. Suponga que y = f(x) es una curva que siempre queda arriba 
del eje x y nunca tiene una recta tangente horizontal, donde/ 
es derivable para toda x. ^Para que valor de y la razon de 
cambio de y 5 respecto a x es 80 veces la razon de cambio 

de y respecto a xl 

95. Use la regia de la cadena para demostrar que si 9 se mide en 
grados, entonces 


— (sen 6) = cos 6 

dO 180 


b) Si/(jc) = | sen x |, encuentre/'(x) y trace las graficas de/ 
y /'. <;En donde /no es derivable? 

c) Si g(x) = sen | x |, halle g'(x) y dibuje las graficas de g y g' . 
<^En donde g no es derivable? 

97. Si y =/(«) y u = g(x), donde/y g son funciones dos veces 
derivables, demuestre que 

2 + dy d 2 u 
du dx 2 

98. Si y =/(«) y u = g(x), donde/y g tienen tercera derivada, 
obtenga una formula para d 3 * y/dx 3 parecida a la que se 
proporciona en el ejercicio 97. 


d 2 y d 2 y l du 

dx 2 du 2 \ dx 




PR0YECT0 DE APLICAC ^DONDE DEBERIA UN PHOTO INICIAR EL ATERRIZAJE? 



En la figura se muestra una trayectoria de aproximacion para el aterrizaje de un avion, que satisface 
las condiciones siguientes: 

i) La altura de crucero es h cuando se inicia el descenso a una distancia € del punto de 
contacto con la pista en el origen. 

ii) El piloto debe mantener una rapidez horizontal constante v a todo lo largo del descenso. 

iii) El valor absoluto de la aceleracion vertical no debe sobrepasar una constante k (la 
cual es rnucho menor que la aceleracion debida a la gravedad). 

1. Encuentre un polinomio cubico P(x) = ax 3 + bx 2 + cx + d que satisfaga la condition i), 
imponiendo condiciones adecuadas sobre P{x) y P'(x) en el initio del descenso y el contacto 
con la pista. 


2. Use las condiciones ii) y iii) para demostrar que 


6hv 2 
< 


k 


3. Suponga que una aerolfnea comercial decide no permitir que la aceleracion vertical de un 
avion sea mayor que k = 860mi/h 2 . Si la altitud de crucero de un avion es de 35000 pies y 
la rapidez de 300mi/h, que distancia del aeropuerto debe el piloto iniciar el descenso? 

FF1 4. Trace la grafica de la trayectoria de aproximacion si se satisfacen las condiciones que se 
enuncian en el problema 3. 


FR Se requiere calculadora graficadora o computadora 
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3.5 


Derivacion imphcita 


La mayor parte de las funciones que hemos visto hasta ahora pueden describirse expresan- 
do una variable exph'citamente en terminos de otra variable; por ejemplo, 


y = V* 3 + 1 


o bien y = x sen x 


o, en general, y = f(x). Sin embargo, algunas funciones se definen implfcitamente por 
medio de una relacion entre x y y como 

[0 x 2 + y 2 = 25 

o bien 


2 


x 3 + y 3 — 6 xy 


En algunos casos, es posible resolver una ecuacion de ese tipo para y como una funcion 
explfcita (o varias funciones) de x. Por ejemplo, si resolvemos la ecuacion 1 para y, obtenemos 
y = ±a/25 — x 2 , de modo que dos de las funciones determinadas por la ecuacion implf- 
cita 1 son f(x) = a/25 — x 2 y g(x) = — a/25 — x 2 . Las graficas de/y g son las semicir- 
cunferencias superior e inferior de la circunferencia x 2 + y 2 = 25. (Vease la figura 1 .) 




No es facil resolver explfcitamente la ecuacion 2 para y como funcion x. (Con un siste- 
ma algebraico para computadora no hay dificultad, pero las expresiones que se obtienen 
son muy complicadas). Sin embargo, \2\ es la ecuacion de una curva llamada folium de 
Descartes, ilustrada en la figura 2 y, que de manera imphcita define a y como varias fun- 
ciones de x. En la figura 3 se muestran las graficas de esas tres funciones. Cuando se dice 
que / es una funcion definida implfcitamente por la ecuacion 2, se da a entender que la 
ecuacion 



x 3 + [f(x)f = 6 xf(x) 

es verdadera para todos los valores de x en el dominio de/. 


y. 

y> 

y 


0 

X 

0 

X 

0 

. X 


\ 






FIGURA 2 Folium de Descartes 


FIGURA 3 Graficas de tres funciones definidas por el folium de Descartes 
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Por fortuna, no es necesario resolver una ecuacion para v en terminos de x a fin de hallar 
la derivada de y. En lugar de ello, aplicaremos el metodo de derivation implicita. Este 
metodo consiste en derivar ambos miembros de la ecuacion respecto aiy despues resolver 
la ecuacion resultante para y' . En los ejemplos y ejercicios de esta section, siempre se 
supone que la ecuacion dada determina y implicitamente como una funcion derivable de x, 
de modo que puede aplicarse el metodo de derivation implicita. 


□ 


EJEMPLO 1 


a) Si x 2 + y 1 = 25, encuentre 

dx 

b) Encuentre la ecuacion de la recta tangente a la circunferencia x 2 + y 2 = 25, en el 
punto (3, 4). 

S0LUCI0N 1 

a) Derive ambos miembros de la ecuacion x 2 + y 2 = 25: 


(* 2 + y 2 ) 

dx 


d_ 

dx 


(25) 


d_ 

dx 


(x 2 ) + 



= 0 


Recuerde que y es una funcion de x, asi que hay que utilizar la regia de la cadena para 
obtener 


d 

dx 


(r) 



dy_ 

dx 


2y 


dy_ 

dx 


Por tanto, 


2x + 2 y 


dy 

dx 


Ahora resolvemos esta ecuacion para dy/dx: 


0 


dy x 

dx y 

b) En el punto (3, 4) se tiene que x = 3 y y = 4, de modo que 

dy 3 

dx 4 

Por tanto, la ecuacion de la tangente a la circunferencia, en (3, 4), es 

y — 4 = — \{x — 3) o bien 3x + 4y = 25 


S0LUCI0N 2 

b) A1 resolver x 2 + y 2 = 25, obtenemos y = ±V25 — x 2 . El punto (3, 4) se encuentra 
en la semicircunferencia superior y = a/25 — x 2 y, por consiguiente, considere la 
funcion f(x) — a/25 — x 2 . A1 aplicar la regia de la cadena a la funcion/, se tiene 

f'(x) = 1(25 - x 2 r 1/2 (25 - x 2 ) 

ax 

- 1(25 - x 2 y lp (—2x) - - V2 /_ ^ 
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En el ejemplo 1 se ilustra que aun cuando es 
posible resolver una ecuacion explfcita para y 
en terminos de x puede ser mas facil aplicar la 
derivacion implicita. 


De modo que 


/'(3) 


3 

V25 - 3 2 


3 _ 

~4 


y, como en la solucion 1, la ecuacion de la recta tangente es 3x + 4y = 25. 


NOTA 1 La expresion dy/dx = —x/y en la solucion 1 da la derivada en terminos tanto 
de x como de y. Esto es correcto sin importar cual funcion y queda determinada por la 
ecuacion dada. Por ejemplo, para y = f(x) = sj 25 — x 2 tenemos 

dy x x 

dx y V 25 — x 2 

en tanto que para y = g(x) = —y/25 — x 2 tenemos 

dy x x x 

dx y -^25 - x 2 V25 - x 2 


EJEMPLO 2 


a) Encuentre y' si x 3 + y 3 * = 6xy. 

b) Halle la recta tangente al folium de Descartes x 3 + y 3 = 6xy, en el punto (3, 3). 

c) yEn cual punto en el primer cuadrante es horizontal la recta tangente? 

SOLUCION 

a) Si se derivan ambos miembros de x 3 + y 3 = 6xy respecto a x, considerando a y 
como funcion de x, y usando la regia de la cadena en el termino y\ y la regia del 
producto en el termino 6xv, obtenemos 





3x 2 + 3y 2 y' 

H 

so 

II 

+ 

ON 

o bien 

x 2 + y 2 y' 

= 2xy' 

+ 2y 

Ahora resolvemos para y'\ 

y 2 y' — 2 xy' 

= 2 y - 

x 2 


(: y 2 - 2x)y' 

= 2 y - 

X 2 



2 y - 

-X 2 


y' 

y 2 - 

2x 


b) Cuando x = y = 3, 


2 ■ 3 - 3 2 


un vistazo a la figura 4 confirma que este es un valor razonable para la pendiente en (3, 3). De 

este modo, la ecuacion de la recta tangente al folium en (3, 3) es 

y — 3 = — \{x — 3) o bien x + y = 6 

c) La recta tangente es horizontal si y' = 0. Si utilizamos la expresion para y' del inciso 

a), vemos que y' = 0 cuando 2v — x 2 = 0 (siempre que y 2 — 2x 0). Al sustituir 

y = ' x 2 cn la ecuacion de la curva, obtenemos 

x 3 + Q* 2 ) 3 = 6x(|x 2 ) 

lo cual se simplifica para quedar x 6 * * * lo = 16x 3 . Ya que x 7^ 0 en el primer cuadrante, 
tenemos x 3 = 16. Si x = 1 6 1/3 = 2 4/3 , entonces y = j(2 8/3 ) = 2 5/3 . Por tanto, la recta 


tangente es horizontal en (2 4/3 , 2 5/3 ) lo cual es aproximadamente (2.5198, 3.1748). Al 
estudiar la figura 5, es claro que la respuesta es razonable. 


FIGURA 5 
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NOTA 2 Existe una formula para obtener las tres ralces de una ecuacion cubica, que 
es semejante a la formula cuadratica, pero mucho mas complicada. Si utilizamos esta 
formula (o un sistema algebraico computarizado) para resolver la ecuacion x 3 + y 3 = 6 xy 
para y en terminos de x, obtenemos tres funciones determinadas por la ecuacion: 


Abel y Galois 

En 1824, el matematico noruego Niels Abel 
demostro que no puede darse una formula 
general para la obtencion de las raices de una 
ecuacion de quinto grado. Tiempo despues, el 
matematico trances Evariste Galois demostro 
que es imposible hallar una formula general 
para las raices de una ecuacion de n-esimo 
grado (en terminos de operaciones algebraicas 
sobre los coeficientes), si n es cualquier entero 
mayor que 4. 


y = f(x) = \J-\x 3 + \J\x 6 ~ 8x^ + sj~\x 3 - s/\x 6 - 8.r^ 

y 

y = \[-f(x) ± /T^y/-^ 3 + y/\x 6 - Zx 3 - lJ-\x 3 - V|x 6 - 8x 3 )] 

(Estas son las tres funciones cuyas graficas se muestran en la figura 3.) Usted puede ver 
que el metodo de la derivacion implfcita ahorra una cantidad enorme de trabajo en casos 
como este. Mas aun, la derivacion implfcita funciona con igual facilidad para funcio- 
nes como 


y 5 + 3x 2 y 2 + 5x 4 = 12 

en las cuales es imposible resolver para y en terminos de x. 


EJEMPLO 3 


Encuentre y' si sen(x + v) = y 2 cos x. 


SO LUC I ON Si derivamos implfcitamente respecto a x y consideramos que y es una funcion 
de x, obtenemos 


cos(x + y) • (1 + y') = y 2 (— sen.v) + (cos x)(2yy') 


2 


7 

7 

\ 

L7 


-2 


FIGURA 6 


(Note que en el lado izquierdo hemos aplicado la regia de la cadena y, en el derecho, la 
regia de la cadena y la regia del producto). Si agrupamos los terminos que contienen 
a y', obtenemos 

cos(jc + y) + y 2 senx = (2y cos x)y' — cos(x + y) • y' 


Por lo que 


y 2 senx + cos(x + y) 
2y cos x — cos(x + y) 


En la figura 6, trazada con el comando de construccion de graficas en forma 
implfcita de un sistema algebraico computarizado, se muestra parte de la curva 
sen(x + y) = y 2 cos x. Como comprobacion de nuestro calculo, observe que y' = — 1, 
cuando x = y = 0 y, al parecer de la grafica, la pendiente es aproximadamente — 1 en 
el origen. 


Las figuras 7, 8 y 9 muestran tres curvas mas, producidas por computadora. En los ejerci- 
cios 41-42 tendra usted oportunidad de crear y analizar curvas atfpicas de esta naturaleza. 





FIGURA 7 FIGURA 8 

(y 2 - l)(y 2 - 4) = x 2 (x 2 -4) (y 2 — 1) sen(xy) = x 2 - 4 


FIGURA 9 

y sen 3x = x cos 3y 
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La figura 10 muestra la grafica de la curva 
x 4 + / = 16 del ejemplo 4. Observe que 
es una version extendida y achatada de la 
circunferencia x 2 + y 1 = 4, por esta razon 
algunasveces se le llama circunferencia gruesa. 
Empieza muy escarpada a la izquierda, pero 
rapidamente se hace muy plana. Esto puede 
verse en la expresion 



0 2 x 



FIGURA 10 


En el siguiente ejemplo se muestra como encontrar la segunda derivada de una funcion 
que esta definida implfcitamente. 

Hallar y" si x 4 + y 4 = 16. 

SO LUC I ON Derivando la ecuacion de manera implicita respecto a x, obtenemos 

4x 3 + 4 y 3 y' = 0 

Resol viendo para y' 


y 


y 


Para hallar y" derivamos esta expresion para y' aplicando la regia del cociente, considerando 
que y es una funcion de x: 


y 3 (d/dx)(x 3 ) — x 3 (d/dx)(y 3 ) 


dx \ y 3 ( 
y 3 • 3 jc 2 - x 3 (3 y 2 y') 

y 6 


iff 


Si ahora sustituimos la ecuacion 3 en esta expresion, obtenemos 


3x”y 3 - 3x 3 y 2 \ -y 


3 (x 2 y 4 + x 6 ) 3 x\y 4 + x 4 ) 

7 7 

y y 

Pero los valores de x y y deben satisfacer la ecuacion original x 4 + y 4 = 16, por lo que 
la respuesta se simplifica a 


3x a (16) 

7 



Derivadas de las funciones trigonometricas inversas 

Las funciones trigonometricas inversas se repasan en la seccion 1.6. En la seccion 2.5 
analizamos su continuidad, y en la seccion 2.6, sus asfntotas. Aqui usamos la derivacion 
implicita para hallar las derivadas de las funciones trigonometricas inversas, suponiendo 
que estas funciones son derivables. [En efecto, si / es una funcion uno a uno derivable, 
puede demostrarse que su funcion inversa/tambien es derivable, excepto donde sus rectas 
tangentes son verticales. Esto es posible porque la grafica de una funcion derivable no 
tiene vertices ni bucles y, por esta razon, si la reflejamos respecto a y = x, la grafica de su 
funcion inversa tampoco tiene vertices ni bucles.] 

Recuerde la definicion de la funcion arco seno: 

, 7T IT 

y = sen x significa sen y = x y — — y ^ — 

A1 derivar implfcitamente sen y = x respecto a x, obtenemos 

dy . dy 1 

cos y — — = 1 o bien — — = 

dx dx cos y 
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El mismo metodo puede utiliza rse para hallar una 
formula para la derivada de cualquier funcion 
inversa. Vease el ejercicio 77. 


En la figura 11 se muestra la grafica de 
f(x ) = tan -1 * y su derivada f'(x) = 1/(1 + x 2 ). 
Observe que/es creciente y f'(x) es siempre 
positiva. El hecho de que tan _I x^ ±ir / 2 
conforme x—> ±°° se refleja en el hecho de que 
f'(x) ->Oa medida que x — » ±°°. 


1.5 



-1.5 


FIGURA 11 


Recuerde que arctan x es una notacion 
alternativa para tan -1 *. 


Las formulas para las derivadas de esc -1 * 
y sec“'x dependen de las definiciones que 
se apliquen para estas funciones. Vease 
el ejercicio 64. 


Ahora cos y 3= 0, debido a que — tt/2 v =£ tt/2, de modo que 

cos y = y/l — sen 2 v = V 1 — x 2 

dy 11 

De manera que — = = - 

dx cos y y/l — x 2 


— (sen l x) 
dx 



La formula para la derivada de la funcion arco tangente se obtiene de manera semej an- 
te. Si y = tan 1 x, entonces tan y = x. Si derivamos esta ultima ecuacion implicitamente 
respecto a x, tenemos 


2 d y , 

sec y — = 1 
dx 


dy_ _ 1 _ 1 _ 1 

dx sec 2 y 1 + tan 2 >r 1 + x 2 


— (tan 
dx 


_J 

1 + x 2 


□ 

SOLUCION 


EJEMPLO 5 


Derive a) y = y b) f(x) = x arctan s[x. 


sen x 


a) 


— = — (sen l x) 1 = — (sen l x) 2 — (sen l x) 
dx dx dx 

1 


b) 


fix) = x 


(sen l x) 2 xJ\ — x 2 

1 


1 + ( V ^) 2 


(lx 1/2 ) + arctan yfx. 


2(1 + x) 


arctan 


Las funciones trigonometricas inversas que se presentan con mayor frecuencia son las 
que acabamos de analizar. Las derivadas de las cuatro restantes se presentan en la tabla 
siguiente. Las demostraciones de las formulas se dejan como ejercicios. 


Derivadas de las funciones trigonometricas inversas 



— (sen ] x) = 
dx 

i 

d 

(csc~‘x) = 

1 

xjl - X 2 

dx 

Xyjx 2 ~ 1 

d / -i \ 

— (cos x) = 
dx 

1 

d 

(sec - lx) = 

1 

Vl - X 2 

dx 

Xsjx 2 — 1 

— (tan -1 *) = 
dx 

1 

d 

(cot - lx) = 

1 

1 + X 2 

dx 

1 + x 2 




SEGCION 3.5 DERIVACION IMPUCITA 215 


3.5 


Ejercicios 


1-4 a) Encuentre y' por derivacion implfcita. 

b) Resuelva la ecuacion explfcita para y y derive para obtener 
y' en terminos de x. 

c) Compruebe la coherencia de sus soluciones en los incisos 

a) y b) sustituyendo la expresion para y en su solution del 
inciso a). 

1. 9x 2 - y 2 = 1 2. 2x 2 + x + xy = 1 

1 1 r- 

3. 1 =1 4. cos x + vy = 5 

x y 


5-20 Encuentre dy/dx por derivacion implfcita. 

5. x 3 + y 3 = 1 

6. 2y[x + sfy = 3 

7. x 2 + xy - y 2 = 4 

8. 2x 3 + x 2 y - xy 3 = 2 

9. x 4 (x + v) = y 2 (3v - y) 

O 

* 

Hi 

Vi 

II 

* 

1 

11. y cos x = x 2 + y 2 

12. cos(xy) = 1 + sen v 

13. 4 cos x sen v = 1 

14. e J senx = x + xy 

15. e xh = x~y 

16. ~Jx + y = 1 + x 2 y 2 

17. tan _1 (x 2 y) = x + xy 2 

18. xseny + ysenx = 1 

19. e y cosx = 1 + sen(xy) 

20. tan(x y) = 2 

1 + X 

21. Si/O) + x 2 [/0)] 3 = 10 y/(l) = 2, encuentre /'(l). 

22. Si g O) + x sen g(x) = x 2 . 

determine g'( 0). 

23-24 Considere a y como la variable independiente y a x como 
la variable dependiente y utilice la derivacion implfcita para 

calcular dx/dy. 

23. x5y 2 — x 3 y + 2xy i = 0 

24. y sec x = x tan y 


25-32 Utilice la derivacion implfcita para encontrar la ecuacion de 
la recta tangente a la curva en el punto dado. 

25. y sen 2x = x cos 2y, ( 77 / 2 , ir/4) 

26. sen(x + y) = 2x — 2y, (77, 77) 

27. x 2 + xy + y 2 = 3, (1, 1) (elipse) 

28. x 2 + 2xy — y 2 + x = 2, (1,2) (hiperbola) 

29. x 2 + y 2 = (2x 2 + 2y 2 - xf 30. x 2/3 + y 2/3 = 4 

(0.1) (-3V3, l) 

(cardioide) (astroide) 


y 


X 




31. 2(x 2 + y 2 ) 2 = 25 (x 2 - y 2 ) 
(3, 1) 

(lemniscata) 


y 



32. y 2 (y 2 - 4) = x\x 2 - 5) 
( 0 , - 2 ) 

(curva del diablo) 



33. a) La curva con ecuacion y 2 = 5x 4 — x 1 se llama kampila de 

Eudoxo. Encuentre la ecuacion de la recta tangente a esta 
curva en el punto (1, 2). 

FH b) Ilustre el inciso a) graficando la curva y la recta tangente, 
en una pantalla comun. (Si su dispositivo graficador puede 
trazar graficas de curvas definidas implfcitamente, entonces 
utilice esa capacidad. Si no es asf, puede dibujar esta curva 
trazando sus mitades superior e inferior por separado.) 

34. a) La curva con ecuacion y 2 = x 3 + 3x 2 se llama cubica de 

Tschirnhausen. Encuentre la ecuacion de la recta tangente 
a esta curva, en el punto (1, —2). 

b) ^En cuales puntos esta curva tiene rectas tangentes 
horizontales? 

FF1 c) Ilustre los incisos a) y b) graficando la curva y las rectas 
tangentes, en una pantalla comun. 

35-31 Halle y" por derivacion implfcita. 

35. 9x 2 + y 2 = 9 36. ~Jx + -Jy = 1 

37. x 3 + y 3 = 1 38. x 4 + y 4 = a 4 


39. Si xy + e y = e, encuentre el valor de y" en el punto donde 
x = 0. 

40. Si x 2 + xy + y 3 = 1, encuentre el valor de y'" en el punto 
donde x = 1 . 

SAC 41 . Es posible crear formas caprichosas con las capacidades de los 
sistemas algebraicos computarizados, a fin de construir graficas 
en forma implfcita. 

a) Trace la grafica de la curva con ecuacion 

y(y 2 - 1)0 - 2) = x(x - 1)0 - 2) 

^,En cuantos puntos esta curva tiene rectas tangentes 
horizontales? Estime las coordenadas x de estos puntos. 

b) Encuentre las ecuaciones de las rectas tangentes en los 
puntos (0, 1) y (0, 2). 

c) Halle las coordenadas x exactas de los puntos mencionados 
en el inciso a). 

d) Disene curvas incluso mas caprichosas modificando la 
ecuacion del inciso a). 


Se requiere calculadora graficadora o computadora 


\CJ Se requiere sistema algebraico computarizado 1. Tareassugeridasdisponiblesenstewartcalculus.com 
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42. a) La curva con ecuacion 

2y 3 + y 2 — y 5 = x“ — 2x 3 + x 2 

se ha relacionado a un carreton que rebota. Utilice un 
sistema algebraico computarizado para la curva y descubra 
por que. 

b) ^En cuantos puntos esta curva tiene rectas tangentes 

horizontales? Encuentre las coordenadas x de estos puntos. 

43. Halle los puntos de la lemniscata del ejercicio 31 donde la recta 
tangente sea horizontal. 

44. Demuestre por derivacion implfcita que la recta tangente a la 
elipse 



en el punto (* 0 , y 0 ) es 

xox J^y = 
a 2 b 2 

45. Formule una ecuacion para la recta tangente a la hiperbola 



en el punto (* 0 , y 0 ). 

46. Demuestre que la suma de las intersecciones en x y y de cualquier 
recta tangente a la curva s/x + s/y = sfc es igual a c. 

47. Mediante la derivacion implfcita demuestre que cualquier recta 
tangente en un punto P a una circunferencia con centra O es 
perpendicular al radio OP. 

48. La regia de la potencia puede demostrarse por medio de la 
derivacion implfcita para el caso donde n es un numero 
racional, n = p/q,y y = fix) = x" es una funcion derivable. 

Si y = x p,q , entonces y q = x p . Mediante la derivacion implfcita 
demuestre que 

y' = — *< p /«) -1 

q 


50. y = tan '(* 2 ) 
52. g(x) = six 1 — 1 


49-60 Halle la derivada de cada una de las siguientes funciones. 
Simplifique donde sea posible. 

49. y = (tan -1 *) 2 

51. y = sen -1 (2* + 1) 

53. G(x) = sj 1 — x 2 arccos x 

54. y = tan -1 (* — s/l + x 2 ) 

55. h(t) = cot -1 (t) + cot -1 (l/f ) 

57. y = x sen -1 * + s / 1 — x 2 

b + a cos * 


59. y = arccos 


60. y = arctan 


a + b cos * 


56. F(6) = arcsen -/sen 6 
58. y = cos -1 (sen -1 1) 

^ rs it, a > b > 0 


l + x 


^ 61-62 Encuentre /'(*). Compruebe si su respuesta es razonable 
comparando las graficas de/y/'. 

61. f{x) = s/l ~ x 2 arcsen* 62. /(*) = arctan(* 2 — *) 


63. Demuestre la formula para ( d/dx ) (cos '*) por el mismo 
metodo utilizado para demostrar (d/dx)( sen -1 *). 

64. a) Una manera de definir sec -1 * es decir que v = sec -1 * 

sec y=xy0^y< tt/2, o bien, tt =S y < 3tt/2. Demuestre 
que, con esta definicion 

-J- (sec -1 *) = — , 1 
dx xsjx 2 — 1 

b) Otro modo de definir sec -1 * que se utiliza a veces es 
decir que y = sec -1 * <=> sec y = xy0^y^Tr,y^0. 
Demuestre que, con esta definicion 

4~ (sec -1 *) = / 

dx |* sjx 2 — 1 

65-68 Dos curvas son ortogonales si sus rectas tangentes son 
perpendiculares en cada punto de interseccion. Demuestre que las 
familias dadas de curvas son trayectorias ortogonales entre sf; es 
decir, cualquier curva en una familia es ortogonal a cualquier curva 
en la otra familia. Dibuje ambas familias de curvas usando los 
mismos ejes de coordenadas. 

65. x 2 + y 2 = r 2 , ax + by = 0 

66. * 2 + y 2 = ax, x 2 + y 2 = by 

67. y = c* 2 , * 2 + 2y 2 = k 

68. y = ax 3 , x 2 + 3v 2 = b 


69. Demuestre que la elipse * 2 /a 2 + y 2 /b 2 = 1 y la hiperbola 
x 2 /A 2 — y 2 /B 2 = 1 son trayectorias ortogonales si A 2 < a 1 
y a 2 — b 2 = A 2 + B 2 (la elipse y la hiperbola tienen los 
mismos focos). 

70. Encuentre el valor del numero a tal que las familias de curvas 
y = (* + c) -1 y y = a(x + k) 1/3 son trayectorias ortogonales. 

71. a) La ecuacion de van der Waals para n moles de un gas es 

( n 2 o\. 

( P + -^r ](V - nb ) = nRT 

donde P es la presion, V es el volumen y T es la 
temperatura del gas. La constante R es la constante 
universal de los gases, y ay b son constantes positivas 
que son caracterfsticas de un gas particular. Si T permanece 
constante, utilice derivacion implfcita para obtener dV/dP. 
b) Encuentre la razon de cambio del volumen respecto 

a la presion de 1 mol de dioxido de carbono a un volumen 
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de V = 10L y una presion de P = 2.5 atm. Utilice a = 3.592 
L 2 -atm/mol 2 y b = 0.04267 L/mol. 

72. a) Utilice derivation implicita para encontrar y ' si 

x 2 + xy + y 2 + 1 = 0. 

b) Grafique la curva del inciso a). ^Que observa? Demuestre 
que lo que ve es correcto. 

c) Tomando en cuenta el inciso b), ^que puede decir acerca de 
la expresion para y ' que encontro en el inciso a)? 

73. La ecuacion x 2 — xy + y 2 = 3 representa una “elipse girada”; 
es decir, una elipse cuyos ejes no son paralelos a los ejes de 
coordenadas. Encuentre los puntos en que esta elipse cruza el 
eje x y demuestre que las rectas tangentes en estos puntos son 
paralelas. 

74. a) ^Donde la recta normal a la elipse x 2 — xy + y 2 = 3, 

en el punto (—1, 1 ), interseca la elipse por segunda vez? 

FR b) Ilustre el inciso a) graficando la elipse y la recta normal. 

75. Encuentre todos los puntos de la curva x 2 y 2 + xy = 2 donde la 
pendiente de la recta tangente es — 1 . 

76. Halle las ecuaciones de las dos rectas tangentes a la elipse 
x 2 + 4y 2 = 36 que pasan por el punto (12, 3). 

77. a) Suponga que/es una funcion uno a uno derivable y que su 

funcion inversa/tambien es derivable. Utilice la derivation 


implicita para demostrar que 


(f'Y(x) 


l 

nr\x)) 


siempre que el denominador no sea 0. 
b) Si/(4) = 5 y /'( 4) = encuentre (f * l )\ 5). 


78. a) Demuestre que/(x) = x + e x es uno a uno. 

b) ^Cual es el valor de/ -1 (l)? 

c) Utilice la formula del ejercicio 77a) para hallar (y I )'(l). 

79. La funcion de Bessel de orden 0, y = J(x), satisface la ecuacion 
diferencial xy" + y' + xy = 0 para todos los valores de x, y su 
valor en 0 es 7(0) = 1 . 

a) Encuentre /'( 0). 

b) Utilice la derivation implicita para encontrar J"( 0). 


80. En la figura se muestra una lampara colocada tres unidades 
hacia la derecha del eje y y una sombra creada por la region 
eliptica x 2 + 4y 2 =S 5. Si el punto (—5,0) esta en el borde de la 
sombra, ^.que tan arriba del eje x esta colocada la lampara? 


y> 

/ 

/ 

' i 

1 

? 

ii . 

'' 5 0 

l 3 

X 

x 2 + 4y 2 = 5 

/ 

/ 

/ 



PR0YECT0 DE LABORATORY FAMILIA DE CURVAS IMPLICITAS 

En este proyecto exploraremos las formas cambiantes de curvas implicitamente definidas cuando 
varian las constantes en una familia y determinaremos las funciones comunes a todos los miembros 
de la familia. 

1. Consideremos la familia de curvas 

y 2 - 2x\x + 8) = c[(y + l) 2 (y + 9) - x 2 ] 

a) Graficando las curvas con c = 0 y c = 2, determine cuantos puntos de intersection hay. 
(Puede listed hacer acercamientos con el zoom para encontrarlos.) 

b) Ahora agregue las curvas con c = 5yc = 10a sus graficas del inciso a). ^Que observa? 
^Que pasa con otros valores de c? 

2. a) Grafique varios miembros de la familia de curvas 

x 2 + y 2 + cx 2 y 2 = 1 

Describa como cambia la grafica cuando cambia el valor de c. 

b) ^Que sucede con la curva cuando c = — 1? Describa lo que aparece en la pantalla. ^Puede 
probarlo algebraicamente? 

c) Encuentre y' por derivation implicita. Para el caso c = — 1, ^e s coherente la expresion y' 
con lo que descubrio en el inciso b)? 


Se requiere sistema algebraico computarizado 
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3.6 


Derivadas de funciones logaritmicas 


En esta seccion utilizaremos la derivation implfcita para hallar las derivadas de las funcio- 
nes logaritmicas y = log„ x y, en particular, de la funcion logaritmo natural y = In x. [A 
partir de sus graficas, es posible probar que las funciones logaritmicas son derivables 
(vease la figura 12 de la seccion 1.6).] 


La formula 3.4.5 establece que 

d , . 

— (a x ) = a* In a 
ax 


E 

DEMOSTRACION Sea y = log „ x. Entonces 

a y = x 

Si mediante la formula (3.4.5) derivamos esta ecuacion de manera implfcita respecto a x, 
obtenemos 

a y (ln a) -p- = 1 
dx 


-J- (log a x) = — - — 
ax x In a 


y, por consiguiente, 


dy_ _ 1 

dx a y In a 


1 


x In a 


Si en la formula 1 ponemos a = e, entonces el factor In a en el lado derecho se convier- 
te en In e = 1 y se obtiene la formula para la derivada de la funcion logarftmica natural 
log e x = In x: 


2 



1 

x 


Si se comparan las formulas 1 y 2, se evidencia una de las razones principales por la 
que se usan los logaritmos naturales (logaritmos con base e) en el Calculo. La formula de 
derivacion es mas sencilla cuando a = e, porque In e = 1 . 


m 


EJEMPLO 1 


Derive y = ln(x 3 + 1). 


SOLUCION Para utilizar la regia de la cadena, hacemos u = x y + 1. Entonces y = In u, 
de modo que 


dy dy du 1 du 

dx du dx u dx 


1 3x 2 

(3x 2 ) = 


x 3 + 1 


x 3 + 1 


En general, si combinamos la formula 2 con la regia de la cadena como en el ejem- 
plo 1, obtenemos 


a 


d_ 

dx 


(In n) 


1 du 
u dx 


o bien 


d_ 

dx 


[In g(x)] = 


g'(x) 

g(x) 
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EJEMPLO 2 


Encuentre — ln(sen x). 
dx 


SO LU C 1 6 Utilizando [3], se tiene que 


— ln(sen x) = 
dx 


1 d 
sen x dx 


(sen x) 


- cos x = cot x 


sen x 


EJEMPLO 3 


Derive /(x) = *J\n x . 


SO LUC I ON En esta ocasion el logaritmo es la funcion interior, de modo que la regia de la 
cadena da 


/'(x) = 2 On x) 1/2 (In x) = l • — 

dx 2 v in x x 



EJEMPLO 4 


Derive /(x) = logi 0 (2 + senx). 

SO LUC I ON Si usamos la formula 1 con a = 10, obtenemos 


fix) = — logio(2 + senx) 
dx 


1 


(2 + sen x) In 10 dx 
cos x 

(2 + sen x) In 10 


— (2 + sen x) 


EJEMPLO 5 


S0LUCI0N 1 


d x + 1 
Encuentre — In - 


dx \J x — 2 


En la figura 1 se muestra la grafica de la 
funcion /del ejemplo 5, junto con la grafica de 
su derivada. Proporciona una comprobacion 
visual de nuestro calculo. Note que f'(x) es 
grande negativa cuando/esta decreciendo 
con rapidez. 


d x + 1 1 d x + 1 

— In , = , 

dx -\J x 2 x+1 dx sj x — 2 

sjx — 2 

sjx — 2 six — 2 ■ 1 — (x + l)(j)(x — 2)~ 1/2 
x+1 x — 2 

x — 2 — ^ (x+1) 

(x + l)(x — 2) 
x — 5 

2(x + l)(x — 2) 



SOLUCION 2 Si primero simplificamos la funcion dada aplicando las leyes de los logarit- 
mos, entonces la derivacion se vuelve mas facil: 

-J- In f + 1 = -j- [ln(x + 1) - 1 ln(x - 2)] 

dx y/x — 2 dx 

x+1 2 \x — 2 J 


FIGURA 1 


(Esta respuesta puede dejarse como esta, pero si usara un denominador comun, veria que 
da la misma respuesta en la solucion 1). 
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En la figura 2 se muestra la grafica de 
la funci6n/(x) = In | jc | del ejemplo 6 y la 
de su derivada/'(x) = l/x Note que cuando 
x es pequeno, la grafica de y = In |x| esta 
inclinada y, por consiguiente,/'(x) es grande 
(positiva o negativa). 



-3 


m 


EJEMPLO 6 


Encuentre/'(x) si/(x) = In | x |: 


SOLUCION Puesto que 


se sigue que 


f(x ) 


I In x si x > 0 
[ln(— x) si x < 0 


fix) 


X 

— (- 1 ) 
—x 


si x > 0 


1 

— si x < 0 
x 


Asi ,/'(x) = l/x para todo x 0. 


FIGURA 2 


Vale la pena recordar el resultado del ejemplo 6: 


s 



Derivacion logaritmica 

Con frecuencia, el calculo de derivadas de funciones complicadas que comprenden pro- 
ductos, cocientes o potencias puede simplificarse tomando logaritmos. El metodo que se 
aplica en el ejemplo siguiente se llama derivacion logaritmica. 


EJEMPLO 7 


Derive y = 


x 3/4 y/x 2 + 1 

(3x + 2) 5 ' 


SOLUCION Tome logaritmos de ambos miembros de la ecuacion y aplique las leyes 
de los logaritmos, para simplificar: 


In y = | In x + \ ln(x 2 + 1) — 5 ln(3x + 2) 


A1 derivar implicitamente respecto a x, resulta que 

I dy 3 I I 2x , 3 

— — — — . — + — - — 5 * 

y dx 4 x 2 x 2 + 1 3x + 2 

A1 resolver para dy/dx, obtenemos 

dy_ _ /_3_ x 15 \ 

dx " V \4x x 2 + 1 3x + 2 / 


Si no hubieramos utilizado la derivacion 
logaritmica en el ejemplo 7, habriamos tenido 
que aplicartanto la regia del cociente como la 
regia del producto. El proceso de calculo habrla 
sido horrendo. 


Puesto que tenemos una expresion explicita para y, podemos sustituir y escribir 


dy x 3/4 V* 2 + 1 / 3 x 15 \ 

dx (3x + 2) 5 \4x x 2 + 1 3x + 2 J 
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Pasos en la derivacion logaritmica 

1. Tomar logaritmos naturales de ambos lados de una ecuacion y = fix) y utilizar 
las leyes de los logaritmos para simplificar. 

2. Derivar impllcitamente respecto a x. 

3. Resolver la ecuacion resultante para y' , 


Si /(x) < 0 para algunos valores de x, entonces I n f(x) no esta definida, pero podemos 
escribir | y | = | fix) \ y utilizar la ecuacion 4. Este procedimiento se ilustra demostrando 
la version general de la regia de la potencia, como se prometio en la seccion 3.1. 


Regia de la potencia Si n es cualquier numero real y f(x) = x", entonces 

/'(x) = nx"-' 


DEMOSTRACION Sea y = x". Utilizando la derivacion logaritmica: 

Si x = 0, podemos demostrar directamente que 
/'( 0) = 0 para «>la partir de la definicion 
de derivada. 

Por tanto, 

y x" „_j 

asi que, y = n — = n — = nx 

x x 


In | y | = In [ x |" = n In | x \ x ¥= 0 
y' n 

y x 


Base constarte, exponente constarite 1 


Base variable, exponente constante 2 


Base constante, exponente variable 3 


Base variable, exponente variable 4 


@ Debe distinguir con cuidado la regia de la potencia [(x")' = nx" '], donde la base es 
variable y el exponente constante, de la regia para derivar funciones exponenciales 
[(«')' = a 1 In a], donde la base es constante y el exponente es variable. 

En general, se tienen cuatro casos para exponentes y bases: 


1. — (a‘) = 0 

ax 


(ay b son constantes) 


2- -f [f(x)T = b[f(x)] h - l fXx) 
cix 

3. — [a 9(x) ] = fl 9W ( In a)g'(x) 
ax 

4. Para hallar (cl/dx)[ f(x)] ‘> {x \ podemos aplicar la derivacion logaritmica, como en el 
ejemplo que sigue. 


EJEMPLO 8 


Derive y = x^ x . 


S0LUCI0N Dado que la base y el exponente son variables, utilizamos la derivacion 
logaritmica: 


In y 


In x^ = y[x In x 


y_ 

y 


\[x 


V (In x) 

x 


1 

2\[x 



ln y \ = v jJ 2 + lnx \ 

2y[x ) \ 2\[x j 
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La figura 3 ilustra el ejemplo 8 mostrando las 
graficas de f(x) = x ^ y su derivada. 



SOLUCIQN 2 Otro metodo es escribir x ^ = ( e ,nx )^\ 


(x^) = 4~ {e^' nx ) = e^ ln r 4~ {xfx In x) 
dx dx dx 


= 


2 + lnx 
2 xfx 


(como en la solucion 1) 


El numero e como un limite 

Hemos demostrado que si/(x) = In x, entonces /'(x) = 1/x. Debido a esto, /'(l) = 1. 
Utilizaremos este hecho para expresar el numero e como un limite. 

A partir de la definicion de derivada como un limite, tenemos que 


m - Km - Km 

*-► o h *-»o x 


ln(l + x) — In 1 
= lim 

x^O X 


lim — ln( 1 + x) 

x -^0 x 


= lim ln(l + x) 1A 

x^O 


Ya que /' ( 1 ) = 1 , tenemos 


lim ln(l + x) 1A = 1 

x — >0 



X 

(1 + x) Vx 

0.1 

2.59374246 

0.01 

2.70481383 

0.001 

2.71692393 

0.0001 

2.71814593 

0.00001 

2.71826824 

0.000001 

2.71828047 

0.0000001 

2.71828169 

0.00000001 

2.71828181 


Luego, por el teorema 2.5.8 y la continuidad de la funcion exponencial, tenemos que 


1 = ln(l +x) l / x _ ^ln(H-x) 1 /* 

x^O 


lim (1 + x) ,A 

x — >0 


5 


e = lim (1 + x) 1/x 

x — >0 


En la figura 4 se ilustra la formula 5 mediante la grafica de la funcion y = (1 + x) 1A y 
una tabla para valores pequenos de x. Con esto se ilustra una aproximacion correcta hasta 
siete digitos decimales 


e = 2.7182818 

Si hacemos n = 1/x en la formula 5, entonces n —> 00 cuando x — > 0 + y, por consi- 
guiente, una expresion alternativa para e es 


a 


e = lim 

It— > co 
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Ejercicios 


1. Explique por que en Calculo se usa con mucha mas frecuencia 
la funcion logaritmica natural y = In x, que las otras funciones 
logarftmicas, y = log„ x. 


33-34 Determine la ecuacion de la recta tangente a la curva en el 
punto dado. 

33. y = lnfx 2 -3x+ 1), (3, 0) 34. y = x 2 ln x, (1, 0) 


2-22 Derive cada una de las siguientes funciones. 
2 . fix) = x In x — x 


3. fix) = sen(ln x) 

4. 

fix) = ln(sen 2 x) 

5. f(x ) = In — 

X 

6. 

1 

= 1 

ln x 

7. fix) = log I0 (x 3 + 1) 

8. 

fix) = log 5 (x<P) 

9. fix) = sen x ln(5x) 

10. 

„ . U 

/(“) = , , . 

11. gix) = ln(x V^ 2 — 1) 

12. 

hfx) = ln(x + y/x 2 — 

, , (2y + l) 5 

,3 - 0(21 = ln Wr 

14. 

gir) = r 2 ln(2r + 1) 

15. F)s) = ln ln j 

16. 

y = ln | 1 + t — f 3 1 

17. y = tan[ln(ax + &)] 

18. 

y = ln | cos(ln x) | 

19. y = ln (e~ x + xe~ x ) 

20. 

la 2 — z 2 
Hiz) = In, / 2 2 

Y a~ + z 

21. y — 2x logio-v/r 

22. 

y = log 2 (e _j: cos 77 .x) 


T) 


23-26 Encuentre y' v y " en 

cada una de las siguientes funciones. 


ln x 

23. y = x 2 ln(2x) 

24. y = — 


X 

25. y = ln(x + y/\ + x 2 ) 

26. y = ln(sec x + tan x) 

27-30 Derive /y encuentre el dominio de cada una de las siguientes 

funciones. 


22 /w - 1 - - ,) 

28. fix) = y/2 + lnx 

29. fix) = ln(x 2 — 2x) 

30. fix) = ln ln ln x 


31. Si f(x) = — y~, determine f'(l). 

x 

32. Si/(x) = ln(l + e 2x ), determine /'(0). 


FH 35. Si f(x) = sen x + In x, encuentre /'(x). Compruebe si su 
respuesta es razonable comparando las graficas de/y/'. 

^ 36. Encuentre las ecuaciones de las rectas tangentes a la curva 

y = (In x)/x, en los puntos (1, 0) y (e, 1/e). Ilustre lo anterior 
dibujando la curva y sus rectas tangentes. 

37. Sea/(x) = cx + ln(cos x). ^Para que valores de c se cumple 
que/' (7r/4 ) = 6? 

38. Sea fix) = log„(3x 2 — 2). ^Para que valor de a se cumple que 
/'(l) = 3? 

39-50 Utilice la derivacion logaritmica para hallar la derivada de 

e~ x cos 2 x 
x 2 + x + 1 


y = yfxe^ix + 1) 2/3 
y = x msx 

y = yfx* 

y = (sen x) taj: 
y = (In x) C0SI 


cada una de las siguientes funciones. 
39. y = (x 2 + 2) 2 (x 4 + 4) 4 40. 



43. y = x x 44. 

45. y = x senx 46. 

47. y = (cos x) x 48. 

49. y = (tan x) 1/1 50. 


51. Encuentre y' si y = ln(jr + y 2 ). 

52. Halle y' si x y = y x . 

53. Encuentre una formula para/ (n) (x) si fix) = ln(x ~ 1). 

d 9 

54. Encuentre — - (x 8 In x) . 

dx 

55. Use la definicion de derivada para demostrar que 


,, ln(l + x) 
lim = 1 


56. Demuestre que lim 

n — >°° 



e x para cualquier x > 0. 


Se requiere calculadora graficadora o computadora 


1. Tareas sugeridas disponibles en stewartcalculus.com 
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Razones de cambio en las ciencias naturales y sociales 


Sabemos que si y = fix), entonces la derivada dy/ dx puede interpretarse como la razon de 
cambio de y respecto a x. En esta seccion se analizan algunas de las aplicaciones de esta 
idea a la ffsica, la quimica, la biologfa, la economfa y otras ciencias. 

Con base en la seccion 2.7, recuerde la idea basica que se encuentra detras de las razo- 
nes de cambio. Si x varfa de Xi a x 2 , entonces el cambio en x es 


Ax = x 2 ~~ xi 


y el cambio correspondiente en y es 


Ay = /(*>) ~f(x,) 


El cociente de diferencias 


Ay f(x 2 ) -f{x 0 

Ax X 2 — Xi 



de cambio instantanea 


FIGURA 1 


es la razon de cambio promedio de y respecto a x en el intervalo [x b x 2 ] y puede inter- 
pretarse como la pendiente de la recta secante PQ en la figura 1. Su lfmite, cuando 
Ax — » 0 es la derivada/' (xi), la cual puede interpretarse como la razon de cambio instan- 
tanea de y respecto a x, o sea, la pendiente de la recta tangente en / ) (xi,/(xi)). Si se usa 
la notacion de Leibniz, escribimos el proceso en la forma 

dy „ Av 
— = lim — — 
dx Ax^o Ax 

Siempre que la funcion y = /(x) tenga una interpretacion especffica en una de las cien- 
cias, su derivada tendra una interpretacion especffica como razon de cambio. (Como se 
analizo en la seccion 2.7, las unidades de dy/dx son las unidades correspondientes a y 
divididas por las de x.) Veamos ahora algunas de estas interpretaciones en las ciencias 
naturales y en las sociales. 


Fisica 

Si 5 = ( t ) es la funcion posicion de una partfcula que se mueve en una lfnea recta, enton- 
ces As/ At representa el promedio de la velocidad en un periodo At, y v = ds/dt repre- 
senta la velocidad instantanea (la razon de cambio del desplazamiento respecto al 
tiempo). La razon de cambio instantaneo de la velocidad respecto al tiempo es la acelera- 
cion: a(t ) = v'(t) = Esto se discutio en las secciones 2.7 y 2.8, pero ahora que 
conocemos las formulas de derivacion, podemos resolver con mas facilidad problemas 
que involucran el movimiento de objetos. 


□ 


EJEMPLO 1 


La posicion de una partfcula esta dada por la siguiente funcion 


s =/(r) = t 3 - 6r 2 + 9t 

donde t se mide en segundos ysen metros. 

a) Encuentre la velocidad en el instante t. 

b) ^Cual es la velocidad despues de 2 y 4 s? 

c) ^Cuando esta en reposo la partfcula? 

d) ^Cuando se mueve la partfcula hacia adelante (es decir, en direccion positiva)? 

e) Dibuje un diagrama que represente el movimiento de la partfcula. 

f) Encuentre la distancia total recorrida por la partfcula durante los primeros cinco 
segundos. 

g) Halle la aceleracion en el tiempo t y despues de 4 s. 
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h) Grafique las funciones posicion, velocidad y aceleracion para 0 t =£ 5. 

i) £ Cuando aumenta su rapidez la particula? £ Cuando la disminuye? 

SOLUCION 

a) La funcion velocidad es la derivada de la funcion posicion. 


5 =f(t) = t 3 - 6 1 2 + 9 1 

v{i) = — = 3t 2 - \2t + 9 
dt 

b) La velocidad despues de 2 s significa la velocidad instantanea cuando t = 2; es decir. 


v(2) 



3(2) 2 


12(2) + 9 


— 3 m/s 


La velocidad despues de 4 s es 

v(4) = 3 (4) 2 - 12(4) + 9 = 9 m/s 

c) La particula esta en reposo cuando v(t) = 0; esto es, 

3f 2 - 12/ + 9 = 3 (t 2 - 4t + 3) = 3 (t - l)(r - 3) = 0 


t= 3 


^ = 0 

c 


> 


f = 0 t= 1 

i=0 s =4 


FIGURA2 


25 



y esto se cumple cuando t = 1 o t = 3. Por tanto, la particula esta en reposo despues de 
1 s y despues de 3 s. 

d) La particula se mueve en direccion positiva cuando v(t) > 0; es decir, 

3? 2 - 12r + 9 = 3 (f - 1)(? - 3) > 0 

Esta desigualdad se cumple cuando ambos factores son positivos (t > 3) o cuando los 
dos son negativos (f < 1). Asi, la particula se mueve en direccion positiva en los 
intervalos de tiempo t < 1 y t > 3. Se mueve hacia atras (en la direccion negativa) 
cuando 1 < t < 3. 

e) En la figura 2 se esquematiza el movimiento de la particula hacia atras y hacia 
adelante a lo largo de una recta (el eje v), aplicando la informacion del inciso d). 

f) A partir de los incisos d) y e), necesitamos calcular las distancias recorridas durante 
los intervalos de tiempo [0, 1], [1, 3] y [3, 5], por separado. 

La distancia recorrida en el primer segundo es 

1/(1) -/(0)| = |4 - 0| =4m 
De t = 1 a t = 3, la distancia recorrida es 

|/(3) — /(l) | = | 0 — 4 | = 4m 

De t = 3 a t = 5, la distancia recorrida es 

|/(5) - /(3) | = | 20 - 0 | = 20m 


La distancia total es 4 + 4 + 20 = 28 m. 

g) La aceleracion es la derivada de la funcion velocidad: 

., d 2 s dv 
a(t ) = — it = — — 6t — 12 
dt- dt 


a( 4) = 6(4) - 12 = 12 m/s 2 


FIGURA 3 


h) La figura 3 muestra las graficas de .v, v y a. 
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i) La rapidez de la partfcula aumenta cuando la velocidad es positiva y creciente (v y a 
son positivas) y tambien cuando la velocidad es negativa y decreciente (v y a son 
negativas). En otras palabras, la rapidez de la partfcula aumenta cuando la velocidad y la 
aceleracion tienen el mismo signo. (La partfcula es empujada en la misma direccion en 
que se esta moviendo.) De la figura 3 se ve que esto sucede cuando 1 < t < 2 y cuando 
t > 3. La partfcula disminuye su rapidez cuando v y a tienen signos opuestos; es decir, 
cuando 0 t < 1 y cuando 2 < t < 3. La figura 4 resume el movimiento de la partfcula. 


UHJfl En Module 3.7 puede ver una animacion 
de la figura 4 con una expresion para sque 
puede elegir usted mismo. 


FIGURA 4 



disminuye aumenta disminuye aumenta 
la rapidez la rapidez la rapidez la rapidez 


EJEMPLO 2 


Si una varilla o un trozo de alambre son homogeneos, entonces su densidad 
lineal es uniforme y se define como la masa por unidad de longitud (p = m/l) y se mide 
en kilogramos por metro. Pero suponga que la varilla no es homogenea, sino que su 
masa medida desde su extremo izquierdo hasta un punto x es m = fix), como se muestra 
en la figura 5. 


FIGURA 5 



x 


Esta parte de la varilla tiene masa f(x). 


La masa de la parte de la varilla que se encuentra entre x = Xi y x = x 2 esta dada por 
Am = fixf) — fix 0, de modo que la densidad promedio de esa seccion de la varilla es 


densidad promedio 


Am 

Ax 


/Uz) ~ fix y) 

X2 ~ Xl 


Si ahora hacemos que Ajc —* 0 (es decir, x 2 —*■ xf, calculamos la densidad promedio 
sobre un intervalo cada vez mas pequeno. La densidad lineal p en v, es el lfmite de 
estas densidades promedio cuando Ax —> 0; es decir, la densidad lineal es la razon 
de cambio de masa respecto a la longitud. En forma simbolica, 


P = 


Am dm 

lfm = 

Ax dx 


De este modo, la densidad lineal de la varilla es la derivada de la masa respecto 
a la longitud. 
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Por ejemplo, si m = /(x) = \[x, donde x se mide en metros y m en kilogramos, 
entonces la densidad promedio de la parte de la varilla dada por 1 x ss 1 .2 es 


Am /(1.2)-/(1) \ZL2-1 

Ax 1.2 - 1 0.2 


0.48 kg/m 


en tanto que la densidad en x = 1 es 


P = 


dm 

dx 


1 

2 yfx 


0.50 kg/n 


FIGURA 6 


EJEMPLO 3 


Siempre que las cargas electricas se mueven, hay corriente. En la figura 6 
se muestra parte de un alambre con electrones que se mueven a traves de una superficie 
plana, sombreada en rojo. Si A Q es la carga neta que pasa por esta superficie durante un 
periodo At, entonces la corriente promedio durante este intervalo de tiempo se define 


A Q Q 2 Q\ 

corriente promedio = = 

At h ~ U 

Si tomamos el limite de esta corriente promedio sobre lapsos de tiempo mas y mas 
pequenos, obtenemos lo que se llama corriente I en un instante dado t,: 


r ,, A Q dQ 

I = lrm — — = 

a^o Ar dt 


Asf, la corriente es la rapidez con que la carga fluye por una superficie; se mide en 
unidades de carga por unidad de tiempo (a menudo coulombs por segundo, llamados 
amperes). 


La velocidad, la densidad y la corriente no son las unicas razones de cambio de impor- 
tancia para la ffsica. Otras incluyen la potencia (la rapidez a la cual se realiza trabajo), la 
relation de flujo de calor, el gradiente de temperatura (la razon de cambio de la tempera- 
tura respecto a la position) y la razon de decaimiento de una sustancia radiactiva en la 
ffsica nuclear. 


Quimica 


EJEMPLO 4 


El resultado de una reaccion qufmica en la formacion de una o mas sustan- 
cias (llamadas productos) a partir de uno o mas materiales (react ivos). Por ejemplo, la 
“ecuacion” 


2H, + 0 2 -> 2H 2 0 

indica que dos moleculas de hidrogeno y una de oxfgeno forman dos moleculas de agua. 
Consideremos la reaccion 


A + B^C 

donde A y B son los reactivos y C es el producto. La concentration de un reactivo A es 
el numero de moles (1 mol = 6.022 X 10 23 moleculas) por litro y se denota con [A]. La 
concentracion varfa durante una reaccion, de modo que [A], [B] y [C] son funciones del 






228 CAPITULO 3 REGLAS DE DERIVACION 

tiempo (?)• La rapidez promedio de reaccion del producto C en un intervalo de tiempo 
t\ s£ t f 2 es 


A[C] [C](fe) - [cm 

At t 2 - ti 

Pero los qufmicos tienen mas interes en la rapidez de reaccion instantanea, la cual se 
obtiene tomando el li'mite de la rapidez promedio de reaccion cuando el intervalo At 
tiende a 0: 


A[C] d[C] 

rapidez de reaccion = Km — - — = 

Ai^o At dt 

Dado que la concentracion del producto aumenta a medida que la reaccion avanza, 
la derivada d\C\/ dt sera positiva, y asf la rapidez de reaccion de C es positiva. Sin 
embargo, las concentraciones de los reactivos disminuyen durante la reaccion; por eso, 
para que la rapidez de reaccion de A y B sean numeros positivos, ponemos signos 
negativos delante de las derivadas d[A]/dt y d[li]/dt. Dado que [A] y [B] disminuyen 
con la misma rapidez que [C] crece, tenemos que 

d[C] d[ A] d[ B] 

rapidez de reaccion = = = 

dt dt dt 

De modo mas general, resulta que para una reaccion de la forma 

a A + Z?B — > cC + dD 

tenemos que 

1 d[ A] _ 1 d[ B] 1 ,j[C] 1 t/[D] 

a dt b dt c dt d dt 

La rapidez de reaccion puede determinarse a partir de datos y con metodos graficos. En 
algunos casos existen formulas explfcitas para las concentraciones como funciones del 
tiempo, que permiten calcular la rapidez de reaccion (vease el ejercicio 22). 


EJEMPLO 5 


Una de las cantidades de interes en termodinamica es la compresibilidad. 
Si una sustancia dada se mantiene a una temperatura constante, entonces su volumen V 
depende de su presion P. Podemos considerar la razon de cambio del volumen respecto 
a la presion: a saber, la derivada dV/ dP. Conforme P crece, V decrece, de modo que 
dV/dP < 0. La compresibilidad se define al introducir un signo menos y dividir esta 
derivada entre el volumen V: 


compresibilidad isotermica = (3 


1 dV 
V dP 


En estos terminos, (3 mide que tan rapido, por unidad de volumen, decrece el volumen de 
una sustancia a medida que la presion aumenta, a temperatura constante. 

Por ejemplo, se encontro que el volumen V (en metros cubicos) de una muestra de aire 
a 25 °C esta relacionado con la presion P (en kilopascales) mediante la ecuacion 
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La razon de cambio de V respecto a P cuando P = 50kPa, es 


dV 

dP 


P - 50 


5.3 

p2 


P- 50 


5.3 

= = -0.002 12 m 3 /kPa 

2 500 ' 


La compresibilidad a esa presion es 


0 


1 dV 
V dP p = 50 


0.00212 

5.3 

50 


= 0.02 (m 3 /kPa)/m 3 


EJEMPL0 6 


Biologia 

Sea n = /( f ) el numero de individuos de una poblacion de animales o 
plantas en el tiempo t. El cambio del tamano de la poblacion entre los tiempos f = f, 
y t = t 2 es An = f(t 2 ) — f(h), as! que la razon de crecimiento promedio durante el 
periodo t t ^ t =£ t 2 es 


razon de crecimiento promedio 


An 

~At 


f(h) ~ fit i) 
h ~ t\ 


La razon de crecimiento instantanea se obtiene a partir de esta razon de crecimiento 
promedio al hacer que el periodo At tienda a 0: 


razon de crecimiento promedio = lfm = — 

A*— >o At dt 

En terminos estrictos, esto no es muy exacto porque la grafica real de una funcion de 
poblacion n = /(f) serfa una funcion escalon que es discontinua siempre que ocurre un 
nacimiento o una muerte y, por tanto, no es derivable. Sin embargo, para una poblacion 
grande de animales o plantas, es posible reemplazar la grafica con una curva de 
aproximacion uniforme como en la figura 7. 


FIGURA 7 

Una curva suave que se aproxima 
a una funcion de crecimiento 





© Eye of Science / Photo Researchers, Inc. 
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Las bacterias E.coli tienen aproximadamente 
dos micrometros (/xm) de longitud y 0.75 /xm 
de ancho. La imagen fue obtenida con un 
microscopio electronico de barrido. 


FIGURA 8 

Flujo de sangre dentro 
de una arteria 


Para informacion mas detallada, vease W. 
Nichols y M. O'Rourke (eds.), McDonalds Blood 
Flow In Arteries: Theoretic, Experimental, and 
Clinical Principles, 5a. ed. (Nueva York, 2005). 


Para ser mas especlficos, considere una poblacion de bacterias en un medio nutritivo 
homogeneo. Suponga que, por medio de la toma de muestras de la poblacion a ciertos interva- 
los, se determina que esa poblacion se duplica cada hora. Si la poblacion inicial es m y el tiem- 
po t se mide en horas, entonces 


/( 1) = 2/(0) = 2m 

m = 2/(1) = 2 2 « 0 

/( 3) = 2/(2) = 2 3 «o 

y, en general, 


fit ) = 2'm 


La funcion de poblacion es n = m 2'. 
En la seccion 3.4 se demostro que 


— ( a x ) = a x In a 
dx 

Asf que la razon de crecimiento de la poblacion de bacterias en el tiempo t, es 

dn d , 

— — = — (no 2 ) = m2 In 2 
dt dt 

Por ejemplo, suponga que inicia con una poblacion inicial de m =100 bacterias. Enton- 
ces, la razon de crecimiento despues de 4 horas es 

= 100 • 2 4 In 2 = 1600 In 2 * 1 109 

t= 4 

Esto significa que, despues de 4 horas, la poblacion de bacterias crece en una cantidad de 
casi 1109 bacterias por hora. 


dn 

dt 


EJEMPLO 7 


Cuando consideramos el flujo de sangre por un vaso sangufneo, como una 
vena o una arteria, este vaso puede tomar la forma de un tubo cilmdrico con radio R y 
longitud / como se ilustra en la hgura 8. 


kl. 



Debido a la friccion en las paredes del tubo, la velocidad v de la sangre es maxima a lo 
largo del eje central del propio tubo y decrece conforme aumenta la distancia r al eje, 
hasta que v se vuelve 0 en la pared. La relacion entre v y r esta dada por la ley del flujo 
laminar descubierta por el fisico frances Jean-Louis-Marie Poiseuille en 1840. En esta 
se aflrma que 


m 



r 2 ) 


donde 17 es la viscosidad de la sangre y P es la diferencia en la presion entre los extre- 
mos del tubo. Si P y l son constantes, entonces v es funcion de r, con dominio [0, /?]. 
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La razon de cambio promedio de la velocidad, al moverse desde r = r, hacia afuera 
hasta r = r 2 , esta dada por 

Av _ v(r 2 ) ~ v(n) 

A r r 2 — n 

y si hacemos que A r — > 0, obtenemos el gradiente de velocidad; es decir, la razon 
de cambio instantanea de la velocidad respecto a r. 


Av 

gradiente de velocidad = lim — — = 

Ar— >0 Ar 


dv 

dr 


Utilizando la ecuacion 1, obtenemos 

dv P Pr 

— = (0-2 r)= 

dr Arjl 2r) l 

Para una de las arterias humanas mas pequenas, puede tomar r] = 0.027, R = 0.008 cm, 
/ = 2 cm y P = 4 000 dinas/cm 2 , lo cual da 

4000 , 

v = — — (0.000064 - r 2 ) 

4(0.027)2 ' 

« 1.85 X 10 4 (6.4 X 10~ 5 - r 2 ) 

Enr= 0.002 cm la sangre fluye a una rapidez de 

v(0.002) « 1.85 X 10 4 (64 X 10" 6 - 4 X 10^ s ) 

= 1.11 cm/s 

y el gradiente de velocidad en ese punto es 


dv 

dr 


4000(0.002) 

2(0.027)2 


— 74 (cm/s)/cm 


Para tener una idea de lo que esto significa, cambie las unidades de centimetros a 
micrometros (1 cm = 10000 /j,m). Entonces el radio de la arteria es de 80/j,m. La 
velocidad en el eje central es de 11 850 /Am/s, la cual disminuye hasta 1111 0/j.m/s 
a una distancia de r = 20/r.m. El hecho de que dv/dr = — 74 (/im/s)//im significa 
que cuando r = 20/j.m, la velocidad disminuye en una cantidad de casi 74/j.m/s 
por cada micrometro que se aleja del centra. 


Economia 


EJEMPL0 8 


Suponga que C(x) es el costo total en que una compania incurre al 
producir x unidades de cierto articulo. La funcion C se llama funcion de costo. Si el 
numero de articulos producidos se incrementa desde Xi hasta JC 2 , entonces el costo 
adicional es AC = C(x 2 ) ~ C(x i), y la razon de cambio promedio del costo es 


AC C(x 2 ) — C(jci) C(x 1 + Ax) — C(xi) 
Ax X 2 — X\ Ax 
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El lfrnite de esta cantidad conforme Ax —> 0, es decir, la razon de cambio instantanea del 
costo los economistas le llaman costo marginal respecto al numero de artfculos producidos: 

, AC dC 

costo marginal = Inn = 

Ax dx 

[Dado que x suele tomar solo valores enteros, quiza no tenga sentido hacer que Ax tienda 
a 0, pero siempre podra remplazar C(x) con una funcion suave de aproximacion uniforme, 
como en el ejemplo 6.] 

Si tomamos Ax = 1 y n grande (de modo que Ax sea pequeno en comparacion con n), 
tenemos que 


C'(n) * C(n + 1) - C(n) 

Asf, el costo marginal de producir n unidades es aproximadamente igual al costo de 
elaborar una unidad mas [la (n + l)-esima unidad]. 

A menudo resulta apropiado representar con un polinomio una funcion de costo total 

C(x) = a + bx + cx 2 + dx 3 

donde a representa el costo de los gastos generales (alquiler, calefaccion, mantenimiento) 
y los demas terminos representan el costo de las materias primas, la mano de obra y 
demas. (El costo de las materias primas puede ser proporcional a x, pero los costos de 
la mano de obra podrfan depender en parte de potencias mayores de x, debido a los 
costos del tiempo extra y a las faltas de eficiencia relacionadas con las operaciones a 
gran escala.) 

Por ejemplo, suponga que una companfa ha estimado que el costo (en dolares) de 
producir x artfculos es 

C(x) = 10000 + 5x + 0.0 lx 2 
Entonces, la funcion de costo marginal es 

C'(x) = 5 + 0.02x 

El costo marginal en el nivel de produccion de 500 artfculos es 

C'(500) = 5 + 0.02(500) = $15/artfculo 

Esto da la cantidad a la cual se incrementan los costos respecto al nivel de produccion 
cuando x = 500 y predice el costo del artfculo 501. 

El costo real de producir el artfculo 501 es 

C(501) - C(500) = [10000 + 5(501) + 0.01(501) 2 ] 

- [10000 + 5(500) + 0.01 (500) 2 ] 

= $15.01 

Note que C'(500) « C(501) - C(500). 

Los economistas tambien estudian la demanda, el ingreso y la utilidad marginales, que 
son las derivadas de las funciones de demanda, ingreso y utilidad. Estas se consideran en 
el capftulo 4, despues de desarrollar las tecnicas para hallar los valores maximos y mfni- 
mos de funciones. 

Otras ciencias 

Las razones de cambio se presentan en todas las ciencias. Un geologo se interesa en cono- 
cer la razon a la cual una masa incrustada de roca fundida se enfrfa por conduccion del 
calor hacia las rocas que la rodean. Un ingeniero desea conocer la proporcion a la cual el 
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agua fluye hacia dentro o hacia fuera de una represa. Un geografo urbano se interesa en la 
razon de cambio de la densidad de poblacion en una ciudad, al aumentar la distancia 
al centra de la propia ciudad. Un meteorologo tiene interes por la razon de cambio de 
la presion atmosferica respecto a la altura. (Vease el ejercicio 17 de la seccion 3.8.) 

En psicologfa, quienes se interesan en la teorfa del aprendizaje estudian la curva del 
aprendizaje, la cual presenta en forma de grafica el rendimiento Pit) de alguien que apren- 
de una habilidad, como funcion del tiempo de capacitacion t. Tiene un interes particular la 
razon a la cual mejora el rendimiento a medida que pasa el tiempo; es decir, dP/dt. 

En sociologfa, el calculo diferencial se aplica al analisis de la divulgacion de rumores 
(o de innovaciones, novedades o moda). Si pit ) denota la proporcion de una poblacion que 
conoce un rumor en el momento f, entonces la derivada dp/ dt denota la razon de divulga- 
cion de ese rumor. (Vease el ejercicio 84 de la seccion 3.4.) 

Una sola idea, varias interpretaciones 

La velocidad, la densidad, la corriente, la potencia y el gradiente de temperatura, en 
fisica; la velocidad de reaccion y la compresibilidad, en qufmica; la rapidez de crecimiento 
y el gradiente de velocidad de la sangre, en biologfa; el costo marginal y la utilidad mar- 
ginal, en economia; la rapidez de flujo del calor, en geologfa; la rapidez de mejora del 
rendimiento, en psicologfa, y la rapidez de divulgacion de un rumor, en sociologfa, son casos 
especiales de un concepto matematico: la derivada. 

Esta es una ilustracion del hecho de que parte del poder de las matematicas descansa en 
su abstraccion. Un solo concepto matematico abstracto (como la derivada) puede tener 
interpretaciones diferentes en cada ciencia. Cuando desarrollemos las propiedades del 
concepto matematico, de una vez y por todas, podra dar la vuelta y aplicar estos resultados a 
todas las ciencias. Esto es mucho mas eficiente que desarrollar propiedades de conceptos 
especiales en cada una por separado. El matematico frances Joseph Fourier (1768-1830) 
lo expreso de manera sucinta: “Las matematicas comparan los fenomenos mas diversos y 
descubren las analogfas secretas que los vinculan”. 


Ejercicios 

1-4 Una partfcula se mueve segun una ley del movimiento s = fit), 
t 3= 0, donde t se mide en segundos ysen pies. 

a) Encuentre la velocidad en el instante t. 

b) ^,Cual es la velocidad despues de 3 s? 

c) ^Cuando esta la partfcula en reposo? 

d) Cuando se mueve hacia la direction positiva? 

e) Encuentre la distancia total recorrida durante los primeros 8 s. 

f) Dibuje un diagrama, como el de la figura 2, a fin de ilustrar 
el movimiento de la partfcula. 

g) Halle la aceleracion en el tiempo t y despues de 3 s. 

h) Grafique las funciones posicion, velocidad y aceleracion 
para 0 =£ t =£ 8. 

i) ^Cuando la partfcula aumenta su rapidez? ^Cuando disrni- 
nuye? 

1. f(t) = P - lit 2 + 36 1 

2. fit) = O.Olf 4 - 0.04f 3 

3. f(t) = cos(7rf/4), t *£ 10 

4. fit) = te-' /2 


5. Se muestran las graficas de los funciones velocidad de dos 
partfculas, donde t se mide en segundos. ^Cuando incrementa 
su rapidez cada partfcula? ^Cuando disminuyen su rapidez? 
Explique: 




6. Se muestran las funciones posicion de dos partfculas, donde t 
se mide en segundos. ^Cuando incrementa su rapidez cada una 
de las partfculas? ^Cuando la disminuyen? Explique. 


s , 

b) s 


0 

J ' ' ' f o 

t \ / t 


ff/ Se requiere calculadora graficadora o computadora 


1. Tareas sugeridas disponibles en stewartcalculus.com 
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7. La altura (en metros) de un proyectil disparado verticalmente 
hacia arriba, desde un punto 2 m por encima del nivel del suelo 
con una velocidad inicial de 24.5 m/s es h = 2 + 24.5/ — 4.9/ 2 
despues de / segundos. 

a) Encuentre la velocidad despues de 2 segundos y despues 
de 4 segundos. 

b) ^Cuando alcanza el proyectil su altura maxima? 

c) ^,Cual es su altura maxima? 

d) ^En que momento cae al suelo? 

e) ^Con que velocidad cae al suelo? 

8 . Si un balon es lanzado verticalmente hacia arriba con una 
velocidad de 80 pies/s, entonces su altura despues de / segundos 
es 5 — 80/ — 16t 2 . 

a) ^Cual es la altura maxima alcanzada por el balon? 

b) ^Cual es la velocidad del balon cuando esta 96 pies por 
encima del suelo en su camino ascendente? ^En su camino 
en descenso? 

9. Si se lanza una roca verticalmente hacia arriba desde la 
superficie de Marte, con una velocidad de 15m/s, su altura 
despues de / segundos es h = 15/ — 1.86/ 2 . 

a) ^Cual es la velocidad de la roca despues de que transcurren 2 s? 

b) ^Cual es la velocidad de la roca una vez que ha alcanzado 
25 m durante el ascenso? £ Y en su descenso? 

10. Una partfcula se rnueve de acuerdo con la funcion position 

5 = / 4 — 4/ 3 — 20/ 2 + 20/ / 3* 0 

a) ^En que momento la partfcula tiene una velocidad de 20m/s? 

b) ^En que momento su aceleracion es 0? ^Cual es el 
significado de este valor de /? 

11. a) Una companfa fabrica chips para computadora a partir de 

placas cuadradas de silicio. Se desea conservar la longitud 
del lado de esas placas muy proxima a 15 mm y, asimismo, 
saber como cambia el area A(x) de ellas cuando varfa la 
longitud x del lado. Encuentre A ' ( 15) y explique su 
significado en esta situation. 

b) Demuestre que la rapidez de cambio del area de uno de los 
cuadrados respecto a la longitud de su lado es la mitad de 
su perimetro. Trate de explicar geometricamente por que 
esto es cierto, dibujando un cuadrado cuya longitud x del 
lado se incrementa en una cantidad A.v. ^Como puede 
obtener una aproximacion del cambio resultante en el area, 

A A, si \x es pequeno? 

12. a) Es facil hacer crecer cristales de clorato de sodio en forma 

de cubos dejando que una solution de esta sal en agua se 
evapore con lentitud. Si V es el volumen de uno de esos 
cubos, con longitud x por lado, calcule dV/dx cuando 
x = 3 mm y explique su significado. 
b) Demuestre que la razon de cambio del volumen de un cubo 
respecto a la longitud de su arista es igual a la mitad del 
area superficial de ese cubo. Explique geometricamente por 
que este resultado es cierto; basese en el ejercicio 1 lb) 
para establecer una analogfa. 

13. a) Encuentre la razon de cambio promedio del area de un 

cfrculo respecto a su radio r cuando este cambia de 
i) 2 a 3 ii) 2 a 2.5 iii) 2 a 2.1 

b) Encuentre la razon de cambio instantanea cuando r = 2. 

c) Demuestre que la razon de cambio del area de un cfrculo 
respecto a su radio (a cualquier r ) es igual a la 
circunferencia del cfrculo. Intente explicar 


geometricamente por que esto es cierto dibujando un 
cfrculo cuyo radio se incrementa en una cantidad A r. 

^Como puede obtener una aproximacion del cambio 
resultante en el area AA si A r es pequeno? 

14. Se deja caer una piedra en un lago, lo que crea una onda circular 
que viaja hacia afuera con una rapidez de 60cm/s. Encuentre la 
razon a la cual aumenta el area dentro del cfrculo despues de 

a) 1 s, b) 3 s y c) 5 s. ^Que puede concluir? 

15. Se esta inflando un globo esferico. Encuentre la razon de 
aumento del area superficial (5 = 4 ttF) respecto al radio r, 
cuando este es de a) 1 pie, b) 2 pies y c) 3 pies. que 
conclusiones llega? 

16. a) El volumen de una celula esferica en crecimiento es 

V = 5 nr 3 , donde el radio r se mide en micrometros 
(1 fim = lCL 6 m). Encuentre la razon de cambio promedio 
de V respecto a r, cuando este cambia de 
i) 5a8/rm ii) 5a6/xm iii) 5 a 5.1 /urn 

b) Halle la razon de cambio instantanea de V respecto a r, 
cuando r = 5 gm. 

c) Demuestre que la razon de cambio del volumen de una 
esfera respecto a su radio es igual a su area superficial. 
Explique geometricamente por que esto es cierto. Argumente 
por analogfa con el ejercicio 13c). 

17. La masa de parte de una varilla metalica que se encuentra entre 
su extremo izquierdo y un punto x metros a la derecha es 3x 2 kg. 
Encuentre la densidad lineal (vease el ejemplo 2) cuando x es 

a) 1 m, b) 2m y c) 3m. ^En donde es mas alta la densidad 
y donde es mas baja? 

18. Si un tanque contiene 5000 galones de agua, la cual se 
drena desde el fondo del tanque en 40 min, entonces la ley 
de Torricelli da el volumen V de agua que queda en el 
tanque despues de / minutos como 

V = 5 000(l — ^/) 2 0^/«40 

Encuentre la rapidez de drenado de agua despues de a) 5 min, 

b) lOmin, c) 20min y d) 40min. ^En que momento fluye el 
agua mas rapido hacia afuera? ^Con mayor lentitud? Resuma 
sus hallazgos. 

19. La cantidad de carga, Q, en coulombs c) que ha pasado por un 
punto de un alambre hasta el tiempo / (medido en segundos) 

se expresa con Q(t) = l 3 — 2t 2 + 6/ + 2. Encuentre la corriente 
cuando a) / = 0.5 s y b) / = Is. [Vease el ejemplo 3. La unidad 
de corriente es el ampere (1 A = 1 C/s).] ^En que momento la 
corriente es la mas baja? 

20. La ley de Newton de la gravitation afirma que la magnitud F 
de la fuerza ejercida por un cuerpo de masa m sobre otro de 
masa M es 

GmM 

F = — 

donde G es la constante gravitacional y r es la distancia entre 
los cuerpos. 

a) Encuentre dF/dr y explique su significado. ^Que indica el 
signo menos? 

b) Suponga que se sabe que la Tierra atrae un objeto con 
una fuerza que disminuye a razon de 2N/km, cuando 
r = 20000 km. f,Con que rapidez cambia esta fuerza 
cuando r = 10000 km? 
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21. La fuerza F que actua sobre un cuerpo con masa m y velocidad 
v es igual a la razon de cambio del momentum o cantidad 
de movimiento: F = ( cl/dt)(mv ). Si m es constante, esto se 
convierte en F = ma , donde a = dv/dt es la aceleracion. Pero 
en la teorfa de la relatividad, la masa de una partfcula vana con 
v como sigue: m = m a /\J\ — v 2 /c 2 , donde m 0 es la masa de la 
particula en reposo y c es la velocidad de la luz. Demuestre que 

_ m 0 a 
(1 - v 2 /c 2 Y' 2 


26. El numero de celulas de levadura en un cultivo de laboratorio 
aumenta rapidamente al principio, pero finalmente se nivela. La 
poblacion es modelada por la funcion 


n =f{t) 


a 

1 + be- 0 ' 1 ' 


donde t es medido en horas. En el tiempo t = 0 la poblacion es 
de 20 celdas y esta aumentando a un ritmo de 12 celulas/hora. 
Encuentre los valores de ay b. De acuerdo con este modelo, 
^que sucede con la poblacion de levadura a largo plazo? 


22. Algunas de las mareas mas altas en el mundo se producen en 
la Bahia de Fundy en la costa atlantica de Canada. En el cabo 
de Hopewell, la profundidad del agua durante la marea baja es 
aproximadamente dos metros y durante la marea alta es cerca 
de doce metros. El periodo natural de oscilacion es un poco 
mas de doce horas, y el 30 de junio de 2009, la marea alta se 
produjo a las 6:45. Esto ayuda a explicar el siguiente modelo 
para la profundidad del agua D (en metros) en funcion del 
tiempo t (en horas despues de la medianoche) ese dfa: 

D(i) = 1 + = cos[0.503 (t - 6.75)] 

^,Con que rapidez fue subiendo la marea (o cayendo) en los 

siguientes momentos? 

a) 15:00 b) 6:00 

c) 9:00 d) mediodfa 

23. La ley de Boyle establece que, cuando se comprime una 
muestra de gas a una temperatura constante, el producto de 
la presion y el volumen se mantiene constante: P V = C. 

a) Encuentre la razon de cambio del volumen respecto a la 
presion. 

b) Una muestra de gas esta en un recipiente a baja presion y 
se le comprime paulatinamente a temperatura constante 
durante 10 minutos. ^E1 volumen disminuye con mayor 
rapidez al principio o al final de los 10 minutos? Explique. 

c) Demuestre que la compresibilidad isotermica (vease el 
ejemplo 5) se expresa mediante /3 = 1/P. 

24. Si en el ejemplo 4 una molecula del producto C esta formada 
por una molecula del reactivo A y una molecula del reactivo B 
y la concentracion initial de A y B tienen un valor comun 
[A] = [B] = a moles/L, entonces 

[C] = a 2 kt/{akt +1) 

donde k es una constante. 

a) Encuentre la rapidez de reaction en el tiempo t. 

b) Demuestre que si x = [C], entonces 

— = k(a — x ) 2 
dt 

c) (,Que pasa con la concentracion conforme /—»<»? 

d) (,Que sucede con la velocidad de reaction conforme t —* °°? 

e) (,Que significan los resultados de los incisos c) y d) en 
terminos practicos? 

25. En el ejemplo 6 consideramos una poblacion de bacterias 
que se duplica cada hora. Supongamos que otra poblacion de 
bacterias se triplica cada hora y comienza con 400 bacterias. 
Encuentre una expresion para el numero n de bacterias despues 
de t horas y utillcela para estimar la tasa de crecimiento de la 
poblacion de bacterias despues de 2.5 horas. 


FH 27. La tabla da la poblacion del mundo en el siglo xx. 


Aiio 

Poblacion 
(en millones) 

Aiio 

Poblacion 
(en millones) 

1900 

1650 

1960 

3040 

1910 

1750 

1970 

3710 

1920 

1860 

1980 

4450 

1930 

2070 

1990 

5 280 

1940 

2 300 

2000 

6080 

1950 

2 560 




a) Estime la tasa de crecimiento poblacional en 1920 y en 
1980 mediante el promedio de las pendientes de dos rectas 
secantes. 

b) Utilice una calculadora graficadora o computadora para 
encontrar una funcion cubica (una polinomial de tercer 
grado) que modele los datos. 

c) Utilice el modelo del inciso b) para encontrar un modelo 
para la tasa de crecimiento de la poblacion en el siglo xx. 

d) Utilice el inciso c) para estimar las tasas de crecimiento en 
1920 y 1980. Compare con sus estimaciones del inciso a). 

e) Estime la tasa de crecimiento en 1985. 

FH 28. La tabla muestra como vana la edad promedio del primer 

matrimonio de la mujer japonesa en la ultima mitad del siglo xx. 


t 

A(f) 

t 

Ml) 

1950 

23.0 

1980 

25.2 

1955 

23.8 

1985 

25.5 

1960 

24.4 

1990 

25.9 

1965 

24.5 

1995 

26.3 

1970 

24.2 

2000 

27.0 

1975 

24.7 




a) Utilice una calculadora graficadora o una computadora para 
modelar estos datos con una funcion polinomial de cuarto 
grado. 

b) Utilice el inciso a) para encontrar un modelo para A'(t). 

c) Estime la tasa de cambio de la edad de matrimonio de la 
mujer en 1990. 

d) Grafique los puntos de datos y los modelos para A y A'. 

29. Considere la ley de flujo laminar del ejemplo 7. Considere 
tambien un vaso sangufneo con radio 0.01 cm, longitud 3 cm, 
diferencia de presion de 3000 Dinas/cm 2 y una viscosidad de 
■p = 0.027. 

a) Encuentre la velocidad de la sangre a lo largo de la lrnea 
central r = 0, en un radio r = 0.005 cm y en la pared 
r = R = 0.01 cm. 
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b) Encuentre el gradiente de velocidad en r = 0, r = 0.005 y 
r = 0.01. 

c) ^Donde es mas mayor la velocidad? Donde esta el mayor 
cambio de velocidad? 

30. La frecuencia de vibracion de una cuerda de violin esta dada 
por 


reaccion respecto a x. Un ejemplo concreto es que cuando el 
brillo x de una fuente de luz aumenta, el ojo reacciona 
disminuyendo la zona R de la pupila. La formula experimental 

40 + 24x 0 ' 4 
R ~ 1 + 4x 04 



donde L es la longitud de la cuerda, T es su tension y p es su 
densidad lineal. [Vease el capftulo 1 1 en D. E. Hall, Musical 
Acoustic, 3a. ed. (Pacific Grove, California, 2002).] 

a) Encuentre la rapidez de cambio de la frecuencia respecto a 

i) la longitud (cuando T y p son constantes), 

ii) la tension (cuando Ly p son constantes) y 

iii) la densidad lineal (cuando Ly T son constantes). 

b) El tono de una nota (que tan altas o bajas son las notas) 
esta determinado por la frecuencia/. (Cuanto mayor sea la 
frecuencia, mayor sera el tono.) Utilice los signos de los 
derivadas en el inciso a) para determinar lo que sucede con 
el tono de una nota 

i) cuando se reduce la longitud efectiva colocando un 
dedo sobre la cuerda, haciendo que vibre solo 

una porcion menor que la cuerda, 

ii) cuando se incrementa la tension girando la Have de 
ajuste, 

iii) cuando aumenta la densidad lineal por cambiar la 
cuerda. 

31 . El costo en dolares de producir x yardas de un determinado 
tejido es 

C(x) = 1200 + I2x - O.lx 2 + 0.0005x 3 

a) Encuentre la funcion de costo marginal. 

b) Obtenga C'(200) y explique su significado. ^Que predice? 

c) Compare C'(200) con el costo de fabricar la yarda 201 
de tela. 

32. La funcion de costo de produccion de una mercancla es 

C(x) = 339 + 25x - 0.09x 2 + 0.0004x 3 

a) Obtenga e interprete C'(100). 

b) Compare C'(100) con el costo de producir el artlculo 101. 

33. Si p(x) es el valor total de la produccion cuando hay x trabaja- 
dores en una planta, entonces la productividad promedio de la 
fuerza de trabajo en la planta es 


ha sido utilizada para modelar la dependencia de R sobre x 
cuando R se mide en milimetros cuadrados y x se mide en 
unidades apropiadas de brillo. 
a) Encuentre la sensibilidad. 

FF1 b) Ilustre el inciso a) graficando R y S como funciones de x. 

Haga comentarios relacionados con los valores de R y S en 
bajos niveles de brillo. ^,Esto es lo que esperana? 

35. La ley de los gases para un gas ideal a la temperatura absoluta 
T (en kelvin), la presion P (en atmosferas) y el volumen V 
(en litros) es PV = nRT , donde n es el numero de moles del 
gas y R = 0.0821 es la constante del gas. Suponga que, en 
cierto instante, P = 8.0 atm y esta aumentando a razon de 
O.lOatm/min y V = 10 L y esta disminuyendo 

a razon de 0.15L/min. Encuentre la razon de cambio 
de T respecto al tiempo en ese instante si n = 10 mol. 

36. En una granja piscfcola se introduce una poblacion de peces en 
un estanque y se cosechan con regularidad. Un modelo para la 
razon de cambio de la poblacion se expresa con la ecuacion 

f- 

donde r 0 es la tasa de nacimientos de peces, P c es la poblacion 
maxima que el estanque puede contener (llamada capacidad 
de contention) y (3 es el porcentaje de la poblacion que se 
cosecha. 

a) ^Cual valor de dP/dt correspondiente a una poblacion 
e stable? 

b) Si el estanque puede sostener 10000 peces, la tasa de 
nacimiento es del 5% y la cantidad de cosecha es de 4%, 
encuentre el nivel estable de la poblacion. 

c) Si (3 se eleva hasta 5%, (,que sucede? 

37. En el estudio de los ecosistemas, a rnenudo se usan los 
modelos depredador-presa para estudiar la interaccion entre las 
especies. Considere una poblacion de lobos de la tundra, dada 
por W(t), y de caribues, dada por C(t), en el norte de Canada. 
La interaccion se ha modelado mediante las ecuaciones 


— = aC - bCW y = -cW + dCW 

dt dt 


a) Obtenga A' (x). ^Por que quiere la empresa contratar 
a mas trabajadores si A'(x) > 0? 

b) Demuestre que A' (x) > 0 si p'(x) es mayor que la 
productividad promedio. 

34. Si R denota la reaccion del cuerpo a cierto estlmulo de esfuerzo 
x, la sensibilidad S se define como la rapidez de cambio de la 


a) ^Cuttles valores de dC/dt y dW/dt corresponden a 
poblaciones estables? 

b) i Como se representarfa matematicamente la afirmacion 
“Los caribues van hacia la extincion”? 

c) Suponga que a = 0.05, b = 0.001, c = 0.05 y d = 0.0001 
Encuentre todas las parejas de poblaciones (C, W) que 
conducen a poblaciones estables. De acuerdo con este 
modelo, ^es posible que las especies vivan en armoma 

o una de ellas, o ambas, se extinguiran? 
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Crecimiento y decaimiento exponenciales 

En muchos fenomenos naturales, las cantidades crecen o decrecen en una cantidad 
proporcional a su tamaiio. Por ejemplo, si y = f(t ) es el numero de individuos en una 
poblacion de animales o bacterias en el tiempo f, entonces parece razonable esperar que 
la razon de crecimiento/' (t) sea proporcional a la poblacion /(f); es decir ,/'(f) = kf(t) para 
alguna constante k. A proposito, bajo condiciones ideales (ambientes sin limites, nutricion 
adecuada, inmunidad a las enfermedades) el modelo matematico conocido por la ecua- 
cion f'(t) = kf(t) predice, sin duda, con precision lo que realmente sucede. Otro ejemplo 
sucede en fisica nuclear donde la masa de una sustancia radiactiva decae en una cantidad 
proporcional a su masa. En qufmica la velocidad de una reaccion de primer orden unimo- 
lecular es proporcional a la concentracion de la sustancia. En finanzas, el valor de una 
cuenta de ahorros con interes compuesto se incrementa de manera continua en una canti- 
dad proporcional a ese valor. 

En general, si y(t) es el valor de una cantidad y en el tiempo t y si la razon de cambio 
de y respecto a t es proporcional a su tamaiio y(t) en cualquier tiempo, entonces 


donde k es una constante. Algunas veces la ecuacion 1 se llama ley de crecimiento natu- 
ral (si k > 0) o ley de decaimiento natural (si k < 0). Tambien, a la expresion 1 se le 
denomina ecuacion diferencial porque involucra una funcion desconocida, y y su deriva- 
da dy/ dt. 

No es diffcil intuir una solucion de la ecuacion 1. Esta ecuacion pide hallar una funcion 
cuya derivada es un multiplo constante de si misma. En este capitulo encontraremos tales 
funciones. Cualquier funcion exponencial en la forma y(t) = Ce h , donde C es una constan- 
te, satisface 

y'(f) = C(ke t ) = k(Ce u ) = ky(t) 

Veremos en la seccion 9.4 que cualquier funcion que satisface dy j dt = ky debe ser en la 
forma y = Ce k ‘. Para ver el significado de la constante C, observe que 

y(0) = Ce k '° = C 

En consecuencia, C es el valor inicial de la funcion: 


dy , 

ir ky 


|~2~| Teorema Las unicas soluciones de la ecuacion diferencial dy/dt = ky son las 
funciones exponenciales 

y(t) = y( 0)e t 


Crecimiento de poblacion 

yCual es el significado de la constante de proporcionalidad kl En el panorama del crecimiento 
de la poblacion, cuando P(t ) es el tamaiio de una poblacion en el tiempo t, escribimos 


0 



o 


— — - k 
P dt 


La cantidad 


1 dP 
P dt 


es la rapidez de crecimiento dividida entre el tamaiio de la poblacion; a aquella se le deno- 
mina la rapidez o tasa de crecimiento relativa. De acuerdo con [3], en lugar de decir “la 
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rapidez o tasa de crecimiento es proporcional al tamano de la poblacion” podrfamos decir 
“la razon o tasa de crecimiento relativo es constante”. Por tanto, [2] indica que una pobla- 
cion con crecimiento relativo constante debe crecer en forma exponencial. Note que la tasa 
de crecimiento relativa k aparece como el coeficiente de t en la funcion exponencial Ce kt . 
Por ejemplo, si 


dP 

= 0.02P 

dt 


donde t se mide en anos, entonces la rapidez de crecimiento relativo es k = 0.02 y el cre- 
cimiento de poblacion a una rapidez relativa es de 2% por cada ano. Si la poblacion en el 
tiempo 0 es P 0 , entonces la expresion para la poblacion es 

P(t) = Poe 0 021 


Utilice el hecho de que la poblacion mundial fue 2560 millones en 
1950 y 3 040 millones en 1960, para modelar la poblacion del mundo en la segunda 
mitad del siglo xx. (Suponga que la tasa de crecimiento es proporcional al tamano de la 
poblacion). ( ' Cual es la rapidez de crecimiento relativa? Utilice el modelo para estimar 
la poblacion mundial en 1993 y, del mismo modo, predecir la poblacion en el ano 2020. 


S0LUCI0N Mida el tiempo t en anos y haga t = 0 en el ano 1950. Medimos la poblacion 
P(t) en millones de personas. Entonces, P(0) = 2560 y P( 1 0) = 3040. Ya que estamos 
suponiendo que dP/dt = kP, el teorema 2 proporciona 


Pit) = P(0)e k ‘ = 2560e*' 
f’(lO) = 2 560e m = 3 040 
1 3 040 

k = — In * 0.017185 

10 2560 


La rapidez de crecimiento relativo es casi 1.7% por cada ano, y el modelo es 

Pit) = 2560e 0017185 ' 

Se estima que en 1993 la poblacion mundial fue 

P(43) = 2 560e 0017185(43) « 5 360 millones 
El modelo predice que en 2020 la poblacion sera 

P(70) = 2 560e 0017185(70) « 8524 millones 

La grafica en la figura 1 muestra que el modelo ya es bastante exacto para finales del 
siglo xx (los puntos representan la poblacion actual); de esta manera, la estimacion para 
1993 es completamente confiable, pero la prediccion para el 2020 es aventurada. 


FIGURA 1 

Un modelo para el crecimiento 
de la poblacion mundial 
en la segunda mitad del siglo xx 
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Decaimiento radiactivo 

Una sustancia radiactiva decae emitiendo radiacion de manera espontanea. Si m(t) es la 
masa que queda a partir de una masa inicial m 0 de la sustancia despues del tiempo t, enton- 
ces la rapidez de decaimiento relativo 


1 dm 
m dt 

es constante. (Ya que dm/dt es negativa, la rapidez de desintegracion relativa es positiva.) 
Se sigue que 

dm 

= km 
dt 


donde k es una constante negativa. En otras palabras, las sustancias radiactivas decaen en 
una cantidad proporcional a la masa restante. Esto significa que podemos utilizar [4] para 
demostrar que la masa decae de manera exponencial: 

m(t) = m 0 e' k 

Los fisicos expresan la rapidez de decaimiento en terminos del tiempo de vida media: 
el tiempo que se requiere para que la mitad de cualquier cantidad conocida se desintegre. 


EJEMPLO 2 


El tiempo de vida media del radio-226 es 1 590 anos. 

a) Una muestra de radio-226 tiene una masa de 100 mg. Halle una formula para la masa 
de la muestra que permanece despues de t anos. 

b) Halle la masa exacta en miligramos, despues de 1000 anos. 

c) ^Cuando se reducira la masa a 30 mg? 


S0LUCI0N 

a) Sea m(t ) la masa de radio-226 (en miligramos) que permanece despues de t anos. 
Entonces dm/dt = km y y(0) = 100, asi que \2\ da 


m(t) = m( 0)e t ' = I00e h 

A fin de determinar el valor de k, utilizamos el hecho de que y( I 590) = j(100). Asf, 

lOOe 1590 * = 50 e wok _ i 

y 1590A: = In | = -In 2 

In 2 

k = 

1590 

En consecuencia m(t) = I00e _(ln2) ' /159 ° 

Podemos utilizar el hecho de que e ,nl = 2 para escribir la expresion para m(t) en la 
forma alternativa 


m(t) = 100 X 2-' /159 ° 


b) La masa despues de 1 000 anos es 


m(1000) = l00e- <ln 2)1000/1590 = 65 mg 


c) Queremos encontrar el valor de t tal que m(t ) = 30, es decir, 


lOOe-0” 2)1/1590 = 30 o bien e ('"W 590 = 0.3 
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150 



4000 


Resolviendo esta ecuacion para t tomando el logaritmo natural de ambos lados: 

In 2 


1590 


t = In 0.3 


Por tanto, 


t= -1590- 


In 0.3 


In 2 


2762 anos 


Para una verificacion del ejemplo 2, utilice un dispositivo de graficacion para dibujar la 
grafica de m(t) de la figura 2 junto con la recta horizontal m = 30. Estas curvas se inter- 
secan cuando t ~ 2800, y ello esta de acuerdo con la respuesta del inciso c). 


Ley de enfriamiento de Newton 

La ley de enfriamiento de Newton establece que la rapidez de enfriamiento de un objeto 
es proporcional a la diferencia de temperatura entre el objeto y su ambiente, siempre que 
esta diferencia no sea muy grande. (Esta ley tambien se aplica al calentamiento.) Si se hace 
T(t ) la temperatura del objeto en el tiempo t y T, la temperatura del ambiente, entonces 
podemos formular la ley de enfriamiento de Newton como una ecuacion diferencial: 


(IT 

dt 


k(T - T.) 


donde k es una constante. Esta ecuacion no es completamente la misma que la ecuacion 1, 
asi que hacemos el cambio de variable y(t) = T(t) — T s . Ya que T, es constante, tenemos 
que y'(t) = T'(t), asi que la ecuacion se convierte en 


dy 

dt 


ky 


Por tanto, podemos utilizar [2] para hallar una expresion para y en la que podemos encon- 
trar T. 


EJEMPLO 3 


Una botella con una bebida gasificada a temperatura ambiente (72 °F) se 
coloca dentro de un refrigerador donde la temperatura es 44 °F. Despues de media hora 
la bebida se ha enfriado hasta 6 1 °F. 

a) Cual es la temperatura de la bebida despues de otra media hora? 

b) (■.Cuanto tardara la bebida en enfriarse a 50 °F? 


S0LUCI0N 

a) Sea T(t) la temperatura de la bebida despues de t minutos. La temperatura ambiente 
es T s = 44 °F, por consiguiente, la ley de enfriamiento de Newton establece que 


= k(T - 44) 

dt 


Si hacemos y = T — 44, entonces y(0) = T( 0) — 44 = 72 — 44 = 28, asi que y satisface 

= ky y(0) = 28 
at 

y mediante \2\ tenemos que 

y(t) = y(0)e k! = 2 He kt 

Tenemos que 7X30) = 61. asi que v(30) = 61 — 44 = 17 y 


28e 30A ’ = 17 
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Tomando logaritmos, tenemos que 

.Mi) 

30 


-0.01663 


As! que 

y(t) = 28e-° 016S3f 
T(t) = 44 + 28e~ 001663 ' 

T(60) = 44 + 28e-° m663(60) « 54.3 


Por tanto, despues de la otra mitad de la hora, la bebida se ha enfriado a casi 54 °F. 
b) Tenemos T(t) = 50 cuando 

44 + 28e~ 001663 ' = 50 


-0.01663 r _ A 
e — 28 



FIGURA 3 


t 


ln(|) 

-0.01663 


92.6 


La bebida se enfrfa a 50 °F despues de casi 1 hora 33 minutos. 


Observe que en el ejemplo 3, tenemos que 

11m T(t) = 11m (44 + 28e^ 0 ' 01663 ') = 44 + 28 • 0 = 44 

f— » oo r— »a> 

lo cual se esperaba. La grahca de la funcion temperatura se muestra en la hgura 3. 


Interes compuesto continuamente 


EJEMPLO 4 


Si se invierten 1 000 dolares a 6% de interes compuesto anualmente, 
entonces, despues de 1 ano la inversion es valorada en 1000(1.06) = 1060 dolares, 
despues de 2 anos su valor es [1000(1. 06)] 1.06 = 1 123.60 dolares y despues de t anos 
su valor es 1000(1.06)' dolares. En general, si se invierte una cantidad A 0 a una tasa 
de interes r(r = 0.06, en este ejemplo), entonces, despues de t anos su valor es de 
A 0 (l + /')'. No obstante, por lo general el interes es compuesto con mas frecuencia; 
es decir, n veces al ano. Por tanto, en cada periodo de capitalizacion, la tasa 
de interes es r/n y hay nt periodos en t anos, as! que el valor de la inversion es 


Anl 1 + - 

n 


Por ejemplo, una inversion de 1 000 dolares despues de 3 anos a 6% de interes estaran 
valorados en 


$1000 


$1000(1.06) 3 
$1000(1.03) 6 
$1000(1. 015) 12 
$1000(1.005) 36 

, 0.06 V 65 ' 3 

365 / 


$1191.02 

compuesto al ano 

$1194.05 

compuesto cada seis meses 

$1195.62 

compuesto cada tres meses 

$1196.68 

compuesto cada mes 

$1197.20 

compuesto diario 
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Podemos ver que el pago del interes se incrementa cuando el numero de periodos 
compuesto ( n ) se incrementa. Si hacemos que n — > entonces estara componiendo el 

interes continuamente, y el valor de la inversion sera 


A(t) = lim Aol 1 + 


= Km Ac 


1 + — 


lim 1 + — 


n/r 


= Ac 


lim | 1 + — 

771 


(donde m = n/r) 


Pero el limite en esta expresion es igual al numero e (vease la ecuacion 3.6.6). Asi 
que, componiendo en forma continua con una tasa de interes r, la cantidad despues de 
t anos es 

Ait) = A 0 e r ' 


Si derivamos esta funcion, obtenemos 

dA , 

— = rA 0 e r = rA{t) 
at 

la cual dice que, componiendo continuamente el interes, la tasa de incremento de una 
inversion es proporcional a su tamano. 

Regresando al ejemplo de 1000 dolares invertidos por 3 anos a 6% de interes anual, el 
valor de la inversion sera 


A(3) = $ 1 000e (006)3 = $1 197.22 

Observe como se acerca esto a la cantidad calculada por componer diariamente 
1 197.20 dolares, pero es mas facil calcular la cantidad si aplicamos la composition 
continua. 


3.8 


Ejercicios 


1. Una poblacion de protozoarios se desarrolla con una tasa de 
crecimiento relativo constante de 0.7944 por miembro por cada 
dia. En el dia cero la poblacion consiste de dos miembros. 
Encuentre el tamano de la poblacion despues de 6 dias. 

2. Un habitante comun del intestino humano es la bacteria 
Escherichia coli. Una celula de esta bacteria en un caldo 
nutriente se divide en dos celulas cada 20 minutos. La 
poblacion inicial de un cultivo es de 60 celulas 

a) Halle la tasa de crecimiento relativo. 

b) Encuentre una expresion para el numero de celulas despues 
de t horas. 


c) Calcule el numero de celulas despues de 8 horas. 

d) Establezca la tasa de crecimiento despues de 8 horas. 

e) ^.Cuando alcanzara la poblacion 20000 celulas? 

3. Un cultivo de bacterias al inicio contiene 100 celulas y crece en 
una cantidad proporcional a su tamano. Despues de 1 hora la 
poblacion se ha incrementado a 420. 

a) Establezca una expresion para el numero de bacterias des- 
pues de t horas. 

b) Calcule el numero de bacterias despues de 3 horas. 

c) Encuentre la tasa de crecimiento despues de 3 horas. 

d) ^.Cuando alcanza la poblacion 10000? 


Se requiere calculadora graficadora o computadora 


1. Tareas sugeridas disponibles en stewartcalculus.com 
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4. Un cultivo de bacterias crece con una tasa de crecimiento 

relativo constante. Despues de 2 horas existen 400 bacterias y 

despues de 6 horas la cuenta es de 25 600. 

a) ^Cual es la tasa de crecimiento relativo? Exprese su 
respuesta en porcentaje. 

b) <^Cual fue el tamano inicial del cultivo? 

c) Encuentre una expresion para el numero de bacterias 
despues de t horas. 

d) Encuentre el numero de celulas despues de 4.5 horas. 

e) Encuentre la tasa de crecimiento despues de 4.5 horas. 

f) ^Cuando alcanzara la poblacion 50000? 

5. La tabla proporciona estimados de la poblacion mundial, en 

millones, desde 1750 hasta el 2000. 

a) Aplique el modelo exponencial y las cifras de poblacion 
para 1750 y 1800 para predecir la poblacion mundial en 
1900 y en 1950. Compare con las cifras actuales. 

b) Utilice el modelo exponencial y las cifras de poblacion para 
1850 y 1900 para predecir la poblacion mundial en 1950. 
Compare con la poblacion actual. 

c) Emplee el modelo exponencial y las cifras de poblacion en 
1900 y 1950 para predecir la poblacion mundial en el 2000. 
Compare con la poblacion actual e intente explicar la 
discrepancia. 


Ano 

Poblacion 

Ano 

Poblacion 

1750 

790 

1900 

1650 

1800 

980 

1950 

2 560 

1850 

1260 

2000 

6080 


6. La tabla proporciona la poblacion de India, en millones, para la 
segunda mitad del siglo xx. 


Ano 

Poblacion 

1951 

361 

1961 

439 

1971 

548 

1981 

683 

1991 

846 

2001 

1029 


a) Aplique el modelo exponencial y las cifras de censo para 
1951 y 1961 para predecir la poblacion en el 2001. 
Compare con las cifras actuales. 

b) Utilice el modelo exponencial y las cifras del censo para 
1961 y 1981 para predecir la poblacion en el 2001. 
Compare con la poblacion actual. Despues utilice este 
modelo para predecir la poblacion en los anos 2010 y 2020. 

c) Grafique ambas funciones exponenciales de los incisos a) y 
b) junto con una grafica de la poblacion actual. ^Alguno de 
estos modelos es razonable? 

7. Los experimentos muestran que si la reaccion qulmica 
N2O5 — » 2N0 2 + ^0 2 

se realiza a 45 °C, la velocidad de reaccion del pentoxido de 


dinitrogeno es proporcional a su concentration como sigue: 

f/pSLOs] 

- = 0.0005[N,0 5 ] 

at 

(Vease el ejemplo 4 en la section 3.7.) 

a) Halle una expresion para la concentration [N 2 0 5 ] despues 
de t segundos si la concentration inicial es C. 

b) ^Cuanto tiempo le toma a la reaccion para reducir la 
concentration de N 2 0 5 a 90% de su valor original? 

8 . El estroncio-90 tiene un tiempo de vida media de 28 dlas. 

a) Una muestra tiene originalmente una masa de 50 mg. 
Establezca una formula para la masa que queda despues 
de t dlas. 

b) Calcule la masa restante despues de 40 dlas. 

c) ^Cuanto tiempo le toma a la muestra reducir su masa a 
2 mg? 

d) Bosqueje la grafica de la funcion masa. 

9. El tiempo de vida media del cesio-137 es de 30 alios. Suponga 
que tenemos una muestra de 100 mg. 

a) Establezca la masa que permanece despues de t anos. 

b) ^Cuanto de la muestra permanece despues de 100 anos? 

c) ^Despues de cuanto tiempo permanece unicamente 1 mg? 

10. Una muestra de tritio-3 se desintegro a 94.5% de su cantidad 
original despues de 1 ano. 

a) ^Cual es el tiempo de vida media del tritio-3? 

b) ^Cuanto tardarfa en decaer a 20% de su cantidad original? 

11. Los cientlficos pueden establecer la edad de objetos antiguos 
mediante el metodo de datacion por radiocarbono. El 
bombardeo de la atmosfera superior por los rayos cosmicos 
convierte al nitrogeno en un isotopo radioactivo de carbono, 
14 C, con un tiempo de vida media aproximado de 5 730 anos. 
La vegetation absorbe dioxido de carbono a traves de la 
atmosfera, y la vida animal asimila 14 C a traves de la cadena 
alimenticia. Cuando una planta o un animal mueren, se 
detiene la sustitucion de su carbono, y la cantidad de 14 C 
inicia su diminution a traves de la desintegracion radiactiva. 
En consecuencia el nivel de radiactividad tambien decae de 
manera exponencial. 

En un fragmento de pergamino se descubrio que habla 
aproximadamente setenta y cuatro por ciento tanta radioacti- 
vidad 14 C como en el material con el que se hace el pergamino 
que hay sobre la Tierra hoy en dla. Estime la edad del pergamino. 

12. Una curva pasa a traves del punto (0, 5) y tiene la propiedad de 
que la pendiente de la curva en cualquier punto P es dos veces 
la coordenada y de P. (,Cual es la ecuacion de la curva? 

13. De un horno se toma un pavo rostizado cuando su temperatura 
ha alcanzado 185 °F y se coloca sobre una mesa en un espacio 
donde la temperatura es 75 °F. 

a) Si la temperatura del pavo es 150 °F despues de media hora, 
^,cual es la temperatura 45 minutos despues? 

b) ^Cuando se enfriara el pavo a 100 °F? 

14. En una investigation de asesinato, la temperatura del cadaver 
fue de 32.5 °C a las 13:30 y de 30.3 °C una hora mas tarde. 

La temperatura corporal normal es 37.0 °C y la temperatura 
del ambiente era de 20.0 °C. ^Cuando tuvo lugar el asesinato? 
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15. Cuando se saca una bebida frfa del refrigerador, su temperatura 
es 5 °C. Despues de 25 minutos dentro de una habitation a 

20 °C su temperatura se incrementa a 10 °C. 

a) ^,Cual es la temperatura de la bebida 50 minutos despues? 

b) ^Cuando estara su temperatura a 15 °C? 

16. Una taza de cafe recien preparado tiene 95 °C de temperatura 
en una habitacion a 20 °C. Cuando la temperatura es de 70 °C, 
se enfrfa con una rapidez de 1 °C por cada minuto. ^Cuando 
sucede esto? 

17. La rapidez de cambio de la presion atmosferica P respecto a la 
altitud h es proporcional a P, siempre que la temperatura sea 
constante. A 15 °C la presion es 101.3kPa al nivel del mar y 
87.14kPa en /; = 1000m. 

a) ^,Cual es la presion a una altitud de 3000 m? 

b) ^,Cual es la presion en la cima del monte McKinly, a una 
altitud de 6 1 87 m? 

18. a) Si se prestan 1000 dolares a 8% de interes, calcule la 

cantidad que se debe al final de 3 anos si el interes es 


compuesto: i) anual, ii) trimestral, iii) mensual, iv) semanal, 
v) diario, vi) por hora y vii) de manera continua. 

@3 b) Suponga que se prestan 1000 dolares y el interes es 

compuesto de manera continua. Si A(t) es la cantidad que 
se debe despues de t anos, donde 0 =S t =£ 3, grafique A(t) 
en una pantalla comun, para cada una de las tasas de interes 
6, 8 y 10 por ciento. 

19. a) Si invierten 3000 dolares a 5% de interes, calcule el valor 
de la inversion al final de 5 anos si el interes es compuesto 
i) anual, ii) semestral, iii) mensual, iv) semanal, v) por dfa 
y vi) de manera continua. 

b) Si A(t ) es la cantidad de la inversion al tiempo t para el 
caso de composition continua, establezca una ecuacion 
diferencial y una condition inicial que satisfaga A(t). 


20. a) ^Cuanto transcurrira para que una inversion se duplique 
en valor si la tasa de interes anual es de 6% compuesto de 
manera continua? 

b) ^,Cual es la tasa de interes anual equivalente? 


3.9 


Razones relacionadas 


Si estamos inflando un globo, tanto su volumen como su radio se incrementan, y sus razo- 
nes de incremento estan relacionadas entre si. Pero es mucho mas facil medir de modo 
directo la rapidez de aumento de volumen que la rapidez de crecimiento del radio. 

En un problema de razones de cambio relacionadas, la idea es calcular la razon de 
cambio de una cantidad en terminos de la razon de cambio de otra cantidad (la cual podria 
medirse con mas facilidad). El procedimiento es determinar una ecuacion que relacione las 
dos cantidades y aplicar la regia de la cadena para derivar ambos miembros respecto al 
tiempo. 


yiy De acuerdo con los principios de la 
resolution de problemas estudiados en 
la pagina 75, el primer paso es entender 
el problema. Ahf esta incluida la lectura 
cuidadosa del problema, la identification de 
los datos con que se conoce y lo que se 
desconoce y la introduction de una notation 
conveniente. 


□ 


EJEMPL0 1 


Se infla un globo esferico y su volumen crece a razon de lOOcm'/s. 


(-.Que tan rapido aumenta el radio del globo cuando el diametro es de 50 cm? 
SOLUCION Empezamos por identificar dos aspectos: 
la information dada: 


la razon de incremento del volumen del globo es 100 cm 3 / s 
y lo que se desconoce: 


la rapidez de incremento del radio cuando el diametro es 50 cm 

Con objeto de expresar estas cantidades en forma matematica, introduzca una 
notation sugerente: 

sea V el volumen del globo y r su radio. 

La clave que se debe tener presente es que las razones de cambio son derivadas. En 
este problema, tanto el volumen como el radio son funciones del tiempo t. La rapidez 
de incremento del volumen respecto al tiempo es la derivada dV/ dt, y la rapidez del 
incremento del radio es dr/ dt. Por tanto, replantee lo que conoce y lo que desconoce 
de la manera siguiente: 

dV ,. 

Conocido: — = 100 cm /s 

dt 


Desconocido: 


dr 

dt 


cuando r — 25 cm 
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m La segunda etapa de la resolucion de 
problemas es concebir un plan para relacionar 
la informacion conocida con la desconocida. 


Observe que, aunque dV/dt es constante, dr/dt 
no lo es. 


muro 



dt 


FIGURA2 


Con objeto de relacionar dV/dt y dr/dt, primero relacionamos V y r mediante la 
formula del volumen de una esfera: 


V = J77T 3 

A fin de utilizar la informacion dada, derive respecto a t a ambos miembros de la ecuacion. 
Para derivar el lado derecho necesita aplicar la regia de la cadena: 

dV dV dr 2 dr 

dt dr dt dt 


Ahora resuelva para la cantidad desconocida: 

dr_ 
dt 


1 dV 


4i7r 2 dt 

Si susdtuimos r = 25 y dV/dt = 100 en esta ecuacion, obtenemos 

1 1 


dr_ 

dt 


-100 = 


47r(25) 2 25 77 

El radio del globo se incrementa a razon de 1/(257 t) ~ 0.0127 cm/s. 


EJEMPL0 2 


Una escalera de 10 pies de largo esta apoyada contra un muro vertical. Si la 
parte inferior de la escalera se desliza alejandose de la pared a razon de 1 pie/s, ( ',que tan 
rapido la parte superior de la escalera resbala hacia abajo por la pared cuando la parte 
inferior de la escalera esta a 6 pies del muro? 

SO LUC I ON Primero dibuje un esquema y ponga los datos como se muestra en la figura 1. 
Sea x pies la distancia desde la parte inferior de la escalera al muro y y pies la distancia 
desde la parte superior de la escalera al piso. Observe que xy y son funciones del tiempo 
1 (medido en segundos). 

Sabemos que dx/dt = 1 pie/s, y se pide determinar dy/dt cuando x = 6 pies (vease 
figura 2). En este problema, la relacion entre x y y la define el teorema de pitagoras: 

x 2 + y 2 = 100 

Al derivar con respecto a t ambos miembros aplicando la regia de la cadena tenemos 

dx dy 
2x — + 2y — = 0 
dt ' dt 

y al resolver esta ecuacion para determinar la rapidez deseada, obtenemos 


dy 

dt 


x dx 
y dt 


Cuando x = 6, el teorema de Pitagoras da y = 8 y al sustituir estos valores y dx/ dt = 1, 
llegamos a 

A. -£( 1)= -1 pies/s 
dt 8 4 P / 

El hecho de que dy/dt sea negativa quiere decir que la distancia desde la parte superior 
de la escalera al suelo esta decreciendo a razon de q pies/ s . En otras palabras, la parte 
superior de la escalera se resbala hacia abajo de la pared a razon de q pies/s. 

Un deposito para agua tiene la forma de un cono circular invertido; el radio 
de la base es de 2 m, y la altura es de 4 m. Si el agua se bombea hacia el deposito a 
razon de 2 m 3 / min, determine la rapidez a la cual el nivel del agua sube cuando el agua 
tiene 3 m de profundidad. 
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FIGURA3 


m Reflexione: ique ha aprendido de los 
ejemplos 1 a 3 que lo ayude a resolver 
problemas futuros? 


@ ADVERTENCIA: un error comun es 
la sustitucion de la informacion numerica 
conocida (por cantidades que varian con el 
tiempo) muy pronto. La sustitucion se efectua 
solo despues de la derivacion. (El paso 7 va 
despues del paso 6.) Es decir, en el ejemplo 3 
se tratan valores generales de h hasta que 
finalmente sustituye li # 3 en la ultima etapa. 
(Si hubiera sustituido h # 3 desde antes, habria 
obtenido dV/dt = 0, lo cual es evidentemente 
erroneo.) 


SO LUC I ON Primero elabore un diagrama del cono y denote la informacion como en la 
figura 3. Sean V, r y h el volumen del agua, el radio de la superficie circular y la altura 
en el tiempo t, respectivamente, donde t se mide en minutos. 

Sabemos que dV/dt = 2m'/min, y se nos pide determinar dh/dt cuando h es 3 m. Las 
cantidades V y h se relacionan mediante la ecuacion 

V = l Trr 2 h 


pero es muy util expresar V solo en funcion de h. Con objeto de eliminar r, recurra a los 
triangulos semejantes en la figura 3 para escribir 


r_ _ 2 

7i ~ 7 


r 2 


y la expresion para V se vuelve 


1 hY 77 , 

V = — 77 1 — ) h = — h 3 
3 V 2 / 12 


Ahora podemos derivar cada miembro respecto a t: 


de modo que 


dV 77 2 dh 

dt 4 dt 


dh 4 dV 


dt ttIi 2 dt 
A1 sustituir li = 3 m y dV/ dt = 2 m 3 / min tenemos que 


dh_ _ 4 _ _8_ 

dt 77(3) 2 977 


El nivel del agua esta subiendo a razon de 8/(977) ~ 0.28m/min. 


Estrategia de resolucion de problemas 


Es util recordar algunos de los principios para 
resolver problemas que se encuentran en la pagina 75 y adaptarlos a las razones de 
cambio relacionadas, luego de lo que aprendio en los ejemplos 1 a 3: 


1. Lea con cuidado el problema. 

2. Si es posible, dibuje un diagrama. 

3. Introduzca la notacion. Asigne sfmbolos a todas las cantidades que estan en funcion del 
tiempo. 

4. Exprese la informacion dada y la razon requerida en terminos de derivadas. 

5. Escriba una ecuacion que relacione las diferentes cantidades del problema. Si es 
necesario, utilice las propiedades geometricas de la situacion para eliminar una de 
las variables por sustitucion, como en el ejemplo 3. 

6. Utilice la regia de la cadena para derivar respecto a t ambos miembros de la ecuacion. 

7. Sustituya la informacion dada en la ecuacion resultante y resuelva para la razon de 
cambio desconocida. 


Los ejemplos siguientes son ilustraciones adicionales de la estrategia. 
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FIGURA4 


EJEMPLO 4 


El automovil A se dirige hacia el oeste a 50millas/h y el automovil B 
viaja hacia el norte a 60millas/h. Ambos se dirigen hacia la interseccion de los dos 
caminos. / Con que rapidez se aproximan los vehiculos entre si cuando el automovil A 
esta a 0.3 millas y el automovil B esta a 0.4millas de la interseccion? 


S0LUCI0IM Dibuje la figura 4, donde C es la interseccion de los caminos. En un tiempo 
dado t, sea x la distancia entre el automovil Ay C, sea y la distancia del automovil B a 
C y sea z la distancia entre los vehiculos, donde x, yyzse miden en millas. 

Sabemos que dx/dt = — 50millas/h y dy/dt = — 60millas/h. Las derivadas son 
negativas porque x y y son decrecientes. Se pide calcular dz/ dt. La ecuacion que 
relaciona x,yyz la proporciona el teorema de Pitagoras: 

z 2 = x 2 + y 2 


A1 derivar ambos lados respecto a t obtenemos 


dz dx 

2 z — = 2x E 2y 

dt dt 


dy_ 

dt 


dz 1 ( dx dy 

— = — x h y — 

dt z \ dt dt 


Cuando x = 0.3 millas y y = 0.4 millas, el teorema de Pitagoras da z = 0.5 millas, de 
modo que 


~T7 = 7Tt[0-3(— 50) + 0.4(— 60)] 
dt 0.5 

= —78 mi/h 


Los vehiculos se aproximan entre si a razon de 78millas/h. 


EJEMPLO 5 


Un hombre camina a lo largo de una trayectoria recta a una rapidez 
de 4 pies/s. Un faro esta situado sobre el nivel de la tierra a 20 pies de la trayectoria y 
se mantiene enfocado hacia el hombre. /Con que rapidez el faro gira cuando el hombre 
esta a 15 pies del punto sobre la trayectoria mas cercana a la fuente de luz? 



SO LUC I ON Trace la figura 5 y haga que x sea la distancia desde el hombre hasta el punto 
sobre la trayectoria que este mas cercana al faro. Sea 6 el angulo entre el rayo desde 
el faro y la perpendicular a la trayectoria. 

Sabemos que dx/dt = 4 pies/s, y se pide calcular dd/dt cuando x = 15. La ecuacion 
que relaciona x y 6 puede escribirse a partir de la figura 5 : 

— = tan 0 x = 20 tan 9 
20 

Al derivar respecto a t ambos miembros, obtenemos 


FIGURA 5 


dx . dd 

— =20 sec 2 0 — , 
dt dt 


d6 1 , dx 

— = — cos 2 0 — 

dt 20 dt 

= — cos 2 6 (4) = — cos 2 0 

20 w 5 


por lo que 
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3.9 


Ejercicios 


Cuando x = 15, la longitud del rayo es 25, as! que cos 6 = \ y 


d0_ _ J_ A V 

dt ~ 5 \ 5 / 


16 

125 


0.128 


El faro gira con una rapidez de 0.128rad/s. 


1. Si V es el volumen de un cubo con arista x, y el cubo se 
expande a medida que transcurre el tiempo, exprese dV/dt en 
terminos de dx/dt. 

2. a) Si A es el area de un cfrculo cuyo radio es r , y el cfrculo 

se expande a medida que pasa el tiempo, exprese dA/dt en 
terminos de dr/ dt. 

b) Suponga que se derrama aceite de un deposito agrietado 
y que se extiende siguiendo una circular. Si el radio del 
derrame de aceite se incrementa con una rapidez 
constante de 1 m/s, ^que tan rapido se incrementa el area 
del derrame cuando el radio es de 30 m? 

3. Cada lado de un cuadrado se incrementa a razon de 6 cm/s. 
^Con que rapidez se incrementa el area del cuadrado cuando su 
area es de 16 cm 2 ? 

4. El largo de un rectangulo se incrementa a razon de 8 cm/s 

y el ancho a razon de 3 cm/s. Cuando el largo es 20 cm y el 
ancho es 10 cm, ^que tan rapido se incrementa el area del 
rectangulo? 

5. Un tanque cilmdrico con 5 m de radio se esta llenando con 
agua a razon de 3 cm 3 / min. ^Que tan rapido se incrementa la 
altura de agua? 

6. El radio de una esfera se incrementa a razon de 4mm/s. ^.Que 
tan rapido se incrementa el volumen cuando el diametro es de 
80 mm? 

7. Suponga que y = y/2x + 1 , donde x y y son funciones de t. 

a) Si dx/dt = 3, encuentre dy/dt cuando x = 4. 

b) Si dy/dt = 5, encuentre dx/dt cuando x = 12. 

8. Suponga que 4x 2 + 9y 2 = 36, donde x y y son funciones de t. 

a) Si dy/dt = §, encuentre dx/dt cuando x = 2 y y = \x[5 . 

b) Si dx/dt = 3, encuentre dy/dt cuando x = —2 y y = \~J5 . 

9. Si x 2 + y 2 + z 2 = 9, dx/dt = 5 y dy/dt = 4, encuentre dz/dt 
cuando (x, y, z) = (2, 2, 1). 

10. Una partfcula se desplaza a lo largo de la hiperbola xy = 8. 
Cuando alcanza el punto (4, 2), la coordenada y se incrementa 
con una rapidez de 3 cm/s. ^Que tan rapido cambia la 
coordenada x del punto en movimiento en ese instante? 

11-14 

a) ^Que cantidades se conocen en el problema? 

b) ^Que cantidades se desconocen? 

c) Trace un diagrama de la situation para cualquier tiempo t. 

d) Plantee una ecuacion que relacione las cantidades. 

e) Termine de resolver el problema. 

11. Un avion que vuela horizontalmente a una altitud de 1 milla y 
a una rapidez de 500 millas/h pasa directamente sobre una 
estacion de radar. Calcule la rapidez con la que se incrementa 


la distancia desde el avion a la estacion cuando este se 
encuentra a 2 millas de la estacion. 

12. Si una bola de nieve se derrite de tal modo que el area superficial 
disminuye a razon de 1 cm 2 /min, calcule la rapidez con la 

que disminuye el diametro cuando este es 10 cm. 

13. Una lampara esta instalada en lo alto de un poste de 15 pies de 
altura. Un hombre de 6 pies de estatura se aleja caminando 
desde el poste con una rapidez de 5 pies/s a lo largo de una 
trayectoria rectilmea. ^Que tan rapido se desplaza la punta de 
su sombra cuando el hombre esta a 40 pies del poste? 

14. A mediodfa, un barco A esta a 150 km al oeste del barco B. El 
barco A navega hacia el este a 35 km/h y el barco B navega 
hacia el norte a 25 km/h. ^Que tan rapido cambia la distancia 
entre los barcos a las 16:00? 


15. Dos automoviles parten desde el mismo punto. Uno se dirige 
hacia el sur a 60 millas/h y el otro hacia el oeste a 25 millas/h. 
^Con que rapidez se incrementa la distancia entre los 
automoviles dos horas despues? 

16. Una foco sobre el piso ilumina una pared a 12m de distancia. Si un 
hombre de 2 m de estatura camina desde el foco hacia el edificio a 
una rapidez de 1 ,6 m/ s, ^,que tan rapido disminuye la longitud de 
su sombra sobre la pared cuando esta a 4 m del edificio? 

17. Un hombre empieza a caminar hacia el norte a 4 pies/s desde 
un punto P. Cinco minutos mas tarde, una rnujer empieza a 
caminar hacia el sur a 5 pies/s desde un punto a 500 pies 
directo al este de P. ^'Con que rapidez se estan separando las 
personas 15 min despues de que la mujer empezo a caminar? 

18. Un diamante de beisbol es un cuadrado de 90 pies por lado. Un 
bateador golpea la pelota y corre hacia la primera base con una 
rapidez de 24 pies/s. 

a) ^Con que rapidez decrece su distancia desde la segunda 
base cuando esta a medio camino de la primera base? 

b) ^Con que rapidez se incrementa su distancia desde la 
tercera base en el mismo momento? 



19. La altura de un triangulo se incrementa a razon de 1 cm/min, 
mientras que el area del triangulo aumenta a razon de 


] /-p\ Se requiere calculadora graficadora o computadora 


1. Tareas sugeridas disponibles en stewartcalculus.com 
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2 cm 2 / min. ^Con que rapidez cambia la base del triangulo 
cuando la altura es de 10 cm y el area es de 100 cm 2 ? 

20 . Un bote se jala hacia un muelle mediante una soga unida a la 
proa y que pasa por una polea que se encuentra instalada en el 
muelle aim mas arriba que la proa del bote. Si la soga se jala 
a una rapidez de 1 m/s, ^que tan rapido se aproxima el bote al 
muelle cuando este se encuentra a 8 m de este? 



21. A mediodfa, el barco A esta a 100 km al oeste del barco B. El 
barco A se dirige hacia el sur a 35 km/h, y el barco B va hacia 
el norte a 25 km/h. ^Que tan rapido cambia la distancia entre 
los barcos a las 16:00? 

22. Una partfcula se desplaza a lo largo de la curva y = 2 
sen(7rjc/2). Cuando la partfcula pasa por el punto (f , l), su 
coordenada x se incrementa a razon de -/U) cm/s. ^Que tan 
rapido cambia la distancia desde la partfcula al origen en este 
instante? 

23. El agua sale de un deposito en forma de cono invertido a razon 
de 10000cm 3 /min al misrno tiempo que se bombea agua 

al deposito a razon constante. El deposito mide 6 m de altura, y 
el diametro en la parte superior es de 4 m. Si el nivel del agua 
se eleva a razon de 20cm/min cuando la altura del agua es de 
2 m, calcule la razon a la cual el agua esta siendo bombeada 
hacia el tanque. 

24. Se tiene un canal de 10 pies de largo con extremos en forma 
de triangulos isosceles con 3 pies de ancho en la parte superior 
y con una altura de 1 pie. Si el canal se esta llenando de agua 
a razon de 12 pies 3 / min, r.que tan rapido esta aumentando el 
nivel del agua cuando esta se encuentra a 6 pulgadas de 
profundidad? 

25. Un canal de agua tiene 10 m de longitud y una seccion 
transversal en forma de un trapecio isosceles con 30 cm 
de ancho en la parte inferior, 80 cm de ancho en la parte 
superior, y una altura de 50 cm. Si el canal se llena con 
agua a razon de 0.2 m 3 / min, ^que tan rapido esta aumentando 
el nivel del agua cuando esta se encuentra a 30 cm de 
profundidad? 

26. Una piscina mide 20 pies de ancho, 40 pies de largo, 3 pies 
de profundidad en el extremo de poco fondo y 9 pies de 
profundidad en la parte mas honda. En la figura se muestra 
una seccion transversal de la piscina. Si esta se esta llenando a 
razon de 0.8 pies 3 /min, ^,que tan rapido sube el nivel del agua 
cuando tiene 5 pies en el punto mas hondo? 



— — H 

6 12 16 6 


27. Se descarga grava por medio de una banda transportadora a 
razon de 30 pies 3 / min, y el grosor de granos es tal que forma 
una pila en forma de cono cuyo diametro y altura son siempre 


iguales. ^Que tan rapido se incrementa la altura de la pila 
cuando esta mide 10 pies de alto? 



28. Un papalote que esta a 100 pies por arriba de la superficie de la 
tierra se desplaza en forma horizontal a una rapidez de 

8 pies/s. ^Con que rapidez disminuye el angulo entre la cuerda 
y la horizontal cuando se han soltado 200 pies de cuerda? 

29. Dos lados de un triangulo rniden 4 m y 5 m, y el angulo entre 
ellos se incrementa a razon de 0.06 rad/s. Calcule la razon a la 
cual el area del triangulo se incrementa cuando el angulo entre 
los lados de longitud constante es ir/3. 

30. ^Con que rapidez cambia el angulo entre el muro y la escalera 
en el ejemplo 2, cuando la parte inferior de la escalera esta a 

6 pies del muro? 

31. La parte superior de una escalera se desliza por una pared a 
una rapidez vertical de 0. 15m/s. En el momenta en que la 
parte inferior de la escalera esta a 3 m de la pared, se desliza 
alejandose de esta con una rapidez de 0.2m/s. ^,Cual es la 
longitud de la escalera? 

FH 32. Un grifo esta llenando un recipiente hemisferico de 60 cm de 
diametro, con agua a razon de 2L/min. Encuentre la rapidez 
a la que esta aumentando el agua en el recipiente cuando esta 
medio lleno. [Utilice los siguientes hechos: 1L = 1000cm 3 . 

El volumen de la parte de una esfera con radio r desde la 
parte inferior a una altura h es V = Tr(rh 2 — \h 3 ), como lo 
demostraremos en el capftulo 6]. 

33. La ley de Boyle establece que, cuando una muestra de gas se 
comprime a temperatura constante, la presion P y el volumen V 
satisfacen la ecuacion PV = C, donde C es una constante. 
Suponga que en un cierto instante el volumen es de 600 cm 3 , la 
presion es de 150kPa y que la presion se incrementa a razon 
de 20kPa/min f,Con que rapidez disminuye el volumen en ese 
instante? 

34. Cuando el aire se expande en forma adiabatica, (no gana 
ni pierde calor), su presion P y su volumen V se relacionan 
mediante la ecuacion PV' A = C, donde C es una constante. 
Suponga que en un cierto instante el volumen es 400 cm 3 

y que la presion es 80kPa y esta disminuyendo a razon de 
lOkPa/min. (,Con que rapidez se incrementa el volumen en 
este instante? 

35. Si se conectan dos resistencias Ri y R 2 en paralelo, como se 
muestra en la figura, entonces la resistencia total R, medida en 
ohms (D) esta dada por 

1 _ 1 1 

R Ri R 2 

Si Ri y R 2 se incrementan a razon de 0.3 D/s y 0.2 D/s, 
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respectivamente, ^que tan rapido cambia R cuando R t = 80 fl 
y R 2 = 1000? 



36. El peso B del cerebro en funcion del peso del cuerpo W en 
los peces ha sido modelado mediante la funcion potencia 

B = 0.007 Vf 2/3 , donde B y W se dan en gramos. Un modelo 
para el peso corporal en funcion de la longitud del cuerpo L 
(medido en centimetres), es W = 0.12 L 2 - 53 . Si en 10 millones 
de anos la longitud promedio de ciertas especies de peces 
evolucionaron de 15 a 20 cm a rapidez constante, ),que tan 
rapido crecio el cerebro de estas especies cuando la longitud 
promedio era de 18 cm? 

37. Los lados de un triangulo tienen longitudes de 12 y 15 m. El 
angulo entre ellos se incrementa a razon de 2°/min. ^Que 
tan rapido se incrementa la longitud del tercer lado cuando el 
angulo entre los lados de longitud fija es de 60°? 

38. Dos carros A y B estan conectados por medio de una soga de 
39 pies de longitud que pasa por una polea P (vease la figura). 
El punto Q esta en el suelo a 12 pies directamente abajo de P y 
entre los carros. El carro A es jalado a partir de Q a una rapidez 
de 2 pies/s. ^Que tan rapido se mueve el carro B hacia Q en el 
instante en que el carro A esta a 5 pies de Q1 



Asimismo, el mecanismo de enfoque de la camara tiene que 
tomar en cuenta la distancia creciente de la camara al cohete 
que se eleva. Suponga que el cohete se eleva verticalmente y que 
su rapidez es 600 pies/s cuando se ha elevado 3000 pies. 

a) iQue tan rapido cambia la distancia de la camara de 
television al cohete en ese momento? 

b) Si la camara de television se mantiene dirigida hacia el 
cohete, ^que tan rapido cambia el angulo de elevacion de la 
camara en ese momento? 

40. Un faro se localiza en una pequena isla a 3 km de distancia 
del punto P mas cercano que se encuentra en una playa recta, 
y su luz da cuatro revoluciones por minuto. ^Que tan rapido 
se mueve el haz de luz a lo largo de la playa cuando esta a 

1 km de P? 

41. Un avion vuela horizontalmente a una altitud de 5 km y pasa 
directamente sobre un telescopio de seguimiento en la 
superficie de la Tierra. Cuando el angulo de elevacion es tj-/ 3, 
este angulo esta disminuyendo a razon de Tj-/6rad/min. 

^Con que rapidez esta viajando el avion en ese instante? 

42. Una rueda de la fortuna de 10m de radio esta girando a 
razon de una revolucion cada 2 min. ^Que tan rapido se esta 
elevando un pasajero cuando su silla esta a 16 m del nivel del 
suelo? 

43. Un avion que vuela con rapidez constante de 300 km/h pasa 
sobre una estacion terrestre de radar a una altitud de 1 km y se 
eleva con un angulo de 30°. <)Con que rapidez se incrementa la 
distancia del avion a la estacion de radar un minuto mas tarde? 

44. Dos personas parten del mismo punto. Una camina hacia el 
este a 3mi/h, y la otra camina hacia el noreste a 2mi/h. ^Que 
tan rapido cambia la distancia entre las personas despues de 15 
minutos? 

45. Un individuo corre por una pista circular de 100m de radio 
a una rapidez constante de 7 m/s. Un amigo del corredor 
esta parado a una distancia de 200 m del centre de la pista. 
<;,Que tan rapido cambia la distancia entre los amigos cuando 
la distancia entre ellos es de 200 m? 


39. Una camara de television se instala a 4 000 pies de la base de 
una plataforma de lanzamiento de cohetes. El angulo de 
elevacion de la camara tiene que cambiar con la rapidez 
correcta con el objeto de tener siempre a la vista al cohete. 


46. La manecilla de los minutos de un reloj mide 8 mm 
de largo y la manecilla de las horas mide 4 mm de largo. 
<;,Que tan rapido cambia la distancia entre las puntas de las 
manecillas cuando es 13:00? 


3.10 


Aproximaciones lineales y diferenciales 



Hemos visto que una curva se encuentra muy cerca de su recta tangente cerca del punto de 
tangencia. De hecho, al realizar un acercamiento hacia el punto en la grafica de una fun- 
cion derivable, observamos que la grafica se parece cada vez mas a su recta tangente. 
(Vease la figura 2 en la seccion 2.7.) Esta observacion es la base de un metodo para hallar 
valores aproximados de funciones. 

La idea es que puede resultar facil calcular un valor /(a) de una funcion, pero dificil (si 
no es que imposible) calcular valores cercanos de /. Por tanto, recurrimos a los valores 
calculados facilmente de la funcion lineal L cuya grafica es la recta tangente de / en (a, 
f(a)). (Vease la figura 1.) 

En otras palabras, utilizamos la recta tangente en (a, f(ci)) como una aproximacion a la 
curva y = fix) cuando x esta cerca de a. Una ecuacion para la recta tangente es 

y =f(a) +f'(a)(x - a) 


FIGURA 1 
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y la aproximacion 

[U /(*) « f(a) + f'(a)(x - a) 


se conoce con el nombre de aproximacion lineal o aproximacion de la recta tangente 

de/en a. A la funcion lineal cuya grafica es esta recta tangente, es decir, 


2 


L(x) =f(a ) + f'(a)(x - a) 


se le llama linealizacion de/en a. 

Encuentre la linealizacion de la funcion f(x) = yjx + 3 en a = 1 y usela 
para obtener una aproximacion de los numeros V3-98 y v'4-05 . ^Estas aproximaciones 
son sobreestimaciones o subestimaciones? 

S0LUCI0N La derivada de/(x) = (x + 3) 1/2 es 

fix) = \{x + 3)~ 1/2 = 




y tenemos que/(l) = 2 y /'(l) = Si ponemos estos valores en la ecuacion 2, la 
linealizacion es 


m =/(i) +m(* -i) = 2 + \(x-i) = - + - 


La aproximacion lineal correspondiente |T| es 


, / x 

V-x + 3 (cuando x esta cerca de 1) 


En particular, tenemos que 



V^98 « l + °-f = 1.995 y V405 « \ + = 2.0125 

En la figura 2 se ilustra la aproximacion lineal. En efecto, la recta tangente es una 
buena aproximacion a la funcion dada cuando x esta cerca de 1 . Tambien vemos que las 
aproximaciones son sobreestimaciones porque la recta tangente se encuentra por arriba 
de la curva. 

Por supuesto, una calculadora podria dar aproximaciones para v'3.98 y y'4.05 , pero 
la aproximacion lineal da una aproximacion sobre todo un intervalo. 


En la tabla siguiente se comparan las estimaciones de la aproximacion lineal del ejemplo 1 
con los valores reales. Observe en esta tabla, y tambien en la figura 2, que la aproxima- 
cion con la recta tangente da buenas estimaciones cuando x esta cerca de 1, pero la 
precision de la aproximacion disminuye cuando x esta mas lejos de 1 . 



X 

De L(x) 

Valor real 

V^9 

0.9 

1.975 

1.97484176 . . . 

Vl98 

0.98 

1.995 

1.99499373 . . . 

V4 

1 

2 

2.00000000 . . . 

VA05 

1.05 

2.0125 

2.01246117 . . . 

V44 

1.1 

2.025 

2.02484567 . . . 

V5 

2 

2.25 

2.23606797 . . . 

Ve 

3 

2.5 

2.44948974 . . . 
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7 Que tan buena es la aproximacion obtenida en el ejemplo 1? El ejemplo siguiente 
muestra que usando una calculadora graficadora o una computadora es posible determinar un 
intervalo a lo largo del cual una aproximacion lineal proporciona una precision especlfica. 


EJEMPLO 2 


7 Para cuales valores de x la aproximacion lineal 


y/x + 3 



x 

4 


es exacta con una diferencia menor que 0.5? i,Que puede decir de una exactitud con una 
diferencia menor que 0 . 1 ? 

S0LUCI0N Una exactitud con una diferencia menor que 0.5 significa que las funciones 
deben diferir en menos de 0.5: 


4.3 



FIGURA3 


3 



FIGURA 4 


V x + 3 



< 0.5 


De modo equivalente, podrfamos escribir 

7 x 

y/ x + 3 — 0.5 < 1 < yj x + 3 + 0.5 

4 4 

Esto expresa que la aproximacion lineal debe encontrarse entre las curvas que se 
obtienen al desplazar la curva y = y/x + 3 hacia arriba y hacia abajo en una cantidad 
de 0.5. En la figura 3 se muestra la recta tangente y = (7 + x) / 4 que interseca la curva 
superior y = y/x + 3 + 0.5 en P y en Q. Al hacer un acercamiento y usar el cursor, 
en la computadora estimamos que la coordenada x de P se aproxima a —2.66, y la 
coordenada x de Q es mas o menos 8.66. Asl, con base en la grafica, la aproximacion 


y/x + 3 



+ 


X 

4 


es exacta con una diferencia menor que 0.5 cuando —2.6 < x < 8 . 6 . (Se ha redondeado 
para quedar dentro del margen de seguridad). 

De manera analoga, en la figura 4 vemos que la aproximacion es exacta con una 
diferencia menor que 0.1 cuando —1.1 < x < 3.9. 


Aplicaciones en la fisica 

Las aproximaciones lineales se usan con frecuencia en la fisica. Al analizar las consecuen- 
cias de una ecuacion, a veces un flsico necesita simplificar una funcion sustituyendola con 
una aproximacion lineal. Por ejemplo, al derivar una formula para el periodo de un pendu- 
lo, los libros de texto de fisica obtienen la expresion a T = ~g sen 0 para la aceleracion 
tangencial, y luego sustituyen sen 0 por 9 haciendo la observation de que sen 0 esta muy 
cerca de 6 si este no es demasiado grande. [Vease, por ejemplo. Physics: Calculus, 2a. 
edicion, por Eugene Hecht (Pacific Grove, CA: Brooks/Cole, 2000), p. 431.] Podemos 
comprobar que la linealizacion de la funcion fix) = sen x en a = 0 es L(x) = x, de mane- 
ra que la aproximacion lineal en 0 es 


sen x ~ x 

(vease el ejercicio 42). Asl que, en efecto, la derivacion de la formula para el periodo de 
un pendulo utiliza la aproximacion a la recta tangente para la funcion seno. 

Otro ejemplo se presenta en la teorla de la optica, donde los rayos de luz que llegan con 
angulos bajos en relacion con el eje optico se llaman rayos paraxiales. En la optica 
paraxial (o gaussiana) tanto sen 0 como cos 9 se sustituyen con sus linealizaciones. En 
otras palabras, las aproximaciones lineales 


sen 9 — 9 


y 


cos 9 — 1 
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se utilizan porque 6 esta cerca de 0. Los resultados de los calculos que se efectuan con 
estas aproximaciones se convierten en la herramienta teorica basica que se utiliza para 
disenar lentes. [Vease Optics, 4a. edition, por Eugene Hecht (San Francisco: Addison 
Wesley, 2002), p. 154.] 

En la seccion 11.11 aparecen varias aplicaciones de la idea de aproximacion lineal a la 
ffsica. 


Diferenciales 


Si dx # 0, podemos dividir ambos lados de la 
ecuacion 3 entre dx para obtener 


dy_ 

dx 


=/' w 


Antes hemos visto ecuaciones similares, pero 
ahora el lado izquierdo puede interpretarse en 
forma genuina como una razon de diferenciales. 



Las ideas detras de las aproximaciones lineales se formulan en ocasiones en la terminolo- 
gia y la notation de diferenciales. Si y = fix), donde/es una funcion derivable, entonces 
la diferencial dx es una variable independiente; esto es, dx es cualquier numero real. La 
diferencial dy es entonces definida en terminos de dx mediante la ecuacion 


3 


dy = f'{x)dx 


Asi que dy es una variable dependiente: depende de los valores de x y dx. Si a dx se le da 
un valor especifico, y x se considera como algun numero especffico en el dominio de f 
entonces se determina el valor numerico de dy. 

En la figura 5 se muestra el significado geometrico de los diferenciales. Sean P{x, fix)) 
y Q(x + A x, fix + Ax)) puntos sobre la grafica de/, y sea dx = Ax. El cambio correspon- 
diente en y es 


Ay = f(x + Ax) - fix) 

La pendiente de la recta tangente PR es la derivada /'(x). Por consiguiente, la distancia 
dirigida de S a R es f'{x)dx = dy. Por tanto, dy representa la cantidad que la recta tangen- 
te se levanta o cae (el cambio en la linealizacion), mientras que Ay representa la cantidad 
que la curva y = fix) se levanta o cae cuando x cambia en una cantidad dx. 


EJEMPL0 3 


Compare los valores de Ay y dy si y = fix) = x 3 + x 2 — 2x + lyx 
cambia a) de 2 a 2.05 y b) de 2 a 2.01. 


S0LUCI0N 

a) Tenemos que 


/( 2) = 2 3 + 2 2 - 2(2) + 1 =9 
/( 2.05) = (2.05) 3 + (2.05) 2 “ 2(2.05) + 1 = 9.717625 
Ay =/( 2.05) -/( 2) = 0.717625 


La figura 6 muestra la funcion del ejemplo 3 y 
una comparacion de dy y Ay cuando a = 2. El 
rectangulo de vista es [1.8, 2.5] por [6, 18]. 



En general, dy = fix) dx = (3x 2 + 2x — 2) dx 

Cuando x = 2ydx = Ax = 0.05, esto se transforma en 

dy = [3(2) 2 + 2(2) - 2]0.05 = 0.7 

b) /( 2.01) = (2.01) 3 + (2.01) 2 - 2(2.01) + 1 = 9.140701 

Ay =/( 2.01) -/( 2) = 0.140701 
Cuando dx = Ax = 0.01, 


FIGURA 6 


dy = [3(2) 2 + 2(2) - 2] 0.01 = 0.14 
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Observe que, en el ejemplo 3, la aproximacion Ay ~ dy mejora a medida que Ax se hace 
mas pequena. Observe tambien que es mas facil calcular dy que Ay. En el caso de funcio- 
nes mas complicadas, serfa imposible calcular exactamente Ay. En estos casos, la aproxi- 
macion mediante diferenciales es especialmente util. 

En la notation de diferenciales, la aproximacion lineal |T| puede escribirse como 

f(a + dx) ~ /(a) + dy 

Por ejemplo, para la funcion fix) = f x + 3 del ejemplo 1, tenemos que 


dy = fix') dx 


dx 

2^x + 3 


Si a = 1 y dx = Ax = 0.05, entonces 


, 0.05 

y ~~ 2/TTT ~~ 


0.0125 


y 


V405 =/(1.05) «/( 1) + dy = 2.0125 


igual a lo que hallo en el ejemplo 1. 

Nuestro ejemplo final ilustra el uso de diferenciales al estimar los errores que ocurren 
debido a mediciones aproximadas. 


Se midio el radio de una esfera y se encontro que es 21 cm con un 
posible error en la medicion de cuanto mucho 0.05 cm. ^Cual es el error maximo al 
usar este valor del radio para calcular el volumen de la esfera? 


Si el radio de la esfera es r, entonces el volumen es V = 5 rrr'. Si el error en 
el valor medido de r se denota por medio de dr = Ar, entonces el error correspondiente 
en el valor calculado de V es AV, el cual puede aproximarse mediante el diferencial 


dV = 477T 2 dr 


Cuando r = 21 y dr = 0.05, esto se convierte en 

dV= 4tj-(21 ) 2 0.05 = 277 

El error maximo en el volumen calculado es de alrededor de 277 cm 3 . 


NOTA Si bien el posible error en el ejemplo 4 puede parecer bastante grande, el error 
relativo ofrece un mejor panorama del error; se calcula dividiendo el error entre el volu- 
men total: 


AV ~ dV 4m- 2 dr dr 

V V r 

Por esto, el error relativo en el volumen es aproximadamente tres veces el error relativo en 
el radio. En el ejemplo 4, el error relativo en el radio es dr/r = 0.05/21 ~ 0.0024 y pro- 
duce un error relativo de alrededor de 0.007 en el volumen. Los errores pueden expresarse 
asimismo como errores de porcentaje de 0.24% en el radio y 0.7% en el volumen. 




SECCION 3.10 APROXIMACIONES LINEALES Y D I FE R E N C I ALES 255 


3.10 


Ejercicios 


1-4 Encuentre la linealizacion L(x) de cada una de las siguientes 
funciones en x = a. 

1 . /(x) = x 4 + 3x 2 , a = — 1 2. f(x) = senx, a = tt/6 

3. f(x) = yfx, a = 4 4. f(x ) = x 2li , a = 16 


5. Encuentre la aproximacion lineal a la funcion f(x ) = /T— x 
en a = 0 y usela para hacer una aproximacion a los numeros 
-y/0.9 y V 0.99 . Ilustre graficando/y la recta tangente. 

6. Encuentre la aproximacion lineal de la funcion g(x) = -^/l + x 
en a = 0 y utilrcela para hacer una aproximacion a los numeros 
^/0.95 y yj 1.1 . Ilustre graficando g y la recta tangente. 

7-10 Compruebe la aproximacion lineal dada en a = 0. A continua- 
tion determine los valores de x para los cuales la aproximacion 
lineal es exacta hasta un valor menor que 0. 1 . 

7. ln(l + x) ~ x 8. (1 + x)~ 3 ~ I — 3x 

9 . ^/l + 2x ~ 1 + \x 10 . e*cos x = 1 + x 


11-14 Obtenga la derivada de cada una de las siguientes funciones. 

11 . a) y = x 2 sen 2x b) y = ln^l + t 2 

12 . a) y = j/(l + 2 .j) b) y = e~"cos u 

1 - v 2 


13. a) y = tan yft 

14. a) y = 


b) y = 


1 + v 2 


b) y = y/\ + In z 


15-18 a) Encuentre la diferencial dy y b) evalue dy para los valores 
dados de x y dx en cada una de las siguientes funciones. 

15. y = e x/l °, x = 0, dx = 0.1 

16. y = cos 7rx, x = 3, dx = —0.02 

17. y = y/3 + x 2 , x = 1, dx = —0.1 

x + 1 

18. v = , x = 2, dx = 0.05 

x — 1 


19-22 Calcule Ay y dy para los valores dados de x y dx = Ax. 
Luego elabore un diagrama como el de la figura 5 en el que se 
muestren los segmentos de recta con longitudes dx, dy y Ay. 

19. y = 2x — x 2 , x = 2, Ax = —0.4 

20. y = y/x, x = 1, Ax = 1 

21. y = 2/x, x = 4, Ax = 1 

22 . y = e*, x = 0, Ax = 0.5 


23-28 Utilice la aproximacion lineal (o diferenciales) para estimar 
cada uno de los siguientes numeros dados. 

23. (1.999) 4 24. e-° 015 


25. 4/l 001 26. 1/4.002 

27. tan 44° 28. ^99^8" 


29-31 Explique, en terminos de aproximaciones lineales o 
diferenciales, por que es razonable la aproximacion de cada 
uno de los siguientes numeros. 

29. sec 0.08 « 1 30. (1.01) 6 « 1.06 

31. In 1.05 = 0.05 


32. Sean f(x) = (x — l) 2 g(x) = e 21 

y h(x) = I + 1 n (1 - 2x) 

a) Encuentre la linealizacion de/, g y h en a = 0. <^Que 
observa? ^Como explica lo que sucedio? 

Fff b) Grab que/, g y h y su aproximacion lineal. ^Para 
cual funcion es mejor la aproximacion lineal? 

^Para cual es peor? Explique. 

33. Se encontro que la arista de un cubo es 30 cm, con un posible 
error en la medicion de 0.1 cm. Utilice diferenciales para 
estimar el error maximo posible, el error relativo y el porcentaje 
de error al calcular a) el volumen del cubo y b) el area 
superficial del cubo. 

34. Se da el radio de un disco circular como de 24 cm, con un error 
maximo en la medicion de 0.2 cm. 

a) Utilice diferenciales para estimar el error maximo en el area 
calculada del disco. 

b) ^,Cual es el error relativo? ^,Cual es el porcentaje de 
error? 

35. La circunferencia de una esfera se midio como 84 cm, con un 
posible error de 0.5 cm. 

a) Use diferenciales para estimar el error maximo en el 
area superficial calculada. ^,Cual es el error relativo? 

b) Utilice diferenciales para estimar el error maximo en el 
volumen calculado. ^,Cual es el error relativo? 

36. Utilice diferenciales para estimar la cantidad de pintura 
necesaria para aplicar una mano de 0.05 cm de espesor a un 
domo hemisferico que tiene un diametro de 50 m. 

37. a) Utilice diferenciales para determinar una formula para el 

volumen aproximado de un cascaron cillndrico de altura h, 
radio intemo r y espesor Ar. 
b) ^,Cual es el error que hay al utilizar la formula del 
inciso a)? 

38. Se sabe que un lado de un triangulo rectangulo es de 20 cm de 
longitud, y se mide el angulo opuesto como 30°, con un 
posible error de ±1°. 

a) Utilice diferenciales para estimar el error al calcular la 
longitud de la hipotenusa. 

b) ^Cual es el porcentaje de error? 


/j/ Se requiere calculadora graficadora o computadora 


1. Tareas sugeridas disponibles en stewartcalculus.com 
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39. Si una corriente / pasa a traves de un resistor con resistencia R , 
la ley de Ohm establece que la cafda de voltaje es V = Rl. Si V 
es constante y R se mide con un cierto error, utilice diferenciales 
para demostrar que el calculo de / es aproximadamente el 
mismo (en magnitud) que el error relativo en R. 

40. Cuando la sangre fluye por un vaso sangumeo, el flujo F (el 
volumen de sangre por unidad de tiempo que corre por un 
punto dado) es proporcional a la cuarta potencia del radio R de 
ese vaso: 


F = kR 4 


(Esta se conoce como ley de Poiseuille; en la section 8.4 se 
muestra el porque es verdadera.) Una arteria parcialmente 
obstruida puede expandirse por medio de una operation 
llamada angioplastia, en la cual un cateter provisto de un 
globo en la punta se infla dentro del vaso a fin de ensancharlo 
y restituir el flujo sangumeo normal. 

Demuestre que el cambio relativo en F es alrededor de cuatro 
veces el cambio relativo en R. ^Como afectara un aumento de 
5% en el radio al flujo de sangre? 


41. Establezca las reglas siguientes para trabajar con diferenciales 
(donde c es una constante y u y v son funciones de x). 
a) dc = 0 b) d{cu ) = c du 

c) d(u + v) = du + dv d) d(uv) = udv + v du 



v du — it dv 


f) d{x") = nx" 'dx 


42. En la pagina 431 de Physics: Calculus, 2a. edition, por Eugene 
Hecht (Pacific Grove, CA: Brooks/Cole, 2000), al derivar 
la formula T = 27 rjL/g para el periodo de un pendulo de 
longitud L, el autor obtiene la ecuacion a T = —g sen 6 para 


la aceleracion tangencial del breve movimiento del pendulo. 
Luego dice “para angulos pequenos, el valor de 6 en radianes 
esta muy cerca del valor de sen d\ difieren menos que 2% hasta 
alrededor de 20°”. 

a) Compruebe la aproximacion lineal en 6 para la funcion 
seno: 

sen x ~ x 

@3 b) Utilice un dispositivo graficador para determinar los valores 
de x para los cuales sen xy x difieren menos de 2%. 
Enseguida compruebe la afirmacion de Hecht convirtiendo 
de radianes a grados. 

43. Suponga que la unica information acerca de una funcion /es 
que/(l) = 5 y la grafica de su derivada es como se muestra. 

a) Use una aproximacion lineal para estimar/(0.9) y/(l.l). 

b) ^Sus estimaciones para el inciso a) son demasiado grandes 
o demasiado pequenas? Explique. 



44. Suponga que no tiene una formula para g(x), pero sabe que 
g( 2) = —4 y g’(x) = /x * 1 2 + 5 para toda x. 

a) Use una aproximacion lineal para estimar 3(1.95) y 3(2.05). 

b) ^Sus estimaciones para el inciso a) son demasiado grandes o 
demasiado pequenas? Explique. 


PR0YECT0 DE LAB0RAT0RI0 


^ POUNOMIOS DE TAYLOR 


La aproximacion por medio de una recta tangente de L(x) es la mejor aproximacion de primer grado 
(lineal) a/(x) cerca de x = a porque /(x) y L(x) tienen la misma razon de cambio (derivada) en x = a. 
Para tener una mejor aproximacion que una lineal, intentemos una aproximacion de segundo grado 
(cuadratica) P(x). En otras palabras, aproximemos una curva mediante una parabola, en lugar de 
utilizar una recta. Para tener la seguridad de que la aproximacion es buena, establecemos lo siguiente: 

i) P(a)=f(a) (P v/deben tener el mismo valor en x = a.) 

ii) P’(a)=f\a) {P y/deben tener la misma razon de cambio en x = a.) 

iii) P"{a) =f"(a ) (Las pendientes de P y/deben tener la misma razon de cambio en 

x = a.) 

1. Encuentre la aproximacion cuadratica P(x) = A + Bx + Cx 2 para la funcion /(x) = cos x, 
que satisfaga las condiciones i), ii) y iii), con a = 0. Grafique P,f y la aproximacion 
lineal L(x) = 1 en una pantalla comun. Comente que tan bien las funciones PyLse 
aproximan a/. 

2. Determine los valores de x para los que la aproximacion cuadratica /(x) ~ P(x) del 
problema 1 es exacta con una diferencia menor que 0. 1 . [Sugerencia: grafique y = P{x), 
y = cos x — 0.1 y y = cos x + 0. 1 en una pantalla comun.] 


Se requiere calculadora graficadora o computadora 
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3. Para obtener una aproximacion de una funcion /mediante una funcion cuadratica P cerca de 
un numero x = a, lo mejor es escribir P en la forma 

P{x) = A + B(x — a) + C( x — a) 2 

Demuestre que la funcion cuadratica que satisface las condiciones i), ii) y iii) es 
P(x) =f(a) + f'(a)(x - a) + \f"{a){x - af 

4. Encuentre la aproximacion para /(x) = *Jx + 3 cerca de a = 1. Trace las graficas de/, la 
aproximacion cuadratica y la aproximacion lineal del ejemplo 2 de la seccion 3.10 en una 
pantalla comun. ^Que podria concluir? 

5. En lugar de quedar conforme con una aproximacion lineal o con una cuadratica para/(x), cerca 
de x = a, intente hallar mejores aproximaciones con polinomios de grado mas alto. Busque un 
polinomio de n-esimo grado 

T,,(x) = Co + Ci(x — a) + ci(x — a) 1 + ci(x — a) 3 + • • ■ + c„(x — a)" 

tal que T„ y sus n primeras derivadas tengan los mismos valores enr = fl como/y sus n 
primeras derivadas. Derive repetidas veces y haga x = a para demostrar que estas condiciones 
se satisfacen si Co =/(«), Ci =/'(«), Ci = \f"{a) y, en general. 


f { » 



donde k\ = 1 • 2 • 3 • 4 k. El polinomio resultante 

f"(a) f (n) (a ) 

T„{x) = f(a) + f'(a)(x — a) + (x — a) 2 +■■■ + (x — a)" 

2! n! 

Se llama polinomio de Taylor de n-esimo grado de /centrado en x = a. 

6. Encuentre el polinomio de Taylor de octavo grado, centrado en a = 0, para la funcion 
f(x) = cos x. Grafique /junto con los polinomios de Taylor T 2 , T 4 , T 6 y T g , en rectangulos de 
vista [ — 5, 5] por [—1.4, 1.4] y comente que tan bien se aproximan a/. 


3.11 


Funciones hiperbol icas 


Ciertas combinaciones pares e impares de las funciones exponenciales e x y e x surgen tan 
a menudo en las matematicas y sus aplicaciones que merecen recibir un nombre especial. 
En muchos aspectos son similares a las funciones trigonometricas y tienen la misma rela- 
cion con la hiperbola que las funciones trigonometricas tienen con la circunferencia. Por 
esta razon, se les llama en forma colectiva funciones hiperbolicas, y de manera individual 
se les conoce como seno hiperbolico, coseno hiperbolico, y asf sucesivamente 


Definicion de las funciones hiperbolicas 


senh x = 

2 

csch x = 

senh x 

coshx = 

e x + e~ x 

sech x = 

1 

2 

cosh x 

tanhx = 

senh x 

coth x = 

cosh x 


cosh x senh x 
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Las graficas del seno hiperbolico y del coseno hiperbolico pueden trazarse mediante la 
suma grafica como en las figuras 1 y 2. 



FIGURA 1 

y = senh x = ^e x — \ e~ x 



FIGURA 2 

y = cosh x = ^ e x + y e~ x 



FIGURA 3 

y = tanh x 



FIGURA 4 

Catenaria y = c + a cosh(x/a) 


Observe que el dominio de senh es R, y el rango es R, pero que cosh tiene por dominio 
R y rango [1, °°). En la figura 3 se muestra la grafica de tanh, con sus asfntotas horizonta- 
les y = ±1. (Vease el ejercicio 23.) 

Algunos de los usos matematicos de las funciones hiperbolicas se tratan en el capitulo 7. 
Las aplicaciones en la ciencia y la ingenierfa se tienen siempre que una entidad fisica 
como la luz, velocidad, electricidad o la radiactividad, se absorbe o se extingue en forma 
gradual, puesto que el decaimiento puede representarse mediante funciones hiperbolicas. 
La aplicacion mas famosa es el uso del coseno hiperbolico para describir la forma de un 
cable colgante. Puede demostrarse que si un cable pesado y flexible (como los que se usan 
para las lineas telefonicas o electricas) se tiende entre dos puntos a la misma altura, enton- 
ces el cable toma la forma de una curva con ecuacion y = c + a cosh(x/ a) que se deno- 
mina catenaria (vease la figura 4). (Esta palabra proviene de la palabra latina catena que 
significa “cadena”.) 

Otras aplicaciones de las funciones hiperbolicas aparecen en la descripcion de las olas 
del mar: la velocidad de una ola con longitud L que se mueve a traves de un cuerpo de agua 
con profundidad d se modela por la funcion 



donde g es la aceleracion debida a la gravedad (veanse la figura 5 y el ejercicio 49). 


FIGURA 5 

Ola oceanica idealizada 


Las funciones hiperbolicas satisfacen un ruimero de identidades que son similares a las 
muy bien conocidas identidades trigonometricas. A continuacion se enlistan algunas de 
ellas, y la mayorfa de las demostraciones se deja para los ejercicios. 


Identidades hiperbolicas 

senh(— x) = — senhx cosh(— x) = coshx 

cosh 2 x — senh 2 x =1 1 — tanh 2 x = seclrjc 

senh(.r + y) = senh x cosh y + cosh x senh y 
cosh(x + >j = cosh x cosh y + senh x senh y 


© 2006 Getty Images 
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El arco Gateway en St. Louis se diseno 
utilizando una funcion coseno hiperbolico 
(ejercicio 48). 


EJEMPLO 1 


Demuestre que a) cosh 2 x — senh 2 x = 1 y b) 1 — tanh 2 x = sech 2 x. 


SOLUCION 


a) cosh 2 x — senlrx = 


e x + 


e — e 


_ e 2x + 2 + e~ 2x _ e 2x - 2 + e~ 2x _ 4_ _ 

4 ~~ ~4 ~ 

b) Empecemos con la identidad demostrada en el inciso (a): 

cosh 2 x — senh 2 x = 1 


Si dividimos los dos lados por cosh 2 x, obtenemos 

senh 2 x 1 
coslrx cosh 2 x 


o bien 


1 — tanh 2 x = sech 2 .\ 



FIGURA6 



FIGURA 7 


La identidad demostrada en el ejemplo la) proporciona una pista sobre el nombre de 
funciones “hiperbolicas”. 

Si / es cualquier nurnero real, entonces el punto /-’(cos /, sen /) queda sobre la circunfe- 
renciaunitariax 2 + y 2 = 1 porque cos 2 / + sen 2 / = 1. De hecho, /puede interpretarse como 
la medida en radianes de APOQ de la figura 6. Esta es la razon por la que las funciones 
trigonometricas se denominan algunas veces funciones circulares. 

De manera similar, si / es cualquier numero real, entonces el punto P(cosh /, senh /) 
queda en la rama derecha de la hiperbola x 2 — y 1 = 1 porque cosh 2 / — senh 2 / = 1 y 
cosh / 3= 1. Pero ahora / no representa la medida de un angulo. Resulta que / representa el 
doble del area del sector hiperbolico sombreado de la figura 7, de la misma manera que 
en el caso trigonometrico / representa el doble del area del sector circular sombreado en la 
figura 6. 

Las derivadas de las funciones hiperbolicas son faciles de calcular. Por ejemplo, 


— (senh x) 
dx 



e x + 
2 


= cosh x 


En la tabla 1 siguiente se da una lista de las formulas de derivacion de las funciones hiper- 
bolicas. El resto de las demostraciones se dejan como ejercicios. Observe la similitud con 
las formulas de derivacion de las funciones trigonometricas, pero advierta que los signos 
son diferentes en algunos casos. 


|T| Derivadas de las funciones hiperbolicas 


— (senh x) = cosh x 
dx 


— (cosh x) = senh x 
dx 


— (tanh x) = sech 2 x 
dx 


d_ 

dx 

_d_ 

dx 

A. 

dx 


(csch x) = — csch x coth x 


(sech x) = — sech x tanh x 


(coth x) = — csch 2 x 
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EJEMPLO 2 


Cualquiera de estas reglas de derivacion puede combinarse con la regia de 
la cadena. Por ejemplo, 


d / j — \ t— d /— senh V * 

— (cosh y/x ) = senhy* • — y x = 7=- 

dx dx 2 y x 


Funciones hiperbolicas inversas 

De acuerdo con las figuras 1 y 3, senh x y tanh x son funciones uno a uno por lo que 
tienen funciones inversas denotadas por senfr'x y tanfr'x. En la figura 2 se observa 
que cosh x no es uno a uno, pero que cuando queda restringida al dominio [0, °°) se transfor- 
ma en uno a uno. La funcion coseno hiperbolico inversa se define como la inversa de esta 
funcion restringida. 


a 


y = senh l x 


senh y = x 


y = cosh l x 
y = tanlr'x 


cosh y = x y 
tanh y = x 


y St 0 


Las funciones hiperbolicas inversas que faltan se definen de manera similar (vease el 
ejercicio 28). 

Las funciones senh lx, cosh 'x y tanh 'x se grafican en las figuras 8, 9 y 10 con ayuda 
de las figuras 1, 2 y 3. 



FIGURA 8 y = senh -1 x 
dominio = R rango = R 


FIGURA 9 y = cosh -1 x 
dominio = [ 1 , oo) rango = [0, °°) 


FIGURA 10 y = tanh 'r 

dominio = (— 1, 1) rango = R 


Puesto que las funciones hiperbolicas se definen en terminos de las funciones exponen- 
ciales, no sorprende que las funciones hiperbolicas inversas pueden expresarse en terminos 
de logaritmos. En particular, se tiene que: 


La formula 3 se demuestra en el ejemplo 3. 
En los ejercicios 26 y 27 se piden las 
demostraciones de las formulas 4 y 5. 


m 

s 


senh l x = ln(x + jx 1 + l) 
cosfr'x = ln(x + y/x 2 — l) 
1 + x 


tanh *x = \ In 


1 — x 


x 2= 1 

— 1 < x < 1 


EJEMPLO 3 


Demuestre que senh l x 


ln(x + sjx 2 + l). 


S0LUCI0N Seay = senh ‘x. En tal caso 


x = senh y = 


2 
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por lo que e y — 2x — e y = 0 

o bien, si multiplicamos por e y . 


e 2y — 2xe y — 1=0 

Esto es ni mas ni menos que una ecuacion cuadratica en e y : 

(< e y f - 2x(e y ) - 1=0 
A1 resolver la ecuacion cuadratica, obtenemos 


2x ± s/Ax 1 + 4 


= X ± V X 2 + 1 


Observe que e y > 0, pero x — y/x 2 + 1 < 0 (porque x < \j x 1 + 1). Asf que el signo 
menos es inadmisible, por lo que tenemos que 


e y = X + y/x 2 + 1 


Por tanto, y = ln(e y ) = ln(x + V 'x 2 + l) 

(Vease el ejercicio 25, donde se ilustra otro metodo.) 


Observe que, al parecer, las formulas para las 
derivadas de tanh -1 x y coth"A son identicas, 
pero los dominios de estas funciones no tienen 
numeros comunes: tanh"A se define para 
| x | < 1, mientras que coth _1 x se define 
para | x | > 1. 


|~6~| Derivadas de las funciones hiperbolicas inversas 


± (se „ h -y - ^=4 


~r (csch -^) = --j— - 7 == 
ax \x\yj x z + 1 


d , s 1 

— (cosh x) = 7 

dx 


d , 1 

— (sech l x) = — 
dx 


Xy/l ~ X 2 


d . u t , 1 

— (tanh- x) = 


d 1 

— (coth ‘x) = j 

dx 1 — x 


Las funciones hiperbolicas inversas son derivables porque las funciones hiperbolicas 
tambien lo son. Las formulas de la tabla 6 pueden demostrarse por el metodo de las funciones 
inversas o mediante la derivacion de las formulas 3, 4 y 5. 


EJEMPLO 4 


Demuestre que — (senh l x) 
dx 


_J 

V 1 + x 2 


S0LUCI0N 1 Sea y = senh l x. Entonces senh y = x. Si se deriva esta ecuacion en forma 
implfcita respecto a x, obtenemos 


, dy 

cosh y = 1 

dx 


Puesto que cosh 2 y — senh 2 y = 1 y cosh y 3= 0, se tiene coshy = y/\ + senh 2 y, de 
modo que 
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SOLUCION 2 De acuerdo con la ecuacion 3 (demostrada en el ejemplo 3) se obtiene 


— (senh be) = — ln(x + sj x 1 + 1 ) 
dx dx 


1 


x + six' 1 + 1 dx 

1 


(x + sjx 1 + l) 


1 + 


X + sjx 1 + 1 \ sjx 1 + 1 
■sj X 1 + 1 + X 

(x + sjx 1 + 1 )sjx 2 + 1 
1 

sjx 1 + 1 


□ 


EJEMPLO 5 


Determine — [tanh '(sen x)] . 

dx 


SOLUCION Con la ayuda de la tabla 6 y de la regia de la cadena, obtenemos 


— [tanh '(sen x)] = / — — (sen x) 

dx 1 — (sen x) dx 

1 cos x 

■ cos x = -z— = sec x 


1 — sen 2 x 


cos x 


3.11 


Ejercicios 


1-6 Calcule el valor numerico de las siguientes expresiones. 


1. 

a) 

senh 0 

b) 

cosh 0 

2. 

a) 

tanh 0 

b) 

tanh 1 

3. 

a) 

senh (In 2) 

b) 

senh 2 

4. 

a) 

cosh 3 

b) 

cosh(ln 3) 

5. 

a) 

sech 0 

b) 

cosh -1 1 

6. 

a) 

senh 1 

b) 

senh -1 1 


7-19 Demuestre las siguientes identidades. 

7. senh(— x) = — senhx 

(Esto demuestra que senh x es una funcion impar.) 

8. cosh(— x) = coshx 

(Esto demuestra que cosh x es una funcion par.) 

9. cosh x + senh x = e x 

10. cosh x — senh x = e x 

11. senh(x + y) = senh x cosh y + cosh x senh y 

12. cosh(x + y) = cosh x cosh y + senh x senh y 


13. coth 2 x — 1 = csch 2 x 

tanh x + tanh y 


14. tanh(x 

1 + tanh x tanh y 

15. senh 2x = 2 senh x cosh x 

16. cosh 2x = coslrx + senh 2 x 


17. tanh (In x) = 2 


x 2 - 1 
x 2 + 1 


18. 


1 + tanh x 
1 — tanh x 


19. (cosh x + senh x)" = cosh nx + senh nx (para cualquier numero 
real n). 


20. Si tanh x = {§, calcule los valores de las otras funciones 
hiperbolicas en x. 

21. Si cosh x = f y x > 0, calcule los valores de las otras funciones 
hiperbolicas en x. 

22. a) Utilice las graficas de senh x, cosh x y tanh x de las figuras 

1 a 3 para dibujar las graficas de csch x, sech x y coth x. 


Se requiere calculadora graficadora o computadora 


1. Tareas sugeridas disponibles en stewartcalculus.com 
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b) Verifique las graficas que trazo en el inciso a) mediante una 
calculadora graficadora o una computadora. 


48. El arco Gateway en St. Louis fue disenado por Eero Saarinen y 
construido empleando la ecuacion 


23. Utilice las definiciones de las funciones hiperbolicas para 
determinar cada uno de los limites siguientes. 


a) lrm tanh * 

x — »°° 

c) Km senh* 

X — >00 

e) Km sech x 

x — »°° 

g) Km coth x 

*^> 0 + 

i) Km csch x 

x—>—<x> 


b ) Km tanh x 

X — »— 1 00 

d) Km senh x 

X — >— 00 

f) Km coth x 

x—>°° 

h) Km coth x 

X -o 


y = 211.49 - 20.96 cosh 0.03291765* 

para la curva central del arco, donde * y y se rniden en metros 
y |*| =S 91.20. 

FF1 a) Grafique la curva central. 

b) ^Cual es la altura del arco en su centra? 

c) <;En que punto la altura es de 100 m? 

d) ^,Cual es la pendiente del arco en el punto del inciso c)? 

49. Si las olas del mar con longitud L se mueven con velocidad v 
en un cuerpo de agua con profundidad d, entonces 


24. Demuestre las formulas dadas en la tabla 1 para las derivadas 
de las funciones a) cosh *, b) tanh *, c) csch *, d) sech * 

e) coth *. 



25. Encuentre una solucion alternativa para el ejemplo 3 haciendo 
y = sentr 1 * y luego usando el ejercicio 9 y el ejemplo la) en 
donde y reemplaza a *. 

26. Demuestre la ecuacion 4. 

27. Demuestre la ecuacion 5 utilizando a) el metodo del ejemplo 3 
y b) el ejercicio 18 en donde y reemplaza a *. 

28. Para cada una de las funciones siguientes i) proporcione una 
definition como la de [2], ii) trace la grafica y encuentre 
una formula similar a la ecuacion 3. 

a) csch -1 * b) sech -1 * c) coth -1 * 

29. Demuestre las formulas dadas en la tabla 6 para las derivadas 
de las funciones siguientes. 

a) cosh -1 * b) tanh -1 * c) csch -1 * 

d) sech -1 * e) coth -1 * 


30-45 Encuentre la derivada de cada una de las siguientes funciones 
y simplifique tanto como sea posible. 


30. 

fix) 

= tanh(l + e lx ) 

31. 

32. 

gix) 

= cosh(ln*) 

33. 

34. 

y = 

*coth(l + * 2 ) 

35. 

36. 

fit ) 

= csch f (1 — In csch t ) 

37. 

38. 

y = 

senh(cosh *) 

39. 

40. 

y = 

senh - '(tan *) 

41. 

42. 

y = 

* tanh -1 * + In Vl ~ x 1 


43. 

y = 

x senh -1 (*/3) - y/9 + * 2 


44. 

y = 

sech -1 (e - *) 


45. 

y = 

coth -1 (sec *) 



/(*) = * senh * — cosh * 
h(x) = ln(cosh*) 


y = 


g cosh 3x 


m- 

G(x) 


sech 2 (e') 

1 — cosh* 
1 + cosh* 


y = cosh l xfx 


d , / 1 + tanh * , 

46. Demuestre que — A 4 / = 7 e x/2 

dx y 1 — tanh* 


47. Demuestre que — arctan(tanh *) = sech 2*. 
dx 


donde g es la aceleracion debida a la gravedad (vease la 
figura 5). Explique por que la aproximacion. 



es apropiada en aguas profundas. 

FH 50. Un cable flexible colgante siempre forma una catenaria 
y = c + a cosh(*/cz), donde c y a son constantes y a > 0 
(vease la figura 4 y el ejercicio 52). Grafique varios miembros 
de la familia de las funciones y = a cosh(*/a). ^Como cambia 
la grafica cuando a varfa? 

51. Un cable de telefono cuelga entre dos postes que estan separados 
entre sf 14m y forma la catenaria y = 20 cosh(*/20) — 15, donde 
* y y se miden en metros. 

a) Encuentre la pendiente de esta curva donde se encuentra con 
el poste derecho. 

b) Calcule el angulo 9 entre el cable y el poste. 



52. Mediante los principios de la ffsica puede demostrarse que 
cuando un cable cuelga entre dos postes toma la forma de una 
curva y = /(*) que satisface la ecuacion diferencial 

d 2 y = P9_ L Jdy_ V 

dx 1 T V \dx j 

donde p es la densidad lineal del cable, g es la aceleracion de 
la gravedad y T es la tension del cable en su punto mas bajo. 

El sistema coordenado se elige en forma adecuada. Compruebe 
que la funcion 


y = /(*) = — cosh 

pg 



es una solucion de esta ecuacion diferencial. 
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53. Un cable con densidad lineal p = 2 kg/m se sujeta desde la 
parte alta de dos postes que estan separados 200 m. 

a) Utilice el ejercicio 52 para calcular la tension T que hay en 
el cable cuando esta en su punto mas bajo a 60 m del suelo 
^Que tan alto son los postes? 

b) Si se duplica la tension, ^,cual es el nuevo punto bajo del 
cable? ^Que tan altos son ahora los polos? 

_ , , senhx 

54. Evalue lfm . 

>->« e x 

55. a) Demuestre que cualquier funcion de la forma 

y = A senh mx + B cosh mx 

satisface la ecuacion diferencial y" = m 2 y. 
b) Determine y = y(x) tal que y" = 9y, y(0) = —4 y y'(0) = 6. 


56. Si x = ln(sec 6 + tan 9), demuestre que sec 9 = cosh x. 

57. ^En que punto de la curva y = cosh x la tangente tiene 
pendiente 1? 

FR 58. Investigue la familia de funciones 

f„ ( x ) = tanh(n sen x) 

donde n es un entero positivo. Describa que pasa con la grafica 
d ef n cuando n es muy grande. 

59. Demuestre que si a ¥= 0 y b ¥= 0, entonces existen numeros a 
y / 3 tales que ae x + be~ x es igual a a senh(x + /3) o a 
a cosh(x + [3). En otras palabras, casi toda funcion de la 
forma /(x) = ae x + be x es una funcion seno hiperbolico o 
coseno hiperbolico desplazada o estirada. 



Repaso 


Verification de conceptos 


1. Exprese cada una de las siguientes reglas de derivation, tanto 
en simbolos como en palabras. 

a) Regia de la potencia b) Regia del multiplo constante 

c) Regia de la suma d) Regia de la diferencia 

e) Regia del producto f) Regia del cociente 

g) Regia de la cadena 

2. Obtenga las derivadas de cada una de las siguientes funciones. 


a) 

y 

= x" 

b) 

y = 

e x 

c) 

y = a x 

d) 

y 

= In x 

e) 

y = 

log„x 

f) 

y = sen x 

g) 

y 

= cos X 

h) 

y = 

tan x 

i) 

y = cscx 

j) 

y 

= sec x 

k) 

y = 

cot X 

1) 

y = sen~'x 

m) 

y 

= cos _1 x 

n) 

y = 

tan _I x 

o) 

y = senhx 

P) 

y 

= coshx 

q) 

y = 

tanh x 

r) 

y = senfr'x 

s) 

y 

= cosir'x 

t) 

y = 

tanlr'x 




3. a) ^Como se define el numero e? 

b) Exprese e como un Kmite. 

c) r,Por que en Calculo se usa la funcion exponencial natural, 
y = e x , con mas frecuencia que las demas funciones 
exponenciales, y = a x l 


d) r,Por que en Calculo se usa la funcion logaritmica 
natural, y = In x, mas que las demas funciones 
logaritmicas, y = log„ x? 

4. a) Explique como funciona la derivation impKcita. 
b) Explique como funciona la derivation logaritmica. 

5. Proporcione varios ejemplos de como la derivada puede 

ser interpretada como una razon de cambio en fisica, quimica, 
biologfa, economia y otras ciencias. 

6 . a) Escriba una ecuacion diferencial que exprese la ley de 

crecimiento natural. 

b) ^En que circunstancias es este un modelo adecuado para el 
crecimiento de la poblacion? 

c) ^Cuales son las soluciones de esta ecuacion? 

7. a) Escriba una expresion para la linearization de/en 

x = a. 

b) Si y =/(x), escriba una expresion para la diferencial dy. 

c) Si dx = Ax, dibuje un esquema para mostrar el significado 
geometrico de Ay y dy. 


Examen rapido Verdadero-Falso 

Determine si la proposicion es verdadera o falsa. Si es verdadera, explique por que. 
Si es falsa, explique por que o mencione un ejemplo que refute la proposicion. 

1. Si fy g son derivables, entonces 

~\f(x) + g(x)] =f'{x) + g'(x) 
dx 

2. Si fy g son derivables, entonces 


3. Si/y g son derivables, entonces 


-^[f(g(x))] =f'(g(x))g'(x) 

d r— f'(x) 

4. Si fes derivable, entonces —— yf(x) = , 

dx 2 V/W 

d / j \ f'{x) 

5. Si fes derivable, entonces f[\X ) = - — y=. 

dx 2 V x 


f[/W»W] =f'(x)g'(x) 


6 . Si y = e 2 , entonces y' = 2e. 
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7. — (10") = jcIO" 1 
ax 




9. — (tan 2 x) = — (sec 2 x) 
ax ax 


10 . — lx 2 + x| = |2x + 1 I 
ax 


11. La derivada de una funcion polinomial es una funcion 
polinomial. 


12. Si/(x) = ( x 6 — x 4 ) 5 , entonces / (3I) (x) = 0. 

13. La derivada de una funcion racional es una funcion racional. 

14. La ecuacion de la recta tangente a la parabola v = x 2 en 
(—2, 4) es y — 4 = 2x(x + 2). 

15. Si g(x) = x 5 , entonces lim = 80. 

x-*z x — 2 


Ejercicios 


1-50 Calcule y' en cada una de las siguientes funciones. 

1 1 


1. y = (x 2 + x 3 ) 4 

x 2 — x + 2 
3. y = t= 

\JX 

5. y = x 2 sen t tx 
f 4 - 1 


7- y = 


r 4 + l 


9. y = ln(x In x) 
11. y = \fx cos \fx 

13. y — —y- 


2 . y = 


4- 1 = 


/x </x x 

tan x 


1 + cosx 
6. y — x cos~'x 

8 . xe y = y sen x 

10 . y = e"“cos nx 
12 . y = (arcsen 2x) 2 

14. y = In sec x 


15. y + x cos y = x 2 y 


17. y = -v/arctan x 

19. y = tan 

21. y = 3 xlnx 
23. y = (1 - x- 1 )- 1 
25. sen(xy) = x 2 — y 
27. y = log 5(1 + 2x) 

29. y = In sen x — \ sen 2 x 



31. y = x tan *(4x) 

33. y = In sec 5x + tan 5x 
35. y = cot(3x 2 + 5) 

37. y = sen(tan y/l + x 3 ) 
39. y = tan 2 (sen 6) 


41. y 


a/x + 1 (2 — x) 5 
(* + 3) 7 


43. y = x senh(x 2 ) 


16. 

18. 

20 . 

22 . 

24. 

26. 

28. 

30. 

32. 

34. 

36. 

38. 

40. 

42. 

44. 


u - 1 V 

u 2 + u + 1 J 

y = cot(csc x) 

y — gJSCCJ 

y = sec(l + x 2 ) 

1 = 1 /y/x + yfx 

y = V sen^/x 
y = (cos x) x 

( x 2 + l ) 4 

^ (2x + 1) 3 (3x — l) 5 

y = e cosx + cos(e") 
y = 10 “” 7X1 
y = V? ln(f 4 ) 

3? = arctan( arcsen ^/x) 
xe- v = y — 1 

(x + A) 4 
y ~ x 4 + A 4 
sen mx 



45. y = ln(cosh 3x) 

47. y = cosh _1 (senh x) 
49. y = cos(e' /s ° 3 ') 


46. y = In 


x 2 - 4 
2x + 5 


48. y = x tanh ‘a/x 

50. y = sen 2 (cosA/sen -irx ) 


51. Si f(t) = yj At + 1, encuentre/"(2). 

52. Si g(6) = 6 sen 8, halle g"(Tr/ 6). 

53. Encuentre y" si x 6 + y 6 = 1. 

54. Determine / w (x) si/(x) = 1/(2 — x). 

55. Utilice induccion matematica (pagina 76) para demostrar que si 
/(x) = xe x , entonces / (n, (x) = (x + n)e x . 

t 3 

56. Evalue lim j- — - 

f- 0 tan 3 (2f) 

57-59 Encuentre la ecuacion de la recta tangente a cada una de las 
siguientes curvas en el punto dado. 

x 2 - 1 

57. y = 4 sen 2 x, ( 77/6 , 1) 58. y = _ 2 , (0, -1) 

59. y = yj\ + 4 sen x, (0, 1) 


60-61 Encuentre las ecuaciones de las rectas tangente y normal a 
cada una de las siguientes curvas en el punto que se especifica. 

60. x 2 + 4xy + y 2 = 13, (2, 1) 

61. y = (2 + x)e- x , (0, 2) 


FR 62. Si/(x) = xe sc ° x , halle f'(x). Grafique/y/' en la misma pantalla 
y haga comentarios. 

63. a) Si /(x) = xV5 — x, halle /'(x). 

b) Encuentre las ecuaciones de las rectas tangentes a la curva 
y = Xy/5 — x en los puntos (1, 2) y (4, 4). 

F3 c) Ilustre el inciso b) graficando la curva y las rectas tangentes, 
en la misma pantalla. 

FH d) Verifique si su respuesta al inciso a) es razonable 
comparando las graficas de/y/'. 


FR Se requiere calculadora graficadora o computadora 
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64. a) Si/(x) = 4x — tan x, — tt/2 < x < 73-/2, encuentre/' y /". 

b) Verifique si su respuesta al inciso a) es razonable 

comparando las graficas d ef,f y /". 

65. ^En que puntos de la curva y = sen x + cos x, 0 =£ x =£ 2t t, la 
tangente es una recta horizontal? 

66 . Encuentre los puntos sobre la elipse x 2 + 2y 2 = 1 donde la 
recta tangente tiene pendiente 1 . 

67. Si fix) = (x — a) (x — b) (x — c), demuestre que 

f'(x) 1 , 1,1 


ffl 82. 


/to 


x-b 


68 . a) Al derivar la formula del coseno dos veces angulo 

cos 2x = cos 2 x — sen 2 x 

obtenga la formula del angulo doble para la funcion seno. 

b) Al derivar la formula de la adicion 

sen(x + a) = sen x cos a + cos x sen a 

obtenga la formula de la adicion para la funcion coseno. 

69. Suponga que h(x) = f{x)g{x) y F(x) = f(g(x)), donde /(2) = 3, 
3(2) = 5, g'( 2) = 4,/' (2) = -2 y/'(5) =11. Encuentre 

a) h' (2) y b) F'{ 2). 

70. Si/y g son las funciones cuyas graficas se muestran, sea 
P(x) =f(x)g(x), Q(x) =f(x)/g(x) y C(x) =f(g(x)). Encuentre 
a) P/2), b) g'(2) y c) C'(2). 



71-78 Encuentre/' en terminos de g' . 


x 2 g(x) 

72. f(x) = g(x 2 ) 

[0«] 2 

74. f(x) = g(g(x)) 

g(e x ) 

76. fix) = e 3<x> 

In | g(x) 

78. fix) = gi In x) 


79-81 Halle h' en terminos de /' y g' . 
f(x)g(x) 


79. h(x) = , 

/(x) + g(x) 

81. h(x) =f(g( sen4x)) 


80. hix) 


/to 

g(x) 


a) Graft que la funcion /(x) = x — 2 sen x en el rectangulo 
de vista [0, 8] por [ — 2, 8], 

b) ^Sobre que intervalo es mas grande la razon promedio de 
cambio: [1, 2] o [2, 3]? 

c) ^,En que valor de x es mas grande la razon de cambio 
instantanea: x = 2ox = 5? 

d) Compruebe sus estimaciones visuales del inciso c) 
calculando/'(x) y comparando los valores numericos de 
/'( 2) y/'(5). 

83. ^En que punto sobre la curva y = [ln(x + 4)] 2 es horizontal la 
recta tangente? 

84. a) Encuentre la ecuacion de la recta tangente a la curva y = e x , 

que es paralela a la recta x — 4y = 1 . 
b) Encuentre la ecuacion de la recta tangente a la curva y = e“ 
que pase por el origen. 

85. Halle la parabola y = ax 2 + bx + c que pasa por el punto 
(1, 4) y cuyas rectas tangentes enx=— lyx = 5 tienen 
pendientes 6 y —2, respectivamente. 

86 . La funcion C(t ) = K(e~ a ' — e~ bt ), donde a, b y K son constantes 
positivas y b > a, se usa para modelar la concentracion en el 
instante t de un medicamento que se inyecta en el torrente 
sangufneo. 

a) Demuestre que Km C(f) = 0. 

b) Encuentre C'(t), la rapidez con que el medicamento se 
disipa durante la circulacion. 

c) ^.Cuando esta rapidez es igual a 0? 

87. Una ecuacion de movimiento en la forma s = Ae a cos (cot + 8) 
representa la oscilacion amortiguada de un objeto. Encuentre 
la velocidad y la aceleracion del objeto. 

88 . Una partfcula se desplaza a lo largo de una recta 
horizontal de modo que su coordenada en el instante t 
es x = s/b 1 + c 2 t 2 , t 3= 0, donde bye son constantes 
positivas. 

a) Encuentre las funciones velocidad y aceleracion. 

b) Demuestre que la partfcula siempre se desplaza en 
direccion positiva. 

89. Una partfcula se desplaza sobre una recta vertical de manera 
que su ordenada en el instante t es y = t 3 — I2t + 3, t 3= 0. 

a) Encuentre las funciones velocidad y aceleracion. 

b) ^Cuando se mueve hacia arriba la partfcula y cuando se 
mueve hacia abajo? 

c) Halle la distancia recorrida por la partfcula en el intervalo 
de tiempo 0=S t =£ 3. 

d) Grafique las funciones posicion, velocidad y aceleracion 
para 0=S t =£ 3. 

e) ^Cuando la partfcula aumenta su rapidez? ^.Cuando 
disminuye su rapidez? 

90. El volumen de un cono recto circular es V = \irr 2 h , en 
donde r es el radio de la base y h es la altura. 

a) Halle la razon de cambio del volumen respecto a la altura 
si el radio es constante. 
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b) Encuentre la razon de cambio del volumen respecto al radio 
si la altura es constante. 

91. La masa de una parte de un alambre es x(l + sfx) kilogramos, 
donde x se mide en metros desde uno de los extremos del alambre. 
Encuentre la densidad lineal del alambre cuando r = 4m. 

92. El costo, en dolares, de producir x unidades de un cierto 
artfculo es 

C(x) = 920 + 2x - 0.02x 2 + 0.00007* 3 


100. Una esquiadora pasa por rampa, como la que se ilustra en la 
figura, con una rapidez de 30 pies/s. ^Que tan rapido se eleva 
cuando abandona la rampa? 

' 

I 4 pies 

H 15 pies -| 


a) Encuentre la funcion de costo marginal. 

b) Halle C'(100) y explique su significado. 

c) Compare C'(100) con el costo de producir el artfculo 101. 

93. Inicialmente, un cultivo de bacterias contiene 200 celulas y 
crecen con una razon proporcional a su tamano. Despues de 
media hora la poblacion se ha incrementado a 360 celulas. 

a) Encuentre el numero de bacterias despues de t horas. 

b) Calcule el numero de bacterias despues de 4 horas. 

c) Encuentre la rapidez de crecimiento despues de 4 horas. 

d) ^Cuando la poblacion alcanza 10000? 

94. El cobalto-60 tiene una vida media de 5.24 anos. 

a) Halle la masa que queda de una muestra de 100 mg despues 
de 20 anos. 

b) ^Cuanto tardarfa la masa en decaer a 1 mg? 

95. Sea C(t) la concentracion de un medicamento en el torrente 
sangufneo. Cuando el cuerpo elimina el medicamento, C(t) 
disminuye con una rapidez que es proporcional a la cantidad 
de medicamento que esta presente en el tiempo t. En estos 
terminos C'(t) = —kC(t), donde k es un numero positivo 
denominado constante de elimination del medicamento. 

a) Si Co es la concentracion en el tiempo t = 0, halle la 
concentracion en el tiempo t. 

b) Si el cuerpo elimina la mitad del medicamento en 30 horas, 
^cuanto tiempo le toma eliminar 90% del medicamento? 

96. Una taza con chocolate caliente tiene una temperatura de 
80 °C en una habitation que se mantiene en 20 °C. Despues 
de media hora, el chocolate caliente se enfrfa a 60 °C. 

a) ^Cual es la temperatura del chocolate despues de otra 
media hora. 

b) ^Cuando se enfriara el chocolate a 40 °C? 


101. El angulo de elevation del Sol decrece a razon de 0.25rad/h. 
^,Que tan rapido se incrementa la sombra de un edificio de 
400 pies de altura cuando el angulo de elevation del Sol es 77/6? 


53102. a) Encuentre la aproximacion lineal de f(x) = y/2 5 — x 2 
cerca de 3. 

b) Ilustre el inciso a) graficando/y la aproximacion lineal. 

c) ,-Para que valores de x es exacta la aproximacion lineal den- 
tro de 0.1? 


103. a) Halle la linealizacion de /(x) = -^1 + 3x en a = 0. 

Establezca la aproximacion lineal correspondiente y utilfcela 
para proporcionar un valor aproximado para -^1.03 . 

03 b) Determine los valores de x para los que la aproximacion 
lineal dada en el inciso a) sea exacta con una diferencia 
menor que 0.1. 


104. Evalue dy si y = x 3 — 2x 2 + 1, * = 2 y dx = 0.2. 

105. Una ventana tiene la forma de un cuadrado coronado por 
un semicfrculo. La base de la ventana se mide como si 
tuviera un ancho de 60 cm, con un posible error de 0.1 cm. 
Utilice diferenciales para estimar el maximo error posible 
al calcular el area de la ventana. 


106-108 Exprese el lfmite como una derivada en cada una de las 
siguientes funciones y evaluelo. 


106. 


lfm 

*-»i * — 1 


107. Km 

h^> 0 


V 16 4- h 
h 


2 


108. 


Km 

0 ,77/x 


cos 0 — 0.5 
0 - 77-/3 


97. El volumen de un cubo se incrementa a razon de 10cm 3 /min. 
^Que tan rapido se incrementa el area superficial cuando la 
longitud de un lado es de 30 cm? 

98. Un vaso de papel tiene la forma de un cono de altura igual a 
10 cm y radio de 3 cm (en la parte superior). Si el agua se 
vierte en el vaso a razon de 2 cm 3 / s, (,que tan rapido sube el 
nivel del agua cuando esta tiene 5 cm de profundidad? 

99. Un globo asciende con rapidez constante de 5 pies/s. Un nino 
va en bicicleta por un camino recto a una rapidez de 15 pies/s. 
Cuando pasa bajo el globo, este se halla a 45 pies arriba de el. 
<;,Que tan rapido se incrementa la distancia entre el nino y el 
globo 3 s mas tarde? 


109. 

110 . 

111 . 


\J 1 -I- tan * — y/l + sen* 

Evalue Km » 

Jt^O x 

Suponga que/es una funcion derivable tal que/(gf(x)) = x y 
fix) = 1 + [/(x)] 2 . Demuestre que g'{x) = 1/(1 + x 2 ). 

Encuentre/'(x) si se sabe que 


_d_ 

dx 


[/( 2*)] = x 2 


112. Demuestre que la longitud de la portion de cualquier recta 
tangente al astroide x 2/3 + y 2/3 = a 2/3 limitada por los ejes de 
coordenadas es constante. 


Problemas adicionales 



FIGURA 1 




Antes de trabajar en el ejemplo, cubra la solucion e intente resolverlo primero. 


x 2 y 


EJEMPLO 1 


( Cuantas rectas son tangentes a las dos parabolas y = — 1 
y = 1 + x 2 ? Calcule las coordenadas de los puntos en los cuales estas rectas tangentes 
tocan a las parabolas. 


SOLUCION Para entender este problema es esencial elaborar un esquema donde esten las 
parabolas y = 1 + x 2 (que es la parabola estandar y = x 2 desplazada una unidad hacia 
arriba) y y = — 1 — x 2 (la cual se obtiene al reflejar la primera parabola respecto al 
eje x). Si trata de dibujar una recta tangente para ambas parabolas, pronto descubrira que 
solo hay dos posibilidades, que se ilustran en la figura 1. 

Sea P un punto en el cual una de estas rectas tangentes toca la parabola superior y sea 
a su coordenada x. (Es muy importante elegir la notation para la incognita. Muy bien 
podia haber escogido b o c o x 0 o Xi, en lugar de a. Sin embargo, no se recomienda 
utilizar x en lugar de a porque se podria confundir con la variable x de la ecuacion de 
la parabola). Entonces, puesto que P esta en la parabola y = 1 + x 2 , su coordenada y 
debe ser 1 + a 2 . Debido a la simetria mostrada en la figura 1 , las coordenadas del 
punto Q donde la recta tangente toca a la parabola inferior deben ser ( —a , —(1 4- a 2 )). 

Para usar la informacion de que la recta es una tangente, iguale la pendiente de la 
recta PQ con la pendiente de la recta tangente en P. Asi, tiene que 


1 + a 2 

m PQ = 

a 


(-1 ~ a 2 ) 

{-a) 


1 + a 2 
a 


Si/(x) = 1 + x 2 , entonces la pendiente de la recta tangente en P es f'(a) = 2a. Por 
consiguiente, la condition que necesita aplicar es 


1 + a 2 
a 


2 a 


Al resolver esta ecuacion, tenemos 1 + a 2 = 2a 2 , por lo que a 1 = 1 ya - ±1. 
Por tanto, los puntos son (1, 2) y (—1, —2). Por simetria, los dos puntos restantes 
son (— 1, 2) y (1, -2). 


EJEMPLO 2 


solucion? 


■.Para cuales valores de c la ecuacion In x = cx 2 tiene exactamente una 


SOLUCION Uno de los principios mas importantes de la solucion de problemas es dibujar 
un diagrama, incluso si el problema, segiin se enuncia, no menciona en forma explicita una 
situation geometrica. Este problema puede formularse de nuevo en terminos geometricos 
como sigue: ^para cuales valores de c la curva y = In x intersecta la curva y = cx 2 exac- 
tamente en un punto? 

Empiece por trazar las graficas de y = In x y y = cx 2 para diversos valores de c. Se 
sabe que, para c ^ 0, y = cx 2 es una parabola que se abre hacia arriba si c > 0 y, hacia 
abajo, si c < 0. En la figura 2 se muestran las parabolas y = cx 2 para varios valores 
positivos de c. La mayor parte no se cruzan con y = In x y una la corta dos veces. 

Se tiene la sensation de que debe haber un valor de c (en alguna parte entre 0. 1 y 0.3) 
para el cual las curvas se cruzan exactamente una vez, como en la figura 3. 

Para hallar ese valor de c en particular, denote con a la coordenada x del punto 
lini co de intersection. En otras palabras, In a = ca 2 , de modo que a sea la solucion linica 
de la ecuacion dada. En la figura 2 las curvas solo se tocan, de modo que tienen 
una recta tangente comun cuando x = a. Esto signihca que las curvas 
y = In x y y = cx 2 tienen la misma pendiente cuando x = a. Por tanto, 


1 

— = 2 ca 
a 
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Resolviendo las ecuaciones In a = ca 2 y 1/a = 2 ca, se obtiene 


y 


o 



FIGURA4 



De donde, a = e 1/2 y 


2 1 

In a = ca = c • — 
2c 


2 


In a In e 1/2 1 

a 2 e 2e 


Para los valores negativos de c, tenemos la situacion que se ilustra en la figura 4: 
todas las parabolas y = cx 2 con valores negativos de c cruzan y = In x exactamente una 
vez. Y no olvide lo referente a c = 0. La curva y = Ox 2 = 0 es el eje x, el cual cruza 
y = In x exactamente una vez. 

Para resumir, los valores requeridos de c son c = 1/ (2e) y c =£ 0. 


1. Determine los puntos P y Q sobre la parabola y = 1 — x 2 de modo que el triangulo ABC for- 
mado por el eje x y las rectas tangentes en P y Q sea un triangulo equilatero. (Vease la figura.) 



FIGURA PARA EL PROBLEMA 1 


FH 2 . Determine el punto donde las curvas y = x 3 — 3x + 4 y y = 3(x 2 — x) son tangentes entre si; 
es decir, tienen una recta tangente comiin. Ilustre mediante la representacion grafica de ambas 
curvas y la recta tangente. 

3 . Demuestre que las rectas tangentes a la parabola y = ax 3 + bx + c en cualesquier dos puntos 
con coordenadas x iguales a p y q se cruzan en un punto cuya coordenada x esta a la mitad 
entre p y q. 

4 . Demuestre que 


d ( sen 2 jc cos 2 jc \ 

— 1- = -cos 2x 

dx \ l + cot x 1 + tan x J 


5 . Si f(x) = lfm , encuentre el valor de f'{ 7t/4). 

t-+x t - X 

6. Encuentre los valores de las constantes ay b tales que 


lfm 


yjax + b 
x 


2 


_ 5 _ 

12 


7. Demuestre que sen '(tanh x) = tan '(senh x). 


Se requiere calculadora graficadora o computadora 
SAC Se requiere sistema algebraico computarizado 
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FIGURA PARA EL PROBLEMA 8 



FIGURA PARA EL PROBLEMA 13 


8 . Un automovil viaja por la noche por una carretera que tiene forma de parabola con vertice en 
el origen (vease la figura) . El automovil parte del punto 100 m al oeste y 100 m al norte del 
origen, y se desplaza en una direccion hacia el este. Hay una estatua localizada 100 m al este y 
50 m al norte del origen. ^,En que punto de la carretera los faros del vehiculo iluminaran a la 
estatua? 

d" 

9. Demuestre que — — (sen 4 jc + cos 4 x) = 4" 1 cos(4v + mr/2). 

dx 

10. Determine la n-esima derivada de la funcion/fr) = x"/(\ — x). 

11. En la figure se muestra una circunferencia con radio 1 inscrita en la parabola y = x 1 . Encuentre 
el centra de la circunferencia. 



12. Si/es derivable en a, donde a > 0, evalue el siguiente limite en terminos d ef'(a): 


h'm 

x^>a 


/(-*) -/(«) 
yfx ~ yfa 


13. En la figure se muestra una rueda giratoria con radio de 40 cm y una leva AP de longitud 1 .2 m. 
El pasador P se desliza hacia atras y hacia adelante, a lo largo del eje x, conforme la rueda 
gira en sentido contrario a las manecillas del reloj, con una rapidez de 360 revoluciones 

por minuto. 

a) Encuentre la velocidad angular de la leva, da/dt , en radianes por segundo, cuando 
8 = tt/3. 

b) Exprese la distancia x = | OP |, en terminos de 0. 

c) Halle una expresion para la velocidad del pasador P, en terminos de 6. 

14. Se trazan las rectas tangentes 7i y T 2 en los dos puntos Pi y P 2 sobre la parabola y = x 1 y se 
cruzan en un punto P. Se traza otra recta tangente T en un punto entre P 1 y P 2 ; esta cruza 7) en 
Qi y T 2 en Q 2 . Demuestre que 


\PQA \PQA 

\ppi\ \pp 2 \ 


15. Demuestre que 


d" 

— - (e ax sen bx) = r"e ax sen {bx + nd ) 


donde ay b son numeros positivos, r 2 = a 2 + b 2 , y 6 = tan '(b/a). 


g senx _ j 

16. Evalue lfm 

X ~ 77 
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17. Sean Ty Nias rectas tangente y normal a la elipse x 2 /9 + y 2 /4 = 1 en cualquier punto P de 
esta en el primer cuadrante. Sean x T y >v las intersecciones de T con los ejes x y y, y x N y y« las 
intersecciones de /V. Conforme P se mueve a lo largo de la elipse en el primer cuadrante (pero 
no sobre los ejes), ^que valores pueden adoptar x T , yr, x N y y»? En primer lugar, intente intuir 
las respuestas con solo mirar la figura. A continuation, utilice el Calculo para resolver el pro- 
blema y vea que tan buena es su intuition. 



18. E value lfm 

x—>0 


sen(3 + x) 2 — sen 9 
x 


19 . a) Use la identidad para tan(x — y) [vease la ecuacion 14b) del apendice D] para demostrar 
que si dos rectas Li y L 2 se intersecan en un angulo a, entonces 


— nti 

tan a = 

1 4- m\m2 

donde ni\ y m 2 son las pendientes de L\ y L 2 , respectivamente. 

b) El angulo entre las curvas Cj y C 2 en un punto de intersection se define como 
el angulo entre las rectas tangentes a Cj y C 2 en P (si estas rectas tangentes existen). 

Use el inciso a) para hallar, correcto hasta el grado mas cercano, el angulo entre cada 
par de curvas en cada punto de intersection. 

i) y = x 2 y y = (x — 2) 2 

ii) x 2 — y 2 = 3 y x 2 - 4x + y 1 + 3 = 0 

20 . Sea P(xi, yi) un punto sobre la parabola v 2 = 4 px con foco F(p, 0). Sea a el angulo entre 
la parabola y el segmento rectilmeo FP, y sea /3 el angulo entre la recta horizontal y = y 2 
y la parabola, como en la figura. Demuestre que a = fi. (De modo que, por un principio de 
optica geometrica, la luz proveniente de una fuente colocada en F se reflejara a lo largo 
de una recta paralela al eje x. Esto explica por que los paraboloides , las superficies que se 
obtienen al hacer girar las parabolas sobre sus ejes, se emplean como la forma de algunos 
faros delanteros de automoviles y espejos para telescopios). 
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FIGURA PARA EL PROBLEMA 21 


21. Suponga que remplaza el espejo parabolico que aparece en el problema 20 con un espejo 
esferico. Aunque el espejo no tiene foco, puede demostrar la existencia de un foco aproximado. 
En la figura, C es un semicirculo con centro O. Un rayo de luz que llega hacia el espejo 
paralelo al eje a lo largo de la recta PQ se reflejara hacia el punto R sobre el eje, de modo 

que /-PQO = /-OQR (el angulo de incidencia es igual al angulo de reflexion). ^Que sucede 
con el punto R a medida que P se lleva cada vez mas cerca al eje? 

22. Si/y g son funciones derivables con/(0) = g{ 0) = 0 y g' (0)¥= 0, demuestre que 

,, nx) m 

g(x) m 


23. 

[sac] 24. 


sen(a + 2x) — 2 sen(a + x) + sen a 

Evalue lim , 

x 

a) La funcion cubica/(x) = x(x — 2)(x — 6) tiene tres ceros distintos: 0, 2 y 6. Grafique 
fy sus rectas tangentes en el promedio de cada par de ceros. ^Que observa? 


b) Suponga que la funcion cubica/(x) = (x — a)(x — b)(x — c ) tiene tres ceros diferentes: 
a, by c. Pruebe, con ayuda de un sistema algebraico computarizado, que una recta 
tangente dibujada en el promedio de los ceros ay b interseca la grafica de/en el 
tercer cero. 


25. ^Para que valor de k la ecuacion e lx = ky[x tiene exactamente una solucion? 

26. ,-Para que numeros positivos a se cumple que a x 3 s 1 + x para toda x? 

27. Si 


x 2 sen x 

y — . r arctan . 

y/a 2 — 1 xja 2 — 1 a + y/a 2 — 1 + cos x 


demuestre que y' = . 

a + cos x 

28. Dada una elipse x 2 /a 2 + y 2 /b 2 = 1, donde a ¥> b, encuentre la ecuacion de todo el conjunto 
de puntos a partir de los cuales hay dos rectas tangentes a la curva cuyas pendientes son 

a) reciprocos y b) recfprocos negativos. 

29. Encuentre los dos puntos sobre la curva y = x 4 — 2x 2 — x que tienen una recta tangente en 
comun. 

30. Suponga que tres puntos sobre la parabola y = x 2 tienen la propiedad de que sus rectas 
normales se cruzan en un punto comun. Demuestre que la suma de sus coordenadas x es cero. 

31. Un punto de reticulado sobre el piano es un punto con coordenadas enteras. Suponga que se 
dibujan circunferencias con radio r usando todos los puntos reticulados como centres. 
Encuentre el valor mas pequeno de r tal que cualquier recta con pendiente | cruce alguna 
de estas circunferencias. 

32. Un cono de radio r centimetres y altura h centimetres se introduce por la punta con una 
rapidez de 1 cm/s en un cilindro alto de radio R centimetres que contiene una parte de agua. 
^Que tan rapido sube el nivel del agua en el instante en que el cono esta totalmente sumergido? 

33. Un recipiente en forma de cono invertido tiene una altura de 16 cm y su radio mide 5 cm en 
la parte superior. Esta lleno en parte con un liquido que escurre por los lados con una rapidez 
proporcional al area del recipiente que esta en contacto con el liquido. [El area superficial de 
un cono es t rrl, donde r es el radio y / es la altura inclinada.] Si vierte liquido en el recipiente 
a razon de 2cm 3 /min, entonces la altura del liquido disminuye a razon de 0.3cm/min cuando 
la altura es de 10cm. Si el objetivo es mantener el liquido a una altura constante de 10cm, 

que rapidez debe verter liquido al recipiente? 
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Aplicaciones de la derivada 
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El calculo que usted aprendera en este capitulo le permitira explicar la posicion del 
arcofris en el cielo y por que los colores del arcofris secundario aparecen en el orden 
invertido a las del arcofris primario. (Vease el proyecto de las paginas 282-283.) 


Ya hemos investigado algunas de las aplicaciones de la derivada, pero ahora que conocemos las 
reglas de derivation nos encontramos en mejor posicion para continuar con mayor profundidad 
con las aplicaciones de la derivada. Aquf aprenderemos como la derivada afecta la forma de una 
grafica de una funcion y, particularmente, como ayuda a localizar valores maximos y mfnimos de 
funciones. En la practica muchos problemas exigen minimizar un costo o maximizar un area, o 
bien, encontrar el mejor resultado posible para una situation. En particular, seremos capaces de 
investigar la forma optima de una lata y explicar la ubicacion de los arcofris en el cielo. 
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4.1 


Valores maximos y rmnimos 


Algunas de las aplicaciones mas importantes del calculo diferencial son los problemas de 
optimization, en los cuales se requiere encontrar la manera optima (la mejor) para hacer 
algo. Algunos ejemplos de los problemas que resolveremos en este capftulo son. 

■ ( ',Cual debe ser la forma de una lata que minimice los costos de fabricacion? 

■ ( ',Cual es la aceleracion maxima de un trasbordador espacial? (Esta es una 
importante pregunta para los astronautas que tienen que soportar los efectos de 
la aceleracion.) 

■ (-.Cual es el radio de una traquea contraida que expele aire del modo mas rapido 
al toser? 

■ (-Que angulo deben formar los vasos sangumeos al ramificarse, de modo que se 
minimice la energia consumida por el corazon al bombear la sangre? 



FIGURA 1 



FIGURA2 

Mmimo absoluto f(a), maximo absoluto 
f(d), rmnimos locales f(c), f(e), maxi- 
mos locales f(b), f(d) 
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FIGURA 3 


Estos problemas pueden reducirse a encontrar los valores maximo o mmimo de una fun- 
cion. Para empezar, primero explicaremos exactamente lo que son estos valores. 

En la figura 1, se muestra la grafica de una funcion en la que el punto mas alto es 
(3, 5). En otras palabras, el valor mas grande de/es/(3) = 5. Por otro lado, el valor mas 
pequeno es/(6) = 2. Decimos que/(3) = 5 es el maximo absoluto de/y/(6) = 2 es el 
mmimo absoluto. En general, usamos la siguiente definicion: 


|T| Definicion Sea c un numero en el dominio D de una funcion/ Entonces/(c) es el 

■ valor maximo absoluto de/sobre D si /(c) f(x) para toda x en D. 

■ valor mmimo absoluto de/sobre D si /(c) ss fix) para toda x en D. 


Un maximo o mmimo absolutos se les llama a veces maximo o mmimo global. Los 
valores maximo y mmimo de / se llaman valores extremos de /. 

La figura 2 muestra la grafica de una funcion/con maximo absoluto en x — d y mmimo 
absoluto en x = a. Observe que ( d,f(d )) es el punto mas alto sobre la grafica y ( a,f(a )) 
es el punto mas bajo. En la figura 2, si consideramos solo valores de x cercanos a b [p. ej 
si restringimos nuestra atencion al intervalo (a, c)], entonces f(b) es el mas grande de estos 
valores de/(x) y se llama valor maximo local de/. Por otro lado,/(c) se llama valor mmi- 
mo local de/porque/(c) sS fix ) para x cercana a c [en el intervalo (b, d), por ejemplo]. 
La funcion / tambien tiene un mmimo local en x = e. En general, tenemos la siguiente 
definicion. 


2 


Definicion 


El numero /(c) es un 


■ valor maximo local de/si/(c) 3* fix) cuando x esta cerca de c. 

■ valor mmimo local de/si/(c) =£/(x) cuando x esta cerca de c. 


En la definicion 2 (y en otros lugares), si decimos que algo es cierto cerca de c, quere- 
mos decir que es cierto en algun intervalo abierto que contiene a c. Por ejemplo, en la 
figura 3 vemos que /(4) = 5 es un mmimo local porque es el menor valor de /en el inter- 
valo I. No es el mmimo absoluto porque /(x) tiene valores menores cuando x esta cerca de 
12 (en el intervalo de K, por ejemplo). De hecho/(12) = 3 es un minimo local y el minimo 
absoluto. De modo similar, /( 8) = 7 es un maximo local, pero no el maximo absoluto 
porque /toma valores mas grandes cerca de 1. 
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FIGURA 4 

Valor mmimo = 0. No hay maximo 


FIGURA 5 

No hay mmimo ni maximo 


y 


(-1,37) y = 3x 4 — 16x 3 + 18x 2 



(3,-27) 

FIGURA 6 


EJEMPLO 1 


La funcion /(x) = cos x toma su valor maximo (local y absolute) igual 
a 1, infinitas veces, ya que cos 2mr = 1 para cualquier entero n y — 1 =£ cos x s£ 1 
para todo x. Del mismo modo, cos (2 n + l)7r = — 1 es su valor mmimo, donde n es 
cualquier entero. 


EJEMPLO 2 


Si/(x) = x 2 , entonces f(x) 2=/( 0) porque x 2 5* 0 para toda x. Por tanto, 
/( 0) — 0 es el valor mmimo absoluto (y local) de /. Esto corresponde al hecho 
de que el origen es el punto mas bajo sobre la parabola y = x 2 . (Vease la figura 4.) 
Sin embargo, no existe el punto mas alto sobre la parabola, por lo que esta funcion 
no tiene valor maximo. 


EJEMPLO 3 


En la grafica de la funcion /(x) 
que no tiene valor maximo absoluto ni valor 
valores extremos locales. 


= x 3 , que se muestra en la figura 5, se ve 
mmimo absoluto. De hecho, tampoco posee 



EJEMPLO 4 


La grafica de la funcion 


f(x) = 3x 4 — 16x 3 + 18x 2 —1 =£ x =£ 4 

se muestra en la figura 6. Podemos observar que/(l) = 5 es un maximo local, en tanto que el 
maximo absoluto es/(— 1) = 37. (Este maximo absoluto no es un maximo local porque 
se presenta en un punto extremo.) Asimismo,/(0) = 0 es un mmimo local y/(3) = —21 
es un mmimo tanto local como absoluto. Observe que /no tiene valor local ni maximo 
absoluto en x = 4. 


Hemos visto que algunas funciones tienen valores extremos, mientras que otras no. 
En el teorema siguiente se dan las condiciones con que se garantiza que una funcion posea 
valores extremos. 


3 Teorema del valor extremo Si / es continua sobre un intervalo cerrado [a, b], 
entonces /alcanza un valor maximo absoluto /(c) y un valor mmimo absoluto f(d) en 
algunos numeros c y d en [«, h\. 


En la figura 7 se ilustra el teorema del valor extremo. Observe que un valor extremo se 
puede tomar mas de una vez. Aun cuando el teorema del valor extremo es muy aceptable 
a nivel intuitivo, su demostracion es diffcil, por consiguiente, se omite. 





FIGURA 7 
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y 


(c, f(c)) 



O c d X 


FIGURA 10 


Fermat 

El teorema de Fermat Neva ese nombre en 
honor de Pierre Fermat (1 601 -1 665), tin abogado 
trances que tomo a las matematicas como un 
pasatiempo. A pesar de su condicion de aficio- 
nado, Fermat fue uno de los dos inventores de 
la geometrfa analftica (Descartes fue el otro). 
Sus metodos para hallar rectas tangentes a las 
curvas y valores maximos y minimos (antes de 
la invencion del Ifmite y de las derivadas) lo 
hicieron un precursor de Newton en la creacion 
del Calculo Diferencial. 


En las figuras 8 y 9 se muestra que una funcion no tiene que poseer valores extremos si 
no se satisface cualquiera de las dos hipotesis (continuidad o intervalo cerrado) del teore- 
ma del valor extremo. 




FIGURA 8 

Esta function tiene un valor mfnimo 
f(2) = 0, pero no tiene valor maximo. 


FIGURA 9 

Esta function continua g 
no tiene maximo ni mi'nimo. 


La funcion/, cuya grafica se muestra en la figura 8, esta definida sobre el intervalo 
cerrado [0, 2], pero no tiene valor maximo. (Observe que el rango de/es [0, 3). La funcion 
toma valores arbitrariamente cercanos a 3, pero nunca alcanza el valor 3.) Esto no contra- 
dice el teorema del valor extremo porque / no es continua. [Sin embargo, una funcion 
discontinua pudiera tener valores maximo y mfnimo. Vease el ejercicio 13b.] 

La funcion g que se muestra en la figura 9 es continua sobre el intervalo abierto (0, 2), 
pero no tiene valor maximo ni mfnimo. [El rango de g es (1, °°). La funcion toma valores 
arbitrariamente grandes.] Esto no contradice el teorema del valor extremo porque el inter- 
valo (0, 2) no es cerrado. 

El teorema del valor extremo seflala que una funcion continua sobre un intervalo cerra- 
do tiene un valor maximo y uno mfnimo, pero no indica como hallarlos. Empecemos por 
buscar valores extremos locales. 

En la figura 10 se muestra la grafica de una funcion /con un maximo local en x = c y 
un mfnimo local en x = d. Parece que en los puntos maximo y mfnimo la recta tangente 
es horizontal y, por consiguiente, tiene pendiente 0. Sabemos que la derivada es la pendien- 
te de la recta tangente, de modo que parece que /'(c) = 0 y /'(</) = 0. En el teorema 
siguiente se afirma que esto siempre se cumple para las funciones derivables. 


|~4~| Teorema de Fermat Si/tiene un maximo o un mfnimo local en x = c, y si /'(c) 
existe, entonces/'(c) = 0 


DEM0STRACI0N Para la consideration de la conclusion, suponga que/tiene un maximo 
local enx = c. Entonces, segun la definicion 2, /(c) 5* fix) si x es suficientemente cercana 
a c. Esto implica que, si h esta lo suficiente cerca de 0 y es positiva o negativa, entonces 

/(c) S=/(c + h) 


y, por consiguiente, 

I] f(c + h) - /(c) « 0 


Podemos dividir ambos lados de la desigualdad entre un ruimero positivo. Asf, si h > 0 y 
h es suficientemente pequena, tenemos 

f(c + h) - /(c ) < 
h 
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FIGURA 11 

Si f(x) = x 3 , entonces /'( 0) = 0, 
pero / no tiene maximo ni minimo. 



FIGURA 12 

Si f(x) = | x |, entonces f(0) = 0 es un 
valor minimo, pero /'( 0) no existe. 


Tomando el limite por la derecha de ambos lados de la desigualdad (utilizando el 
teorema 2.3.2), obtenemos 


11m 

/!-> 0 + 


f(c + h) - f(c) 
h 


Km 0 = 0 

h^>0+ 


Pero, dado que/'(c) existe, tenemos 


ru , „ f( c + h) — /(c) f(c + h)-f{c) 

f (c) = lim = lim 

h—>0 ll o+ h 


y con esto se demuestra que /'(c) =£ 0. 

Si h < 0, entonces la direction de la desigualdad [5] se invierte cuando dividimos por h : 


f(c + h) ~ f(c ) 

h 


h < 0 


Asi que tomando el limite por la izquierda, tenemos 

/'(c) - Km /<C + k) - fic) - lim 3 , 0 

h^O- h h-^0- / ? 

Ya hemos mostrado que /'(c) 5= 0 y tambien que /'(c) =£ 0. Puesto que ambas 
desigualdades deben ser verdaderas, la unica posibilidad es que /'(c) = 0. 

Ya hemos demostrado el teorema de Fermat para el caso de un maximo local. El caso 
de un mi'nimo local puede demostrarse de modo similar, o bien, puede usar el ejercicio 
76 para deducirlo del caso que ya ha demostrado (vease el ejercicio 77). 

Los ejemplos siguientes advierten contra la interpretacion excesiva del teorema de 
Fermat. No podemos esperar localizar valores extremos haciendo simplcmcnte f'(x) = 0 
y resolviendo para x. 


EJEMPL0 5 


Si/(x) = x 3 , entonces /'(x) = 3x 2 , de modo que/'(0) = 0. Pero /no tiene 
maximo o mmimo en x = 0, como puede ver en la grafica de la figura 1 1 . (0 bien, observe 
que x 3 > 0 para x > 0, pero x 3 < 0 para x < 0. El hecho de que/'(0) = 0 solo significa que 
la curva y = x 3 tiene una recta tangente horizontal en (0, 0). En lugar de tener un maximo 
o un minimo en (0, 0), alii cruza la curva su recta tangente horizontal. 


EJEMPL0 6 


La funcion/(x) = | x | muestra un valor minimo (local y absoluto) en 
x = 0, pero ese valor no puede determinarse haciendo /'(x) = 0 porque, como ya se 
demostro en el ejemplo 5 de la seccion 2.8, /'(0) no existe (vease la figura 12). 


PRECAUCION Los ejemplos 5 y 6 demuestran que debe ser cuidadoso al aplicar el 
teorema de Fermat. El ejemplo 5 demuestra que aun cuando /'(c) = 0, no necesariamente 
hay un maximo o un minimo en x = c. (En otras palabras, el inverso del teorema de Fermat 
es en general falso.) Ademas, podria haber un valor extremo aun cuando /'(c) no exista, 
(como en el ejemplo 6). 

El teorema de Fermat sugiere en realidad que, por lo menos, debe empezar a buscar los 
valores extremos de/en los numeros x = c, donde/'(c) = Oo donde/'(c) no existe. 
Estos numeros reciben un nombre especial. 


|~6~| Definicion Un numero critico de una funcion/es un numero x = c en el domi- 
nio de/tal que /'(c) = 0 o /'(c) no existe. 






278 CAPITULO 4 APLICACIONES DE LA DERIVADA 


En la figura 13 hay una grafica de la funcion/del 
ejemplo 7, que apoya nuestra respuesta, porque 
hay una recta tangente horizontal cuando x = 1 .5 
y una recta tangente vertical cuando x = (). 


3.5 



-2 

FIGURA 13 


□ 


EJEMPLO 7 


Encuentre los numeros crfticos de f(x) = x 3/5 (4 — x ). 


SOLUCION La regia del producto nos da 


f'(x) = x 3/5 (-l) + (4 - x)(fx 2/5 ) = -x 3/s + 3 ^ 2 / 5 ^ 

— 5x + 3(4 — x) 12 — 8x 

= 5^ 5x 2/s 


[Se obtienen los mismos valores escribiendo primero/(x) = 4x 3/5 — x 8/5 .] Asi que/'(x) = 0 
si 12 — 8x = 0; es decir x = \ y/'(x) no existe cuando x = 0. Por tanto, los numeros 
crfticos son l y 0. 

En terminos de numeros crfticos, el teorema de Fermat puede replantearse como sigue 
(compare la definicion 6 con el teorema 4): 


p7~| Si / tiene un maximo o un mi'nimo local en x = c, entonces c es un numero 
critico de/. 


Para hallar un maximo o un mi'nimo absolutos de una funcion continua sobre un 
intervalo cerrado, observe que o es un extremo local [en cuyo caso, por \T\, se presenta en 
un numero critico] o se presenta en uno de los puntos extremos del intervalo. De este 
modo, el siguiente procedimiento de tres pasos siempre funciona. 


Metodo del intervalo cerrado Para hallar los valores maximo y minimo absolutos de 
una funcion continua /sobre un intervalo cerrado [a, b\: 

1. Encuentre los valores de/en los numeros crfticos de/en (a, b). 

2. Halle los valores de/en los puntos extremos del intervalo. 

3. El mas grande de los valores de los pasos 1 y 2 es el valor maximo absoluto; el mas 
pequeno, el valor minimo absoluto. 


□ 


EJEMPLO 8 


Encuentre los valores absolutos maximo y minimo de la funcion 


f{x) = x 3 — 3x 2 +1 — \ =£ x 4 

Dado que/es continua sobre [— 4], podemos utilizar el teorema del 
intervalo cerrado: 


/(x) = x 3 — 3x 2 + 1 
/'(x) = 3x 2 — 6x = 3x(x — 2) 

Puesto que/'(x) existe para todax, los unicos valores crfticos de/ocurren cuando 
/'(x) = 0; esto es, en x = 0 o x = 2. Observe que cada uno de estos numeros crfticos 
esta en el intervalo (— 4). Los valores de/en estos numeros crfticos son 

/(0) = 1 /( 2) = -3 

Los valores de/en los puntos extremos del intervalo son 

/H) = s /(4) = 17 

Comparando estos cuatro numeros, vemos que el valor maximo absoluto es/(4) = 17 y 
el valor minimo absoluto es/(2) = — 3. 







NASA 
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FIGURA 14 


8 



FIGURA 15 


Tenga en cuenta que, en este ejemplo, el maximo absoluto ocurre en un extremo del 
intervalo, mientras que el minimo absoluto ocurre en un numero crftico. La grafica de/ 
se esboza en la figura 14. 


Si tiene una calculadora graficadora o una computadora con software de graficos, es 
posible estimar los valores maximos y mi'nimos muy facilmente. Pero, como se muestra en 
el ejemplo siguiente, es necesario el calculo para encontrar los valores exactos. 


EJEMPLO 9 


a) Utilice un dispositivo de graficos para estimar los valores minimo y maximo 
absolutos de la funcion /(/) = x — 2 sen x, para 0 x s£ 2tt. 

b) Utilice el calculo para encontrar los valores maximo y minimo exactos. 

SOLUCION 

a) La figura 15 muestra la grafica de /en el rectangulo de vista de [0, 27t] por [—1, 8], 
Moviendo el cursor cerca del punto maximo, vemos que las coordenadas y no cambian 
mucho en las proximidades del maximo. El valor maximo absoluto es aproximadamente 
6.97 y ocurre cuando x ~ 5.2. Del mismo modo, moviendo el cursor cerca al punto 
minimo, vemos que el valor minimo absoluto es alrededor de —0.68 y se produce 
cuando x ~ 1.0. Es posible obtener estimaciones mas precisas al hacer acercamientos 
hacia los puntos maximos y minimos; pero, en vez de esto, utilizaremos el calculo. 

b) La func ion f(x) = x — 2 sen x es continua en [0, 27r], Debido a que/' (A) =1—2 cos x, 
tenemos que/'(x) = 0 cuando cos x — { y esto ocurre cuando x = 77-/3 o bien 5tt/3. 
Los valores de/en estos numeros crfticos son 

/(tt/ 3) =f ~2senf = f -V3 ~ -0.684853 


, „ 577 577 577 /— 

y /( 577/3) = — - 2 sen — = — + V3 - 6.968039 

Los valores de/en los puntos extremos son 


/( 0) = 0 y /(2t7) = 2tt * 6.28 

Comparando estos cuatro numeros y utilizando el metodo del intervalo cerrado, 
vemos que el valor minimo absoluto es /(-tt/ 3) = tt/3 — 3~ y el maximo valor 

absoluto es f (5 n/3) = 5 77/ 3 + -J 3 . Los valores del inciso a) sirven para verificar 
nuestro resultado. 



EJEMPLO 10 


El telescopio espacial Hubble fue puesto en operation el 24 de abril 
de 1990, por el transbordador espacial Discovery. Un modelo para la velocidad del 
transbordador durante esta mision, desde el lanzamiento en t = 0 hasta que los cohetes 
auxiliares de combustible solido se desprenden en / = 126 s, esta dado por 


v(t) = 0.001302f 3 - 0.09029/ 2 + 23.61* - 3.083 

(en pies por segundo). Con este modelo, estime los valores maximo y minimo absolutos 
de la aceleracion del transbordador entre el despegue y el desprendimiento de los cohetes 
auxiliares. 

SOLUCION No de la funcion velocidad dada, se nos pide hallar los valores extremos, 
sino de la funcion aceleracion. Asi que primero tenemos que derivar para encontrar la 
aceleracion: 


a(t ) = v'(t) 


— (0.001302* 3 - 0 .09029 f 2 + 23.61/ - 3.083) 
dt 


= 0.003906; 2 - 0.18058r + 23.61 
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Ahora aplicamos el metodo del intervalo cerrado a la funcion continua a en el intervalo 
0 =£ t < 126. Su derivada es 


a'(t) = 0.007812? - 0.18058 
El unico numero crftico ocurre cuando a'(?) = 0: 


0.18058 

0.007812 


23.12 


Evaluando a(t) en el numero crftico y en los puntos extremos del intervalo, tenemos 
a( 0) = 23.61 a(ti) « 21.52 a(126) « 62.87 

Asf que la aceleracion maxima es aproximadamente 62.87 pies/s 2 , y la aceleracion 
minima es aproximadamente 2 1.52 pies/s 2 . 


4.1 


Ejercicios 


1. Explique la diferencia entre un mfnimo absoluto y un mfnimo 
local. 

2. Supongamos que/es una funcion continua definida sobre un 
intervalo cerrado [a, £>]. 

a) iQue teorema garantiza la existencia de un valor maximo 
absoluto y un valor mfnimo absoluto de/? 

b) ?,Que pasos darfa para encontrar los valores maximo y 
mfnimo? 

3-4 Para cada uno de los numeros a, b, c,d,r y s, indique si la funcion 
cuya grafica se muestra, tiene un maximo o mfnimo absolutos, 
un maximo o mfnimo locales, o ni un maximo ni un mfnimo. 




5-6 Utilice la grafica para establecer los valores maximos y mfnimos 
absolutos y locales de la funcion. 




7-10 Esboce la grafica de una funcion /que es continua sobre [1, 5] 
y tiene las propiedades dadas. 

7. Mfnimo absoluto en 2, maximo absoluto en 3, mfnimo local 
en 4. 

8 . Mfnimo absoluto en 1, maximo absoluto en 5, maximo local 
en 2, mfnimo local en 4. 

9. Maximo absoluto en 5, mfnimo absoluto en 2, maximo local 
en 3, mfnimos locales en 2 y 4. 

10. /no tiene mfnimo ni maximo locales, pero 2 y 4 son numeros 
crfticos. 


11. a) Esboce la grafica de una funcion que tiene un maximo local 

en 2 y es derivable en 2. 

b) Esboce la grafica de una funcion que tiene un maximo local 
en 2 y es continua, pero no derivable, en 2. 

c) Esboce la grafica de una funcion que tiene un maximo local 
en 2 y no es continua en 2. 

12. a) Esboce la grafica de una funcion sobre [—1,2] que tiene 

un maximo absoluto, pero no maximo local, 
b) Esboce la grafica de una funcion sobre [—1,2] que tiene 
un maximo local, pero no maximo absoluto. 

13. a) Esboce la grafica de una funcion sobre [—1,2] que tiene 

un maximo absoluto, pero no mfnimo absoluto. 
b) Esboce la grafica de una funcion sobre [—1,2] que es 
discontinua, pero que no tiene maximo absoluto ni mfnimo 
absoluto. 

14. a) Esboce la grafica de una funcion que tiene dos maximos 

locales, un mfnimo local y no tiene mfnimo absoluto. 
b) Esboce la grafica de una funcion que tiene tres mfnimos 
locales, dos maximos locales y siete numeros crfticos. 


Se requiere calculadora graficadora o computadora 


1. Tareas sugeridas disponibles en stewartcalculus.com 
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15-28 Trace a mano la grafica defy utilicela para encontrar los 
valores maximos y mmimos, absolutos y locales de /. (Utilice las 
graficas y transformaciones de las secciones 1.2 y 1.3.) 

15. f(x) = j(3x - 1), x « 3 

16. f(x) = 2 - fx, x & -2 

17. f(x) = 1/x, x ^ 1 

18. /(x) = l/x, 1 < x < 3 

19. fix) = sen x, 0 ^ x < tt/2 

20 . fix) = sen x, 0 < x « tt/2 

21. fix) = senx, — 7 t/ 2 «£ x =S ir/2 

22. fit) = cos f, — 37r/2 ^ f ^ 3ir/2 


23. fix) = In x, 0 < x =S 2 

24. /(x) = | x 

25. fix) = 1 - yfx 

26. /(x) = e x 


27. /(x) 


J 1 — x si 0 =S x < 2 
[2x — 4 si 2 =S x =s 3 


28. fix) 


4 — x 2 si — 2 =S x < 0 

2x — 1 si 0 =£ x =£ 2 


50. fix) = x 3 — 6x 2 + 5, [—3, 5] 

51. fix) = 3x 4 - 4x 3 - 12x 2 + 1, [-2, 3] 

52. fix) = (x 2 - l) 3 , [-1,2] 

53. /(x) * x + — , [0.2,4] 

x 

54. .fix) = 2 * [0,3] 

x — x + 1 

55. /(*) = rV4^, [-1,2] 

56. /(t) = v^(8 — t), [0,8] 

57. fit) = 2 cos t + sen 2 f, [0, 7r/2] 

58. fit) = t + cot(f/2), [77/4,7-77/4] 

59 . fix) = xe * 2/ \ [-1,4] 

60. fix) = x — lnx, [j, 2] 

61. fix) = ln(x 2 + x + 1), [ — 1, 1] 

62. fix) = x — 2 tan~*x, [0, 4] 


63. Si a y b son numeros positivos, encuentre el valor maximo de 
f(x) = xTI ~ x)\ 0«x« 1. 

03 64. Utilice una grafica para estimar los numeros criticos de 

fix) = | x 3 — 3x 2 + 2 | con una aproximacion de un decimal. 

03 65-68 


29-44 Encuentre los numeros criticos de la funcion. 


29. fix) = 4 + ]x — yX 2 
31. fix) = 2x 3 — 3x 2 — 36x 
33. git) = t 4 + f 3 + t 2 + 1 

35 - 9iy) = — ^TT 

37. hit) = t 3/4 - 2 7 1/4 
39. Fix) = x 4/5 (x - 4) 2 
41. fid) = 2 cos 0 + sen 2 d 
43. fix) = x 2 e~ 3x 


30. fix) = x 3 + 6x 2 — 15x 
32. fix) = 2x 3 + x 2 + 2x 


36. hip) = 


40. gi6) = 49 - tan 9 
42. h)t) = 3 1 — arcsen t 
44. fix) = x 2 lnx 


a) Utilice una grafica para estimar los valores maximo y minimo 
absolutos de la funcion con una aproximacion de dos decimales. 

b) Por medio del calculo encuentre los valores maximo y minimo 
exactos. 



65. fix) = x 

\3t - 4\ 

P ~ 1 

66. fix) = e 

p 2 + 4 

67. fix) = x 

x 1/3 - x- 2/3 

68. fix) = x 


69. Entre 0 °C y 30 °C, el volumen V (en centimetres cubicos) de 
1 kg de agua a una temperatura T, esta dado aproximadamente 
por la formula 


03 45-46 Se da la formula para la derivada de una funcion/. ^Cuantos 
numeros criticos dene/? 

1 . 100 cos 2 x 

45. fix) = 5e~ 01|,| sen x - 1 46. fix) = 7- - 1 

J 10 + x 2 


47-62 Encuentre los valores maximo absoluto y minimo absoluto 
de/sobre el intervalo dado. 

47. fix) = 12 + 4x - x 2 , [0. 5] 

48. fix) = 5 + 54x - 2x 3 , [0, 4] 

49. fix) = 2x 3 - 3x 2 - 12x + 1, [-2, 3] 


V = 999.87 - 0.06426 T + 0.0085043T 2 - 0.0000679T 3 

Encuentre la temperatura a la cual el agua tiene su densidad 
maxima. 

70. Un objeto con peso W es arrastrado a lo largo de un piano 
horizontal por una fuerza que actua a traves de una cuerda 
atada al objeto. Si la cuerda forma un angulo 9 con el piano, 
entonces la magnitud de la fuerza es 

F = 

p sen 9 + cos 6 

donde p es una constante positiva llamada el coeficiente de 
friction y donde 0 =£ 9 =£ 77/2. Demuestre que F es minimizada 
cuando tan 9 = p. 
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71. Un modelo para el precio promedio en EU de una libra de 
azucar blanca desde 1993 a 2003 esta dado por la funcion 

A(t) = — 0.00003237f 5 + 0.0009037? 4 - 0.008956? 3 

+ 0.03629? 2 - 0.04458? + 0.4074 

donde t es medido en anos desde agosto de 1993. Estime los 
tiempos cuando el azucar era mas barata y mas cara durante el 
periodo 1993-2003. 

FH 72. El 7 de mayo de 1992 el transbordador espacial Endeavour 
fue lanzado en la mision STS-49, cuya finalidad fue instalar 
un nuevo motor de impulso en el perigeo de un satelite Intelsat 
de comunicaciones. En la tabla siguiente se dan los datos de 
la velocidad del transbordador entre el despegue y el 
desprendimiento de los cohetes auxiliares de combustible solido. 


Suceso 

Tiempo (s) 

Velocidad (pies/s) 

Lanzamiento 

0 

0 

Inicio de maniobra de giro 

10 

185 

Fin de maniobra de giro 

15 

319 

Val vula de estrangulacion a 89% 

20 

447 

Val vula de estrangulacion a 67% 

32 

742 

Valvula de estrangulacion a 104% 

59 

1325 

Presion dinamica maxima 

62 

1445 

Separation de los cohetes 



auxiliares de combustible solido 

125 

4 151 


a) Utilice un dispositivo graficador o una computadora 
para hallar el polinomio cubico que modele de la mejor 
manera la velocidad del transbordador para el intervalo 

de tiempo t E [0, 125]. A continuation, dibuje esta funcion 
polinomial. 

b) Encuentre un modelo para la aceleracion del transbordador 
y utillcelo para estimar los valores maximo y mi'nimo de la 
aceleracion durante los primeros 125 segundos. 

73. Cuando un objeto extrano alojado en la traquea fuerza a una 
persona a toser, el diafragma empuja hacia arriba y causa un 
aumento en la presion de los pulmones. Esto viene acompanado 
por una contraction de la traquea, con lo que se produce un 
canal mas angosto por el que debe fluir el aire expelido. Para 
que escape una cantidad dada de aire en un tiempo fijo, este 


debe moverse con mayor rapidez por el canal mas 
angosto que por el mas ancho. Entre mayor sea la velocidad 
de la corriente de aire, mayor es la fuerza aplicada sobre el 
objeto extrano. Los rayos X muestran que el radio del tubo 
circular de la traquea se contrae hasta alrededor de dos tercios 
de su radio normal durante un espasmo de tos. De acuerdo 
con un modelo matematico de la tos, la velocidad v de 
la corriente de aire se relaciona con el radio r de la traquea 
mediante la ecuacion 

v(r) = k(r 0 - r)r 2 \r 0 =£ r =£ r 0 

donde k es una constante y r 0 es el radio normal de la traquea. 
La restriction sobre r se debe al hecho de que la pared de la 
traquea se pone rfgida bajo la presion y se impide una contraction 
mayor que \ r 0 (de lo contrario, la persona se sofocarla). 

a) Determine el valor de r en el intervalo [|r 0 , to] en el cual v 
tiene un maximo absolute. y,Como se compara esto con la 
evidencia experimental? 

b) y,Cual es el valor maximo absoluto de v sobre el intervalo? 

c) Esboce la grafica de v sobre el intervalo [0, r 0 ]. 

74. Demuestre que 5 es un numero crltico de la funcion 

g{x) = 2 + (x - 5f 

pero g no tiene un valor extremo local en 5. 

75. Demuestre que la funcion 

fix) = x 10 ' + x 5> + x + 1 
no tiene ni maximo local ni mmimo local. 

76. Si/tiene un valor mmimo local en c, demuestre que la funcion 
g(x) = —fix) tiene un valor mlnimo local en c. 

77. Demuestre el teorema de Fermat para el caso en el que /tiene 
un mmimo local en c. 

78. Una funcion cubica es una funcion polinomial de grado 3; esto 
es, tiene la forma fix) = ax * 1 + bx 2 + cx + d, donde a # 0. 

a) Demuestre que una funcion cubica puede tener dos, uno o 
no tener numeros crfticos. Proporcione ejemplos y dibuje 
para ilustrar las tres posibilidades. 

b) ^Cuantos valores extremos locales puede tener una funcion 
cubica? 


PR0YECT0 DE APL CACI0N CALCULQ DE ARCOIRIS 



Formation del arcoiris primario 


Los arcoiris se forman cuando las gotas de lluvia dispersan la luz solar. Han fascinado a la 
Humanidad desde los tiempos mas remotes y han inspirado intentos de explication cientlfica desde 
la epoca de Aristoteles. En este proyecto se siguen las ideas de Descartes y de Newton para 
explicar la forma, la ubicacion y los colores de los arcoiris. 

1. En la figura se muestra un rayo de luz solar que atraviesa una gota esferica de lluvia en 
A. Algo de la luz se refleja, pero la recta AB muestra la trayectoria de la parte que entra 
a la gota. Observe que la luz se refracta hacia la recta normal AO y, de hecho, la ley de Snell 
afirma que sen a = k sen yS, donde a es el angulo de incidencia, /3 es el angulo de refraction y 
k ~ j es el Indice de refraction para el agua. En B algo de la luz pasa por la gota y se refracta 
hacia el aire, pero la recta BC muestra la parte que se refleja. (El angulo de incidencia es igual 
al de reflexion.) Cuando el rayo llega a C, parte de el se refleja; pero, por el momenta, hay mas 
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interes en la parte que sale de la gota de lluvia en C. (Observe que se refracta alejandose 
de la recta normal.) El dngulo de desviacion D(a ) es la magnitud de la rotation en el sentido del 
movimiento de las manecillas del reloj que ha descrito el rayo durante este proceso de tres 
etapas. Por tanto, 


rayos del Sol 



D(a) = (a — /3) + (tt — 2/3) + {a — fS) = ir + 2a — 4/3 

Demuestre que el valor mi'nimo de la desviacion es D(a) ~ 138° y ocurre cuando a ~ 59.4°. 

El significado de la desviacion minima es que cuando a ~ 59.4° tenemos D'{a) ~ 0, 
de modo que AD/Acr ~ 0. Esto significa que muchos rayos con a ~ 59.4° resultan desviados 
en mas o menos la misrna cantidad. La concentration de los rayos que vienen de las cercanfas 
de la desviacion minima crea el brillo del arcofris primario. En la figura a la izquierda se 
muestra que el angulo de elevation desde el observador hacia arriba hasta el punto mas alto 
del arcofris es 180° — 138° = 42° (A este angulo se le llama dngulo de arcoiris). 


C 



Formation del arcofris secundario 


2. En el problema 1 se explica la ubicacion del arcofris primario, pero, ^como explica los colores? 
La luz solar comprende una gama de longitudes de onda, desde el rojo hasta el naranja, amarillo, 
verde, azul, fndigo y violeta. Como Newton descubrio en sus experimentos con un prisma en 
1666, el fndice de refraction es diferente para cada color. (El efecto se llama dispersion.) Para la 
luz roja, el fndice de refraction es k ~ 1.3318, en tanto que para la luz violeta es k ~ 1.3435. 

A1 repetir el calculo del problema 1 para estos valores de k, se demuestra que el angulo del 
arcofris es alrededor de 42.3° para el arco rojo y de 40.6° para el arco violeta. Asf pues, 

el arcofris consta en realidad de siete arcos separados que conesponden a los siete colores. 

3. Quizas haya visto un arcofris secundario mas tenue, arriba del arco primario. Se produce por 
la parte de un rayo que entra en una gota de lluvia y se refracta en A. se refleja dos veces 
(en B y C) y se refracta al salir de la gota en D (vease la figura que aparece a la izquierda). 
En esta ocasion, el angulo de desviacion D{a) es la magnitud total de rotacion en sentido 
contrario al movimiento de las manecillas del reloj que describe el rayo en este proceso de 
cuatro etapas. Demuestre que 


D(a) = 2a — 6/3 + 2t r 
y D(ct) dene un valor mfnimo cuando 


cos a = 



1 



Tomando k = \, demuestre que la desviacion minima es aproximadamente 129° y que el 
angulo de arcofris para el arcofris secundario es de cerca de 51°, como se muestra en la 
figura a la izquierda. 

Demuestre que los colores del arcofris secundario aparecen en orden invertido al del primario. 
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Teorema del valor medio 

Vamos a ver que muchos de los resultados de este capitulo dependen de un hecho central, 
llamado teorema del valor medio. Pero, para llegar a este teorema, veremos primero el 
siguiente resultado. 


Rolle 

El teorema de Rolle fue publicado en 1691 
por el matematico trances Michel Rolle 
(1652-1719), en un libra titulado Methode pour 
resoudre les Egalitez. Fue un crftico de los 
metodos de su tiempo y califico al calculo como 
una "coleccion de falacias ingeniosas". Mas 
tarde, sin embargo, se convencio de la esencial 
exactitud de los metodos del calculo. 


Teorema de Rolle Si/es una funcion que satisface las siguientes tres hipotesis: 

1. /es continua sobre el intervalo cerrado [a, h\ 

2. /es derivable sobre el intervalo abierto (a, b) 

3 . fia) = fib) 

entonces hay un numero c en (a, b ) tal que /'(c) = 0. 


Antes de dar la demostracion, vamos a echar un vistazo a las graficas de algunas fun- 
ciones trpicas que satisfacen las tres hipotesis. La figura 1 muestra las graficas de cuatro 
de estas funciones. En cada caso parece que hay al menos un punto (c,/(c)) en la grafica 
donde la recta tangente es horizontal y, por tanto,/'(c) = 0. Por consiguiente, el teorema de 
Rolle es verosimil. 


y 



y 


y 
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2 b X 0 
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FIGURA 1 


m Presentation de casos 


DEMOSTRACION Hay tres casos: 

CASO I f(x) = k, una constante 

Entonces /'(x) = 0, por lo que el numero c puede tomar cualquier numero en (a, b). 

CASO II fix) > fia) para alguna x en (a, b) [como en la figura lb) o c)] 

Por el teorema del valor extremo (que podemos aplicar por la hipotesis l),/tiene un valor 
maximo en algun lugar de [a, b]. Ya que fia) = fib), debe alcanzar este valor maximo 
en un numero c en el intervalo abierto (a, b), entonces /tiene un maximo local en c y, 
por la hipotesis 2,/es derivable en c. Por tanto,/'(c) = 0 por el teorema de Fermat. 

CASO III fix) <fia) para algun x en (a, b) [como en la figura lc) o d)] 

Por el teorema del valor extremo, /tiene un valor minimo en [a, b\ y, como fia) = fib), 
alcanza este valor minimo en un numero x = c en (a, b). Otra vez ,/'(c) = 0 por el 
teorema de Fermat. 


EJEMPLO 1 


Vamos a aplicar el teorema de Rolle a la funcion position s = /(f) de un 
objeto en movimiento. Si el objeto esta en el mismo lugar en dos instantes diferentes 
t = a y t = b, entonces fia) = fib). El teorema de Rolle senala que hay algun instante 
de tiempo t = c entre ay b cuando/'(c) = 0; es decir, la velocidad es 0. (En particular, 
puede verse que esto es cierto cuando se lanza una bola directamente hacia arriba.) 


EJEMPLO 2 


Demuestre que la ecuacion x 3 + x — 1=0 tiene exactamente una raiz real. 


S0LUCI0N Primero utilizamos el teorema del valor intermedio (2.5.10) para demostrar 
que existe una raiz. Sea fix) = x 3 + x — 1. Entonces /(0) = —1 < 0 y/(l) = 1 >0. 
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La flgura 2 muestra la grafica de la funcion 
f(x) = x 3 + x - 1 discutida en el ejemplo 2. 
El teorema de Rolle muestra que no importa 
cuanto ampliemos el rectangulo de vista, nunca 
podremos encontrar una segunda interseccion 
con el eje x. 


3 



-3 

FIGURA2 


El teorema del valor medio es un ejemplo de lo 
que se llama un teorema de existencia. Como 
el teorema del valor intermedio, el teorema 
del valor extremo y el teorema de Rolle 
aseguran que existe un numero con una 
determinada propiedad, pero no nos dicen 
como encontrar el numero. 


Dado que/es una funcion polinomial, es continua, por lo que el teorema del valor 
intermedio establece que existe un numero x = c entre 0 y 1 tal que /(c) = 0, de lo que 
se deduce que la ecuacion dada tiene una rafz. 

Para demostrar que la ecuacion no tiene otras rafces reales, utilizamos el teorema de 
Rolle y argumentamos por contradiccion. Supongamos que tenemos dos rafces ay b. 
Entonces/(a) = 0 = /(£>) y, dado que/es una funcion polinomial, es derivable en (a, b) 
y continua sobre [a, b], Por tanto, por el teorema de Rolle, existe un numero x = c entre 
a y b tal que /'(c) = 0. Pero 

f'(x) = 3x 2 + 1 3= 1 para toda x 

(ya que x 2 3= 0), por lo que//./ nunca puede ser 0. Esto conduce a una contradiccion, por 
tanto, la ecuacion no puede tener dos rafces reales. 

El principal uso del teorema de Rolle es demostrar el importante teorema siguiente, 
establecido por primera vez por el matematico frances Joseph Louis Lagrange. 


Teorema del valor medio Si/es una funcion que satisface las siguientes hipotesis 

1. / es continua sobre el intervalo cerrado [n, b\ 

2. / es derivable sobre el intervalo abierto (a, b) 


entonces existe un numero x = c en ( a , b) tal que 


m 


/'(c) 


fib) ~f{a) 

b — a 


o, equivalentemente, 

T 


fib) — f{a) =f'ic){b - a) 


Antes de demostrar este teorema, podemos ver que es razonable desde la interpretacion 
geometrica. Las figuras 3 y 4 muestran los puntos A(a, f(a)) y B{b,f{b)) sobre las grahcas 
de dos funciones derivables. La pendiente de la recta secante AB es 


3 


m AB = 


fib) ~ fja) 

b — a 


que es la misma expresion que en el lado derecho de la ecuacion 1. Dado que /'(c) es la 
pendiente de la recta tangente en el punto (c,/(c)), el teorema del valor medio, en la forma 
dada por la ecuacion 1, indica que hay al menos un punto P{c,f(c)) sobre la grafica donde 
la pendiente de la recta tangente es la misma que la pendiente de la recta secante AB. En 
otras palabras, hay un punto P donde la recta tangente es paralela a la recta secante AB 
(imagine una recta paralela a AB, moviendose desde lejos manteniendo el paralelismo 
hasta que toque la grafica por primera vez). 




FIGURA3 


FIGURA 4 
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DEMOSTRACION Aplicamos el teorema de Rolle a una nueva funcion h definida como la 
diferencia entre/y la funcion cuya grafica es la recta secante AB. Mediante la ecuacion 3, 
vemos que la ecuacion de la recta AB puede escribirse como 


,, n fi b ) ~ /(«) , , 

y - /(«) = ; (* - a) 

b — a 

,, x . fib) ~ fia ) 

y = fia) + (X - a) 

b — a 


Asi, como se muestra en la figura 5, 

m l / \ rt \ rf \ f( b ) ~ /(«) t V 

LiJ h(x) = fix) - f{a) ix - a) 

— b — a 


Lagrange y el teorema del valor 
medio 

El teorema del valor medio fue formulado pri 
mero por Joseph Louis Lagrange (1 736-181 3), 
nacido en Italia de padre trances y madre ita- 
liana. Fue un nino prodigio y se convirtio en pro- 
fesor en Turin a la tierna edad de 19 anos. 
Lagrange hizo grandes contribuciones a la teoria 
de numeros, teoria de las funciones, teoria de 
las ecuaciones y a la mecanica celeste y 
analftica. En particular, aplico el calculo en el 
analisis de la estabilidad del sistema solar. Por 
invitacion de Federico el Grande, sucedio a 
Euler en la Academia de Berlin y, cuando 
Federico murid, Lagrange acepto la invitacion a 
Paris del rey Luis xvi, donde recibio apartamentos 
en el Louvre y un cargo de profesor en la 
Escuela Politecnica. A pesar de todos los lujos y 
la fama, era un hombre tranquilo, viviendo solo 
para la ciencia. 


Primero, debemos verificar que h satisface las tres hipotesis del teorema de Rolle. 

1. La funcion h es continua sobre [a, b] porque es la suma de/y una funcion polino- 
mial de primer grado, ambas continuas. 

2. La funcion h es derivable sobre (a, b) porque /y la funcion polinomial de primer 
grado son derivables. De hecho, podemos calcular h' directamente de la ecuacion 4: 


h'ix) = fix) 


fib) ~ fid) 

b — a 


(Note que /(a) y [f(b) — f(a)]/(b — a) son constantes.) 

3. h(a) = fia) — fid) — ^ (a — a ) = § 

bib ) = fib) - fia) - — j — ib - a) 

= fib) ~ fia) ~ [fib) - fia)] = 0 


Por tanto, h(a) = h(b). 


Dado que h satisface las hipotesis del teorema de Rolle, que senala que existe un nume- 
ro x = c en (a, b ) tal que h'{c) = 0, entonces se tiene 


asi que 


0 = h'ic) =f'ic) - 
f'ic ) = 


fib) ~ fid) 

b — a 
fib) - fia) 


b — a 


Para ilustrar el teorema del valor medio con una funcion especffica, 
consideremos fix) = x 3 — x, a = 0, b = 2. Puesto que/es una funcion polinomial, 
es continua y derivable para toda x, asi que es ciertamente continua sobre [0, 2] y 
derivable sobre (0, 2). Por tanto, por el teorema del valor medio, existe un numero 
x = c en (0, 2) tal que 


/(2) -fiO) =/'(c)(2 - 0) 

Ahora, /( 2) = 6,/(0) = 0 y f'(x) = 3x 2 — 1, asf que la ecuacion resulta 

6 = (3c 2 - 1)2 = 6c 2 - 2 
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FIGURA6 


que da c 2 = f, esto es, c = ±2/^/3 . Pero x = c debe estar en (0, 2), asf que c = 2/ 2 f3. 
La figura 6 ilustra este calculo: la recta tangente en este valor de x = c es paralela a la 
recta secante OB. 


Q 


EJEMPLO 4 


Si un objeto se mueve en lfnea recta de acuerdo con la funcion position 
s = /(f), entonces la velocidad promedio entre t = ay t = h es 


fib) ~ fia) 

b — a 

y la velocidad en t = c es /'(c). Asf, el teorema del valor medio (en la forma de la ecuacion 
1) nos indica que en algiin momento t = c entre a y b la velocidad instantanea/'(c) es 
igual a la velocidad promedio. Por ejemplo, si un automovil viajaba 180km en 2 horas, 
entonces el velocfmetro debe tener una lectura de 90 km/h por lo menos una vez. 

En general, el teorema del valor medio puede interpretarse diciendo que existe un 
numero en el cual la razon de cambio instantaneo es igual a la razon de cambio promedio 
a lo largo de un intervalo. 


El principal significado del teorema del valor medio es que nos permite obtener infor- 
mation acerca de una funcion a partir de aquella acerca de su derivada. En el caso siguiente 
se proporciona un ejemplo de este principio. 


S3 


EJEMPLO 5 


Suponga que/(0) 


tan grande puede ser/(2)? 


— 3 y/'(x) =£ 5 para todos los valores de x. <',Que 


SO LUC I ON Partimos del hecho de que/es derivable (y, por tanto, continua) en todo 
su dominio. En particular, podemos aplicar el teorema del valor medio en el intervalo 
[0, 2], Existe un numero x = c tal que 


/( 2 ) -m =f\c){2 - 0 ) 

asf que /( 2) = /( 0) + 2 /'(c) = -3 + 2 /'(c) 


Tenemos que/'tij =£ 5 para toda.r, asf que, en particular, sabemos que/'(c) =S 5. 
Multiplicando ambos lados de esta desigualdad por 2, tenemos 2 /'(c) ^10, asf que 

/( 2) = -3 + 2 /'(c) -3 + 10 = 7 

El mayor valor posible para/(2) es 7. 


El teorema del valor medio puede utilizarse para establecer algunos de los hechos basi- 
cos del Calculo Diferencial. Uno de estos hechos basicos es el siguiente teorema. Otros se 
encontraran en las secciones siguientes. 


5 Teorema Si f’(x) = 0 para toda x en un intervalo (a, b), entonces/es constante 
en ( a , b). 


DEM0STRACI0N Sean x\ y x 2 dos numeros cualesquier en (a, b), con Xi < x 2 . Dado que 
/es derivable sobre (a, b ), debe ser derivable sobre (jci, x 2 ) y continua sobre [jti, Xt\. 
Aplicando el teorema del valor medio a/ sobre el intervalo [x\, x 2 ], obtenemos un 
numero x = c tal que X\ < c < x 2 y 


6 


fix 2 ) - fix 1) =/'(c)(x 2 - Xi) 
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Puesto que/'(x) = 0 para toda x, tenemos/'(c) = 0, asf que la ecuacion 6 resulta 

f(x 2 ) ~f(x i) = 0 o f(x 2 ) =f{x i) 

Por tanto,/tiene el mismo valor que cualesquiera dos numeros Xi y x 2 en (a, b). Esto 
significa que/es constante sobre (a, b ). I 


p7~| Corolario Si /'(x) = g'(x) para toda x en un intervalo (a, b), entonces/ — g es 
constante sobre (a, b): esto es ,/(x) = g(x) + c donde c es una constante. 


DEMOSTRACION Sea F{x) = f(x) — g(x). Entonces 

F’{x) = f(x) - g’(x) = 0 

para toda x en (a, b). Asf, por el teorema 5,/es constante; esto es, / — g es constante. 


NOTA Cuidado al utilizar el teorema 5. Sea 


f(x) 



f 1 si x > 0 

[ — 1 si x < 0 


El dominio de/es D = {x \ x 7^ 0} y /' (x) = 0 para toda x en D. Pero / evidentemente, no 
es una funcion constante. Esto no contradice el teorema 5 porque I) no es un intervalo. 
Observe que/es constante sobre el intervalo (0, °°) y tambien sobre el intervalo (— 0). 


EJEMPL0 6 


Demuestre la identidad tan ‘x + cot 1 x = it/ 2. 


S0LUCI0N Aunque no es necesario utilizar el calculo para demostrar esta identidad, la 
demostracion mediante el es muy sencilla. Si f{x) = tan 1 x + cot -1 x, entonces 


fix) 


1 

1 + x 2 


1 

1 + X 2 


= 0 


para todos los valores de x. Por tanto, /(x) = C, una constante. Para determinar el valor 
de C, ponemos x = 1 [porque podemos evaluar/(l) exactamente] . Entonces 

C =/( 1) = tan- 1 1 + cor 1 1 = — + — = — 

J 4 4 2 

Asf, tan-'x + cot- 1 x = 7 t/2. 


5 Ejercicios 


1-4 Verifique que la funcion satisface las tres hipotesis del teorema 
de Rolle en el intervalo dado. Despues encuentre todos los numeros 
c que satisfacen la conclusion del teorema de Rolle. 

1. f(x) = 5 - I2x + 3x 2 , [1, 3] 


2. /(x) = x 3 — x 2 — 6x + 2, [0, 3] 

3. /(x) = y]x — lx, [0, 9] 


4. /(x) = cos 2x, [77/8, 777/8] 


5. Sea/(x) = 1 — x 2/3 . Demuestre que/(— 1) =/( 1), pero no hay 
ningun numero x = c en (— 1, 1) tal que /'(c) = 0. cP° r que no 
contradice esto el teorema de Rolle? 

6. Sea/(x) = tan x. Demuestre que/(0) =/( 77), pero no hay 
ningun numero x = c en (0, 77) tal que /'(c) = 0. ^Por que 
esto no contradice el teorema de Rolle? 


/fZ Se requiere calculadora graficadora o computadora 


1. Tareas sugeridas disponibles en stewartcalculus.com 
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7. Utilice la grafica de/para estimar el valor de x = c que 
satisface la conclusion del teorema del valor medio para el 
intervalo [0, 8]. 


b) Suponga que/es dos veces derivable en R y tiene tres 
ratces. Demuestre que/" tiene al menos una rafz real. 

c) ^Puede usted generalizar los incisos a) y b)? 



8 . Utilice la grafica de/dada en el ejercicio 7 para estimar los 
valores de x = c que satisfacen la conclusion del teorema 
del valor medio para el intervalo [1, 7], 

9-12 Verifique que la funcion satisface las hipotesis del teorema 
del valor medio en el intervalo dado. Despues encuentre todos los 
numeros x = c que satisfacen la conclusion del teorema del valor 
medio. 

9. f{x) = 2x 2 - 3x + 1, [0, 2] 

10. f(x) = x 3 - 3x + 2, [-2, 2] 

11. fix) = In*, [1,4] 

12. fix) = l/x, [1, 3] 


FB 13-14 Encuentre el numero x = c que satisface la conclusion del 
teorema del valor medio sobre el intervalo dado. Grafique la funcion, 
la recta secante a traves de los extremos y la recta tangente en 
(c,/(c)). f,Son paralelas la recta secante y la tangente? 

13. fix) = \[x , [0,4] 14. fix) = e x , [0,2] 


15. Sea/(x) = (x — 3) 2 . Demuestre que no hay ningun valor de 
x = ce n (1, 4) tal que/(4) -/( 1) = /'(c)(4 - 1). ^Por que 
no contradice esto el teorema del valor medio? 

16. Sea/(x) = 2 — \2x — 1 1. Demuestre que no hay valor x = c tal 
que/(3) — /( 0) =/'(c)(3 — 0). ^Por que esto no contradice el 
teorema del valor medio? 

17-18 Demuestre que cada una de las siguientes ecuaciones tiene 

solo una rafz real. 

17. 2x + cosx = 0 18. x 3 + e x = 0 


23. 

24. 

25. 

26. 


27. 

28. 


29. 


30. 


31. 


32. 


33. 


Si/(1) = 10 y/'(x)> 2 para 1 =S x =5 4, ^que tan pequeno 
puede posiblemente ser/(4)? 

Suponga que 3 =£/'(x) =£ 5 para todos los valores de x. 
Demuestre que 18 =S/( 8) — /( 2) =£ 30. 

^Existe una funcion /tal que/(0) = — 1,/(2) = 4 y/'(x) =S 2 
para toda x? 

Suponga que/y g son continuas sobre [a, b\ y derivables sobre 
(a, b). Suponga tambien que /(a) = g(a) y fix) < g'(x) para 
a < x < b. Demuestre que/(&) < g(b). [Sugerencia: utilice el 
teorema del valor medio para la funcion h = f — g.] 

Demuestre que 1 + x < 1 + j x si x > 0. 

Suponga que/es una funcion impar y es derivable sobre todo 
su dominio. Demuestre que para todo numero positivo b, existe 
un numero x = c en (~b, b ) tal que /'(c) =f(b)/b. 

Utilice el teorema del valor medio para demostrar la 
desigualdad 

| sen a — sen b j =£ | a — b \ para toda ay b 

Si fix) = c (c es una constante) para toda x, utilice el 
corolario 7 para demostrar que/(x) = cx + d para alguna 
constante d. 

Sea f(x) = l/x y 


g(x) 


1 

X 


si x > 0 


1 

1 -I si x < 0 

x 


Demuestre que/'(x) = g'(x) para toda x en su dominio. 
^Podemos concluir del corolario 7 que / — g es constante? 

Utilice el metodo del ejemplo 6 para demostrar la identidad 
2 sen~‘x = cos~'(l — 2x 2 ) xSO 


Demuestre la identidad 


x — 1 / — 77 

arcsen = 2 arctan Jx 

x + 1 v 2 


19. Demuestre que la ecuacion x 3 — 15x + c = 0 tiene como 
maximo una rafz en el intervalo [—2, 2]. 

20. Pruebe que la ecuacion x 4 + 4x + c = 0 tiene como maximo 
dos ratces reales. 

21. a) Demuestre que una polinomial de grado 3 tiene a lo sumo 

tres ratces reales. 

b) Demuestre que una polinomial de grado n tiene como 
maximo n ratces reales. 

22. a) Suponga que/es derivable sobre R y tiene dos ratces. 

Demuestre que/' tiene al menos una ratz. 


34. A las 14:00 el veloctmetro de un automovil marca 30mi/h. A las 
14:10 marca 50mi/h. Demuestre que en algun momento entre 
las 14:00 y 14:10 la aceleracion es exactamente 120mi/h 2 . 

35. Dos corredores inician una carrera al mismo tiempo y terminan 
en un empate. Demuestre que en algun momento durante la 
carrera tienen la misma velocidad. [Sugerencia: considere 

fit) = g(t) — hit), donde g y h son las funciones posicion de 
los dos corredores.] 

36. Un numero a se llama punto fijo de una funcion /si 

fia ) = a. Demuestre que si/'(x) 1 para todos los numeros 

reales x, entonces/ tiene a lo sumo un punto fijo. 
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Como afecta la derivada la forma de una grafica 



Muchas de las aplicaciones del calculo dependen de nuestra capacidad para deducir hechos 
acerca de una funcion/a partir de la informacion que se obtiene de sus derivadas. Ya que 
fix) representa la pendiente de la curva v = f(x) en el punto (x, fix)), nos indica la direc- 
tion de la curva en cada punto. Asf, es razonable esperar que la informacion relacionada 
con fix) nos proporcione informacion asociada con fix). 

iQue indica /' respecto a /? 

Para ver como la derivada de / puede decirnos donde una funcion es creciente o decre- 
ciente, miremos la figura 1 . (Las funciones crecientes y las decrecientes fueron definidas 
en la section 1.1). Entre Ay B y entre C y D, las rectas tangentes tienen pendiente posi- 
tiva, por lo que/'Oc) > 0. Entre By C, las rectas tangentes tienen pendiente negativa, asi 
que/'(x) < 0. Asf, parece que/crece cuando/'(x) es positiva y decrece cuando f'{x) 
es negativa. Para demostrar que esto siempre es el caso, usamos el teorema del valor 
medio. 


Abreviaremos el nombre de esta prueba como 
Prueba C/D 


Prueba creciente/decreciente 

a) Si/' (A) > 0 sobre un intervalo, entonces/es creciente sobre ese intervalo. 

b) Si fix) < 0 sobre un intervalo, entonces/es decreciente sobre ese intervalo. 


DEM0STRACI0N 

a) Sean X\ y x 2 dos numeros cualesquiera en el intervalo con jq < x 2 . Segtin la definition 
de una funcion creciente (pagina 19), tenemos que demostrar que/(xi) <f(x 2). 

Sabemos que fix) > 0 y que/es derivable sobre (x,, x 2 ), asf que, por el teorema del 
valor medio, existe un numero c entre X\ y x 2 tal que 

HI f(x 2 )-f(x 1 )=f'(c)(X2-X 1 ) 

Ahora /'(c) > 0 por el supuesto de que x 2 — Xi > 0 ya que x, < x 2 . Asf, el lado derecho 
de la ecuacion 1 es positivo, por lo que 

f(xi) ~ fix 1) >0 o fix 1) < fix 1) 

lo que demuestra que/es creciente. 

El inciso b) se demuestra de manera similar. 


□ 


EJEMPLO 1 


Encuentre donde la funcion /(x) = 3x 4 — 4x' — 1 2x 2 + 5 es creciente y 


donde es decreciente. 


SOLUCION fix) = 12x 3 — 12x 2 — 24x = 1 2x(x — 2)(x + 1) 

Para utilizar la prueba C/D tenemos que investigar donde fix) > 0 y donde fix) < 0. 
Esto depende de los signos de los tres factores defix), es decir, 1 2x, (x — 2) y (x + 1). 
Para esto, dividimos la recta real en intervalos cuyos extremos son los numeros crfticos: 
— 1, 0 y 2, y organizamos nuestro trabajo en una grafica. Un signo mas indica que la 
expresion dada es positiva, y un signo menos indica que es negativa. La ultima columna 
de la tabla da la conclusion basada en la prueba C/D. Por ejcmplo,/'(x) < 0 para 
0 < x < 2, por lo que/es decreciente sobre (0, 2). (Tambien serfa correcto decir que/es 
decreciente sobre el intervalo cerrado [0, 2].) 
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FIGURA2 


Intervalo 

12x 

x-2 

x + 1 

f'(x) 

/ 

x < — 1 

- 

- 

- 

- 

Decreciente sobre ( — °o, — 1) 

- 1 < x < 0 

- 

- 

+ 

+ 

Creciente sobre (—1,0) 

0 < x < 2 

+ 

- 

+ 

- 

Decreciente sobre (0, 2) 

x > 2 

+ 

+ 

+ 

+ 

Creciente sobre (2, <») 


La grafica de/que se muestra en la figura 2 confirma la informacion de la tabla. 


Recuerde de la seccion 4.1 que si/tiene un maximo o mi'nimo locales en c, entonces c 
debe ser un numero crftico de / (por el teorema de Fermat), pero no todo numero crftico 
da lugar a un maximo o mi'nimo. Por tanto, necesitamos una prueba que nos diga si/tiene 
o no maximos o minimos locales en un numero crftico. 

Puede observarse en la figura 2 que /( 0) = 5 es un valor maximo local de / porque 
crece sobre (— 1, 0) y disminuye sobre (0, 2). O bien, en terminos de derivadas,/'(x) > 0 
para — 1 < x < 0 y f'(x) < 0 para 0 < x < 2. En otras palabras, el signo de/'(x) cambia 
de positivo a negativo en x = 0. Esta observacion es la base de la siguiente prueba. 


Prueba de la primera derivada Supongamos que x = c es un numero crftico de una 
funcion continua/. 

a) Si /' cambia de positiva a negativa en c, entonces / tiene un maximo local en c. 

b) Si/' cambia de negativo a positivo en c, entonces /tiene un mi'nimo local en c. 

c) Si/' no cambia de signo en c (p. ej., si/' es positiva por ambos lados de c o 
negativa por ambos lados), entonces / no tiene ningun maximo o mfnimo 
local en c. 


La prueba de la primera derivada es una consecuencia de la prueba C/D. En el inciso a), 
por ejemplo, puesto que el signo de /' (x) cambia de positivo a negativo en c,/e s crecien- 
te por la izquierda de c y decreciente por la derecha de c. Se deduce entonces que /tiene 
un maximo local en c. 

Es facil recordar la prueba de la primera derivada al ver el comportamiento de graficas 
como las de la figura 3. 



X 


a) Maximo local 

FIGURA 3 





EJEMPLO 2 


ejemplo 1. 


Encuentre los valores mfnimos y maximos locales de la funcion /en el 


S0LUCI0N De la tabla en la solution del ejemplo 1 vemos que/'(x) cambia de negativa 
a positiva en x = — 1, asf que/(— 1) = 0 es un valor mfnimo local por la prueba de la 
primera derivada. Del mismo modo ,/' cambia de negativa a positiva en x = 2, por 
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lo que /( 2) = — 27 tambien es un valor minimo local. Como se ha senalado 
anteriormente, /(0) = 5 es un valor maximo local porque/'fiv) cambia de positiva a 
negativa en x = 0. 


EJEMPLO 3 


Encuentre los valores maximo y mmimo locales de la funcion 


g(x) = x + 2 sen x 0 ^ x ^ 2 tt 


S0LUCI0N Para encontrar los numeros criticos de g, derivamos: 

g'(x) =1+2 cos x 

Asi que g'(x) = 0 cuando cos x = — i Las soluciones de esta ecuacion son 2it/3 y 
Att/3. Debido a que g es derivable para toda x, los unicos numeros criticos son 2ir/3 
y 47r/3, asi que podemos analizar a g en la siguiente tabla. 


Los signos + en la tabla vienen del hecho de 
que g'(x) > 0 cuando cos x > — §. A partir 
de la grafica de y = cos x, esto es cierto en 
los intervals indicados. 


Intervalo 

g'(x) =1+2 cos x 

9 

0 < x < 2tt/3 

+ 

creciente sobre (0, 2ir/3) 

277/3 < X < 477/3 

- 

decreciente sobre (2tt/3, 4tt/3) 

477/3 < X < 277 

+ 

creciente sobre (47r/3, 277 ) 


Ya que g'(x) cambia de positivo a negativo en 2tt/3. la prueba de la primera derivada nos 
indica que existe un maximo local enr = 2tt/3 y el maximo valor local es 


2tt 


2tt 2tt 


3(2t 7/3) = + 2 sen = + 2 — = + ^3 = 3.83 


73 


Por otro lado, g’(x) cambia de negativa a positiva en x = 4 tt/3 y, por tanto, 


477 


477 477 


3 ( 477 / 3 ) = + 2 sen = + 2 -— = V3 = 2.46 




477 


es un valor minimo local. La grafica de g en la figura 4 apoya nuestra conclusion. 


FIGURA 4 

g(x) = x + 2 sen x 


6 



iQue dice f" respecto a /? 

La figura 5 muestra las graficas de dos funciones crecientes sobre (a, b ). Ambas graficas 
unen el punto A al punto B, pero parecen diferentes porque se doblan en diferentes direc- 
ciones. ( ' C6mo podemos distinguir entre estos dos tipos de comportamiento? En la figura 6, las 
rectas tangentes a estas curvas se han dibujado en varios puntos. En a) sobre la curva queda 
por arriba de las rectas tangentes y se dice que/es concava hacia arriba sobre (a, b). 
En b), la curva se encuentra por debajo de las rectas tangentes y g se llama concava 
hacia abajo sobre (a, b). 
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FIGURA 5 


FIGURA 6 


FIGURA 7 




y/ 

B 


B 


f / 


/ 9 


A 


A / 

0 

X 

a) Concava hacia arriba 

0 

X 

b) Concava hacia abajo 


Definic ion Si la grafica de/queda por arriba de todas sus rectas tangentes sobre un 
intervalo /, entonces se dice que es concava hacia arriba sobre I. Si la grafica de / 
queda por abajo de todas sus rectas tangentes, se dice que es concava hacia abajo 
sobre I. 


La figura 7 muestra la grafica de una funcion que es concava hacia arriba (abreviado 
CA) sobre los intervalos (b, c), (d, e ) y (e, p), y concava hacia abajo (CB) sobre los inter- 
vals (a, b), ( c , d), y (p, q). 



Veamos como la segunda derivada ayuda a determinar los intervalos de concavidad. A1 
observar la figura 6a, puede verse que, de izquierda a derecha, la pendiente de la recta 
tangente es creciente. Esto significa que la derivada/' es una funcion creciente y, por tanto, 
su derivada /" es positiva. Asimismo, en la figura 6b) la pendiente de la recta tangente 
decrece de izquierda a derecha, asi que/' decrece y, por end e,/" es negativa. Este razona- 
miento puede invertirse y sugiere que el siguiente teorema es verdadero. En el apendice F 
se da una demostracion con la ayuda del teorema del valor medio. 


Prueba de concavidad 

a) Si fix) > 0 para toda x en /, entonces la grafica de/es concava hacia arriba sobre I. 

b) Si/"(x) < 0 para toda x en /, entonces la grafica de/es concava hacia abajo sobre I. 
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FIGURA 8 


y 


-2012 X 



y = -2 


EJEMPLO 4 


La figura 8 muestra una grafica de la poblacion de abejas de Chipre criadas 
en un colmenar. ^Como cambia la tasa de crecimiento poblacional con el tiempo? ( ' Cuando 
esta tasa es mas alta? ^Sobre que intervalos es P concava hacia arriba o concava hacia 
abajo? 


P 


80 - 


Numero de abejas 
(en miles) 


60 - 


40 - 


20 - 


0 



3 6 9 12 15 18 1 

Tiempo (semanas) 


SO LUC I ON Observando la pendiente de la curva cuando t aumenta, vemos que la tasa de 
crecimiento de la poblacion es inicialmente muy pequena, despues aumenta hasta que 
llega un maximo aproximadamente a t = 12 semanas y disminuye a medida que la 
poblacion comienza a nivelarse. A medida que la poblacion se acerca a su valor maximo 
de aproximadamente 75000 (llamado la capacidad de acarreo ), la tasa de crecimiento, 
P'(t), se aproxima a 0. La curva parece ser concava hacia arriba en (0, 12) y concava 
hacia abajo en (12, 18). 

En el ejemplo 4, la curva de la poblacion ha cambiado de concava hacia arriba a con- 
cava hacia abajo en aproximadamente el punto (12, 38000). Este punto se denomina punto 
de inflexion de la curva. La importancia de este punto es que la tasa de crecimiento de la 
poblacion tiene alii su valor maximo. En general, un punto de inflexion es aquel donde una 
curva cambia de direccion la concavidad. 


Definicion Un punto P sobre una curva y = fix) se llama punto de inflexion si/es 
alii continua y la curva cambia de concava hacia arriba a concava hacia abajo o de 
concava hacia abajo a concava hacia arriba en P. 


Por ejemplo, en la figura 7 , B, C, D y P son los puntos de inflexion. Observe que si una 
curva tiene una recta tangente en un punto de inflexion, entonces la curva corta a la recta 
tangente en ese punto. 

De acuerdo con la prueba de concavidad, existe un punto de inflexion en cualquier 
punto donde la segunda derivada cambia de signo. 


Esboce una posible grafica de una funcion /que cumpla con las 
condiciones siguientes: 

i) fix) > 0 sobre (— °°, 1), fix) < 0 sobre (1, °°) 

ii) fix) > 0 sobre (-°°, -2) y (2, °°), fix) < 0 sobre (-2, 2) 

iii) lim fix ) = —2, lim f{x) = 0 


SO LUC I ON La condicion i) nos senala que/es creciente sobre (— °°, 1) y decreciente 
sobre (1, °o). La condicion ii) dice que/es concava hacia arriba sobre (— °°, — 2) y (2, °°) 
y concava hacia abajo sobre (—2, 2). De la condicion iii) sabemos que la grafica de/ 
tiene dos asintotas horizontales: y = —2 e y = 0. 

Primero dibujamos la asintota horizontal y = —2 como una recta discontinua (vease la 
figura 9). Despues dibujamos la grafica de/aproximandose a esta asintota hacia el extremo 
izquierdo, creciendo a su punto maximo en x = 1 y decreciendo hacia el eje x hacia el 


FIGURA 9 
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extremo derecho. Tambien nos aseguramos de que la grafica tiene puntos de inflexion cuando 
x = — 2 y x = 2. Observe que hicimos que la curva se doble hacia arriba para x < — 2 
y x > 2, y se doble hacia abajo cuando x esta entre — 2 y 2. 

Otra aplicacion de la segunda derivada es la siguiente prueba para los valores maximos 
y mmimos, que no es mas que una consecuencia de la prueba de concavidad. 


Prueba de la segunda derivada Supongamos que/" es continua cerca de x = c. 

a) Si /'(c) = 0 y / "(c) > 0, entonces/ tiene un mmirno local en x = c. 

b) Si /'(c) = 0 y /"(c) < 0, entonces /tiene un maximo local en x = c. 


FIGURA 10 

f"(c) >0,/es concava hacia arriba Por ejemplo, el inciso a) es cierto porque /"(x) > 0 cerca de x = c y, por tanto, /es 

concava hacia arriba cerca de c. Esto significa que la grafica esta sobre su recta tangente 
horizontal en c y, por tanto, /tiene un minimo local en x = c. (Vease la figura 10.) 


E2 


EJEMPLO 6 


Discuta la curva y = x 4 — 4x 3 respecto a la concavidad, puntos de 


inflexion y maximos y mmimos locales. Utilice esta informacion para esbozar la curva. 
S0LUCI0N Si/(x) = x 4 — 4x 3 , entonces 


f'(x) = 4x 3 — 12x 2 = 4x 2 (x — 3) 
/"(x) = 12x 2 — 24x = 12x(x — 2) 


Para encontrar los numeros criticos establecemos/'(x) = 0 para obtener x = 0 y x = 3. Para 
utilizar la prueba de la segunda derivada evaluamos /" en estos numeros criticos: 


/"( 0) = 0 /"( 3) = 36 > 0 



FIGURA 11 


Ya que/'(3) = 0 y/"(3) > 0,/(3) = — 27 es un minimo local. Como/"(0) = 0, la 
prueba de la segunda derivada no aporta informacion sobre el numero crftico x = 0. 
Pero ya que/'(x) < 0 para x < 0 y tambien para 0 < x < 3, la prueba de la primera 
derivada nos dice que /no tiene un maximo o minimo local en 0. [De hecho, la expresion 
para /'(x) muestra que/decrece a la izquierda de 3 y crece a la derecha de 3.] 

Puesto que /"(x) = 0 cuando x = 0 o x — 2, dividimos la recta real en intervalos con 
estos numeros como extremos y completamos la siguiente tabla. 


Intervalo 

/"(*) = 12x(x - 2) 

Concavidad 

(— °°> 0) 

+ 

hacia arriba 

(0,2) 

- 

hacia abajo 

(2, co) 

+ 

hacia arriba 


El punto (0, 0) es un punto de inflexion, ya que la curva cambia ahf de concava hacia 
arriba a concava hacia abajo. Tambien (2, — 16) es un punto de inflexion, ya que allf la 
curva cambia de concava hacia abajo a concava hacia arriba. 

Utilizando el minimo local, los intervalos de concavidad y los puntos de inflexion, 
esbozamos la curva de la figura 11. 


NOTA La prueba de la segunda derivada es incierta cuando /"(c) = 0. En otras pala- 
bras, en tal punto puede haber un maximo, puede haber un minimo, o podrfa no haber 
maximo o minimo (como en el ejemplo 6). Esta prueba tambien falla cuando /"(c) no 
existe. En tales casos, debe utilizarse la prueba de la primera derivada. De hecho, aun 
cuando se aplican ambas pruebas, la prueba de la primera derivada es a menudo mas facil 
de utilizar. 
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EJEMPLO 7 


Esboce la grafica de la funcion fix) = x 2/3 (6 — x) l/3 . 


SO LUC I ON Con las primeras dos derivadas obtenemos 


Utilice las reglas de derivacion para verificar 
estos calculos. 


fix) 


4 — x 

x 1/3 (6 - x) 2/3 


f"(x) 


-8 

x 4/3 (6 - x) 5/3 


Dado que/'(x) = 0 cuando x = 4 y/'(x) no existe cuando x = 0 o x = 6, los numeros 
crfticos son 0, 4 y 6. 


Intente reproducir la grafica de la figura 12 con 
una calculadora graficadora o una computadora. 
Algunas maquinas producen la grafica com- 
pleta, algunas generan unicamente la parte a 
la derecha del ejey, y algunas otras producen 
unicamente la parte entre x = 0 yy = 6. Para 
una explicacion y resolucion de esto, vea el 
ejemplo 7 en la seccion 1.4. Una expresion 
equivalente que da la grafica correcta es 


y = (x 2 ) 1/3 • 


6 — x 
|6 ~ x\ 


6 -x/ 3 



Intervalo 

4 - x 

x 1/3 

(6 - x) 2/3 

/'(*) 

/ 

x < 0 

+ 

- 

+ 

- 

decreciente sobre ( — 0) 

0 < x < 4 

+ 

+ 

+ 

+ 

creciente sobre (0, 4) 

4 < x < 6 

- 

+ 

+ 

- 

decreciente sobre (4, 6) 

x > 6 

— 

+ 

+ 

— 

decreciente sobre (6, °°) 


Para encontrar los valores extremos locales utilizamos la prueba de la primera derivada. 
Puesto que/' cambia de negativa a positiva en x = 0,/(0) = 0 es un mi'nimo local. 

Ya que /' cambia de positiva a negativa en x = 4,/(4) = 2 5/3 es un maximo local. El 
signo de/' no cambia en x = 6, por lo que no hay mfnimo o maximo. (La prueba de la 
segunda derivada podrfa utilizarse en x = 4, pero noenx = 0ox = 6 porque/" no 
existe en ninguno de estos numeros.) 

Observando la expresion para /"(x) y tomando nota de que x 4/3 5* 0 para toda x, tenemos 
/"(x) < 0 para x < 0 y para 0 < x < 6, y/"(x) > 0 para x > 6. Asf que/es concava 
hacia abajo sobre (— 0) y (0, 6) y concava hacia arriba sobre (6, °°), y el linico punto 
de inflexion es (6, 0). La grafica se esboza en la figura 12. Tenga en cuenta que la curva 
tiene una recta tangente vertical en (0, 0) y (6, 0) debido a que | /' (x) | — » °° conforme 
x — > 0 y a medida que x — » 6. 


EJEMPLO 8 


Utilice la primera y segunda derivadas de/(x) = e '/ junto con las 
asfntotas, para esbozar su grafica. 


30LUCI0N Note que el dominio de/es {x \ x ¥= 0}, por lo que comprobamos para 
asfntotas verticales calculando los lfmites por la izquierda y por la derecha cuando 
x — > 0. Conforme x — » 0 + , sabemos que t = 1/x — » °o, asf que 


lfm e l,x = lfm e’ = 00 

JC^»0 + t — >co 


y esto demuestra que x = 0 es una asfntota vertical. A medida que x — > 0 , tenemos 
t = 1/x — > por lo que 


lfm e l/x = lfm e' = 0 

JC— >0“ t—>— 00 


E S3 En Module 4.3 puede usted practicar Conforme x -> ±=c, tenemos 1 /x -» 0 asf que 
usando la informacion relacionada con/',/" 

y las asfntotas para determinar la forma de la lf m e l / x = e ° = \ 

grafica de/. 


Esto demuestra que y = 1 es una asfntota horizontal. 

Ahora vamos a calcular la derivada. La regia de la cadena da 


fix) = 


e 


1/x 


X 


2 


Como e l/x > 0 y x 2 > 0 para toda x 0, tenemos /'( x) < 0 para toda Asi/es 

decreciente sobre (— °°, 0) y sobre (0, °°). No hay un numero critico, por lo que la funcion 
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no tiene maximos ni mfnimos locales. La segunda derivada es 

x 2 e 1/jf (— 1/x 2 ) - e l,x { 2 x) e l/x ( 2 x + 1) 
f {x >~~ x * 

Puesto que e' ,x > 0 y x 4 > 0, tenemos/"(x)> 0 cuando x > —\(x¥=Q) y f"(x) < 0 cuando 
x < —\. Asi que la curva es concava hacia abajo sobre (— — I) y concava hacia arriba 

sobre (— f,0) y sobre (0, °°). El punto de inflexion es (—5, e 2 ). 

Para esbozar la grafica de / trazamos primero la asmtota horizontal y = 1 (como una 
recta discontinua), junto con las partes de la curva cerca de la asmtota en un esbozo preli- 
minar [figura 13a]. Estas partes reflejan la informacion relativa a los limites y el hecho de 
que/es decreciente sobre (— °°, 0) y (0, °°). Observe que hemos indicado que/(x) — > 0 
conforme x — > 0~, a pesar de que/(0) no existe. En la Figura 13b terminamos el esbozo 
incorporando la informacion relativa a la concavidad y el punto de inflexion. En la figura 
13c) revisamos nuestro trabajo con un dispositivo de graficacion. 


y- 

l 

X 

y = l 

0 

X 


a) Esquema preliminar 

FIGURA 13 




Ejercicios 

1-2 Utilice la grafica de/para encontrar lo siguiente. 

a) Los intervalos abiertos sobre los que/es creciente. 

b) Los intervalos abiertos sobre los que/es decreciente. 

c) Los intervalos abiertos sobre los que/es concava hacia 
arriba. 

d) Los intervalos abiertos sobre los que/es concava hacia 
abajo. 

e) Las coordenadas de los puntos de inflexion. 




3. Supongamos que se le da una formula para una funcion/. 

a) ^como determinarfa donde/aumenta o disminuye? 


b) ^Como determinarfa donde la grafica de/es concava hacia 
arriba o concava hacia abajo? 

c) ^Donde se localizan los puntos de inflexion? 

4. a) Establezca la prueba de la primera derivada 

b) Establezca la prueba de la segunda derivada. ^Bajo que 
circunstancias no son concluyentes? ^Que harfa si no es 
valida? 


5-6 En los ejercicios 5 y 6, se muestran las graficas de la derivada 
f de una funcion/. 

a) ^Sobre que intervalos /crece o decrece? 

b) ^En que valores de x,/ tiene un maximo o mfnimo local? 



6 . 


y = f(x) 



IAH Se requiere calculadora graficadora o computadora Se requiere sistema algebraico computarizado 1. Tareas sugeridas disponibles en stewartcalculus.com 
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7. En cada inciso establezca las coordenadas x de los puntos de 
inflexion de /. De las razones de sus respuestas. 

a) Si la curva dada es la grafica de /. 

b) Si la curva dada es la grafica de/'. 

c) Si la curva dada es la grafica de/". 



8 . Se muestra la grafica de la primera derivada /' de una funcion/. 

a) ^Sobre que intervalos/es creciente? Explique. 

b) ^En que valores de x tiene/un maximo o mi'nimo local? 
Explique. 

c) ^Sobre que intervalos es/concava hacia arriba o concava 
hacia abajo? Explique. 

d) ^Cuales son las coordenadas x de los puntos de inflexion 
de/? ^Por que? 



9-18 

a) Encuentre los intervalos sobre los cuales/es creciente o decre- 
ciente. 

b) Encuentre los valores maximos y mmimos locales de/. 

c) Encuentre los intervalos de concavidad y los puntos de 
inflexion. 

9. fix) = 2x 3 + 3x 2 — 36x 

10. f(x) = 4x 3 + 3x 2 — 6x + 1 

11 . f(x) = x 4 - 2x 2 + 3 12 . fix) = — 

X" + 1 

13 . fix) = senx + cos x, OStS 2 t t 

14 . fix) = cos 2 x — 2 senx, 0 =£ x =£ 2t t 

15 . fix) = e lx + e~ x 16 . fix) = x 2 lnx 

17 . fix) = x 1 — x — In x 18 . fix) = x 4 e~* 


19-21 Encuentre los valores maximos y mmimos locales de/ 
utilizando las pruebas de la primera y la segunda derivada. 
^Que metodo prefiere? 

V 2 

19. fix) = 1 + 3x 2 - 2x 3 20. fix) = 

x — 1 

21 . fix) = yfx ~ fjx 


22. a) Encuentre los numeros criticos de/(x) = x\x — l) 3 . 

b) ^,Que nos dice la prueba de la segunda derivada sobre el 
comportamiento de/en estos numeros criticos? 

c) ^Que nos indica la prueba de la primera derivada? 


23. Supongamos que/" es continua sobre (— °°). 

a) Si/' (2) = 0 y/"(2) = —5, £que puede decir acerca de/? 

b) Si/'(6) = 0 y/"(6) = 0, ^que puede decir acerca de/? 

24-29 Esboce la grafica de una funcion que satisfaga todas las 
condiciones determinadas. 


24. Asmtota vertical x = 0, fix) > 0 si x < —2, 
fix) < 0 si x > —2 (x 0), 
f"(x) < 0 si x < 0, fix) > 0 si x > 0 


25 . /'( 0) =/'( 2) =/'( 4) = 0, 
fix) >0six<0o2<x<4, 
fix) <0si0<x<2ox>4, 

fix) > 0 si 1 < x < 3, fix) <0six< 1 ox > 3 

26 . /'( 1) =/'(- 1) = 0, fix) < 0 si | x | < 1, 

fix) > 0 si 1 < | x | < 2, fix) = — 1 si | x | > 2, 

fix) <0si— 2<x<0, punto de inflexion (0, 1) 

27 . fix) > 0 si | x | < 2, fix) < 0 si | x |> 2, 

/'( — 2) = 0, Inn | fix) \ = », fix) > 0 si x # 2 

x— >2 

28 . fix) > 0 si | x | < 2, fix) < 0 si | x | > 2, 

/'(— 2) = 0, li im fix) = 1, /(-x) = -fix), 
fix) < 0 si 0 < x < 3, fix) > 0 si x > 3 


29. fix) < 0 y fix) < 0 para toda x 


30 . Supongamos que/(3) = 2, /'( 3) = ^ y fix) > 0 y fix) < 0 
para toda x. 

a) Esboce una posible grafica para/. 

b) ^Cuantas soluciones tiene la ecuacion/(x) = 0? ^Por que? 

c) ^Es posible que /'( 2) = |. ^,Por que? 

31-32 Se muestra la grafica de la derivada/' de una funcion 
continua/. 

a) ^Sobre que intervalos es/creciente? ^Decreciente? 

b) ^En que valores de x tiene/un maximo local? ^.Mi'nimo 
local? 

c) ^Sobre que intervalos es/concava hacia arriba? ^Concava 
hacia abajo? 

d) Establezca las coordenadas x de los puntos de inflexion. 

e) Suponiendo que/(0) = 0, esboce una grafica de/. 
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33-34 

a) Encuentre los intervalos donde crece o decrece. 

b) Halle los valores maximos y mmimos locales. 

c) Encuentre los intervalos de concavidad y los puntos de 
inflexion. 

d) Utilice la informacion de los incisos a)-c) para esbozar 
la grafica. Verifique su trabajo con un dispositivo de 
graficacion. 


33. 

fix) 

= x 3 — 12x + 2 

34. 

fix)- 

= 36x + 3x 2 — 2x 

35. 

fix) 

= 2 + 2x 2 - x 4 

36. 

gix) - 

= 200 + 8x 3 + x 4 

37. 

h(x) 

= (x + l) 5 — 5x — 

2 38. 

hix) = 

= 5x 3 - 3x s 

39. 

F(x) 

= x/6 — x 

40. 

Gix)- 

= 5x 2/3 - 2x 5/3 

41. 

Cix) 

= x 1/3 (x + 4) 

42. 

fix) = 

= ln(x 4 + 27) 

43. 

m 

= 2 cos 8 + cos 2 8 , 

0 ^ 8 « 

2 tt 


44. 

Six) 

= x — senx, 0 ^ 

x ' 4 tt 



45- 

52 






a) Encuentre las asintotas verticales y horizontales. 

b) Halle los intervalos donde crece o decrece. 

c) Busque los valores maximos y mmimos locales. 

d) Encuentre los intervalos de concavidad y los puntos de 
inflexion. 

e) Utilice la informacion de los incisos a)-d) para esbozar la 
grafica de/. 


45. fix) = 1 + - - A- 

X X 

46. fix) 

47. fix) = V* 2 + 1 — x 

48. fix) 

49. fix) = e-* 2 

50. fix) 

51. fix) = ln(l — lnx) 

52. fix) 


53. Suponga que la derivada de una funcion /es 

fix) = (x + l) 2 (x — 3) 5 (x — 6) 4 . ^Sobre que intervalo es / 
creciente? 

54. Utilice los metodos de esta seccion para trazar la curva 
y = x 3 — 3a 2 x + 2a 3 , donde a es una constante positiva. 

</,Que tienen en comtin los miembros de esta familia de curvas? 
^Como se diferencian entre sr? 


H 55-56 

a) Utilice la grafica de/para estimar los valores maximos y 
mmimos. Despues, encuentre los valores exactos. 

b) Estime el valor de x en el cual/ crece mas rapidamente. 
A continuation, encuentre el valor exacto. 

55. f(x) = X . + 1 56. f(x) = x 2 e x 

V* + 1 


H 57-58 

a) Utilice la grafica de/para dar una estimation aproximada de 
los intervalos de concavidad y de las coordenadas de los puntos 
de inflexion. 

b) Utilice la grafica de/" para dar estimaciones mejores. 

57. fix) = cos x + \ cos 2x, 0 =S x =£ 2t t 

58. fix) = x\x - 2) 4 


SAC 59-60 Estime los intervalos de concavidad con una aproximacion 
de un decimal mediante un sistema algebraico computarizado y 
grafique /". 


61. Se muestra la grafica de una poblacion de celulas de leva- 
dura en un cultivo reciente de laboratorio como una funcion 
del tiempo. 

a) Describa como varia la tasa de crecimiento de la poblacion. 

b) ^Cuando la tasa es mas alta? 

c) ^Sobre que intervalos es la funcion de poblacion concava 
hacia arriba o hacia abajo? 

d) Estime las coordenadas del punto de inflexion. 


700 ■ 
600 

xt - 500 ■ 

Numero 

de 400 ■ 

celulas 300 ■ 

de levadura ^qq 

100 ■ 

/ 

0 

2 4 6 8 10 12 14 16 18 

Tiempo (horas) 

Sea fit) la temperatura en el tiempo t donde usted vive y 

suponga que en el tiempo t = 3 se siente incomodamente 

acalorado. ^Como se siente en relation con los datos dados 
cada caso? 

a) /'( 3) = 2, 

/"( 3) = 4 

b) /'( 3) = 2, 

/"( 3) = -4 

c) /'( 3) = -2, 

/"( 3) = 4 

d) /'( 3) = -2, 

/"( 3) = -4 


63. Sea C(f) una medida de los conocimientos que obtiene usted 
estudiando durante t horas para un examen. ^Cual cree que es 
mas grande, C(8) — C(7) o C(3) — C(2)7 ^Es la grafica de C 
concava hacia arriba o concava hacia abajo? ^Por que? 
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64. Se vierte cafe en una jarrita como la que se ilustra en la figura, 
con una rapidez constante (medida en unidades de volumen 
por unidad de tiempo). Trace una grafica aproximada de la 
altura ocupada por el cafe como funcion del tiempo. Explique 
la forma de la grafica en terminos de la concavidad. ^Cual es el 
significado del punto de inflexion? 



65 . Una curva de respuesta a un medicamento describe el nivel 
de medication en el torrente sangufneo despues de que un 
medicamento es administrado. Con frecuencia se aplica una 
funcion de onda de impulso (surge, en ingles) S(t) = At p e~ 1 ' para 
modelar la curva de respuesta, lo que refleja un aumento initial 
en el nivel de medicamento y luego un descenso mas gradual. 
Si, para un determinado medicamento, A = 0.01, p = 4, 

k = 0.07 y t se mide en minutos, calcule los tiempos 
correspondientes a los puntos de inflexion y explique su 
significado. Si usted dispone de un dispositivo de graficacion, 
utilfcelo para graficar la curva de respuesta. 

66. La familia de curvas de campana 

,, = I -(x-tf/pv 1 ) 

y crjlrr 

se utiliza en probabilidad y estadfstica y se le denomina 
funcion de densidad normal. La constante p se conoce como 
media, y la constante positiva cr es la desviacion estandar. Por 
simplicidad, cambiamos la escala de la funcion de modo que 
se elimine el factor l/(o\/27r) y analizamos el caso especial 
donde p = 0. Por tanto, estudiamos la funcion 

fix) = e -* 2/(2 " 2 > 

a) Encuentre la asfntota, el valor maximo y los puntos de 
inflexion de/. 

b) ^Que rol dene cr en la forma de la curva? 

c) Ilustre graficando cuatro miembros de esta familia en la 
misma pantalla del dispositivo de graficacion. 

67 . Encuentre una funcion cubica/(jc) = ax 3 + bx 2 + ex + d 
que tenga un valor maximo local de 3 en x = — 2 y un valor 
mmimo local de 0 en x = 1 . 

68. ^Para que valores de los numeros a y b la funcion 

f{x) = axe bx 

tiene el valor maximo /(2) =1? 


69 . a) Si la funcion fix) = x 3 + ax 1 + bx tiene el valor mmimo 

local en x = 1 /yff, ^cuales son los valores de a y bl 

b) ^,Cual de las rectas tangentes a la curva en el inciso a) tiene 
la menor pendiente? 

70 . ^Para que valores de a y b es (2, 2.5) un punto de inflexion 
de la curva x 2 y + ax + by = 0? ),Que puntos de inflexion 
adicionales tiene la curva? 

71 . Demuestre que la curva y = (1 + jc)/( 1 + jc 2 ) tiene tres puntos 
de inflexion y todos ellos se encuentran sobre una recta. 

72 . Demuestre que las curvas v = e~ x e y = —e x tocan la curva 
y = e~ x sen x en sus puntos de inflexion. 

73 . Demuestre que los puntos de inflexion de la curva y = x sen x 
estan sobre la curva v 2 ( x 2 + 4) = 4jc 2 . 

74-76 Suponga que todas las funciones son dos veces derivables y 
las segundas derivadas nunca son 0. 

74 . a) Sifyg son concavas hacia arriba sobre I, demuestre que 

/ + g es concava hacia arriba sobre /. 
b) Si/es positiva y concava hacia arriba sobre /, demuestre 
que la funcion g(x) = [/(jc )] 2 es concava hacia arriba 
sobre I. 

75 . a) Si/y g son positivas, crecientes y funciones concavas 

hacia arriba sobre I, demuestre que la funcion producto 
fg es concava hacia arriba sobre I. 

b) Demuestre que el inciso a) es verdadero sifyg son 
decrecientes. 

c) Suponga que/es creciente y g es decreciente. Muestre, 
dando tres ejemplos, que/g puede ser concava hacia arriba, 
concava hacia abajo o lineal. ^Por que no funciona en este 
caso el argumento de los incisos a) y b)? 

76 . Suponga que/y g son concavas hacia arriba sobre (— °°, °°). 
^,Bajo que condiciones sobre /sera la funcion compuesta 
h(x) = f(g{x)) concava hacia arriba? 


77 . Demuestre que tan x > x para 0 < x < tt/ 2. [Sugerencia: 
demuestre que/(x) = tan x-ies creciente sobre (0, tt/2).] 

78 . a) Demuestre que e x 3= 1 + x para x 5= 0. 

b) Pruebe que e x & 1 + x + \x 2 para x & 0. 

c) Use induction matematica para demostrar que para xS=0y 
cualquier numero entero positivo n, 

x 2 x" 

e x 3= 1 + jc + — + ••• + — 

2! n\ 

79 . Demuestre que una funcion cubica (una polinomial de tercer 
grado) siempre tiene exactamente un punto de inflexion. Si 
la grafica tiene tres intersecciones en x: jci, Xi y Xj, demuestre 
que la coordenada x del punto de inflexion es ( Xi + x 2 + X3)/3. 
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80 . ^Para que valores de c el polinomio P(x) = x 4 + cx 3 + x~ 
tienen dos puntos de inflexion? ^Un punto de inflexion? 
^Ninguno? Ilustre graficando P para varios valores de c. 

^Como cambia la grafica cuando c decrece? 

81 . Demuestre que si (c,/(c)) es un punto de inflexion de la grafica 
de/y/" existe en un intervalo abierto que contiene a c, entonces 
/"(c) = 0. [Sugerencia: aplique la prueba de la primera 
derivada y el teorema de Fermat a la funcion g =/'.] 

82 . Demuestre que si f(x) = x 4 , entonces /"(0) = 0, pero (0, 0) no 
es un punto de inflexion de la grafica de/. 

83 . Demuestre que la funcion g(x) = x \ x | tiene un punto de 
inflexion en (0, 0), pero g"( 0) no existe. 

84 . Suponga que/"' es continua y /'(c) =/"(c) = 0, pero 
/"'(c) > 0. if tiene un maximo o mmimo local en c? if tiene 
un punto de inflexion en c? 

85 . Suponga que/es derivable sobre un intervalo I y /'(x) > 0 
para todos los numeros x en /, excepto por un unico numero c. 
Demuestre que/es creciente sobre todo el intervalo I. 


86. ^Para que valores de c la funcion 


f(x) = cx + 


1 

x 2 + 3 


es creciente sobre (— °°, “)? 

87. Los tres casos en la prueba de la primera derivada cubren las 
situaciones que uno se encuentra con frecuencia, pero no 
agotan todas las posibilidades. Considere las funciones/, g y h 
cuyos valores en 0 son todas cero y, para x ^ 0, 


f(x) = x 4 sen — g(x) = x 4 l 2 + sen — 


h(x) = x 4 [ —2 + sen — 


a) Demuestre que 0 es un numero crftico de las tres funciones, 
pero sus derivadas cambian de signo infinitamente por 
ambos lados de 0. 

b) Demuestre que /no tiene un maximo local ni un mmimo 
local en 0, g tiene un mmimo local y h tiene un maximo local. 


Formas indeterminadas y regia de I'Hospital 

Supongamos que estamos tratando de analizar el comportamiento de la funcion 


F{x) 


In x 

x — 1 


Aunque F no esta definida cuando x = 1 , necesitamos saber como se comporta cerca de 1 . 
En particular, nos gustarfa saber el valor del lfmite 


m 


In x 
lfm 

X-»1 X — 1 


Para el calculo de este lfmite no podemos aplicar la ley 5 de los lfmites (el li'mite de un 
cociente es el cociente de los lfmites, consulte la seccion 2.3) porque el lfmite del denomi- 
nador es 0. De hecho, aunque en la expresion [T] existe el lfmite, su valor no es evidente 
porque el numerador y denominador tienden a 0 y no esta definido. 

En general, si tenemos un lfmite de la forma 


lfm 

x—>a 


/(■*) 

g(x) 


donde ambos /(x) — » 0 y g(x) — > 0 conforme x a, entonces este lfmite puede o no puede 
existir y se llama forma indeterminada del tipo ® Nos encontramos algunos lfmites de este 
tipo en el capftulo 2. Para funciones racionales, podemos cancelar factores comunes: 


lfm = lfm - 


x(x — 1) 


lfm - 


>i x 2 — 1 (x + l)(x — 1) *-*i x + 1 

Utilizamos un argumento geometrico para demostrar que 


2 


senx 
lfm 

x 


= 1 
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Pero estos metodos no funcionan para lfmites como los de [T], por lo que en esta seccion 
presentamos un metodo sistematico, conocido como regia de 1’ Hospital, para la evalua- 
cion de formas indeterminadas. 

Otra situation en la que no es evidente un lfmite ocurre cuando buscamos una asmtota 
horizontal de F y necesitamos evaluar el lfmite 


a 


lfm 

X — > CO 


In x 

x — 1 


No es obvio como evaluar este lfmite porque tanto el numerador como el denominador 
son muy grandes conforme x —> Hay una lucha entre numerador y denominador. Si 

gana el numerador, el lfmite sera si gana el denominador, la respuesta sera 0. O puede 

haber algun comportamiento intermedio, en cuyo caso la respuesta sera algtin numero 
finito positivo. 

En general, si tenemos un lfmite de la forma 


lfm 

x — >a 


fix) 

gix) 


donde am bos fix) — -> °° (o — °°) y g(x) — -> °° (o — °°), entonces el lfmite puede o no puede 
existir y se llama forma indeterminada de tipo °°/oc. Virnos en la seccion 2.6 que este 
tipo de lfmite puede ser evaluado para ciertas funciones, incluyendo funciones racionales, 
dividiendo numerador y denominador por la mayor potencia de x en el denominador. Por 
ejemplo, 



FIGURA 1 


La figura 1 sugiere visualmente por que regia 
de I'Hospital puede ser cierta. La primera 
grafica muestra dos funciones derivables/yg, 
donde ambas se acercan a 0 conforme jc — > a. 

Si pudieramos acercarnos hacia el punto (a, 0), 
las graficas empezarfan a parecerse a una recta. 
Pero si realmente las funciones fueran lineales, 
como en la segunda grafica, entonces su razon 
serfa 

ni\(x — a) mi 

mi(x — a) mi 


_ J_ 

r 2 - 1 1 ~ 1c 1 

lfm — j = lfm 

x— 2x 2 + 1 1 

2 + — 
x 


Este metodo no funciona para lfmites como [2], pero 
aplica a este tipo de forma indeterminada. 


1 - 0 _ J_ 

2 + 0 _ 2 


la regia de I’Hospital tambien se 


Regia de I'Hospital Suponga que/y g son derivables y g'ix) t 4 0 sobre un intervalo 
abierto I que contiene a (excepto posiblemente en a). Suponga que 

lfm fix) =0 y lfm g(x) = 0 

x—>a x—>a 

oque 1™ fix) = ±oo y lfm gix) = ±co 

jc — x— >a 

(En otras palabras, tenemos una forma indeterminada de tipo 5 o oo/oo.) Entonces 


v fix) fix) 

lim = lim — — — 

gf) *^ a gix) 

si existe el lfmite del lado derecho (o es 00 o — 


que es la razon de sus derivadas. Esto 
sugiere que 


fix) .. fix) 
hm —— = lim — - 

*-« 9ix) 


NOTA 1 La regia de I’Hospital senala que el lfmite de un cociente de funciones es igual 
al lfmite del cociente de sus derivadas, siempre que se cumplan con las condiciones 
dadas. Es especialmente importante verificar las condiciones impuestas a los lfmites de /y 
g antes de utilizar la regia de I’Hospital. 
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LHospital 

La Regia de I'Hospital proviene de un noble 
trances, el marques de I'Hospital (1661-1704), 
pero fue descubierto por un matematico suizo, 
John Bernoulli (1667-1748). A veces se puede 
ver I'Hospital escrito como I'HOpital, pero el 
mismo escribe su nombre asf, I'Hospital, como 
era comun en el siglo xvn. Vea en el ejercicio 81 
el ejemplo que el marques utiliza para ilustrar 
su regia. Consulte el proyecto en la pagina 310 
para mas detalles historicos. 


@ Observe que cuando se utiliza la regia de 
I'Hospital derivamos el numerador y el 
denominador por separado. No utilizamos 
la regia del cociente. 


En la figura 2 se muestra la grafica de la 
funcion del ejemplo 2. Hemos discutido 
previamente que las funciones exponenciales 
crecen mas rapido que las funciones potencia, 
por lo que el resultado del ejemplo 2 no es 
inesperado. Vease el ejercicio 71. 


20 



NOTA 2 La regia de I’Hospital tambien es valida para lfmites unilaterales y lfmites al 
infinito o al infinito negativo; es decir, “x — > a” puede ser sustituido por cualquiera de los 
sfmbolos 

IMOTA 3 Para el caso especial en que f(a) = g(a) = 0,/' y g' son continuas y g'(a) # 0, 
es facil ver por que la regia de I’Hospital es cierta. De hecho, utilizando la forma alter- 
nativa de la definicion de una derivada, tenemos 


lfm 


fix) ~f(a) 


fix) f'ia) x - a 


*^ a fix) g'(a) g(x) - g(a) 

lim 


= lim- 


fix) — f(a) 
x — a 

gix) - g{a) 


x->a x — a 


= y fix) ~fja) = fix) 
— gix) - gia) — gix) 


E3 


Es mas diflcil demostrar la version general de la regia de I’Hospital. Vease el apendice F. 

In x 


EJEMPLO 1 


Encuentre lfm - 


-i x — 1 


S0LUCI0N Dado que 


lfm In x = In 1 = 0 y lfm (x — 1) = 0 

JC — » 1 X— >\ 


podemos aplicar la regia de I’Hospital: 


— (In x) 

In x ax \/x 

lim = lim — = lim 

X 1 x-*l d , . JT-*1 1 

T i x - !) 

ax 


= lfm - = 1 

*-»l X 


13 


EJEMPLO 2 


Obtenga lfm — . 


Tenemos lfm x _»oo e x = 00 y lfm*^.» x 1 = asf que la regia de I’Hospital da 


e 

lfm — = lfm 

x z 





Ya que e x — > 00 y 2x °° conforme x — » el lfmite del lado derecho tambien esta 

indeterminado, pero aplicando nuevamente la regia de I’Hospital obtenemos 


e e e 

lfm — = lfm — = lfm — = °° 

x z * >o ° 2x 2 


FIGURA 2 
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En la figura 3, se muestra la grafica de la 
funcion del ejemplo 3. Ya hemos discutido 
previamente que las funciones logarftmicas 
crecen muy lentamente, asi que no es sorpren- 
dente que la razon se aproxime a 0 conforme 
x — » °°. Vease el ejercicio 72. 


P 


EJEMPLO 3 


Obtenga Hm ■ 


In x 


S0LUCI0N Dado que x — » 00 y y'x — * °° conforme x — > °o, utilizamos la regia de l’Hospital: 



Km 

x— >00 

Note que ahora el h'mite del lado derecho es una indeterminacion del tipo jj. Pero en 
lugar de aplicar la regia de l’Hospital una segunda vez, como lo hicimos en el ejemplo 2, 
primero simplificamos la expresion y vemos que la segunda aplicacion no es necesaria: 


lnx 1/x 



lnx 



Km 

X—><x> 




EJEMPLO 4 


Encuentre Km - 


tan x 


SO LUC I ON Observamos que x — x - 
la regia de l’Hospital: 


(Vease el ejercicio 44 de la seccion 2.2.) 

0 y x 3 — > 0 a medida que x 0, asf que aplicamos 


tan x — x 
Km r 

*-»0 X 


Km 

x -*0 


sec 2 x — 1 
3? 


Ya que el llmite del lado derecho es aun una indeterminacion del tipo ”, volvemos a 
aplicar la regia de l’Hospital: 


La grafica en la figura 4 da una confirmacion 
visual del resultado de ejemplo 4. Sin embargo, 
si tuvieramos que extendernos demasiado, 
obtendriamos una grafica muy inexacta porque 
tan x esta cerca de x cuando esta es pequena. 
Vease el ejercicio 44d) de la seccion 2.2. 


sec 2 x 1 2 sec 2 x tan j 

Km ; = Km 

x-*o 3x x— >o 6x 


Puesto que lim^o sec 2 x = 1 , simplificamos el calculo escribiendo 


1 



FIGURA 4 


2 sec 2 x tan x 1 , tan x 1 tan x 

Km = — lim sec x • lim = — lim 

x— >o 6x 3 x-»0 x— >o x 3 x— >o x 


Podemos evaluar este ultimo llmite utilizando la regia de 1’ Hospital por tercera vez o 
expresando la tan x como (sen x)/(cos x) y recurriendo a nuestro conocimiento de llmites 
trigonometricos. Haciendo todos estos pasos, obtenemos 


tan x — x sec 2 x — 1 2 sec 2 x tan x 

Km x = Km ; = Km 

x-xo x x— >0 3x x— >0 6x 


1 tan x 
= — Km 

3 x— >o x 


3 


sec 2 x 

11m 

x -*0 1 


3 


m 


EJEMPLO 5 


sen x 

Encuentre Km — . 

X— *77— 1 — COS X 


SO LUC I ON Si intentamos ciegamente utilizar la regia de P Hospital, obtendriamos 


sen x 

Km 

X * 77" ~ 1 — COS X 


,, COS X 

lim = —oo 

x * 77 _ S en x 


jEsto es erroneo! Aunque el numerador x — * 0 conforme x —> it , note que el denominador 
(1 — cos x) no tiende a 0, as! que aqul no es posible aplicar la regia de l’Hospital. 
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La figura 5 muestra la grafica de la funcion 
del ejemplo 6. Observe que la funcion esta 
indefinida en x = 0; la grafica se aproxima al 
origen, pero nunca lo alcanza. 



FIGURA 5 


El lfmite requerido es, de hecho, facil de encontrar porque la funcion es continua en tt 
y el denominador es distinto de cero: 


sen x sen tt 0 

lfm = = ; = 0 

JT -TT 1 — COS X 1 — COS TT 1 — 1) 

El ejemplo 5 muestra lo que puede salir mal si se utiliza la regia de l’Hospital sin 
pensar. Hay otros lfmites que pueden encontrarse mediante la regia de l’Hospital, pero se 
encuentran mas facilmente por otros metodos (Veanse los ejemplos de 3 y 5 en la sec- 
cion 2.3, ejemplo 3 en la seccion 2.6 y la discusion al principio de esta seccion), por lo que 
al evaluar cualquier lfmite debe tener en cuenta otros metodos antes de utilizar la regia de 
1’ Hospital. 


Productos indeterminados 

Si lfm A „> a /(x) = 0 y Ifm , g(x) = 00 (o — °°), entonces no es claro cual es el valor de 
lrni^j \f(x)g(x)], si existe. Hay una lucha entre/y g. Si gana /, la respuesta sera 0; si gana 
g, la respuesta sera oo (o — oo). O puede haber un comportamiento intermedio donde la 
respuesta es un numero finito distinto de cero. Este tipo de lfmite se llama forma inde- 
terminada de tipo 0 • y lo podemos abordar expresando el producto fg como un 
cociente: 


/ 9 

fg = — — o fg — — r 

i /g i// 

Esto convierte el lfmite dado en una forma indeterminada de tipo 5 0 oo/oo ? por lo que 
podemos utilizar la regia de 1’ Hospital. 


EJEMPLO 6 


Evalue lfm xlnx. 

x—>0 + 


SO LUC I OK El lfmite dado esta indeterminado porque, conforme x — » 0 + , el primer factor (x) 
tiende a 0, mientras que el segundo factor (In x) tiende a — °°. Escribiendo x = 1/(1 / x), 
tenemos 1/x — > 00 a medida que x — 0 + , por lo que la regia de l’Hospital da 

lnx 1/x 

lfm x In x = lfm — — = lfm — y = lfm (— x) = 0 

>0+ jc— »0 + \/x jc— >0 + — \/X jc— >0 + 

NOTA Tenga en cuenta que al resolver el ejemplo 6 otra opcion posible habrfa sido 
escribir 

lfm x In x = lfm — 

x^o+ 1/ln x 

Esto da una forma indeterminada del tipo 0/0, pero si aplicamos la regia de l’Hospital, 
obtenemos una expresion mas complicada que con la que empezamos. En general, cuando 
rescribimos un producto indeterminado, intentamos elegir la opcion que conduce hasta el 
lfmite mas simple. 


Diferencias indeterminadas 


Si lfm X ^af(x) = oo y lfm, >„ g(x) = °o, entonces el lfmite 


lfm [/(x) - g(x)] 

x — >a 

se llama forma indeterminada de tipo °c — <». Una vez mas hay un contienda entre/y 
g. ( : ,La respuesta sera oo (gana/) o sera 'x (gana g) o habra un termino intermedio en un 
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numero finito? Para encontrarlo, intentamos convertir la diferencia en un cociente (p. ej., 
utilizando un comun denominador, racionalizando o factorizando un factor comun), de 
manera que tenemos una forma indeterminada del tipo 5 o 00 / 00 . 


EJEMPLO 7 


Obtenga lfm (sec x 

25- 


tan x ) 


SOLUCIQN Primero observe que r^“yr->® conforme x —* (tt/2) , por lo que el 
lfmite esta indeterminado. Aquf usamos un comun denominador: 


lfm (sec x — tan x) 


lfm 


P- 

\ COS X 


senx 
cos x 


1 — senx 
= lfm 

;t-»0/2)~ COS X 


—cos X 

lfm 

*-KV 2 ) _ —senx 


= 0 


Observe que el uso de la regia de l’Hospital esta justificada porque 1 — sen x — > 0 
y cos x — ^ 0 a medida que x — » (tt/2 )“. 


Aunque las formas de los tipos 0°, c°° y 1" 
estan indeterminadas, la forma 0" no esta 
indeterminada. (Vease el ejercicio 84.) 


Potencias indeterminadas 


Hay varias formas indeterminadas que surgen del lfmite 

lfm [ f{x )F> 


lfm f{x) = 0 

x — *a 

y 

lfm 

jc — >a 

lfm/(x) = 00 

x — *a 

y 

lfm 

jc — >a 

lfm fix) = 1 

y 

lfm 


x— >a x — >a 


g(x) = 0 tipo 0 ° 

g(x) = 0 tipo oo° 

g(x) = ±°o tipo 1 “ 


Cada uno de estos tres casos puede ser tratado ya sea tomando el logaritmo natural: 


sea y = [/(x)] 9(jr) , entonces In y = g(x) ln/(x) 
o expresando la funcion como una exponencial: 

{f(x)Y x) = e 9(x)lnfix) 

(Recuerde que ambos metodos fueron utilizados en la derivada de estas funciones.) Cualquie- 
ra de los metodos nos lleva al producto indeterminado g(x) In fix), que es del tipo 0 • 


EJEMPLO 8 


Obtenga lfm (1 + sen 4x) coti . 

i-»0+ 


SOLUCION Primero observe que cuando x — > 0 + , tenemos 1 + sen 4x — > 1 y cot x 
por lo que el lfmite dado esta indeterminado. Sea 

y = (1 + sen 4x) cotjr 

Entonces lny = ln[(l + sen4x) cotJI ] = cotxln(l + sen 4x) 

Asf que la regia de P Hospital da 


ln(l + sen 4x) 

lfm In y = lfm 

> 0 + > 0 + 


4 cos 4x 
1 + sen 4x 

= 4 


tan x 


= lfm 

x-»0+ 


sec 2 x 
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Hasta ahora hemos calculado el Hmite de In y, pero lo que queremos es el Hmite de y. 
Para encontrar este Hmite, utilizamos el hecho de que y = e lny : 


Hm (1 + sen Ax) Mx 

x-*0+ 


Hm y = Hm e 

x— >0+ x— »0 + 


En la figura 6 se muestra la grafica de la funcion 
v = x*,x> 0. Observe que, aunque 0" no esta 
definido, los valores de la funcion tienden a 1 
conforme x — » 0 + . Esto confirma el resultado 
del ejemplo 9. 


2 



EJEMPLO 9 


Encuentre Hm x x . 

x— >0 + 


SO LUC I ON Note que este Hmite esta indeterminado ya que CP = 0 para cualquier x > 0, 
pero x° = 1 para cualquier x t 4 0. Podrfamos proceder como en el ejemplo 8 o 
expresando la funcion como una exponencial: 


x* = ( e ]nx y = e xlnx 

En el ejemplo 6 usamos la regia de l’Hospital para demostrar que 


Hm x In x = 0 

jc-»0+ 


Por tanto, 


Hm x x 

x— >0 + 


= Hm e xb,x = e° =1 


Ejercicios 


1-4 Dado que 

Hm fix) = 0 Hm g(x) = 0 Hm h(x) = 1 

x — >a x—>a x— 

Hm p(x) = 00 Hm q(x) = 00 

x^a x— >a 

^Cuales de los siguientes Hmites son formas indeterminadas? Para 
aquellos que no tienen forma indeterminada, evalue el Hmite donde 
sea posible. 


i \ v /W 
1. a) Hm— — 

gw 

d) Hm /,W 


fix) 


, , y fix) 
b) Hm— — 
x^a pyx) 

, y Pix) 
e) Hm— — 

y( X ) 


, h(x) 
c) Hm— — 
pix) 


2. a) Hm [/(x)p(x)] 

x—*a 

c) Hm [pix)q(x ) ] 

x—*a 


b) Hm [/?(x)p(x)] 

x— *a 


3. a) Hm [/(x) - p(x)] 

x— *a 

c) Hm [p{x) + q{x )] 

x—>a 


b) Hm \_p{x) - <?(x)] 

x— 


4. a) Hm [/(x)] 9(l) 

x— 

d) Hm [p(x)] /w 

x — *a 


b) Hm[/(x)] pW 

x — >a 

e) Hm[p(x)] ?w 

x—*a 


c) Hm [h(x)] p(x) 

x^a 

f) Hm "'fpix) 

x—>a 


5-6 Utilice las graficas defy g y sus rectas tangentes en (2, 0) para 

fix) 

encontrar Hm — — . 

* -> 2 gix) 




7-66 Encuentre el Hmite. Utilice la regia de l'Hospital donde 
sea apropiado. Si existe un metodo mas elemental, considere la 
posibilidad de usarlo. Si no aplica la regia de l’Hospital, 
explique por que. 


7. Hm 


1 


9 . Hm- 


*i r — i 
- 3 - 2x 2 + 1 


11 . 


x 3 - 1 

COS X 


Hm 

1 — senx 

„2/ 


e" — 1 

13. Hm 

»^o sen t 


8 . Hm- 

x— *2 


x 2 -I- X 


10. Hm 


12. Hm- 


x ~ 2 

6x 2 + 5x — 4 
*T /2 4x 2 + 16x - 9 
sen 4x 


*-*o tan 5x 
A 


14. Hm- 


<0 1 — COSX 


Se requiere calculadora graficadora o computadora 


1. Tareas sugeridas disponibles en stewartcalculus.com 
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15. lfm 


1 — sen 8 


B^ir /2 1 + cos 26 

In x 


17. lfm 


19. 


y/X 

In x 
lfm 

Jt^0+ X 


21 . lfm 


f 8 - 1 


1 e - i 


23. 


sj\ + 2x — V 1 — Ax 
lfm 

x 


25. 


lfm 


e x - \ - x 


27. lfm - 


x 

tanh x 


x^o tan x 
sen~'x 


29. lfm - 


Jt^O x 

x3 x 


31. lfm - 


33. lfm - 


-o 3" - 1 
x + senx 


x + cos x 
1 — x + In x 


35. lfm - 


37. lfm 


1 1 + COS 7TX 

x a — ax + a — 1 


(X - l ) 2 


39. 


lfm 

x-*0 


i i 1 2 

COS X — 1 + 2* 


41. lfm x sen ( 77 /x) 

X— 

43. lfm cot 2x sen 6x 

x^>0 

45. lfm x 3 e A 

x — >00 

47. lfm In x tan (ttx/2) 

X— >1 + 

49. lfm 


16. lfm 


1 — sen 0 


♦t/ 2 esc 0 


18. lfm 


x + x 
1 - 2x 2 


20. Ifm^# 

X-** X 

Q< _ 5' 


22 . lfm - 


t—*o t 


lfm x^ 

.r — >0+ 


57. lfm (1 - 2x) l/x 


24. lfm - 


e 


ii/10 


»-»“ U 

senh x — x 


26. lfm - 


1^0 x 

x — sen x 


28. lfm - 


x — tan x 


(In x) 2 
30. lfm - 


32. lfm - 


34. lfm 


cos mx — cos nx 


tan 1 (4x) 
x x - 1 


36. lfm 


1 ^ 0 + In x + x — 1 
,0 - e x - 2x 

38. lim 

x — sen x 

cos x ln(x — a) 

40. lfm ’ 


x^a+ ln(e x — e“) 
42. UmJxe- x ' 2 


44. lfm sen x In x 


46. lfmxtan(l/x) 


48. lfm cos x sec 5x 

x-*(ir/ 2)~ 


1 \ x — 1 lnx 

( 1 1 

51. lfm 

1 ^ 0 + yx e x — 

53. lfm (x — In x) 

x— 

54. lfm [In (x 7 - 1) - ln(x 5 - 1)] 

55. 


50. lfm (esc x — cot x) 

1^0 


52. lfm I cotx 

x^o \ x 


56. lfm (tan 2x)' 

*-<0+ 


58. lfm ( 1 H 

x 


59. 

lfm 

X^»l + 

x 1/(1 

-x) 

60. 

lfm 


61. 

lfm 

X — *co 

x 1A 


62. 

lfm 

x— »oo 

(c 

X + X y/x 

63. 

lfm 

x— »0 + 

(4x 

1 | ^ cot X 

64. 

lfm 

x — * 1 

(2 

— * ) tan ( W 2 ) 



(cos 




( 

2x - 3 y- 

65. 

lfm 

x) l/x 

66. 

lfm 



x^>0+ 



x— »oo 

\ 

2x + 5 / 


03 67-6E Utilice una grafica para estimar el valor del lfmite. Despues 
utilice la regia de l’Hospital para encontrar el valor exacto. 

/ 2 V 5* - 4 X 

67. lfm I 1 H ) 68. lfm 

\ x / *->o 3* - 2 X 


03 69-70 Ilustre la regia de l’Hospital graficando/(x)/g(x) y f’(x)/g’(x) 
cerca de x = 0 para ver que estas razones tienen el niismo lfmite 
conforme x 0. Tambien, calcule el valor exacto del lfmite. 

69. f(x) = e x - 1, g(x) = x 3 + 4x 

70. f(x) = 2x sen x, g(x) = sec x — 1 


71. Demuestre que 



para cualquier entero positivo n. Esto demuestra que la 
funcion exponencial tiende al infinito mas rapido que cualquier 
potencia de x. 


72. Pruebe que 


In x 

lfm = 0 

x p 


para cualquier numero p > 0. Esto demuestra que la funcion 
logarftmica tiende a °° mas lentamente que cualquier potencia de x. 


73-74 ^Que sucede si intenta usted utilizar la regia del l’Hospital 
para obtener el lfmite? Evalue el lfmite utilizando cualquier otro 
metodo. 

x sec x 

73. lfm . = - 74. lfm 

x^°° \Jx + 1 *->(tt/ 2 )- tanx 


Fm 75. Investigue la familia de curvas/(x) = e x — cx. En particular, 
encuentre los lfmites conforme x — » ±°° y determine los 
valores de c para los cuales/tiene un mfnimo absolute. ^Que 
pasa con los puntos mfnimos a medida que c crece? 

76. Si un objeto con masa m se deja caer a partir del reposo, un 
modelo para su rapidez v despues de t segundos, teniendo en 
cuenta la resistencia del aire, es 

v = — (1 - e ~ c,lm ) 
c 

donde g es la aceleracion debida a la gravedad y c es una 
constante positiva. (En el capftulo 9 podremos deducir esta 
ecuacion a partir del supuesto de que la resistencia del aire 
es proporcional a la velocidad del objeto, c es la constante de 
proporcionalidad). a) calcule lfm,-»« v. ^Cual es el significado 
de este lfmite? 
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b) Para t fijo, utilice la regia de F Hospital para calcular 

Km c ^ 0 - v. ^Que puede concluir acerca de la velocidad de un 
objeto que cae en el vacfo? 

77. Si una cantidad inicial A 0 de dinero es invertida a una tasa de 
interes r compuesto n veces al ano, el valor de la inversion 
despues de t anos es 

a ~ 4 i + f)" 

Si hacemos que x —* », nos referimos a la capitalization 
continua de interes. Utilice la regia de l’Hospital para 
demostrar que si el interes es compuesto continuamente, 
entonces la cantidad despues de t anos es 

A — AoC n 


P 



83. Evalue Km 


x — x~ln 


1 + x 


84. Suponga que/es una funcion positiva. Si Km X ^ a f(x) = 0 y 
Km x .-> a q(x) = oo, demuestre que 


Km [/(x)] sW = 0 


78. Si una bola de metal con masa m se arroja al agua y la fuerza 
de resistencia es proporcional al cuadrado de la velocidad, la 
distancia que la bola viaja en el tiernpo t es 

in 

s(t) = — In cosh 
c 

donde c es una constante positiva. Encuentre Km c ^o+ s(t). 

79. Si un campo electrostatico E actua sobre un lfquido o un 
dielectrico polar gaseoso, el momento dipolar neto P por 
unidad de volumen es 



P(E) 


1 

E 


Demuestre que Km £ ^o+ P(E) = 0. 


80. Un cable metalico tiene radio r y esta cubierto por un aislante, 
por lo que la distancia desde el centra del cable hasta el exterior 
del aislante es R. La velocidad v de un impulso electrico en el 
cable es 


v = —c 




Esto demuestra que 0" no es una forma indeterminada. 

85. Si f es continua, /(2) = 0 y/'(2) = 7, evalue 

/(2 + 3x) + /(2 + 5x) 

lim 

x 

86. ^Para que valores de a y b es verdadera la siguiente ecuacion? 


Km 

»o 


sen 2x 


a H — 7 I — 0 


87. Si f es continua, utilice la regia de V Hospital para demostrar 
que 

,, f(x + h)-f(x-h) 


Km - 

h^0 


2h 


= f\x) 


Explique el significado de esta ecuacion con la ayuda de un 
diagrama. 

88. Si/" es continua, demuestre que 


Km 

A— >0 


f(x + h ) 


2 fix) + fix 
h 2 


h) 


= f"(x) 


donde c es una constante positiva. Encuentre los siguientes 
Kmites e interprete sus respuestas. 

a) Km v b) Km v 

R^>r+ r >o 1 

81. La primera aparicion impresa de la regia de F Hospital fue 
en el libro Analyse des Infiniment Petits publicado en 1696 
por el marques de l’Hospital. Este texto fue el primer libro de 
calculo publicado, y el ejemplo que utiliza el marques en ese 
libro, para ilustrar esta regia, fue el de encontrar el Kmite de la 
funcion 



cuando x tiende a a, donde a > 0. (En aquel tiernpo era comun 
escribir aa en vez de a 2 ). Resuelva este problema. 

82. La figura muestra un sector de un clrculo con angulo 

central 6. Sea A(d) el area del segmento entre la cuerda PR 
y el arco PR. Sea B(6) el area del triangulo PQR. Encuentre 
el Km„^ 0 + A(6)/B(6). 


89. Sea 


f(x) 


f e - 1/x 2 six 7^0 

|o si x = 0 


a) Utilice la definition de derivada para obtener/'(0). 

b) Demuestre que /tiene derivadas de todos los ordenes que 
estan definidas sobre IR. [Sugerencia: primero demuestre 
por induction que existe una funcion polinomial p„(x) y un 
entero no negativo k„ tal que / w (x) = p„(x)f(x) /x k " para 

x 7~ 0.] 


H 90. Sea 



si x ¥= 0 
si x = 0 


a) Demuestre que/es continua en x = 0. 

b) Investigue graficamente si/es derivable en x = 0 activando 
varias veces el zoom sobre el punto (0, 1) de la grafica de/. 

c) Demuestre que/no es derivable en x = 0. ^,Como puede usted 
conciliar este hecho con la apariencia de la grafica del inciso b)? 
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EDACCION DE ! 10YEC LOS ORIGENES DE LA REGLA DE LHOSPITAL 


ANALYSE 

p * i 

INFINIMENT Tl TITS. 





www.stewartcalculus.com 

La Internet es otra fuente de informacion 
para este proyecto. Haga clic en History of 
Mathematics para obtener una lista confiable 
de sitios web. 


La regia de l’Hospital se publico por primera vez en 1696, en el libro de texto del marques de 
l’Hospital, Analyse des Infiniment Petits , pero la regia fue descubierta en 1694 por el matematico 
suizo Johann Bernoulli. La explication es que ambos hablan entrado en un curioso arreglo de 
negocios por medio del cual el marques de LHospital compro los derechos de los descubrimientos 
matematicos de Bernoulli. Los detalles, incluso una traduction de la carta de LHospital a Bernoulli 
en la que propone el arreglo, pueden hallarse en el libro escrito por Eves [1]. 

Escriba un informe sobre los orfgenes historicos y matematicos de la regia de LHospital. 
Empiece por dar breves detalles biograficos de los dos hombres (el diccionario editado por 
Gillispie [2] es una buena fuente) y describa el trato negociado entre ellos. A continuation, 
mencione el enunciado de LHospital de su regia, el cual se encuentra en el libro fuente de Struik 
[4] y, mas sinteticamente, en el libro de Katz [3]. Observe que LHospital y Bernoulli formularon la 
regia geometricamente y dieron la respuesta en terminos de diferenciales. Compare el enunciado 
de ellos con la version de la regia de LHospital que se dio en la section 4.4 y demuestre que, en 
esencia, los dos enunciados son los mismos. 

1. Howard Eves, In Mathematical Circles ( Volumen 2: Cuadrantes III y IV) (Boston: Prindle, 
Weber and Schmidt, 1969), pp. 20-22. 

2. C. C. Gillispie, ed., Dictionary of Scientific Biography (Nueva York: Scribner’s, 1974). Vease 
el artfculo sobre Johann Bernoulli, por E. A. Fellman y J. 0. Fleckenstein, en el volumen II 

y el artfculo sobre el marques de LHospital, por Abraham Robinson, en el volumen VIII. 

3. Victor Katz, A History of Mathematics: An Introduction (Nueva York: Harper Collins, 1993), 
pp. 484. 

4. D. J. Struik, ed., A Sourcebook in Mathematics , 1200-1800 (Princeton, NJ: Princeton University 
Press, 1969), pp. 315-316. 


Resumen de trazado de curvas 


30 y = 8x 3 — 21 .y 2 + 18x + 2 



FIGURA 1 


8 



FIGURA 2 


Hasta este momento solo nos hemos interesado en algunos aspectos particulares del trazo 
de curvas: dominio, rango y simetrfa en el capltulo 1; llmites, continuidad y aslntotas en 
el capftulo 2; derivadas y rectas tangentes en los capftulos 2 y 3, y valores extremos, inter- 
valos de crecimiento y decrecimiento, concavidad, puntos de inflexion y regia de LHospital 
en este capltulo. Pero ya es tiempo de reunir toda esta informacion relacionada con la 
elaboration de graficas, que revela las caracterlsticas importantes de las funciones. 

Usted podrla preguntar: ^por que no usar solo una calculadora o computadora para 
dibujar una curva? ^Por que necesitamos aplicar el calculo? 

Es cierto que los instrumentos modernos son capaces de generar graficas muy exactas. 
Pero aun el mejor instrumento para graficar tiene que ser utilizado en forma inteligente. 
Como se establece en la section 1.4 es muy importante elegir un rectangulo de vista 
adecuado para evitar obtener una grafica enganosa. Vea en particular los ejemplos 1, 3, 4 
y 5 de dicha section. La aplicacion del calculo permite descubrir los aspectos mas intere- 
santes de las graficas y, en muchos casos, calcular exactamente los puntos maximos y mlni- 
mos y los puntos de inflexion, y no solo en forma aproximada. 

Por ejemplo, en la figura 1 se presenta la grafica de/(x) = 8x 3 — 2 lx 2 + 18x + 2. 
A primera vista parece razonable esperar que la grafica tenga la misma forma que las 
curvas cubicas como y = x\ y parece no tener maximo ni mlnimo. Pero si calcula la deri- 
vada, se dara cuenta de que hay un maximo cuando x = 0.75 y un mlnimo cuando x = 1 . 
En efecto, si hacemos un acercamiento a esta parte de la grafica, vemos el comportamien- 
to que se ilustra en la figura 2. Sin la herramienta del calculo, podrla facilmente pasar- 
las por alto. 

En la section siguiente se elabora la grafica de funciones recurriendo a la interaction 
del calculo y los instrumentos para graficar. En esta section dibujara graficas consideran- 
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do la informacion siguiente. Se supone que no tiene instrumentos para graficar, pero si 
usted cuenta con uno, solo utilfcelo para verificar su trabajo. 




b) Funcion impar: simetrfa por rotacion 

FIGURA3 


Guia para el trazado de curvas 

En la siguiente lista se intenta proponer directrices que sirvan de gufa para dibujar una 
curva y = fix) a mano. No todos los elementos de la lista son relevantes para cada funcion. 
(Por ejemplo, una curva dada puede no tener una asfntota o poseer simetrfa.) Pero las 
directrices proporcionan toda la informacion que usted necesita para hacer un trazo que 
muestre los aspectos mas importantes de la funcion. 

A. Dominio A menudo resulta util comenzar por determinar el dominio D de/; es decir, 
el conjunto de valores de x para los cuales/(x) esta definida. 

B. Interseccion La interseccion en y es/(0) y esto nos indica donde la curva cruza con el 
eje y. Para encontrar las intersecciones con el eje x, hacemos y = 0 y resolvemos 
para x. (Puede omitirse este paso si la ecuacion es diffcil de resolver.) 

C. Simetrfa 

i) Si/(— x) = fix) para toda x en D, es decir, la ecuacion de la curva no se modi- 
fica cuando x se sustituye por — x, entonces/es una funcion par y la curva es simetrica 
respecto al eje y. Esto significa que nuestro trabajo se reduce a la mitad. Si conocemos 
la parte de la curva donde x 3= 0, entonces solo necesitamos reflejar respecto al eje y, 
para obtener la curva completa [vease la figura 3a)]. Algunos ejemplo son y = x 2 ,y = x 4 , 
y = | x | y y = cos x. 

ii) Si /(— x) = —f(x) para todo x en D, entonces/es una funcion impar y la curva 
es simetrica respecto al origen. Una vez mas, podemos obtener la curva completa si 
conocemos la parte de la curva donde x 3* 0. [Gire 1 80° alrededor del origen; vease la 
figura 3b)]. Algunos ejemplos simples de funciones impares son y = x, y = x 3 , 
y = x 5 y y = sen x. 

iii) Si fix + p) = fix) para toda x en D, donde p es una constante positiva, entonces 
/ se llama funcion periodica y el numero p mas pequeno se llama periodo. Por ejem- 
plo, y = sen x tiene periodo 2tt y y = tan x tiene periodo tt. Si sabemos como es la 
grafica en un intervalo de longitud p, entonces podemos utilizar una traslacion para 
esbozar toda la grafica (vease la figura 4). 


FIGURA 4 

Funcion periodica: 
simetrfa traslacional 



D. Asintotas 

i) Asintotas horizontales. Recuerde de la seccion 2.6 que si lfm^oo /(x) = L 
o lfm,_»_®/(x) = L, entonces la recta y = L q s una asfntota horizontal de la curva 
y = fix). Si resulta que lfm x ->„f(x) = oo (o — oo), entonces no tenemos una asfn- 
tota a la derecha, pero sigue siendo informacion util para trazar la curva. 

ii) Asintotas verticales. Recuerde de la seccion 2.2 que la recta x = a es una asfn- 
tota vertical si al menos una de las siguientes afirmaciones es verdadera: 

|T| lfm f{x) = 00 lfm fix) = 00 


lfm fix) = 

k— > a + 


lfm fix) = 


— CO 


— CO 
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(Para funciones racionales puede usted localizar las asintotas verticales igualando el 
denominador a 0 despues de cancelar los factores comunes. Pero para otras funciones 
no se aplica este metodo.) Ademas, en el trazado de la curva es muy util saber exacta- 
mente cual de las afirmaciones en |T] es verdadera. Si f(a ) no esta definida, pero a es 
un extremo del dominio de/, entonces debe calcular lfm t _ >a f(x) o b'm X ~> a +f(x), sea 
este limite infinito o no. 

iii) Asintotas inclinadas. Estas se discuten al final de esta seccion. 

E. Intervalos donde la funcion es creciente o decreciente Utilice la prueba C y D. Obtenga/'(x) 
y encuentre los intervalos en los que/'(x) es positiva (/es creciente) y los intervalos 
en los que/'(x) es negativa (/es decreciente). 

F. Valores minimo y maximo locales Encuentre los numeros crfticos de / [los niimeros c 
donde /'(c) = 0 o /'(c) no existen]. Despues utilice la prueba de la primera derivada. 
Si/' cambia de positiva a negativa en un ntimero crftico c, entonces /(c) es un maximo 
local. Si/' cambia de negativa a positiva en c, entonces/(c) es un minimo local. Aunque 
es generalmente preferible utilizar la prueba de la primera derivada, puede utilizar la 
prueba de la segunda derivada si /'(c) = 0 y /"(c) 4 0. Entonces /"(c) > 0 implica 
que /(c) es un minimo local, mientras que /"(c) < 0 implica que /(c) es un maximo 
local. 

G. Concavidad y puntos de inflexion Obtenga fix) y utilice la prueba de la concavidad. La 
curva es concava hacia arriba donde /"(x) > 0 y concava hacia abajo donde /"(x) < 0. 
Los puntos de inflexion se localizan donde cambia de direccion la concavidad. 

H. Trace la curva Utilizando la informacion de los apartados A-G, trace la grafica. Dibuje 
las asintotas como rectas discontinuas. Ubique las intersecciones, puntos maximos y 
minimos y puntos de inflexion. Despues, haga que la curva pase por estos puntos, crecien- 
do y decreciendo de acuerdo con E, con concavidades de acuerdo con G y acercandose 
a las asintotas. Si se desea precision adicional cerca de cualquier punto, puede calcular 
el valor de la derivada alii. La recta tangente indica la direccion en que avanza la 
curva. 


E3 


EJEMPLO 1 


Utilice la guia para trazar la grafica de y 


A. El dominio es 



{x | x 2 — 1 4 0} = {x | x 4 ±1} = (—oo, — 1) U (—1, 1) U (1, °°) 


B. Las intersecciones en x y en y son, ambas, 0. 

C. Ya que/(— x) =/(x), la funcion/es par. La curva es simetrica respecto al eje y. 


/ 1 >1 
1 

1 l 
1 

1 

- 4 

1 

4 -- 

y = 2 | 

1 
1 

1 

1 

1 , 

0 

1 

X 

I 

1 

x = -l|| 

1 

j|X=l 

FIGURA 5 


Trazo preliminar 



2x 2 2 

lim = lim 


*~»±“ X 2 — 1 x—*±°° 1 — 1/x' 


= 2 


Por tanto, la recta y = 2 es una asintota horizontal. 

Puesto que el denominador es 0 cuando x = ±1, obtenemos los siguientes limites: 


2x 2 

lim —z = oo 

x — 1 


2x 2 

lim — : = —0° 

x 2 - 1 


2x 2 

lim — ; = —00 

X 2 — 1 


2x 2 

lim — : = 00 

*->- 1 “ X — 1 


Se muestra la curva que se aproxima a su 
asintota horizontal desde arriba en la figura 5. 
Esto se confirma por los intervalos donde crece 
y decrece. 


Por ende, las rectas x = 1 y x = — 1 son asintotas verticales. Esta informacion 
relacionada con los limites y asintotas nos permite dibujar la curva preliminar de la 
figura 5, que muestra la curva cerca de las asintotas. 
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FIGURA6 

2x 2 

Trazo final de y = —5 — - 
x —l 


, . 4x(x 2 — 1) — 2x 2 • lx — 4x 

E - f(x> (S^ly 

Ya que/'(x) > 0 cuando x < 0 (x ¥= — 1) y fix) < 0 cuando x > 0 (x t 4 l),/es 
creciente sobre (— °°, —1) y (—1, 0) y decreciente sobre (0, 1) y (1, °°). 

F. El unico numero critico es x = 0. Dado que/' cambia de positiva a negativa en x = 0, 
/( 0) = 0 es un maximo local por la prueba de la primera derivada. 

— 4{x 2 — l) 2 + 4x • 2(x 2 — l)2x 12x 2 + 4 
G ‘ f W ~ (x 2 - l) 4 = (x 2 - l) 3 

Puesto que 1 2x 2 + 4 > 0 para toda x, tenemos 

fix) > 0 <=> x 2 — 1 > 0 <=> |x| > 1 


y fix) < 0 <=> | x | < 1. Asf, la curva es concava hacia arriba sobre los intervalos 
(— 00 , — 1) y (1, 00 ) y concava hacia abajo sobre (—1, 1). No hay puntos de inflexion 
ya que x = 1 y x = — lno estan en el dominio de /. 

H. Utilizando la informacion de E-G, terminamos el trazo de la figura 6. 


EJEMPL0 2 


x 

Trace la grafica de fix) = , 

yjx + 1 

x + 1 > 0} = {x | x >-!} = (- 


A. Dominio: {x 

B. Las intersecciones en x y en y son ambas 0. 

C. Simetria: ninguna 

D. Dado que 


■ 1 , °°) 


lfm 


sjx + 1 


no hay asintotas horizontales. Ya que \/x + 1 — > 0 conforme x —> — 1 + y fix) es siempre 
positiva, tenemos 


lfm , ' = 00 

yjx + 1 



FIGURA 7 


y, por tanto, la recta x = — 1 es una asmtota vertical. 

2xfx + 1 — x 2 • 1/(2 \J x + 1 ) x(3x + 4) 

E ' f (x) = 7TT = 2(x + 1) 3 / 2 

Vemos que/'(x) = 0 cuando x = 0 (note que no esta en el dominio de/), asi que 
el unico numero critico es x = 0. Ya que/'(x) < 0 cuando — 1 < x < 0 y/'(x) > 0 
cuando x > 0,/es decreciente sobre (— 1, 0) y decreciente sobre (0, °°). 

F. Puesto que/'(0) = 0 y /' cambia de negativa a positiva en x = 0,/(0) = 0 es un 
minimo local (y absoluto) por la prueba de la primera derivada. 

2(x + l) 3/2 (6x + 4) - (3x 2 + 4x)3(x + 1) 1/2 _ 3x 2 + 8x + 8 
G ‘ f W “ 4(x + l) 3 “ 4(x + 1) 5/2 


Note que el denominador siempre es positivo. El numerador es la cuadratica 
3x 2 + 8x + 8, que siempre es positiva porque su discriminante es b 1 — 4a c = —32, 
que es negativo, y el coeficiente de x 2 es positivo. As i/"(x) > 0 para toda x en el 
dominio de/, lo que significa que/es concava hacia arriba sobre (—1, °°) y no hay 
punto de inflexion. 

H. El trazo de la curva aparece en la figura 7. 
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□ 


EJEMPLO 3 


Trace la grafica tic fix') = xe*. 


A. El dominio es R. 

B. Las intersecciones en x y en y son ambas 0. 

C. Simetrfa: ninguna 

D. Ya que tanto x como e x son muy grandes conforme x —> tenemos que lfm x xe x = 00 . 

Sin embargo, a medida que x — » — °°, e x — > 0, asf que tenemos un producto indetermi- 
nado que requiere la regia de T Hospital: 


x 1 

lim xe x = lim — = lim — = lim (— e x ) = 0 

Jt— »-00 X— >-00 Q X Jt^»— 00 g x X ^ CO 


Asf, el eje x es una asintota horizontal. 

E. fix) = xe x + e x = (x + 7)e x 



Ya que e x siempre es positiva, vemos qu e/'(x) > 0 cuando x + 1 > 0, y fix) < 0 
cuando x + 1 < 0. Asf que/es creciente sobre ( — 1, °°) y decreciente sobre 
(- 00 , - 1 ). 

F. Ya que/'(— 1) = 0 yf cambia de negativa a positiva en x = — 1,/(— 1) = — e _1 es un 
rrunimo local (y absoluto). 

G. /"(x) = (x + \)e x + e x = {x + 2)e x 

Ya que/"(jc) > 0 si x > —2 y f"(x) < 0 si x < — 2,/es concava hacia arriba 
sobre (—2, °o) y concava hacia abajo sobre (— °°, —2). El punto de inflexion es 
(-2, -2e- 2 ). 

H. Con toda esta informacion trazamos la curva de la figura 8. 


FIGURA 8 


EJEMPLO 4 


Trace la grafica de f(x) 


cos x 

2 + sen.r ‘ 


A. El dominio es R. 

B. La interseccion en y es f( 0) = \. Las intersecciones en x se localizan donde 
cos x = 0, esto es, x = (2 n + \)tt/2 , donde n es un entero. 

C. / no es par ni impar, pero fix + 27t) = f(x) para toda x, por lo que / es periodica con 
periodo 2tt. Asf, en lo siguiente, necesitamos considerar solo 0 =£ x 2x y despues 
extender la curva por traslacion en la parte H. 

D. Asmtotas: ninguna 


E. 


fix) 


(2 + sen x ){— sen x) — cos x (cos x) 
(2 + sen x) 2 


2 sen x + 1 
(2 + sen x) 2 


Asf, /' (x) > 0 cuando 2 sen x + 1 < 0 <=> sen.r < — \ <=> 77t/6 <x < Htt/6. 

Por tanto, / es creciente sobre (7rr/6, II77/6) y decreciente sobre (0, 1tt/6) y 
(1 l7r/6, 277). 

F. Del apartado E y la prueba de la primera derivada, vemos que el valor mmimo local es 
/(7 tt/ 6) — —l/y/3 y el valor maximo local es /( 11 77/6) = l/y/3. 

G. Si utilizamos la regia del cociente otra vez y simplificamos; obtenemos 


fix) 


2 cos x (1 — sen x) 
(2 + sen x) 3 


Debido a que (2 + sen x) 3 > 0 y 1 — sen x 3= 0 para toda x, sabemos que /"(x) > 0 
cuando cos x < 0, esto es, 7r/2 < x < 2>tt/2. Asi que/es concava hacia arriba sobre 
(77/2, 377/2) y concava hacia abajo sobre (0, tt/2) y (37r/2, 2tt). Los puntos de inflexion 
son (77/2, 0) y (377/2, 0). 
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H. La grafica de la funcion restringida a 0 =£ x =£ 2 tt se muestra en la figura 9. Despues, 
la extendemos utilizando la periodicidad, para completar la grafica de la figura 10. 



FIGURA 9 



FIGURA 10 


EJEMPLO 5 


Trace la grafica de y = In (4 — x 1 ). 


A. El dominio es 

{x | 4 — x 2 > 0} = {x | x 2 < 4} 


{x 


< 2 } = (- 2 , 2 ) 


B. La interseccion en v es/(0) = In 4. Para encontrar la interseccion con x, hacemos 


y = In (4 - x 2 ) = 0 

Sabemos que In 1 = 0, as! que tenemos 4 — x 2 = 1 => x 2 = 3 y, por tanto, las 
intersecciones en x son ±\/3. 

C. Ya que/(— x) = /(x),/es par y la curva es simetrica respecto al eje y. 

D. Buscamos asintotas verticales en los extremos del dominio. Como 4 — x 2 — > 0 ' 
conforme x — * 2~ y tambien a medida que x — > — 2 + , tenemos 


lfm In (4 — x 2 ) = — oo lfm In (4 — x 2 ) = — 00 

x— x— »— 2+ 


Asf, las rectas x = 2 y x = —2 son asintotas verticales. 



FIGURA 11 

y = In (4 -x 2 ) 


f'(x) = 


— 2x 
4 - x 2 


Dado que/'(x) > 0 cuando — 2 < x < 0 y/'(x) < 0 cuando 0 < x < 2,/es creciente 
sobre (—2, 0) y decreciente sobre (0, 2). 

F. El unico numero crftico es x = 0. Como/' cambia de positiva a negativa en x = 0, 

/( 0) = In 4 es un maximo local por la prueba de la primera derivada. 

(4 - x 2 )(— 2) + 2x(— 2x) ~8 - 2x 2 

1 {X) (4 - x 2 ) 2 (4 - x 2 ) 2 

Ya que/"(x) < 0 para toda x, la curva es concava hacia abajo sobre (—2, 2) y no tiene 
punto de inflexion. 

H. Con toda esta informacion, trazamos la curva en la figura 1 1. 


Asintotas inclinadas 


Algunas curvas tienen asintotas que son oblicuas ; esto es, no son horizontales ni 
verticales. Si 


11m [/(x) — (rax + /?)]= 0 

x — >00 


entonces la recta y = mx + b se llama asmtota inclinada (oblicua) porque la distancia 
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vertical entre la curva y = f(x') y la recta y = nix + h tiende a cero, como en la figura 12. 
(Existe una situacion similar si hacemos x —> — °°.) Para funciones racionales, las asfntotas 
inclinadas se producen cuando el grado del numerador es uno mas que el grado del deno- 
minador. En tal caso la ecuacion de la asfntota oblicua puede encontrarse por division larga 
como en el siguiente ejemplo. 


□ 


EJEMPLO 6 


Trace la grafica de fix) — 


A. El dominio es IR = (— °°). 

B. Las intersecciones en x y en y son ambas 0. 

C. Puesto que/(— x) = ~/(x),/e s impar y su grafica es simetrica respecto al origen. 

D. Ya que x 2 + 1 nunca es 0, no hay asfntotas verticales. Ya que/(x) — > °o conforme 

x — > 00 y /(x) — > a medida que x — > — no hay asfntotas horizontales. Pero la 

division larga da 


/(*) = 


X 2 + 1 


= X 


X 

X 2 + 1 


fix) - X = 



1 


X 



^0 


conforme x — » ± 00 


Asf que la recta y = x es una asfntota oblicua. 


3x 2 (x 2 + 1) — x 3 • 2x x 2 (x 2 + 3) 
(x 2 + l) 2 (x 2 + l) 2 


Dado que/'(x) > 0 para toda x (excepto 0),/es creciente sobre (— °o). 

F. Aunque/'(0) = 0,/' no cambia de signo en x = 0, asf que no hay maximo ni mfnimo 
local. 


G. 


fix) 


(4x 3 + 6 x)(x 2 + l) 2 — (x 4 + 3x 2 ) • 2(x 2 + l)2x 
(x 2 + l) 4 


2x(3 — x 2 ) 
(x 2 + l) 3 


Ya qu e/"(x) = 0 cuando x = 0 o x = ±y[f , podemos elaborar la siguiente tabla: 


Intervalo 

X 

3 - x 2 

(. * 2 + I)' 

fix) 

Concavidad de/ 

x < 

- 

- 

+ 

+ 

Hacia arriba sobre (— —yfi) 

—yff < X < 0 

- 

+ 

+ 

- 

Hacia abajo sobre (— , 0) 

0 < X < yff 

+ 

+ 

+ 

+ 

Hacia arriba sobre (0, - 

X > yff 

+ 

- 

+ 

- 

Hacia abajo sobre (V3^> °°) 



Los puntos de inflexion son (—y/3, — \ (0, 0) y (-v/3~, !V^)- 

H. La grafica de/se muestra en la figura 13. 


FIGURA 13 
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Ejercicios 


1-54 Utilice la gufa de esta section para trazar cada una de las 
siguientes curvas: 


siguientes curvas: 

1. y = x 3 - 12x 2 + 36x 
3. y = x 4 - 4x 
5 . y = x(x - 4) 3 
7. y = \x 5 — §x 3 + I6x 

X 

9. y = - 

x — 1 

X — x 2 

11. V = J 

2 — 3x + x 2 

1 

13. v = -r 

X 2 -9 

15. y = 

17. y = 


x 4 - 8x 2 + 


2. y = 2 + 3x 
4. y = x 
6. y = x 5 - 5x 
8 . y = (4 - x 2 ) 5 
x 2 - 4 


12 


x 2 + 9 
x — 1 


14. y = 
16. y 


1 1 


i 

= 1 + — + 
x 


X 

x 2 


18 - y = — — r 

x — 1 


19. v = , 

7 x 2 + 3 


20 . y = 


21 . y 


= (x — 3 )y[x 


3. y = six 1 + . 
x 


23. y 

25. y = , 

sjx 2 + 1 


VT 


27. y- 

A, 

29. y = x - 3x 1/3 


* — 2 
22 . y = 2s[x — x 
24. y = six 2 + x — . 
26. y = Xsl2 — x 2 

x 

: 5 / 3 - 5 x 2/3 


v - 2 — 


1 


-TT, 


31. y = sfx 
33. y = sen 3 x 

35. y = x tan x 

36. y = 2x — tanx 

37. y = /x — sen x 

38. y = secx + tanx, 0 < x < rr/2 
sen x 

1 + cos x 


30. y = x 

32. y = Hx 2 + 1 
34. y = x + cosx 
r/2 < x < 7 t/ 2 
— 77/2 < x < tt/2 
0 < X < 377 


39. y = 


sen x 


41. y = arctan(e') 
43. y = 1/(1 + e~ x ) 
45. y = x — In x 
47. y = (1 + e x )~ 2 
49. y = In (sen x) 

51. y = xe 


-l/x 


40 - y = tt — 

2 + cos x 
42. y = (1 - x)e" 
44. y = e~' 1 sen x, 
46. y = e 2 " - e* 
48. y = eVx 2 
50. y = ln(x 2 — 3x 
In x 

52. y = — 


53. y = e 31 + 


54. y = tan 


x — 1 

x + 1 


55. En la teorfa de la relatividad, la masa de una partlcula es 

m 0 

m = — , — 

s/l ~ v^lc 2 

donde m 0 es la masa en reposo de la partlcula, m es la masa 
cuando la partlcula se mueve con rapidez v relativa al 
observador y c es la rapidez de la luz. Trace la grafica de m 
como una funcion de v. 

56. En la teorfa de la relatividad, la energla de una partlcula es 

E = s/moC 4 + h 2 c 2 / A 2 

donde m 0 es la masa en reposo de la partlcula, A es la longitud 
de onda y h es la constante de Planck. Trace la grafica de E 
como una funcion de A. ^Que indica la grafica en relation con 
la energla? 

57. Un modelo para la divulgation de un rumor esta dado por la 
ecuacion 


donde p(t) es la proportion de la poblacion que sabe del rumor 
en el tiempo t, y a y k son constantes positivas. 

a) ^.Cuando habra oldo el rumor la mitad de la poblacion? 

b) ^.Cuando es mayor la rapidez de divulgation del rumor? 

c) Trace la grafica de p. 

58. Un modelo para la concentration de un medicamento inyectado 
en la corriente sangulnea es 

C(t) = K{e a ' - e- u ) 

donde a, by K son constantes positivas y b > a. Trace la 
grafica de la funcion de concentration. ^Que nos indica 
la grafica en relation con la variation de la concentration al 
transcurrir el tiempo? 

59. La figura muestra una viga de longitud L incrustada en 
muros de hormigon. Si una carga constante W se distribuye 
uniformemente a lo largo de su longitud, la viga toma la forma 
de la curva de deflexion 

W ' , WL , WL 2 , 

y = x 4 -I x 3 x 2 

y 2AE1 12EI 2AE1 

donde Eel son constantes positivas. ( E es el modulo de Young 
de elasticidad e / es el momento de inertia de una section 
transversal de la viga). Trace la grafica de la curva de deflexion. 


W 
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60. La ley de Coulomb establece que la fuerza de atraccion 

entre dos partfculas cargadas es directamente proporcional al 
producto de las cargas e inversamente proporcional al cuadrado 
de la distancia entre ellas. La figura muestra partfculas con 
carga 1 ubicadas en las posiciones 0 y 2 sobre una recta de 
coordenadas y una partfcula con carga — 1 en una posicion x 
entre ellas. De la ley del Coulomb se deduce que la fuerza neta 
que actua sobre la partfcula ubicada a la mitad es 

F(x) = -^ + V^W 0<x<2 

donde k es una constante positiva. Trace la grafica de la funcion 
fuerza neta. ^Que indica la grafica acerca de la fuerza? 



Ox 2 


61-64 Encuentre la ecuacion de la asfntota inclinada en cada una de 
la funciones dadas. No trace la grafica de la curva. 


61. y = 


x 2 + 1 

X + 1 


62. y = 


2x 3 + x~ + x + 3 
x 2 + 2x 


63. y 


4x 3 — 2 jc 2 + 5 
2x 2 + x — 3 


64. 


y = 


5x 4 + x 2 + x 
x 3 - x 1 + 2 


65-70 Utilice la gufa de esta seccion para trazar cada una de 
las siguientes curvas. En el apartado D encuentre la ecuacion 
de la asfntota inclinada. 

x 2 1 + 5x — 2x 2 


65. y = - 

x — 1 


66. y 


x — 2 


67. y = 


x 3 + 4 


69. y = 1 + |x 4- e 


V (x + l) 2 

70. y = 1 - x + e 1+Jc/3 


71. Demuestre que la curva y = x — tarn'x tiene dos asfntotas 
inclinadas: y = x + 7t/2 y y = x — 77/2. Utilice este hecho 
para trazar la curva. 

72. Demuestre que la curva y = Vx 2 + 4x tiene dos asfntotas 
inclinadas: y = x + 2y y = — x — 2. Utilice este hecho para 
trazar la curva. 

73. Demuestre que las rectas y = ( b/a)x y y = —{b/a)x son 
asfntotas inclinadas de la hiperbola (x 2 /a 2 ) — (y 2 / b 2 ) = 1 . 

74. Sea /(x) = (x 3 + l)/x. Demuestre que 

lfm [/(x) — x 2 ] = 0 

*^>±00 

Esto demuestra que la grafica de/se aproxima a la grafica 
de y = x 2 y decimos que la curva y = f(x) es asintotica a la 
parabola y = x 2 . Utilice este hecho para trazar la grafica de /. 

75. Analice la conducta asintotica de/(x) = (x 4 + l)/x de la 
misma manera que en el ejercicio 74. Despues utilice su 
resultado para ayudarse en el trazo de la grafica de/. 

76. Utilice la conducta asintotica de/(x) = cos x + 1/x 2 para 
trazar su grafica sin usar el procedimiento de trazo de curvas 
de esta seccion. 


Graficacion con calculo y calculations 


Si no ha lefdo la seccion 1.4, deberfa hacerlo 
ahora. En particular, se explica como evitar 
algunos de los escollos de los dispositivos de 
graficacion, eligiendo rectangulos de vista 
adecuados. 


El metodo que utilizamos para trazar curvas en la seccion anterior fue una culminacion de 
gran parte de nuestro estudio del calculo diferencial. La grafica fue el objeto final que 
hemos producido. En esta seccion nuestro punto de vista es completamente diferente. 
Aquf comenzamos con una grafica producida por una calculadora graficadora o un equipo 
de computo y luego la refinamos. Utilizamos el calculo para asegurarnos de que nos reve- 
lan todos los aspectos importantes de la curva. Y con el uso de dispositivos de graficacion 
podemos abordar curvas que serfan demasiado complicadas sin considerar la tecnologfa. 
El tema es la interaction entre el calculo y las calculadoras. 


EJEMPL0 1 


Grafique la funcion polinomial f(x) = 2x 6 + 3x 5 + 3x 3 — 2x 2 . Utilice las 
graficas de/' yf" para estimar todos los puntos maximos y mmirnos e intervalos de 
concavidad. 


S0LUCI0N Si especificamos un dominio, pero no un rango, muchos dispositivos de 
graficacion utilizan un rango adecuado de los valores calculados. La figura 1 muestra 
el trazo que hace un dispositivo si especificamos que —5 =£ x ^ 5. Aunque este 
rectangulo de vista es util para mostrar que el comportamiento asintotico 
(o comportamiento extremo) es el mismo que para y = 2x 6 , obviamente esta 
ocultando algun detalle mas fino. Asf que cambiamos el rectangulo de vista a [ — 3, 2] 
por [—50, 100] que se muestra en la figura 2. 




SECCION 4.6 GRAFICACION CON CALCULO Y CALCULADORAS 


319 


41 000 



100 



De esta grafica se deduce que hay un valor mmimo absoluto de alrededor — 15.33 
cuando x ~ — 1.62 (utilizando el cursor) y/es decreciente sobre (— °°, — 1.62) y es 
creciente sobre (—1.62, °°). Tambien parece haber una recta tangente horizontal en el 
origen y puntos de inflexion cuando x = 0 y cuando x se encuentra en algun lugar entre 

-2y -l. 

Ahora vamos a tratar de conbrmar estas impresiones mediante el calculo. Derivamos y 
obtenemos 


/'(x) = 12x 5 + 15x 4 + 9x 2 — 4x 
f"(x) = 60x 4 + 60x 3 + 18x — 4 

Cuando graficamos/' en la figura 3 vemos que/'(x) cambia de negativa a positiva 
cuando x ~ — 1.62; esto confirma (por la prueba de la primera derivada) el valor mmimo 
que hemos encontrado antes. Pero, quiza para nuestra sorpresa, tambien notamos que 
fix) cambia de positiva a negativa cuando x = 0 y de negativa a positiva cuando 
x ~ 0.35. Esto significa que/tiene un maximo local en 0 y un mmimo local 
cuando x ~ 0.35, pero estos fueron escondidos en la figura 2. De hecho, si hacemos 
ahora acercamientos hacia el origen en la figura 4, vemos lo que nos falto antes: un valor 
maximo local de 0 cuan-do x = 0 y un valor mmimo local de —0.1 cuando x ~ 0.35. 



-5 


1 



FIGURA 3 


FIGURA 4 



-30 


FIGURA 5 


^Que pasa con la concavidad y los puntos de inflexion? En las figuras 2 y 4 parece 
haber puntos de inflexion cuando x esta un poco a la izquierda de — 1 y cuando x esta 
un poco a la derecha del 0. Pero es diffcil determinar puntos de inflexion de la grafica 
de/, por lo que la graficamos la segunda derivada /" en la figura 5. Vemos que/" 
cambia de positiva a negativa cuando x ~ — 1.23 y de negativa a positiva cuando 
x ~ 0.19. Asf, corregimos con dos decimales,/es concava hacia arriba sobre 
(—00, —1.23) y (0.19, o°) y concava hacia abajo sobre (—1.23, 0.19). Los puntos de 
inflexion son (—1.23, —10.18) y (0.19, —0.05). 

Hemos descubierto que una simple grafica no revela todas las caracterfsticas 
importantes de esta funcion polinomial. Pero las figuras 2 y 4, tomadas en conjunto, 
proporcionan una imagen mas precisa. 
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1 


EJEMPLO 2 


Dibuje la grafica de la funcion 


x 2 + lx + 3 

/ W = 5 

x 

en un rectangulo de vista que contenga todas las caracterfsticas importantes de la 
funcion. Estime los valores maximos y minimos y los intervalos de concavidad. 

Despues utilice el calculo para encontrar exactamente estas cantidades. 

SO LUC I ON La figura 6, producida por un equipo de computo con escala automatica, es 
un desastre. Algunas calculadoras graficadoras utilizan [—10, 10] por [—10, 10] como el 
rectangulo de vista predeterminada, asf que vamos a probarlo. Obtenemos la grafica que 
se muestra en la figura 7; es una mejora importante. 



El eje y parece ser una asintota vertical y, de hecho, lo es porque 

x 2 + lx + 3 
lfrn ; = 00 

JC^O x 

La figura 7 tambien nos permite estimar las intersecciones con el eje x: cerca de —0.5 y 
—6.5. Los valores exactos se obtienen mediante la formula cuadratica para resolver la 
ecuacion x 2 + lx + 3 = 0; obtenemos x = (—7 ± y/3l)/2. 

Para obtener un mejor vistazo de las asintotas horizontales, cambiamos el rectangulo 
de vista [—20, 20] por [—5, 10] en la figura 8. Parece que y = 1 es la asmtota horizontal 
y esto es facilmente confirmado: 


x 1 + lx + 3 

lfm ; = lim 

X JC— »±°° 



= 1 



-4 


FIGURA 9 


Para estimar el valor minimo acercamos el rectangulo de vista [—3, 0] por [—4, 2] en 
la figura 9. El cursor indica que el valor mrnimo absoluto es aproximadamente —3.1 cuando 
x ~ —0.9, y vemos que la funcion decrece sobre (— °°, —0.9) y (0, °°) y crece sobre 
(—0.9, 0). Los valores exactos se obtienen derivando: 


fix) = 



lx + 6 


Esto demuestra que/'(jt) > 0 cuando — r ]<x< 0 y f'(x) < 0 cuando x < — f y cuando 

x > 0. El valor mmimo exacto es /( — f) = — % ~ —3.08. 

La figura 9 tambien muestra que un punto de inflexion se localiza en algun lugar 
entre x = — lyx=— 2. Podrfamos estimar con mucho mas exactitud utilizando la 
grafica de la segunda derivada, pero en este caso es facil encontrar valores exactos. 

Ya que 


rw = ii + 4 = «2i±il 

X X X 
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vemos que/"(x) > 0 cuando x > —\{x¥^ 0 ). Asi,/es concava hacia arriba sobre (— §, 0 ) 
y ( 0 , °°) y concava hacia abajo sobre (— °°, — f) . El punto de inflexion es (— §, — j[). 

El analisis mediante las dos primeras derivadas muestra en la figura 8 todos los 
aspectos importantes de la curva. 


EJEMPLO 3 


Grafique la funcion f(x) 


x 2 (x + l) 3 
(x - 2)\x - 4) 4 ’ 


10 


f 


\ 

H 

*♦-> 

II 

i 

V 

k 

y 


-10 


FIGURA 10 


SO LUC 1 0I\! De nuestra experiencia con una funcion racional en el ejemplo 2, comencemos 
por graficar/en el rectangulo de vista [—10, 10] por [—10, 10]. De la figura 10 
tenemos la sensacion de que vamos a tener que acercarnos para ver algun detalle mas 
lino y tambien para ver la imagen mas grande. Pero, como una guia para hacer un 
acercamiento inteligente, primero veamos con mas cuidado la expresion para f(x). 
Debido a los factores (x — 2) 2 y (x — 4) 4 en el denominador, esperamos que x = 2 
y x = 4 sean las asmtotas verticales. De hecho, lo son, ya que 


lim — 

(X 


x 2 (x + l) 3 
- 2) 2 (x - 4) 4 


lim — 

x—>4 (x 


x 2 (x + l) 3 


2) 2 (x - 4) 4 



Para encontrar las asmtotas horizontales, dividimos el numerador y el denominador 
por x 6 : 


x 2 (x + l) 3 
(x - 2) 2 (x - 4) 4 


x 2 (x + l) 3 
x 3 ’ X 3 
(x - 2) 2 (x ^l) 4 



Esto demuestra que/(x) — > 0 conforme x —* ±°°, asi que el eje x es una asmtota horizontal. 

Tambien es muy util examinar el comportamiento de la grafica cerca de la 
intersection con el eje x, usando un analisis como en el ejemplo 12 en la seccion 2.6. 
Ya que x 2 es positiva, /(x) no cambia de signo en 0 y, por tanto, su grafica no cruza el 
eje x en 0. Pero, debido al factor (x + 1)\ la grafica cruza el eje x en — 1 y tiene alii 
una recta tangente horizontal. Poniendo toda esta informacion junta, pero sin utilizar 
derivadas, vemos que la curva tiene que ser algo como la de la figura 1 1 . 

Ahora que sabemos que buscar, nos acercarnos con el zoom (varias veces) para 
producir las graficas de las figuras 12 y 13 y alejamos (varias veces) para obtener la 
figura 14. 


0.05 



- 0.05 


FIGURA 12 


0.0001 


y = m 

J 





- 0.0001 

FIGURA 13 


500 



-10 

FIGURA 14 


De estas graficas, podemos leer que el minimo absoluto es aproximadamente —0.02 y 
se produce cuando x ~ —20. Tambien hay un maximo local ~ 0.00002 cuando x ~ —0.3 
y un minimo local —211 cuando x — 2.5. Estas graficas tambien muestran tres puntos 
de inflexion cerca de— 35,— 5y — ly dos entre — 1 y 0. Para estimar los puntos de 
inflexion mas cercanamente necesitariamos la grafica de/", pero graficar /" a mano es 
una tarea poco razonable. Si tiene un sistema algebraico computarizado, es mas facil 
(vease el ejercicio 15). 
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La familia de funciones 

fix) = sen {x + sen ex') 
donde c es una constante, aparece en aplicacio- 
nes a la sintonfa de frecuencia modulada (FM). 
Una onda sinusoidal es modulada por una onda 
con una frecuencia diferente (sen cx). El caso 
donde c = 2 se estudia en el ejemplo 4. 

El ejercicio 27 explora otro caso especial. 


1.1 



- 1.1 

FIGURA 15 


1.2 



- 1.2 

FIGURA 16 


Hemos visto que, para esta funcion en particular, son necesarias tres graficas (figuras 
12, 13 y 14) para transmitir toda la informacion util. La unica manera de mostrar todas 
estas caracteristicas de la funcion en una grafica unica es dibujar a mano. A pesar de 
las exageraciones y distorsiones, la figura 1 1 logra resumir la naturaleza esencial 
de la funcion. 


EJEMPLO 4 


Grafique la funcion fix) = sen(x + sen 2x). Para 0 =£ x =£ tt, estime todos 
los valores maximos y mmimos, intervalos donde la funcion crece y decrece y los puntos 
de inflexion. 


SOLUCION Primero observamos que/es periodica con periodo 2tt. Asimismo,/es impar 
y I f( x ) I ^ 1 P ara toda x. Asf, la eleccion de un rectangulo de vista no es un problema 
para esta funcion: empezamos con [0, tt] por [—1.1, 1.1] (Vease la Figura 15.) Parece 
que hay tres valores maximos locales y dos valores mmimos locales en esa ventana. Para 
confirmar esto y localizarlos con mayor precision, obtenemos 


fix) = cos(x + sen 2x) • (1 +2 cos 2x) 
y graficamos/y/' en la figura 16. 

Utilizando el zoom y la prueba de la primera derivada, nos encontramos con los 
siguientes valores aproximados: 

Intervalos sobre los que crece: (0, 0.6), (1.0, 1.6), (2.1, 2.5) 

Intervalos sobre los que decrece: (0.6, 1.0), (1.6, 2.1), (2.5, tt) 

Valores maximos locales: /(0. 6) ~ 1,/(1.6) ~ l,/(2.5) ~ 1 
Valores mmimos locales: /(l. 0) ~ 0.94,/(2.1) ~ 0.94 
La segunda derivada es 

/"(x) = —(1 +2 cos 2x) 2 sen(x + sen 2x) — 4 sen 2x cos(x + sen 2x) 
Graficando/y/" en la figura 17, obtenemos los siguientes valores aproximados: 

Concava hacia arriba sobre: (0.8, 1.3), (1.8, 2.3) 

Concava hacia abajo sobre: (0, 0.8), (1.3, 1.8), (2.3, tt) 

Puntos de inflexion: (0, 0), (0.8, 0.97), (1.3, 0.97), (1.8, 0.97), (2.3, 0.97) 


1.2 



1.2 



FIGURA 17 


FIGURA 18 


Hemos comprobado que la figura 15 representa/con precision para 0 ^ x =£ tt, por lo que 
podemos afirmar que la grafica ampliada en la figura 18 representa/con precision para 
— 2tt ^ x =£ 2tt. 
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FIGURA 19 

c = 2 


Nuestro ultimo ejemplo se refiere a las familias de funciones. Como se explica en la 
seccion 1.4, esto significa que las funciones de la familia estan relacionadas con otras 
mediante una formula que contiene una o mas constantes arbitrarias. Cada valor de la 
constante da lugar a un miembro de la familia, y la idea es ver como varfa la grafica de 
la funcion con los constantes cambios. 


EJEMPLO 5 


( Ciomo varfa la grafica de/(x) = l/(x 2 + 2 x + c) cuando c cambia? 


SO LUC 1 0I\I Las graficas de las figuras 19 y 20 (casos especiales para c = 2 y c = —2) 
muestran dos maneras muy diferentes de ver las curvas. Antes de dibujar mas graficas, 
veamos que tienen en comiin los miembros de esta familia. Ya que 


lim 

X — >±oo 


1 

x 2 + 2x + c 


= 0 


para cualquier valor de c, todas tienen al eje x como asfntota horizontal. Una asfntota 
vertical ocurre cuando x 2 + 2x + c = 0. Resolviendo esta ecuacion cuadratica, 
obtenemos x = — 1 ± y/l — c . Cuando c > 1 , no hay asfntotas verticales (como en 
la figura 19). Cuando c = 1, la grafica tiene una sola asfntota vertical x = — 1 porque 


1 



lfm 


1 


lfm 


1 


-i x" + 2x + 1 -i ( x + l) 2 


Cuando c < 1, hay dos asfntotas verticales x = — 1 ± — c (como en la figura 20). 

Ahora obtenemos la derivada: 


fix) 


2x + 2 

(x 2 + 2x + c) 2 


FIGURA 20 

c = —2 


EH Vea una animacion de la figura 21 en 
Visual 4.6 


Esto demuestra que/'(x) = 0 cuando x = — 1 (si c ¥= 1 ),/'(x) > 0 cuando x < — 1 y 
fix) < 0 cuando x > — 1. Para c 3= 1, esto significa que/es creciente sobre (— °°, —1) y 
decreciente sobre ( — 1 , °°) ■ Para c > 1 , hay un valor maximo absoluto /( — 1 ) = 1 /(c — 1 ) . 
Para c < l,/(— 1) = l/(c — 1) es un valor maximo local, y los intervalos donde es 
creciente y decreciente se interrumpen debido a las asfntotas verticales. 

La figura 21 es una “serie de diapositivas” que muestran cinco miembros de la 
familia, todas representadas en el rectangulo de vista [—5, 4] por [—2, 2]. Como previmos, 
c = 1 es el valor desde donde tiene lugar una transicion de dos asfntotas verticales a una 
y luego a ninguna. Cuando c aumenta desde 1 , vemos que el punto maximo resulta menor; 
esto se explica por el hecho de que l/(c — 1) — » 0 conforme c —> °°. Cuando c disminuye 
de 1, las asfntotas verticales se separan mas ampliamente porque la distancia entre ellas 
es 2yJ\ — c, lo cual resulta muy grande a medida que c — » — °°. Nuevamente, el punto 
maximo se aproxima al eje x porque l/(c — I ) — > 0 conforme c — -> — °o. 
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Claramente, no hay ningun punto de inflexion cuando c 1 . Para c > 1 obtenemos 


/"(*) 


2(3x 2 + 6x + 4 — c) 
(x : + 2x + c) 3 


y deducimos que los puntos de inflexion ocurren cuando x = — 1 ± y/3{c — l)/3. Asf, 
los puntos de inflexion se extienden al aumentar c, y esto parece verosfmil, por lo que se 
ve en las dos ultimas partes de la figura 2 1 . 


^ Ejercicios 


1-8 Elabore graficas de/que revelen todos los aspectos importantes 
de cada una de las siguientes curvas. En particular, debe utilizar 
graficas de/' y /" para estimar los intervalos donde/es creciente y 
decreciente, valores extremos, intervalos de concavidad y puntos de 
inflexion. 


1- fix) 

2 . fix) 

3. fix) 

4. fix) 


4x 4 - 32x 3 + 89 x 2 - 95x + 29 
x b — 15x 5 + 75x 4 — 125x 3 — x 
x b - 10x 5 - 400 x 4 + 2500x 3 

x 2 — 1 , , X 

- 5. /(x) = — r 5 

40x 3 + X + 1 x 3 + x 2 + 1 


grafiquela para confirmar que todos los valores maximos y 
mmimos son como en el ejemplo. Calcule/" y utilicela para 
estimar los intervalos de concavidad y los puntos de inflexion. 


16. Si /es la funcion del ejercicio 14, encuentre/' y /" y utilice 
sus graficas para estimar los intervalos donde/es creciente, 
decreciente y de concavidad. 


SAC 17-22 Utilice un sistema algebraico computarizado para graficar / 
y para encontrar/' y /". Use las graficas de estas derivadas para 
estimar los intervalos donde/es creciente y decreciente, los valores 
extremos, intervalos de concavidad y sus puntos de inflexion. 


6. f(x) = 6 senx — x 2 , -5 S i S 3 

7. /(x) = 6 sen x + cot x, — 17 ^ x =S tt 

8 . f(x) = e x 0.1 86x 4 


17. f(x) 


x 3 + 5x 2 + 1 
x 4 + x 3 - x 2 + 2 


18. fix) 


x 2/3 

1 + X + x 4 


19. fix) = y/x + 5 sen x , x 20 


20 fix) = (x 2 — l)c“ t *‘ 

9-10 Elabore graficas de/que revelen todos los aspectos importantes ' J v ' v ’ 

de cada una de las siguientes curvas. Determine los intervalos l/x 

donde/es creciente y decreciente e intervalos de concavidad y 21 . fix) = — 

utilice el calculo para encontrar exactamente estos intervalos. 1 + e 


22 . fix) 


1 

1 + e"* 


9. fix) = 1 



10 . fix) 


2 X 10 8 


11-12 


SAC 23-24 Grafique la funcion utilizando tantos rectangulos de vista 
como necesite para representar la verdadera naturaleza de la 
funcion. 


a) Grafique la funcion. 

b) Utilice la regia de l’Hospital para explicar el comportamiento 
conforme x 0. 

c) Estime el valor minimo y los intervalos de concavidad. 
Despues, utilice el calculo para encontrar los valores exactos. 

11 . fix) = x 2 lnx 12 . fix) = xe 1/x 


13-14 Esboce a mano la grafica utilizando asintotas e intersecciones 
pero no derivadas. Despues utilice su esbozo como una guia para 
elaborar graficas (con un dispositivo de graficacion) que muestran 
las principales caracterfsticas de la curva. Utilice estas graficas para 
estimar los valores maximos y mmimos. 


, , 1 — cos(x 4 ) , , 

23. fix) = 24. fix) = e x + ln|x - 4 | 


(J1 25-26 

a) Grafique la funcion. 

b) Explique la forma de la grafica obteniendo el limite conforme 
x — * 0 + o a medida que x — » °°. 

c) Estime los valores rnaximo y minimo y, a continuation, utilice 
el calculo para encontrar los valores exactos. 

d) Utilice la grafica de/" para estimar las coordenadas x de los 
puntos de inflexion. 


13. fix) = 


(x + 4)(x - 3) 2 
x 4 (x — 1) 


14. fix) = 


(2x + 3) 2 (x - 2) 5 
x 3 (x - 5) 2 


25. fix) = x 1/x 


26. fix) = (senx) 5 ™ 1 


SAC 15. Si/es la funcion considerada en el ejemplo 3, utilice un 
sistema algebraico computarizado para calcular/' y luego 


27. En el ejemplo 4 hemos considerado un miembro de la familia 
de funciones/(x) = sen(x + sen cx) que se presenta en la 
sintonia FM. Aqui investigamos la funcion con c = 3. Empiece 


Se requiere calculadora graficadora o computadora Se requiere sistema algebraico computarizado 1. Tareas sugeridas disponibles en stewaitcalculus.com 
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por graficar/en el rectangulo de vista [ 0 , 77] por [—1.2, 1.2]. 
^Cuantos puntos maximos locales ve usted? La grafica tiene 
mas de lo que se puede notar a simple vista. Para descubrir 
los puntos maximos y mfnimos ocultos tendra que examinar 
la grafica de/' muy cuidadosamente. De hecho, ayuda mirar la 
grafica de/" al mismo tiempo. Encuentre todos los valores 
maximos y mmimos y puntos de inflexion. Luego grafique/en 
el rectangulo de vista [— 2 t t, 2tt] por [—1.2, 1.2] y comente lo 
relacionado con la simetrfa. 

28-35 Describa como varfa la grafica de/conforme c varla. Grafique 
varios miembros de la familia para ilustrar las tendencias que 
descubre usted. En particular, debe investigar como se rnueven los 
puntos maximos y mmimos y los puntos de inflexion cuando c 
cambia. Tambien debe identificar cualquier valor de transicion 
de c, en el que cambia la forma basica de la curva. 

28. /(x) = x 3 + cx 

29. f(x) = y/x 4 + CX 2 30. fix) = Xy/c 2 — X 2 

31. f(x ) = e x + ce x 32. f(x ) = ln(x 2 + c) 

CX 

33. /(x) = — 34. /(x) = x 2 + ce x 

1 + c 2 x 2 

35. /(x) = cx + senx 


36. La familia de funciones /(f) = C(e~ a ' — e~ b '), donde a, b y C 
son numeros positivos y b > a, ha sido utilizada para modelar 
la concentracion de un farmaco que se inyecta en el torrente 
sangulneo en el tiempo t = 0. Grafique varios miembros de 


esta familia. ^Que tienen en comun? Para valores fijos de C 
y a, descubra graficamente lo que ocurre a medida que 
aumenta b. Despues utilice el calculo para demostrar lo 
que ha descubierto. 

37. Investigue la familia de curvas dada por/(x) = xe~“, donde c 
es un numero real. Empiece por obtener los llmites conforme 
x ± 00 . Identifique los valores de transicion de c donde 
cambia la forma basica. ^Que sucede con los puntos maximos 
o mmimos y los puntos de inflexion a medida que c cambia? 
Ilustre graficando varios miembros de la familia. 

38. Investigue la familia de curvas dada por la ecuacion/(x) = x 4 
+ cx 2 + x. Comience por determinar el valor de transicion 
de c, en el que el numero de puntos de inflexion cambia. A 
continuacion, grafique varios miembros de la familia para ver 
que formas son posibles. Hay otro valor de transicion de c en 
el que cambia el numero de numeros crfticos. Intente descubrirlo 
graficamente. Despues demuestre lo que usted ha descubierto. 

39. a) Investigue la familia de funciones polinomiales dada por 

/(x) = cx 4 — 2x 2 + 1. ^Para que valores de c la curva tiene 
puntos mmimos? 

b) Demuestre que los puntos maximos y mmimos de cada 
curva en la familia se encuentran sobre la parabola 
y = 1 — x 2 . Ilustre graficando esta parabola y varios 
miembros de la familia. 

40. a) Investigue la familia de funciones polinomiales dada por 

/(x) = 2x 3 + cx 2 + 2x. ^Para que valores de c la curva tiene 
puntos maximos y mmimos? 

b) Demuestre que los puntos maximos y mmimos de cada 
curva en la familia se encuentran sobre la curva y = x — x 3 . 
Ilustre graficando esta curva y varios miembros de la familia. 


Problemas de optimizacion 

Los metodos que hemos aprendido en este capftulo para encontrar los valores extremos 
tienen aplicaciones practicas en muchas areas de la vida. Un empresario quiere minimizar 
los costos y maximizar las ganancias. Un viajero quiere minimizar el tiempo de transporte. 
El principio de Fermat en optica establece que la luz sigue el camino que toma el menor 
tiempo. En esta seccion resolvemos problemas como la maximizacion de areas, volumenes 
y beneficios y la minimizacion de distancias, tiempos y costos. 

En la resolucion de tales problemas practicos, el mayor desaffo suele ser convertir el 
problema expresado en palabras en un problema de optimizacion matematica, estable- 
ciendo la funcion que va a maximizar o minimizar. Para esto, vamos a recordar los 
principios para resolver problemas que se discutieron en la pagina 75 y adaptarlos a esta 
situacion: 


Pasos para la resolucion de problemas de optimizacion 


1. Comprenda el problema El primer paso consiste en leer detenidamente el problema 
hasta que se entienda claramente. Preguntese: £que es lo desconocido? ^Cuales son 
las cantidades conocidas? ^Cuales son las condiciones dadas? 

2. Dibuje un diagrama En la mayorfa de los problemas resulta util dibujar un 
diagrama e identificar las cantidades dadas y las cantidades requeridas en 
el diagrama. 
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3. Introduzca la notacion Asigne un sfmbolo a la cantidad que va a ser maximizada 
o minimizada [vamos a llamarla Q (del ingles quantity ) por ahora], Tambien 
seleccione sfmbolos (a, b, c , ... , x,y) para otras cantidades desconocidas y etiquete 
el diagrama con estos sfmbolos. Puede ser provechoso utilizar iniciales como 
sfmbolos sugerentes — p. ej., A para el area, li para la altura, t para el tiempo. 

4. Exprese Q en terminos de algunos de los otros sfmbolos del paso 3. 

5. Si Q se ha expresado como una funcion de mas de una variable en el paso 4, 
utilice la informacion dada para encontrar relaciones (en forma de ecuaciones) 
entre estas variables. Utilice estas ecuaciones para eliminar todas, excepto una de 
las variables en la expresion para Q. Asf Q se expresara en funcion de una variable 
x, digamos, Q = f(x). Escriba el dominio de esta funcion. 

6. Utilice los metodos de las secciones 4.1 y 4.3 para encontrar los valores maximo 
o mfnimo absolutos de/. En particular, si el dominio de/es un intervalo cerrado, 
entonces puede utilizarse el metodo del intervalo cerrado de la section 4.1. 


m Comprenda el problema 
m Analogfa: intente casos especiales 
m Dibuje diagramas 


EJEMPLO 1 


Un agricultor tiene 2400 pies de material y quiere construir una barda para 
cercar un campo rectangular que bordea un rfo recto, de modo que no necesita barda a 
lo largo del rfo. ( ' Cuales son las dimensiones que debe tener el campo para encerrar el 
area mas grande? 


SO LUC I ON Para hacerse una idea de lo que esta sucediendo en este problema, vamos a 
experimentar con algunos casos especiales. La figura 1 (no a escala) muestra tres formas 
de posibles arreglos de los 2400 metros de material. 



Area = 100- 2 200 = 220 000 pies 2 Area = 700- 1000 = 700000 pies 2 Area = 1000 • 400 = 400000 pies 2 

FIGURA 1 


m Introduzca notacion 



y 


X 

A 

X 






Vemos que cuando intentamos campos muy anchos y poco largos, o campos angostos 
y muy largos, obtenemos areas relativamente pequenas. Parece verosfmil que exista 
alguna configuration intermedia que produzca el area mas grande. 

La figura 2 ilustra el caso general. Queremos maximizar el area A del rectangulo. Sea 
x y y el largo y el ancho, respectivamente, del rectangulo (en pies). Entonces, queremos 
expresar A en terminos de x y y: 


A = xy 

Queremos expresar A en funcion de una sola variable, por lo que eliminamos y 
expresandola en terminos de x. Para ello utilizamos la informacion dada de que la 
longitud total de la barda es 2400 pies. Asf 


FIGURA 2 


2x + y = 2400 


De esta ecuacion tenemos y = 2 400 — 2x, lo cual da 


A = x(2 400 - 2x) = 2400.V - 2jc 2 
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Tenga en cuenta que x 2* 0 y x 1200 (de lo contrario A < 0), asf que la funcion que 
deseamos maximizar es 

A(x) = 2400x — 2x 2 0^x^1200 

La derivada es A'(x) = 2400 — 4x, asf que para encontrar los numeros criticos 
resolvemos 


2400 - 4x = 0 

que da x = 600. El valor maximo de A debe producirse en este numero crftico o en un 
extremo del intervalo. Ya que 4(0) = 0, ,4(600) = 720000 y A(1200) = 0, el metodo del 
intervalo cerrado da el valor maximo cuando A(600) = 720000. 

[Alternativamente, podrfamos haber observado que A"(x) = —4 < 0 para toda x, por 
lo que A es siempre concava hacia abajo y el maximo local en x = 600 debe ser un 
maximo absolute.] 

Asf, el campo rectangular debe tener 600 pies de largo y 1200 pies de ancho. 



h 



C2 


EJEMPL0 2 


Se va un fabricar una lata que ha de contener 1 L de aceite. Encuentre 
las dimensiones que debe tener la lata de manera que minimicen el costo del metal para 
fabricarla. 


S0LUCI0N Dibuje el diagrama como el de la figura 3, donde r es el radio y h la altura 
(ambos en cm). Para minimizar el costo del metal, minimizaremos el area superficial 
total del cilindro (tapa, fondo y lados). A partir de la figura 4, observamos que los lados 
se fabrican de una lamina rectangular con dimensiones 2irr y h. De esta manera, el area 
superficial es 


FIGURA 3 


A = 2irr 2 + 2irrh 



Area 2(tti- 2 ) Area (2 irr)h 

FIGURA 4 


Para eliminar h recurrimos al hecho de que el volumen esta dado como 1 L, que 
tomamos como 1000 cm 3 . Asf 

Trr 2 h = 1000 

lo cual da h = 1000/(7 rr 2 ). Sustituyendo esto en la expresion para A, da 


A = 277T 2 + 27 rr 


1000 


= 277 r 2 


2000 


Por tanto, la funcion que queremos minimizar es 

, , , 2000 
A(r) = 277/ H 


r > 0 


Para encontrar los numeros criticos, derivamos: 



FIGURA 5 


, 2000 4(77r 3 - 500) 

A'(r) = 4m- 5 - 

r r 

Entonces A'(r) = 0 cuando 77 r 3 = 500, asf que el unico numero crftico es r = //500 / 77 . 

Puesto que el dominio de A es (0, °°), no podemos aplicar el argumento del ejemplo 1 
concerniente a los puntos extremos. Pero podemos observar que A ' (r) < 0 para 
/- < 5 OO /77 yA'(r) > 0 para r > //500 / 77 , por lo que A es decreciente para toda r a 

la izquierda del numero crftico y creciente para toda r a la derecha. De este modo, 
r = 500 / 77 debe dar lugar a un mfnimo absoluto. 

[Como otra posibilidad, podrfamos argumentar que A(r) — > 00 conforme r 0 + y 
A(r) — » a medida que r —> °°, de manera que debe haber un valor mfnimo de A(r), el 
cual tiene que ocurrir en el numero crftico. Vease la figura 5.] 
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En el Proyecto de aplicacion en pagina 337 
investigamos la forma mas economica para la 
fabricacion de una lata teniendo en cuenta los 
costos de produccidn. 

Asl, para minimizar el costo de la lata, el radio debe ser /500/ tt cm y la altura debe ser 
igual al doble del radio, es decir, el diametro. 

NOTA 1 El argumento utilizado en el ejemplo 2 para justificar el mmimo absoluto es 
una variante de la prueba de la primera derivada (que solo se aplica a valores maximos o 
mmimos locales ) y se establece aqul para referencia futura. 


El valor de h correspondiente ar = v'500 / tt es 

loop loop 3 /500 

7JT 2 77(500/tJ-) 2/3 "Y 7 T 


UHJfl Module 4.7 lo Neva a traves de seis 
problemas adicionales de optimizacion, incluyen- 
do animaciones de las situaciones ffsicas. 


Prueba de la primera derivada para valores extremos absolutos Suponga que c es un 

numero crftico de una funcion continua/ definida sobre un intervalo. 

a) Si f'(x) > 0 para toda x < c y f'(x) < 0 para toda x > c, entonces/(c) es el valor 
maximo absoluto de/. 

b) Si f'(x) < 0 para toda x < c y f'(x) > 0 para toda x > c, entonces/(c) es el valor 
mmimo absoluto de/. 



NOTA 2 Un metodo alternativo para resolver problemas de optimizacion es utilizar 
derivation implfcita. Veamos el ejemplo 2 nuevamente para ilustrar el metodo. Trabajamos 
con las mismas ecuaciones 

A = 27 ty 1 + 2irrh 7 rr 2 h = 1000 

pero en lugar de eliminar h, derivamos ambas ecuaciones implfcitamente, respecto a r. 

A' = 47 Tr + 27 rh + 2irrti 2i rrh + Trr 2 h' = 0 

El mmimo se produce en un numero crftico, por lo que establecemos A' = 0; simplifica- 
mos para llegar a las ecuaciones 

2r + h + rh' = 0 2h + rh' = 0 

y la sustraccion da 2r — h = 0, o h = 2 r. 


m 


EJEMPLO 3 


punto (1,4). 


Encuentre el punto sobre la parabola y 2 = 2x que esta mas cerca del 


SO LUC 1 6 IN La distancia entre el punto (1, 4) y el punto (x, y) es 


d = j(x - l) 2 + (y - 4) 2 

(Vease la figura 6). Pero si (x, y ) se encuentra sobre la parabola, entonces x = \y 2 , por lo 
que la expresion para d se convierte en 

d = s/(\y 2 - l) 2 + (y ~ 4) 2 

(Como alternativa, podrfamos haber sustituido y = J2x para obtener d solamente en 
terminos de x.) En lugar de minimizar d, minimizamos su cuadrado: 

d 1 =f(y) = (Lv 2 - l) 2 + (y - 4) 2 


FIGURA 6 


(Debe usted convencerse de que el mmimo de d ocurre en el mismo punto donde ocurre el 
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mmimo de d 2 , pero es mas facil trabajar con d 1 .) Derivando, obtenemos 
/'(>’) = 2 (b 2 - 1 )y + 2(y ~ 4) = y 3 - 8 

de manera que/'(y) = 0 cuando y = 2. Observe que/'(y) < 0 cuando v < 2 y f'(y) > 0 
cuando y > 2, asf que, por la prueba de la primera derivada para valores extremos 
absolutos, el mmimo absoluto se obtiene cuando y = 2. (O simplemente podrfamos decir 
que, debido a la naturaleza geometrica del problema, es evidente que hay un punto mas 
cercano, pero no un punto mas lejano). El correspondiente valor de x es x = 'y 2 = 2. 

Por tanto, el punto sobre y 2 = 2x mas cercano a (1, 4) es (2, 2). 



FIGURA 7 


EJEMPLO 4 


Un hombre lanza su lancha desde un punto A a la orilla de un rio recto de 
3 km de ancho y quiere alcanzar el punto B, 8 km abajo en la orilla opuesta, en el menor 
tiempo posible (vease la figura 7). Podrfa enfilar su lancha directamente a traves del rio al 
punto C y despues correr a B, podrfa enfilarse directamente a B, o podia ir a algun punto 
D entre C y B para despues avanzar corriendo hacia B. Si el hombre puede remar a 
6 km/h y correr a 8 km/h, / donde debe desembarcar para llegar a B tan pronto como 
sea posible? (Suponemos que la rapidez del agua es insignificante en comparacion con 
la rapidez a la que el hombre rema.) 


SOLUCION Sea x la distancia entre C y D\ entonces la distancia que ha de correr es 
| DB | = 8 — x y el teorema de Pitagoras da la distancia que ha de remar | AD \ = sjx 2 + 9 . 
Utilizamos la ecuacion 


distancia 

tiempo = 

rapidez 


Entonces el tiempo de remo es V x 2 + 9/6, y el tiempo de carrera es (8 — x)/8, por lo 
que el tiempo total T como una funcion de x es 


T(x) 


Jx 2 + 9 8 — x 

+ 

6 8 


El dominio de esta funcion T es [0, 8]. Observe que si x = 0, el rema hacia C y si y = 8, 
rema directamente a B. La derivada de T es 


T'{x) 


x 

6y/x 2 + 9 


1 


Asf, utilizando el hecho de que x 3 s 0, tenemos 


T\x) = 0 


6\/x 2 + 9 8 

\6x 2 = 9(x 2 + 9) 


4x = 3 ^x 2 + 9 
lx 2 = 81 


x = 


9 

V7 


El unico numero crftico es x = 9/y/l . Para ver si el mmimo ocurre en este numero 
crftico o en un extremo del dominio [0, 8], evaluamos T en los tres puntos: 




m 


y/73 


1.42 


T(0) = 1 .5 


T I 


6 




330 CAPITULO 4 APLICACIONES DE LA DERIVADA 


7 > 


y = T(x) 


1 - 


Como el mas pequeno de estos valores de T se produce cuando x = 9/v’7~, el valor 
mfnirno absoluto de T debe ocurrir allf. La figura 8 ilustra este calculo mostrando la 
grafica de T. 

Asf, el hombre debe desembarcar en un punto a 9 /v’7~ km (~ 3.4 km) rio abajo de su 
punto de partida. 


0 


+ 

2 


4 


+ 

6 


X 


□ 


EJEMPLO 5 


Encuentre el rectangulo de mayor area que puede ser inscrito en un 


semicfrculo de radio r. 


FIGURA 8 



SOLUCION 1 Tomemos la semicircunferencia como la mitad superior de la circunferencia 
x 1 + y 1 = r 1 con centra en el origen. Entonces la palabra inscrita significa que el 
rectangulo tiene dos vertices sobre la semicircunferencia y dos vertices sobre el eje x, 
como se muestra en la figura 9. 

Sea ( x , y ) el vertice que se encuentra en el primer cuadrante. Entonces, el rectangulo 
tiene lados de longitud 2x e y, por lo que su area es 

A = 2 xy 

Para eliminar y recurrimos al hecho de que (x, y) se encuentra sobre la circunferencia 
x 2 + y 2 = r 2 , asf que y = ^ r 2 — x 2 . Por tanto, 

A = 2x^Jr 2 — x 2 


El dominio de esta funcion es 0 x =£ r. Su derivada es 


A’ = 2 yjr 2 - x 2 



2 (r 2 - 2x 2 ) 
\/r 2 — x 2 


que es 0 cuando 2x 2 = r 2 , es decir, x — r/^[2 (ya que x 3 s 0). Este valor de x da un 
valor maximo de A porque A(0) = 0 y A(r ) = 0. Por tanto, el rectangulo inscrito de 
mayor area es 




S0LUCI0N 2 Es posible una solucion mas sencilla si consideramos utilizar un angulo 
como una variable. Sea 6 el angulo mostrado en la figura 10. Entonces el area del 
rectangulo es 

A(0) = (2rcos 0)(rsen0) = r 2 (2 sen0 cos 6) = r 2 sen 29 

Sabemos que sen 26 tiene un valor maximo de 1 y se produce cuando 26 = tt/2. Asf, 
A{6) tiene un valor maximo de r 2 y se produce cuando 6 = 7r/4. 

Observe que esta solucion trigonometrica no implica derivacion. De hecho, no tene- 
mos que utilizar calculo en absoluto. 


Aplicaciones en negocios y economia 

En la seccion 3.7 hemos introducido la idea de costo marginal. Recuerde que si C(x), la 
funcion costo, es el costo de producir x unidades de un determinado producto, entonces 
el costo marginal es la tasa de cambio de C respecto a x. En otras palabras, la funcion 
costo marginal es la derivada, C'(x), de la funcion costo. 

Ahora consideremos la comercializacion. Sea p(x) el precio por unidad que la empresa 
puede cobrar si vende x unidades. Entonces p se llama funcion demanda (o funcion de 
precio) y esperarfamos que sea una funcion de x decreciente. Si x unidades son vendidas 
y el precio por unidad es de p(x), entonces el ingreso ( revenue , en ingles) total es 


R(x) = xp{x) 
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y R se llama funcion ingreso. La derivada R' de la funcion ingreso se llama funcion 
ingreso marginal y es la tasa de cambio de ingreso respecto al numero de unidades ven- 
didas. 

Si se venden x unidades, entonces la utilidad ( profit , en ingles) total es 

P(x) = R(x) — C(x) 


y P se llama funcion utilidad. La funcion utilidad marginal es P' , la derivada de la 
funcion utilidad. En los ejercicios 57-62, se le pide que utilice las funciones costo margi- 
nal, ingreso y utilidad para minimizar los costos y maximizar los ingresos y utilidades. 


Una tienda ha estado vendiendo 200 reproductores de discos Blu-ray 
por semana a $350 cada uno. Un estudio de mercado indica que por cada $10 de des- 
cuento ofrecido a los compradores, el numero de unidades vendidas se incrementara en 
20 a la semana. Encuentre la funcion demanda y la funcion ingreso. ^Que tan grande 
debe ser el descuento que ofrezca la tienda para maximizar sus ingresos? 


SO LUC I ON Si x es el numero de reproductores Blu-ray vendidos por semana, entonces 
el aumento semanal de ventas es x — 200. Por cada aumento de 20 unidades vendidas, el 
precio se reduce por $10. Por tanto, por cada unidad adicional vendida, la disminucion 
del precio sera ^ X 10, y la funcion demanda es 


p{x) = 350 - l i (x - 200) = 450 - \x 


La funcion ingreso es 


R(x) = xp(x) = 450x — \x 2 

Dado que R'{x) = 450 — x, vemos que R'(x) = 0 cuando x = 450. Este valor de x da un 
maximo absoluto por la prueba de la primera derivada (o simplemente al observar que 
la grafica de R es una parabola que abre hacia abajo). El precio correspondiente es 

p(450) = 450 - \ (450) = 225 

y el descuento es 350 — 225 = 125. Por tanto, para maximizar el ingreso, la tienda debe 
ofrecer un descuento de $125. 


Ejercicios 

1. Considere el siguiente problema: encuentre dos numeros cuya 
suma es 23 y cuyo producto es un maximo. 
a) Haga una tabla de valores como la siguiente, para la que la 
suma de los numeros en las dos primeras columnas siempre 
es 23. Sobre la base de las evidencias de la tabla, estime la 
respuesta al problema. 


Primer numero 

Segundo numero 

Producto 

1 

22 

22 

2 

21 

42 

3 

20 

60 


b) Utilice el calculo para resolver el problema y compare con 
su respuesta al inciso a). 

2. Encuentre dos numeros cuya diferencia es 100 y cuyo producto 
es un mrnimo. 

3. Encuentre dos numeros positivos cuyo producto es 100 y cuya 
suma es un minirno. 

4. La suma de dos numeros positivos es 16. ^Cual es el menor 
valor posible de la suma de sus cuadrados? 

5. ^,Cual es la distancia vertical maxima entre la recta y = x + 2 y 
la parabola y = x 2 para — 1 =£ x =£ 2? 

6. ^,Cual es la distancia vertical minima entre la parabolas 
y = x 2 + 1 y y = x - x 2 ? 


Se requiere calculadora graficadora o computadora Se requiere sistema algebraico computarizado 1. Tareas sugeridas disponibles en stewartcalculus.com 
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7. Encuentre las dimensiones de un rectangulo con un perfmetro 
de 100 metros, cuya area sea tan grande como sea posible. 

8 . Encuentre las dimensiones de un rectangulo con area de 1 000 m 2 
cuyo perfmetro sea tan pequeno como sea posible. 

9. Un modelo utilizado para el rendimiento {yield) Y de una 
production agricola como una funcion del nivel de nitrogeno N 
en el suelo (medido en unidades adecuadas) es 

kN 

Y= T 

1 + N 1 

donde k es una constante positiva. ^Que nivel de nitrogeno 
ofrece el mejor rendimiento? 

10. La rapidez (en mg carbono/m’/h) en que la fotosfntesis tiene 
lugar para una especie de fitoplancton es modelada por la funcion 

100/ 

P = 

I 1 + I + 4 

donde I es la intensidad de luz (medida en miles de 
pie-candela) ^Para que intensidad de luz P es maxima? 

11. Considere el siguiente problema: un agricultor que dispone de 
750 pies de material para construir una barda quiere delimitar 
un area rectangular y luego dividirla en cuatro corrales con 
bardas paralelas a un lado del rectangulo. ^Cual es el area total 
mas grande posible de los cuatro corrales? 

a) Dibuje varios diagramas que ilustren la situacion, algunos 
con corrales anchos y largos cortos, y otros con corrales 
angostos y grandes largos. Encuentre las areas totales de 
estas configuraciones. ^Parece que hay un area maxima? Si 
es asf, estfmela. 

b) Dibuje un diagrama que ilustre la situacion general. Introduzca 
la notacion y etiquete el diagrama con sus sfmbolos. 

c) Escriba una expresion para el area total. 

d) Utilice la information proporcionada para plantear una 
ecuacion que relatione las variables. 

e) Utilice el inciso d) para expresar el area total como una 
funcion de una variable. 

f) Termine de resolver el problema y compare la respuesta con 
su estimation en el inciso a). 

12. Considere el siguiente problema: se desea construir una caja 
con tapa abierta, utilizando una pieza cuadrada de carton 

de 3 pies de ancho, recortando un cuadrado en cada una de las 
cuatro esquinas y doblando los costados. Encuentre el volumen 
mas grande que esa caja puede tener. 

a) Dibuje varios diagramas para ilustrar la situacion, algu- 
nas cajas de poca altura con bases grandes y algunas cajas de 
mucha altura con bases pequenas. Encuentre los volumenes 
de varias de esas cajas. ^Parece que existe un volumen 
maximo? Si es asf, estfmelo. 

b) Dibuje un diagrama que ilustre la situacion general. Introduzca 
la notacion y etiquete el diagrama con sus sfmbolos. 

c) Escriba una expresion para el volumen. 

d) Utilice la information proporcionada para plantear una 
ecuacion que relatione las variables. 

e) Utilice el inciso d) para expresar el volumen como funcion 
de una variable. 

f) Termine de resolver el problema y compare la respuesta con 
su estimation en el inciso a). 

13. Un agricultor quiere cercar un area de 1.5 millones de pies 
cuadrados en un terreno rectangular y luego dividirlo por la 


mitad, con una cerca paralela a uno de los lados del rectangulo. 
^Como puede el agricultor hacer esto para minimizar el costo 
de la barda? 

14. Una caja con una base cuadrada, abierta en la parte superior, debe 
tener un volumen de 32000 cm 3 . Encuentre las dimensiones 

de la caja que minimicen la cantidad de material que ha de 
utilizarse. 

15. Si se dispone de 1200 cm 2 de material para hacer una caja con 
una base cuadrada y sin tapa; encuentre el mayor volumen 
posible de la caja. 

16. Un contenedor rectangular de almacenamiento sin tapa ha de 
tener un volumen de 10 m 3 . La longitud de su base es dos veces 
el ancho. El material para la base cuesta $10 por metro cuadrado 
y el material para los costados cuesta $6 por metro cuadrado. 
Encuentre el costo de los materiales que hagan mas barato el 
contenedor. 

17. Resuelva el ejercicio 16 suponiendo que el contenedor tiene 
una tapa fabricada con el mismo material que los lados. 

18. a) Demuestre que de todos los rectangulos con un area 

determinada, el de perfmetro mas pequeno es un cuadrado. 
b) Pruebe que de todos los rectangulos con un perfmetro 
determinado, el de mayor area es un cuadrado. 

19. Encuentre el punto sobre la recta y = 2x + 3 que esta mas 
cerca del origen. 

20. Halle el punto sobre la curva y = yfx que esta mas cerca del 
punto (3, 0). 

21. Busque los puntos sobre la elipse 4x 2 + y 2 = 4 que estan mas 
lejos del punto (1,0). 

Fm 22. Encuentre, con una aproximacion de dos decimales, las 
coordenadas del punto sobre la curva y = sen x que esta 
mas cerca del punto (4, 2). 

23. Halle las dimensiones del rectangulo de mayor area que puede 
ser inscrito en un cfrculo de radio r. 

24. Busque el rectangulo de mayor area que puede ser inscrito en 
la elipse x 2 /a 2 + y 2 /fc 2 = 1. 

25. Encuentre las dimensiones del rectangulo de mayor area que 
puede ser inscrito en un triangulo equilatero de lado L si uno de 
los lados del rectangulo se encuentra sobre la base del triangulo. 

26. Halle el area del trapecio mas grande que puede ser inscrito 
en un cfrculo de radio 1 y cuya base es un diametro del 
cfrculo. 

27. Busque las dimensiones del triangulo isosceles de mayor area 
que puede ser inscrito en un cfrculo de radio r. 

28. Encuentre el area del rectangulo mas grande que puede ser 
inscrito en un triangulo rectangulo con catetos de longitudes 
de 3 cm y 4 cm si dos lados del rectangulo se encuentran a lo 
largo de los catetos. 

29. Halle el cilindro de mayor volumen posible que puede 
inscribirse en una esfera de radio r. 

30. Busque el cilindro de mayor volumen posible que puede 
inscribirse en un cono de altura h y radio base r. 

31 . Encuentre el cilindro circular recto de mayor superficie que puede 
inscribirse en una esfera de radio r. 
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32. Una ventana normanda tiene la forma de un rectangulo 
rematado por un semicirculo. (Asi, el diametro del semicirculo 
es igual al ancho del rectangulo. Vease el ejercicio 62 en la 
pagina 22). Si el perfmetro de la ventana es de 30 pies, encuentre 
las dimensiones de la ventana para que sea admitida la mayor 
cantidad posible de luz. 

33. Los margenes superior e inferior de un cartel son de 6 cm y los 
margenes de los lados de 4 cm. Si el area de impresion sobre 

el cartel se fija en 384 cm 2 , encuentre las dimensiones del cartel 
con la menor area. 

34. Un cartel debe tener un area de 180 pulg 2 con margenes de 

1 pulg en la parte inferior y laterales, y un margen de 2 pulg 
en la parte superior. ^Que dimensiones daran la mayor area de 
impresion? 

35. Un pedazo de alambre de 10 m de largo esta cortado en dos 
piezas. Una pieza esta doblada en forma de cuadrado y la otra 
de un triangulo equilatero. ^Como debe cortarse el alambre 
para que el area total encerrada sea a) un maximo?, ^,b) un 
minimo? 

36. Conteste el ejercicio 35 si una pieza esta doblada en forma de 
un cuadrado y la otra de un circulo. 

37. Se hace una lata cilindrica sin tapa para contener V cm 3 de 
liquido. Encuentre las dimensiones que minimizan el costo del 
metal para hacer la lata. 

38. Una barda de 8 pies de altura corre paralela a una distancia 
de 4 pies de un edificio alto. ^Cual es la escalera de menor 
longitud que, colocada en el suelo, pasando sobre la barda, 
alcanzara la pared del edificio? 

39. Un recipiente conico para beber se hace de una pieza circular 
de papel de radio R, recortando un sector y uniendo los bordes 
CA y CB. Encuentre la capacidad maxima de dicho recipiente. 

A B 



40. Un recipiente para beber, en forma de cono, se disena para 
contener 27 cm 3 de agua. Encuentre la altura y el radio 
del cono que utilizara la menor cantidad de papel. 

41. Un cono de altura h esta inscrito en un cono de mayor tamano 
con altura H, de manera que su vertice esta en el centra de la 
base del cono mas grande. Demuestre que el cono interior tiene 
volumen maximo cuando h =\H. 

42. Un objeto con peso W es arrastrado a lo largo de un piano 
horizontal por una fuerza que actua a lo largo de una cuerda 
atada al objeto. Si la cuerda forma un angulo 6 con un piano, 
entonces la magnitud de la fuerza es 

F = 0 ™ 

/jl sen 9 + cos 9 

donde /x es una constante denominada coeficiente de friction. 
^Para que valor de d es F mas pequena? 


43. Si se conecta una resistencia de R ohms a traves de una baterfa 
de E volts con resistencia interna de r ohms, entonces la 
potencia (en vatios) en la resistencia externa es 


(R + rf 

Si E y r son fijos, pero R varfa, ^cual es el valor maximo de la 
potencia? 

44. Para un pez nadando a una rapidez v relativa al agua, el gasto 
de energia por unidad de tiempo es proporcional a « 3 . Se cree 
que durante la migration, los peces intentan minimizar la 
energia total requerida para nadar una distancia fija. Si los 
peces estan nadando contra una corriente u ( u < v), entonces el 
tiempo necesario para nadar una distancia L es L / ( v — u), y la 
energia total E necesaria para nadar la distancia viene dada por 

E(v) = av 3 • 

v — u 

donde a es la constante de proporcionalidad. 

a) Determine el valor de v que minimiza E. 

b) Trace la grafica de E. 

Nota: este resultado ha sido verificado experimentalmente; 
en la migration, los peces nadan contra la corriente a una 
velocidad de 50% mayor que la rapidez de la corriente. 

45. En un panal, cada celda es un prisma hexagonal regular, abierto 
en un extremo en un angulo triedro en el otro extremo como en 
la figura. Se cree que las abejas forman sus celdas de modo 
que se minimice la superficie para un volumen determinado, 
utilizando asi la menor cantidad de cera en la construction de 
la celda. El examen de estas celdas ha demostrado que la 
medida del angulo 0 del vertice es sorprendentemente 
consistente. Basado en la geometria de la celda, puede 
demostrarse que la superficie S esta dada por 

S = 6 sh — |i 2 cot 9 + (3s 2 -j3/2) esc 9 

donde s, la longitud de los lados del hexagono y h, la altura, 
son constantes. 

a) Calcule dS/d9. 

b) i,Que angulo deberian preferir las abejas? 

c) Determine la superficie minima de la celda (en terminos 
de 5 y h). 

Nota: se han realizado las mediciones reales del angulo 6 en 
panales, y las medidas de estos angulos difieren raramente del 
valor calculado por mas de 2°. 
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46. Un barco sale de un muelle a las 14:00 y viaja hacia el sur a 
una velocidad de 20 km/h. Otro barco ha estado dirigiendose 
al este a 15 km/h y llega al mismo muelle a las 15:00. lA que 
hora estuvieron los dos barcos mas cerca uno del otro? 

47. Resuelva el problema en el ejemplo 4 si el rlo es de 5 km de 
ancho y el punto B esta a solo 5 km rlo abajo de A. 

48. Una mujer, en un punto A en la orilla de un lago circular con 
radio de 2 mi, quiere llegar al punto C diametralmente opuesto 
a A al otro lado del lago en el menor tiempo posible (vease la 
figura). Ella puede caminar a una rapidez de 4 mi/h y remar 

a 2 mi/h. ^Como debe proceder? 



49. Una relineria de petroleo se encuentra en la orilla norte de 
un rlo recto que tiene 2 km de ancho. Se debe construir una 
tuberfa desde la relineria a tanques de almacenamiento situados 
en la orilla sur del rlo, 6 km al este de la relineria. El costo de 
colocation de tuberfa es $400 000/km sobre la tierra a 

un punto P a la orilla norte y $800 000/km bajo el rfo a los 
tanques. Para minimizar el costo de la tuberfa, ^donde debe 
ubicarse PI 

50. Supongamos que la relineria en el ejercicio 49 esta situada a 
1 km al norte del rfo. ^Donde debe estar ubicado PI 

51. La iluminacion de un objeto por una fuente de luz es 
directamente proporcional a la intensidad de la fuente, 

e inversamente proporcional al cuadrado de la distancia a la 
fuente. Si dos fuentes luminosas, una tres veces mas intensa 
que la otra, se colocan a 10 pies de distancia, ^donde se debe 
colocar un objeto en la recta entre las fuentes a fin de recibir 
la menor iluminacion? 

52. Encuentre la ecuacion de la recta a que pasa por el punto (3, 5) 
que corta el primer cuadrante con la menor area. 

53. Sean ay b numeros positivos. Encuentre la longitud del menor 
segmento de recta que corta el primer cuadrante y pasa por el 
punto (a, b). 

54. ^En cuales puntos sobre la curva y = 1 + 40x 3 — 3X 5 la recta 
tangente tiene la mayor pendiente? 

55. ^Cual es la longitud mas corta posible del segmento de recta 
que corta el primer cuadrante y es tangente a la curva y = 3/x 
en algun punto? 

56. ^Cual es el triangulo de menor area posible que corta el primer 
cuadrante y cuya hipotenusa es tangente a la parabola 

y = 4 — x 2 en algun punto? 

57. a) Si C(x) es el costo de producir x unidades de un producto, 

entonces el costo promedio por unidad es de c(x) = C{x)/x. 
Demuestre que si el costo promedio es un nrinimo, entonces 
el costo marginal es igual al costo promedio. 


b) Si C(x) = 16000 + 200x + 4 x 372 , en dolares, encuentre 
i) el costo, el costo promedio y el costo marginal a un nivel 
de production de 1000 unidades; ii) el nivel de production 
que minimizara el costo promedio y iii) el costo promedio 
mfnimo. 

58. a) Demuestre que si la utilidad P(x) es un maximo, entonces el 

ingreso marginal es igual al costo marginal, 
b) Si C(x) = 16000 + 500x — 1.6x 2 + 0.004x 3 es la funcion 
costo y p(x) = 1700 — lx es la funcion demanda, encuentre 
el nivel de production que maximiza la utilidad. 

59. Un equipo de beisbol juega en un estadio con capacidad para 
55000 espectadores. Con el precio de las entradas a $10, la 
asistencia promedio habfa sido de 27 000. Cuando los precios 
se redujeron a $8, la asistencia promedio subio a 33 000. 

a) Encuentre la funcion demanda, suponiendo que es lineal. 

b) ^Como se deben establecer los precios de las entradas para 
maximizar los ingresos? 

60. Durante los meses de verano, Tomas hace y vende collares 
en la playa. El verano pasado vendio los collares a $10 y sus 
ventas promedio fueron de 20 por dfa. Cuando aumento el 
precio por $1, encontro que el promedio disminuyo dos 
ventas por dfa. 

a) Encuentre la funcion demanda, suponiendo que es lineal. 

b) Si el material para cada collar le cuesta a Tomas $6, f,que 
precio de venta debe maximizar su utilidad? 

61. Un fabricante ha estado vendiendo 1000 televisores de pantalla 
plana a la semana a $450. Un estudio de mercado indica que, 
por cada $10 de descuento ofrecido al comprador, el numero de 
televisores vendidos se incrementara en 100 por semana. 

a) Encuentre la funcion demanda. 

b) f,Que tan grande debe ser el descuento que ofrezca la 
companfa al comprador a fin de maximizar sus utilidades? 

c) Si la funcion costo semanal es C(x) = 68000 + 150x, 
^como deberfa el fabricante establecer el tamano de la 
rebaja, a fin de maximizar sus ganancias? 

62. El administrador de un complejo habitacional de 100 
apartamentos sabe por experiencia que todas las unidades 
seran ocupadas si el alquiler es de $800 al mes. Un estudio 
de mercado sugiere que, en promedio, una unidad adicional 
permanecera vacante por cada incremento de $10 en el 
alquiler. ^Que renta debe cobrar el administrador para 
maximizar los ingresos? 

63. Demuestre que, de todos los triangulos isosceles con un 
determinado perfmetro, el de mayor area es equilatero. 

64. El marco de una cometa esta hecho de seis piezas de madera. 
Las cuatro piezas exteriores se han recortado con las longitudes 
indicadas en la figura. Para maximizar el area de la cometa, 
<;,que longitud deben tener las piezas diagonales? 
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FP1 65. Un punto P debe estar ubicado en algun lugar sobre la recta 
AD, de manera que la longitud total L de cables ligados de P 
a los puntos A, B y C se minimice (vease la figura). Exprese 
L como una funcion de x = | AP | y utilice las graficas de L y 
dL/dx se para estimar el valor mi'nimo de L. 



66 . La grafica muestra el consumo de combustible c de un automovil 
(medido en galones por hora) en funcion de la velocidad v 
del automovil. A muy bajas velocidades el motor funciona de 
manera ineficiente, as! que inicialmente c disminuye a medida 
que aumenta la velocidad. Pero a alta velocidad el consumo 
de combustible se incrementa. Puede verse que c{v) esta 
minimizada para este automovil cuando v ~ 30 mi/h. Sin 
embargo, para la eficiencia de combustible, lo que debe 
reducirse al mi'nimo no es el consumo en galones por hora, 
sino mas bien el consumo de combustible en galones por milla. 
Vamos a llamar G a este consumo. Utilizando la grafica, estime 
la velocidad a la que G tiene su valor mi'nimo. 


a la parte superior del segundo poste como en la figura. 
Demuestre que la longitud mas corta de esa cuerda se 
produce cuando 0, = 0 2 . 



69. Se pliega la esquina superior derecha de un pedazo de papel 
de 12 pulg por 8 pulg, como en la figura, sobre la orilla 
inferior. iComo deberfa usted plegarla para minimizar la 
longitud del pliegue? En otras palabras, ^como se elige * para 
minimizar yl 


12 




67. Sea la velocidad de la luz en el aire y v 2 la velocidad de la 
luz en el agua. De acuerdo con el principio de Fermat, un rayo 
de luz viajara desde un punto A en el aire a un punto B en el 
agua por una trayectoria ACB que minimiza el tiempo de 
recorrido. Demuestre que 

sen 0i vi 

sen 02 v 2 

donde 0i (el angulo de incidencia) y 0 2 (el angulo de 
refraction) son como se muestra. Esta ecuacion es conocida 
como la ley de Snell. 



68 . Dos postes verticales PQ y ST estan asegurados por una 
cuerda PRS que van desde la parte superior del primer poste 


70. Se lleva cargando un tubo de acero por un pasillo de 9 metros 
de ancho. Al final de la sala hay un giro recto en un estrecho 
pasillo de 6 pies de ancho. ^Cual es la longitud del tubo mas 
largo que puede dar la vuelta horizontalmente alrededor de la 
esquina? 



71. Un observador se encuentra en un punto P a una unidad de 
una pista. Dos corredores comienzan en el punto S en la figura 
y corren a lo largo de la pista. Un atleta corre tres veces mas 
rapido que el otro. Encuentre el valor maximo del angulo de 
vista del observador 0 entre los corredores. [Sugerencia: 
maximice 0.] 


P 
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72. Se desea construir una cafda de agua de lluvia utilizando una 
hoja de metal de 30 cm de ancho, plegando hasta un tercio 
a cada lado de la hoja con un angulo 8. ^,Como debe elegirse 8 
de manera que el canal conduzca la cantidad maxima de agua? 




10 cm 


10 cm 


10 cm 


73. ^Donde debe elegirse el punto P sobre el segmento de recta AB 
a fin de maximizar el angulo 91 


principal con radio r\ bifurcado en un angulo 8 en un vaso 
mas pequeno con radio r 2 . 


ramificacion 

vascular 



I 

/ 



b 


B 2 



74. Una pintura en una galena de arte tiene altura h y esta 

colgada de manera que su borde inferior este a una distancia 
d sobre el ojo de un observador (como en la figura). ^Hasta 
que punto de la pared debe estar el observador para tener la 
mejor vista? (En otras palabras, donde debe pararse el 
observador para maximizar el angulo 0 subtendido a su 
ojo por la pintura?) 



75. Encuentre el rectangulo de area maxima que puede ser 
circunscrito por un rectangulo dado con longitud L y ancho W. 
[Sugerencia: exprese el area en funcion de un angulo 9.] 

76. El sistema vascular de sangre consiste en vasos sangumeos 
(arterias, arteriolas, capilares y venas) que trasladan la 
sangre desde el corazon hasta los organos y de estos al corazon. 
Este sistema debe trabajar de manera que minimice la energfa 
gastada por el corazon al bombear la sangre. En particular, 
esta energfa se reduce cuando disminuye la resistencia de la 
sangre. Una de las leyes de Poiseuille da la resistencia R de 
la sangre como 



donde L es la longitud de los vasos sangumeos, r es el radio y 
C es una constante positiva, determinada por la viscosidad de 
la sangre. (Poiseuille establecio esta ley experimentalmente, 
pero tambien de la ecuacion 8.4.2.) La figura muestra un vaso 


a) Utilice la ley de Poiseuille para demostrar que la resistencia 
total de la sangre a lo largo de la ruta ABC es 


R = C 


a — b cot 9 b esc 8 

4 1 4 

r, r. 


donde ay b son las distancias que se muestran en la figura. 

b) Demuestre que esta resistencia esta minimizada cuando 


cos 8 = ■ 


u 4 


c) Encuentre el angulo de bifurcation optimo (aproximado 
al grado mas cercano) cuando el radio de los vasos 
sangumeos mas pequenos es dos tercios el radio del 
vaso mas grande. 



77. Los ornitologos han determinado que algunas especies de aves 
tienden a evitar vuelos sobre grandes masas de agua durante el 
dfa. Se cree que requieren mas energfa para volar sobre el agua 
que sobre tierra porque el aire generalmente se eleva sobre la 
tierra y cae sobre el agua durante el dfa. Un pajaro con estas 
tendencias es lanzado desde una isla que esta a 5 km del punto 
B mas cercano a una costa recta, vuela a un punto C sobre la 
costa y luego vuela a lo largo de la costa hasta su lugar de 
anidacion D. Suponga que el ave elige instintivamente un 
camino que minimiza su gasto de energfa. Los puntos B y D 
estan a 13 km de distancia uno del otro. 
a) En general, si requiere 1 .4 veces mas energfa para volar 
sobre el agua que sobre la tierra, ^a que punto C debe el ave 
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volar a fin de minimizar la energia total gastada en regresar 
a su zona de anidacion? 

b) Sean W y L la energia (en joules) por kilometro volado 
sobre agua y tierra, respectivamente. ^Que significaria 
un valor muy grande de la relacion W/L en terminos del 
vuelo de las aves? ^Que significaria un valor pequeno? 
Determine la relacion W/L correspondiente al gasto 
mfnimo de energia. 

c) ^Cual deberia ser el valor de W/L para que el ave vuele 
directamente a su zona de anidacion £>? ^Cual debe ser el 
valor de W/L para que el ave vuele a B y luego a lo largo de 
la orilla a £>? 

d) Si los ornitologos observan que las aves de cierta especie 
llegan a la orilla en un punto a 4 km de B, ^cuantas veces 
mas energia necesita un ave para volar sobre el agua que 
sobre la tierra? 



FH 78. Dos fuentes luminosas de identica intensidad se colocan 
separadas 10 m. Un objeto se ha de colocar en un punto P 
sobre una recta € paralela a la recta que une las fuentes de luz 
y a una distancia d metros de ella (vease la figura). Queremos 
localizar P sobre € de manera que se minimice la intensidad de 
iluminacion. Tenemos que utilizar el hecho de que la intensidad 
de iluminacion de una fuente unica es directamente proporcional 
a la intensidad de la fuente e inversamente proporcional al 
cuadrado de la distancia desde el origen. 

a) Encuentre una expresion para la intensidad /(x) en el 
punto P. 

b) Si d = 5 m, utilice las graficas de /(x) y de /'(x) para 
demostrar que la intensidad es minimizada cuando x = 5 m, 
es decir, cuando P esta en el punto medio de €. 

c) Si d = 10 m, demuestre que la intensidad (quiza 
sorprendentemente) no se minimiza en el punto medio. 

d) En algun punto entre d = 5 my d = 10m hay un valor de 
transition de d en el que el punto de minima iluminacion 
cambia abruptamente. Calcule este valor de d por metodos 
graficos. A continuation, encuentre el valor exacto de d. 

P 


d 


10 m 
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En este proyecto investigamos la forma mas economica para una lata. Primero interpretamos que 
esto significa que el volumen V de una lata cillndrica esta dado y que tenemos que encontrar la 
altura h y radio r que minimizan el costo del metal para fabricar la lata (vease la figura). Si 
estamos haciendo caso omiso de cualquier residuo de metal en el proceso de fabrication, el 
problema es minimizar la superficie del cilindro. Resolvimos este problema en el ejemplo 2, en la 
section 4.7 y encontramos que h = 2r\ es decir, la altura debe ser la misma que el diametro. Pero 
si va a su alacena o a un supermercado con una regia, descubrira que la altura es generalmente 
mayor que el diametro, y la relation h/r varfa desde 2 hasta aproximadamente 3.8. Vamos a ver si 
podemos explicar este fenomeno. 

1. El material para las latas se corta de hojas de metal. Las partes cilmdricas se forman 
doblando rectangulos; estos rectangulos son cortados de la hoja buscando poco o ningun 
desperdicio. Pero si se cortan los discos superior e inferior de cuadrados de lado 2 r (como 
en la figura), esto deja un desperdicio considerable de metal, que puede ser reciclado, pero 
tiene poco o ningun valor para los fabricantes de la lata. Si este es el caso, demuestre que la 
cantidad de metal utilizada es minimizada cuando 


Discos cortados de cuadrados 


h 8 

~ = — « 2.55 
r it 


Se requiere calculadora graficadora o computadora 
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2 . 


Discos cortados de hexagonos 


3. 


Un embalaje mas eficiente de los discos se obtiene dividiendo la hoja de metal en hexagonos 
y cortando las tapas circulares y bases de los hexagonos (vease la figura). Demuestre que si 
se adopta esta estrategia, entonces 


h 

r 


4V3~ 


« 2.21 


Los valores de h/r que encontramos en los problemas 1 y 2 son un poco mas parecidos 
a los que realmente se ven en los estantes de los supermercados, pero todavfa no se 
explica todo. Si miramos mas de cerca algunas latas reales, vemos que la base y la tapa 
estan formados por discos con radio mayor que r y estan dobladas sobre los extremos de la 
lata. Si tomamos en cuenta esto aumentanamos h/r. Tambien es importante considerar que, 
ademas de los costos del metal, necesitamos incorporar la fabricacion de la lata en el costo. 
Vamos a suponer que la mayorfa de los gastos se incurren al unir a los lados de los bordes 
de las latas. Si cortamos los discos de hexagonos como en el problema 2, entonces el costo 
total es proporcional a 


4 +7 r 2 + 2nrh + k{4Trr + h) 


donde k es el recfproco de la longitud que puede unirse para el costo de una unidad de area 
de metal. Demuestre que esta expresion se minimiza cuando 

\fV 3 / irh 2t t — h/r 

k \ r irh/r — 4+7 

FH 4. Grafique /fV /k como una funcion de x = h/r y utilice su grafica para argumentar 

que cuando una lata es grande o la union de las piezas es barata, deberfamos hacer h/r 
aproximadamente 2.21 (como en el problema 2). Pero cuando la lata es pequena o la union 
es costosa, h/r deberfa ser mucho mayor. 

5. Nuestro analisis muestra que grandes latas deben ser casi cuadradas, pero pequenas latas 
deben ser altas y delgadas. Observe las formas relativas de las latas en un supermercado. 
^Nuestra conclusion suele ser cierta en la practica? ^Existen excepciones? ^Puede sugerir 
razones de por que las pequenas latas no son siempre altas y delgadas? 


4.8 


El metodo de Newton 


Supongamos que un concesionario de automoviles le ofrece venderle un auto al contado 
en $18000 o en pagos de $375 mensuales durante cinco anos. A usted le gustana saber que 
tasa de interes mensual le cobrara el vendedor. Para encontrar la respuesta, tiene que resol- 
ver la ecuacion 

[ 7 ] 48jc(1 + x) 60 - (1 + x) 60 + 1 =0 


0.15 



FIGURA 1 


(Los detalles se explican en el ejercicio 41). ^Como resolverfa tal ecuacion? 

Para una ecuacion cuadratica ax 2 + be + c = 0 hay una formula conocida para las 
rafees. Para las ecuaciones de tercer y cuarto grado tambien hay formulas para las rafees, 
pero son muy complicadas. Si/es un polinomio de grado 5 o superior, no hay ninguna 
formula de este tipo (vease la nota en la pagina 212). Asimismo, no hay ninguna formu- 
la que nos permita encontrar las rafees exactas de una ecuacion trascendente como 
cos x = x. 

Podemos encontrar una solucion aproximada para la ecuacion 1 graficando el lado 
izquierdo de la ecuacion. Mediante un dispositivo de graficacion y tras experimentar con 
rectangulos de vista, obtenemos la grafica de la figura 1 . 

Vemos que, ademas de la solucion x = 0 que no nos interesa, hay una solucion entre 
0.007 y 0.008. Al hacer acercamientos se ve que la rafz es aproximadamente 0.0076. 
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Intente resolver la ecuacion 1 utilizando el bus- 
cador numerico de rafces en su equipo de 
graficacion o calculadora. Algunos equipos no 
son capaces de solucionarlo. Otros lo logran, 
pero requieren que especifique un punto de 
partida para la busqueda. 



*4 


FIGURA3 


El tema de sucesiones fue brevemente presentado 
en A preview of Calculus en la pagina 5. Una dis- 
cusion en mayor detalle inicia en la seccion 11.1. 


Si se requiere mas precision pueden hacerse acercamientos repetidas veces, pero esto es 
algo tedioso. Una alternativa mas rapida es utilizar un rastreador numerico de rafces con 
una calculadora o en un sistema algebraico computarizado. Con esto encontramos la rafz, 
con una aproximacion de nueve decimales: 0.007628603. 

^Como funcionan esos buscadores numericos de rafces? Utilizan una variedad de meto- 
dos, pero la mayorfa de ellos utilizan algun metodo de Newton, tambien llamado 
metodo de Newton-Raphson. Explicaremos como funciona este metodo, en parte 
para mostrar lo que sucede dentro de una calculadora o computadora y en parte como una 
aplicacion de la idea de aproximacion lineal. 

La geometrfa del metodo de Newton se muestra en la figura 2, donde la rafz que 
estamos tratando de encontrar esta etiquetada con r. Comenzamos con una primera aproxi- 
macion Xu que se obtiene por suposicion, o de un esbozo de la grafica de/, o de una 
grafica de/generada por el equipo de graficacion. Considere la recta tangente L a la curva 
y = f(x) en el punto (xi,/(xi)) y miramos la interseccion de L con el eje x, etiquetado con 
Xi. La idea del metodo de Newton es que la recta tangente es cercana a la curva y su inter- 
seccion en x, X 2 , cercana a la interseccion de la curva con x (es decir, la rafz r que estamos 
buscando). Dado que la tangente es una recta, podemos encontrar facilmente su interseccion 
con el eje x. 

Para encontrar una formula para x 2 en terminos de Xi, recurrimos al hecho de que la 
pendiente de L es/'(xi); asf que su ecuacion es 

y ~f(x i) =/'(xi)(x - Xi) 

Dado que la interseccion de L con el eje x es x 2 , hacemos y = 0, y obtenemos 


0 - fix i) =/'(x i)(x 2 - Xi) 


Si /'(xi) 7^ 0, podemos resolver esta ecuacion para x 2 : 


X 2 = X\ 


fix l) 

fix,) 


Utilizamos x 2 como una segunda aproximacion a r. 

Enseguida repetimos este procedimiento con xi remplazandola por la segunda aproxi- 
macion X 2 , utilizando la recta tangente en (X 2 , /(x 2 )). Esto da una tercera aproximacion: 


x 3 = x 2 ~ 


fix 2) 
fix 2) 


Si mantenemos este proceso, obtenemos una sucesion de aproximaciones Xi, X2, X3, x 4 , ... 
como se muestra en la figura 3. En general, si la n-esima aproximacion es x„ y/'(x„) 0, 

entonces la siguiente aproximacion esta dada por 


2 


%n + 1 %n 


fix,,) 

f'iXn) 


Si los numeros x„ resultan mas y mas cercanos a r cuando n es muy grande, entonces 
decimos que la sucesion converge ary escribimos 

lfm x„ = r 


@ Aunque la sucesion de aproximaciones converge a la rafz deseada para funciones del 
tipo ilustrado en la figura 3, en ciertas circunstancias la sucesion puede no converger. 
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FIGURA 4 


13 En Module 4.8 usted puede investigar 
como funciona el metodo de Newton para varias 
funciones y que pasa cuando se cambia x t . 


La figura 5 muestra la geometria detras del 
primer paso en el metodo de Newton en el 
ejemplo 1. Ya que/' (2) = 10, la recta tangente 
a y = x 3 — 2x - 5 en (2, -1) tiene la 
ecuacion y = 10a- — 21 asf que su inte rseccion 
con el eje a es x 2 = 2.1. 


1 



FIGURA 5 


Por ejemplo, considere la situacion que se muestra en la figura 4. Puede ver que x 2 es una 
peor aproximacion que Xi. Esto suele ser el caso cuando f'(x i) esta cerca de 0. Incluso 
puede ocurrir que una aproximacion (como x 2 en la figura 4) caiga fuera del dominio de/. 
Entonces, el metodo de Newton falla y debe elegirse una mejor aproximacion inicial X\. 
Vease los ejercicios 31-34 para ejemplos concretos en que el metodo de Newton funciona 
muy lentamente o no funciona en absoluto. 


EJEMPLO 1 


□ 

de la ecuacion x 3 


Empiece con x\ = 2 para encontrar la tercera aproximacion x 3 a la raiz 
- 2x - 5 = 0. 


S0LUCI0N Aplicamos el metodo de Newton con 


f(x 0 = x 1 — 2x — 5 y f’(x) = 3x 2 — 2 

Newton mismo utilizo esta ecuacion para ilustrar su metodo y eligio xi = 2 despues de 
algunas experimentaciones porque/(l) = — 6,/(2) = — 1 y/(3) = 16. La ecuacion 2 
resulta 


Con n = 1 tenemos 


Xn + 1 %n 


2x„ — 5 


2xl ~ 2 


X 2 = X, 


xi 3 — 2x\ — 5 
2xf ~ 2 


= 2 - 


2 3 - 2(2) - 5 
3(2) 2 - 2 


Entonces, con n = 2 obtenemos 

x\ — 2x 2 — 5 


= 2.1 - 


(2.1) 3 - 2(2.1) - 5 


3xl ~ 2 " 3(2. 1) 2 - 2 


2.0946 


Resulta que esta tercera aproximacion x 2 ~ 2.0946 es precisa a cuatro decimales. 


Supongamos que queremos lograr una precision dada, digamos con ocho decimales, 
usando el metodo de Newton. (Como sabemos cuando parar? La regia que generalmente 
se utiliza es que podemos detener cuando aproximaciones sucesivas x„ y x„+i se ajustan a 
ocho decimales. (Se dara una declaracion precisa sobre la exactitud en el metodo de 
Newton en el ejercicio 39 en la seccion 11.11.) 

Observe que el procedimiento que va de n a n + 1 es el mismo para todos los valo- 
res de n (se llama proceso iterativo). Esto significa que el metodo de Newton es espe- 
cialmente conveniente para el uso con una calculadora programable o un equipo de 
computacion. 


□ 


EJEMPLO 2 


Utilice el metodo de Newton para encontrar ifl con una aproximacion 


de ocho decimales. 


SOLUCION Primero observamos que encontrar y[2 es equivalente a encontrar la raiz 
positiva de la ecuacion 

x 6 - 2 = 0 


por lo que tomamos/(x) = x 6 — 2. Luego/'(x) = 6x 5 y la formula 2 (metodo de 
Newton) se convierte en 


%n + 1 %n 


xf, - 2 
6xl 
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Si elegimos x, = 1 como una aproximacion inicial, obtenemos 

Xi « 1.16666667 
*3 = 1.12644368 
x 4 « 1.12249707 
jc 5 « 1.12246205 
jc 6 « 1.12246205 

Puesto que x 5 y x 6 coinciden en ocho decimales, concluimos que 


a ocho lugares decimales. 


^2 « 1.12246205 


□ 


EJEMPLO 3 


Encuentre, con una aproximacion a seis lugares decimales, la raiz de la 


ecuacion cos x = x. 

SO LUC I ON Primero rescribimos la ecuacion en su forma estandar: 


cos x — x = 0 

Hacemos f(x) = cos x — x. Entonces /'(x) = —sen x — 1, asi que la formula 2 resulta 

cos x„ — x n cos x„ — x„ 

Xn + l Xn Xn 3 “ 

— sen x„ — 1 sen x„ + 1 



FIGURA6 


A fin de proponer un valor adecuado para xi esbozamos las graficas de y = cos x e y = x 
en la figura 6. Parece que se intersecan en un punto cuya coordenada x es algo menor 
que 1, asi que vamos a tomar x, = 1 como una conveniente primera aproximacion. 
Entonces, recordando poner en nuestra calculadora en modo radianes, obtenemos 

jt 2 « 0.75036387 
*3 = 0.73911289 
X 4 « 0.73908513 


X 5 « 0.73908513 


Como x 4 y xs concuerdan con seis decimales (ocho, de hecho), concluimos que la raiz de 
la ecuacion, correcta a seis cifras decimales, es 0.739085. 


1 



FIGURA 7 


En lugar de utilizar el esbozo de la figura 6 para obtener una aproximacion inicial para 
el metodo de Newton en el ejemplo 3, podriamos haber utilizado la grafica mas precisa 
que proporciona una calculadora o una computadora. La figura 7 sugiere que utilicemos 
Xi = 0.75 como la aproximacion inicial. Entonces el metodo de Newton da 

X 2 ~ 0.73911114 * 3 « 0.73908513 *4 ~ 0.73908513 

y asi obtenemos la misma respuesta que antes, pero con un paso menos. 

Cabria preguntarse por que nos molestamos por completo con el metodo de Newton si 
esta disponible un dispositivo de graficos. ^No es mas facil acercarnos en repetidas oca- 
siones y buscar las raices, como hicimos en la seccion 1 .4? Si solo se requiere uno o dos 
decimales de aproximacion, entonces el metodo de Newton es inadecuado, y un dispositi- 
vo de graficos es suficiente. Pero si se requiere seis u ocho decimales, entonces hacer 
acercamientos en repetidas ocasiones se hace tedioso. En general, es normalmente mas 
rapido y mas eficaz utilizar un equipo de computo y el metodo de Newton juntos: el dis- 
positivo de graficos para empezar y el metodo de Newton para terminar. 
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4.8 


Ejercicios 


1. La figura muestra la grafica de una funcion/. Supongamos que 
se utiliza el metodo de Newton para aproximar la rafz r de la 
ecuacion /(x) = 0 con aproximacion inicial X\ = 1. 

a) Dibuje las rectas tangentes que se utilizan para encontrar x 2 
y x 3 y estime los valores numericos de x 2 y x 3 . 

b) ^Serfa X\ = 5 una mejor primera aproximacion? Explique. 



2 . Siga las instrucciones para el ejercicio la), pero utilice Xi = 9 
como la aproximacion inicial para encontrar la rafz s. 

3 . Suponga que la recta tangente a la curva y = f(x) en el punto 
(2, 5) tiene la ecuacion y = 9 — 2x. Si se utiliza el metodo 
de Newton para localizar una rafz de la ecuacion /(x) = 0 

y la aproximacion inicial es Xi = 2, encuentre la segunda 
aproximacion x 2 . 

4. Para cada aproximacion inicial, determine graficamente lo que 
ocurre si se utiliza el metodo de Newton para la funcion cuya 
grafica se muestra. 

a) X\ = 0 b) X\ = 1 c) x\ = 3 

d) X\ = 4 e) X\ = 5 



5 . ^Para cual de las aproximaciones iniciales X\ = a , b, cy cl cree 
usted que el metodo de Newton funcionara y conducira a la 
rafz de la ecuacion /(x) = 0? 



y ■ 





\ 




a 0 

b 

c d 

X 


6-8 Utilice el metodo de Newton con la aproximacion inicial 
especificada Xi para encontrar x 3 , la tercera aproximacion a la rafz 
de la ecuacion dada. (De su respuesta con cuatro decimales.) 

6 . jx 3 + jx 2 + 3 = 0, xi = — 3 


7. x 5 — x — 1 = 0, Xi = 1 8. x 7 + 4 = 0, xi = — 1 


9 . Utilice el metodo de Newton con aproximacion inicial de 
Xi = — 1 para encontrar x 2 , la segunda aproximacion a la rafz de 
la ecuacion x 3 + x + 3 = 0. Explique como funciona el metodo 
graficando primero la funcion y su recta tangente en (— 1, 1). 

03 10. Utilice el metodo de Newton con aproximacion inicial Xi = 1 
para encontrar x 2 , la segunda aproximacion a la rafz de la 
ecuacion x 4 — x — 1=0. Explique como funciona el metodo 
graficando primero la funcion y su recta tangente en (1, —1). 

11-12 Utilice el metodo de Newton para aproximar el numero dado, 
correcto a ocho decimales. 

11. 4/20 12. lo yiOO 


13-16 Utilice el metodo de Newton para aproximar la rafz indicada 
de la ecuacion, con una aproximacion a seis decimales. 

13. La rafz de x 4 — 2X 3 + 5x 2 — 6 = 0 en el intervalo [1,2] 

14. La rafz de 2.2x 5 — 4.4x 3 + 1.3x 2 — 0.9x — 4.0 = 0 en el 
intervalo [—2, — 1] 

15. La rafz negativa de e 1 = 4 — x 2 

16. La rafz positiva de 3 sen x = x 


17-22 Utilice el metodo de Newton para encontrar todas las rafces 
de la ecuacion con una aproximacion a seis decimales. 

17 . 3 cos x = x + 1 18 . y/x + 1 = x 2 — x 

19 . (x - 2) 2 = In x 20 . — = 1 + x 3 

x 

21 . x 3 = tan~'x 22 . senx = x 2 - 2 


03 23-28 Utilice el metodo de Newton para encontrar todas las rafces 
de la ecuacion, correcta a ocho decimales. Comience por dibujar 
una grafica para encontrar aproximaciones iniciales. 

23 . x 6 - x 5 - 6x 4 - x 2 + x + 10 = 0 

24 . x 5 - 3x 4 + x 3 - x 2 - x + 6 = 0 

25 . — r = yj 1 — x 26 . cos(x 2 — x) = x 4 

X + 1 

27 . 4e^ 2 senx = x 2 - x + 1 28 . e mx = V* 3 + 1 


29 . a) Aplique el metodo de Newton a la ecuacion x 2 — a = 0 
para obtener el siguiente algoritmo para la rafz cuadrada, 
utilizado por los antiguos babilonios para calcular yfa : 



03 Se requiere calculadora graficadora o computadora 


1. Tareas sugeridas disponibles en stewartcalculus.com 
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b) utilice el inciso a) para calcular ^/lOOO correcta con seis 
decimales. 

30. a) Aplique el metodo de Newton a la ecuacion 1/x — a = 0 

para obtener el siguiente algoritmo recfproco: 

Xn + l 2x„ ClXn 

(este algoritmo permite que una computadora encuentre 
recfprocos sin dividir realmente). 
b) Utilice el inciso a) para calcular 1/1.6984 correcto a seis 
cifras decimales. 

31. Explique por que no funciona el metodo de Newton para 
encontrar la ralz de la ecuacion x 3 — 3x + 6 = 0 si la 
aproximacion inicial es elegida como X\ = 1 . 

32. a) Utilice el metodo de Newton con x t = 1 para encontrar 

la ralz de la ecuacion x 3 — x = 1 correcta a seis 
decimales. 

b) Resuelva la ecuacion en el inciso a) utilizando X\ = 0.6 
como la aproximacion inicial. 

c) Resuelva la ecuacion en el inciso a) utilizando x t = 0.57. 
(Definitivamente, usted necesita una calculadora programable 
para esta parte.) 

d) Grafique/(x) = x 3 — x — 1 y sus rectas tangentes en xi = 1, 
0.6 y 0.57 para explicar por que el metodo de Newton es tan 
sensible al valor de la aproximacion inicial. 

33. Explique por que el metodo de Newton falla cuando se aplica a 

la ecuacion l[x = 0 con cualquier aproximacion inicial Xi 0. 
Ilustre su explication con una grafica. 

34. Si 



entonces la rafz de la ecuacion /(x) = 0 es x = 0. Explique 
por que el metodo de Newton no puede encontrar la rafz sin 
importar que aproximacion inicial Xi ¥* 0 se utilice. Ilustre su 
explicacion con un dibujo. 

35. a) Utilice el metodo de Newton para encontrar los numeros 

crfticos de la funcion/(x) = x 6 — x 4 + 3x 3 — 2x correctos 
a seis lugares decimales. 

b) Encuentre el valor mini mo absolute de/ correcto a cuatro 
decimales. 

36. Utilice el metodo de Newton para encontrar el valor maximo 
absoluto de la funcion/(x) = x cos x, 0 =£ x =£ tt, correcto a 
seis decimales. 

37. Utilice el metodo de Newton para encontrar las coordenadas 
del punto de inflexion de la curva y = x 2 sen x, 0 =£ x =£ tt, 
correcto a seis decimales. 

38. De las infinitas rectas que son tangentes a la curva y = —sen x 
y pasan por el origen, hay una que tiene la mayor pendiente. 
Utilice el metodo de Newton para encontrar la pendiente de la 
recta, correcta a seis decimales. 

39. Utilice el metodo de Newton para encontrar las coordenadas 
correctas a seis decimales, del punto sobre la parabola 

y = (x — l) 2 que esta mas cerca del origen. 


40. En la figura, la longitud de la cuerda AB es de 4 cm y la 
longitud del arco AB es 5 cm. Encuentre el angulo central 6, 
en radianes, a cuatro decimales. Luego, de la respuesta al 
grado mas proximo. 

5 cm 



41. Un concesionario de coches vende un automovil nuevo en 
$18000. Tambien ofrece vender el mismo auto por pagos de 
$375 al mes durante cinco alios. ^Que tasa de interes mensual 
esta cobrando este distribuidor? 

Para resolver este problema, tendra usted que utilizar la 
formula para el valor presente A de una anualidad formada 
por pagos iguales de magnitud R con una tasa de interes i por 
periodo 

A = -[l - (1 +i)-] 

i 

Sustituyendo i por x, demuestre que 

48x(l + x) 60 - (1 + x) 60 + 1 = 0 
Utilice el metodo de Newton para resolver esta ecuacion. 

42. La figure muestra el Sol situado en el origen y la Tierra en 
el punto (1, 0). (Aqul, la unidad es la distancia entre los 
centres de la Tierra y el Sol, llamada unidad astronomica : 

1 AU ~ 1.496 X 10 s km.) Hay cinco ubicaciones Li, L 2 , L 3 , 

Li y L 5 en este piano de rotation de la Tierra alrededor del 
Sol, donde un satelite permanece inmdvil respecto a la Tierra 
porque las fuerzas que actuan sobre el satelite (incluyendo las 
atracciones gravitacionales de la Tierra y el Sol) se equilibran 
entre sf. Estas ubicaciones se denominan puntos de libracidn. 
(Un satelite de investigation solar se ha colocado en uno de 
estos puntos de libracion.) Si m i es la masa del Sol, m 2 es la 
masa de la Tierra y r = m I /(m l + m 2 ), resulta que la coordenada 
x de L t es la unica rafz de la ecuacion de quinto grado 

p(x) = x 5 - (2 + r)x 4 + (1 + 2r)x 3 - (1 - r)x 2 
+ 2(1 - r)x + r - 1 = 0 

y la coordenada x de L 2 es la rafz de la ecuacion 
p(x) ~ 2 rx 1 = 0 

Utilizando el valor r ~ 3.04042 X 10~ 6 , encuentre las 
ubicaciones de los puntos de libracidn a) L x y b) L 2 . 


y \ 



Li 

Sol 

Tierra 

^5 

L, L 2 x 


L 3 


• 
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Antiderivadas 

Un ffsico que conoce la velocidad de una partfcula podria desear conocer su position en 
un instante dado. Un ingeniero que puede medir la cantidad variable a la cual se fuga el 
agua de un tanque quiere conocer la cantidad que se ha fugado durante cierto periodo. Un 
biologo que conoce la rapidez a la que crece una poblacion de bacterias puede interesarse 
en deducir el tamano de la poblacion en algun momento futuro. En cada caso, el problema 
es encontrar una funcion F cuya derivada es la funcion conocida/ Si tal funcion F existe, 
se llama antiderivada de /. 


Definition Una funcion F recibe el nombre de antiderivada de/sobre un intervalo 
I si F'(x) = f{x) para toda x en I. 


Por ejemplo, sea fix) = x 2 . No es dificil descubrir una antiderivada de/si utiliza la regia 
de la potencia. En efecto, si F(x) = ^x 3 , entonces F'(x) = x 2 = fix). Pero la funcion 
G(x) = \x 3 + 100 tambien satisface G'(x) = x 2 . Por tanto, F y G son antiderivadas de/. 
De hecho, cualquier funcion de la forma H(x) = \x 3 + C, donde C es una constante, es 
una antiderivada de/. Surge la pregunta: (.hay otras? 

Para contestar la pregunta, recordemos que en la seccion 4.2 utilizamos el teorema 
del valor medio para demostrar que si dos funciones tienen derivadas identicas sobre un 
intervalo, entonces estas deben diferir en una constante (corolario 4.2.7). Por tanto, si F 
y G son dos antiderivadas cualesquiera de/, entonces 



FIGURA 1 

Miembros de la familia de 
antiderivadas de f(x) = x 2 


F\x) =fix) = G'ix), 

asi que G( x) — Fix) = C, donde C es una constante. Esto lo podemos escribir como 
G(x) = Fix) + C, de modo que se tiene el siguiente resultado. 


|T| Teorema Si F es una antiderivada de/sobre un intervalo /, entonces la 
antiderivada mas general de / sobre I es 

F(x) + C 

donde C es una constante arbitraria. 


De nuevo, para la funcion fix) = x 2 , vemos que la antiderivada general de / es 
jx 3 + C. A1 asignar valores espetificos a la constante C, obtenemos una familia de 
funciones cuyas graficas son traslaciones verticales de una a otra (vease la figura 1). 
Esto tiene sentido porque cada curva debe tener la misma pendiente en cualquier 
valor conocido de x. 


EJEMPLO 1 


Encuentre la antiderivada mas general de cada una de las funciones 


siguientes. 

a ) f( x ) = senx b) /(x) = 1/x c) /(x) = x", n — 1 

S0LUCI0N 


a) Si Fix) = —cos x, entonces F'(x) = sen x, de manera que una antiderivada de sen x 
es —cos x. Por el teorema 1, la antiderivada mas general es G(x) = —cos x + C. 

b) Con base en lo que se vio en la seccion 3.6, recuerde que 


d_ 

dx 


(In x) = 


x 


Por consiguiente, en el intervalo (0, °°) la antiderivada general de 1 /x es In x + C. 
Tambien aprendimos que 


i (ln l*l> 


1 


X 




SECCION 4.9 ANTIDERIVADAS 345 

para todo x 0. Entonces, el teorema 1 afirma que la antiderivada general de 
fix') = 1 /x es in | x | 4- C sobre cualquier intervalo que no contenga x = 0. En 
particular, esto es verdadero sobre cada uno de los intervalos (— °°, 0) y (0, °°). Por 
consiguiente, la antiderivada general de/es 

J In x + Ci si x > 0 

[ln(— x) + C 2 si x < 0 

c) Utilice la regia de la potencia para descubrir una antiderivada de x". De hecho, si 
n t^—I, entonces 

d ( x n+1 \ {n + l)*' 1 
dx \n + l I n + 1 


Asf, la antiderivada general de f(x) = x" es 


F(x) 


x 


n + 1 


n + 1 


+ C 


Esto es valido para n 2= 0, ya que/(;t) = x n esta definida sobre el intervalo. Si n 
es negativo (pero n — 1), solo es valida sobre cualquier intervalo que no contenga 
ax = 0 . 


Como en el ejemplo 1, toda formula de derivacion leida de derecha a izquierda da lugar 
a una formula de antiderivacion. En la tabla 2 se enlistan algunas antiderivadas. Cada 
formula de la tabla es verdadera, puesto que la derivada de la funcion de la columna de la 
derecha aparece en la columna izquierda. En particular, en la primera formula se afirma 
que la antiderivada de una constante multiplicada por una funcion es una constante multi- 
plicada por la antiderivada de la funcion. En la segunda formula se afirma que la antideri- 
vada de una suma es la suma de las antiderivadas. (Se usa la notacion F' = f,G' = g.) 


2 Tabla de formulas de 

antiderivacion 


Para obtener la antiderivada mas general, a 
partir de las particulares de la tabla 2, tenemos 
que sumar una constante (o constantes), como 
en el ejemplo 1. 


Funcion 

Antiderivada particular 

Funcion 

Antiderivada particular 

cf(x) 

cF(x) 

sec 2 * 

tan x 

f{x) + g(x) 

F(x) + G( x) 

sec x tan jc 

sec x 

x" (n ^ —1) 

x" +I 

1 

sen~bc 

n + 1 

Vl - -T 2 

1 

In | x 

1 


— 


tan 'x 

X 


1 + jc 2 


e x 

e x 

cosh x 

senh x 

COS X 

sen x 

senh x 

coshx 

sen x 

—cos X 




EJEMPLO 2 


Encuentre todas las funciones g tales que 

, 2x 5 - y[x 

g (x) = 4 sen x H 


S0LUCI0N Primero, escriba de nuevo la funcion dada en la forma siguiente: 

2x 5 yjx , 1 

g (x) = 4 sen x H = 4 sen x + 2x 1 = 

x x Jx 


De esta manera, deseamos hallar una antiderivada de 
g'(x) = 4 senjt + 2x 4 — 
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En la figura 2 se muestran las graficas de la 
funcion/' del ejemplo 3 y de su antiderivada/ 
Note que/'(jc) > 0, de manera que/siempre 
es creciente. Observe tambien que, cuando/' 
tiene un maximo o un minimo./parece 
que tiene un punto de inflexion. De modo que 
la grafica sirve como una comprobacion de 
nuestro calculo. 


40 



-25 


FIGURA 2 


Utilizando las formulas de la tabla 2 con el teorema 1, obtenemos 


x 5 x 1/2 

g{x) = 4(— cos x) + 2 j h C 

5 2 


= —4 cos x + j x 5 — 2 yfx + C 


En las aplicaciones del calculo es muy comun tener una situacion como la del ejemplo 2, 
donde se requiere hallar una funcion, dado el conocimiento acerca de sus derivadas. 
Una ecuacion que involucra las derivadas de una funcion se llama ecuacion diferencial. 
Estas ecuaciones se estudian en cierto detalle en el capitulo 9; pero, por el momento, es 
posible resolver algunas ecuaciones diferenciales elementales. La solucion general de una 
ecuacion diferencial contiene una constante arbitraria (o varias constantes arbitrarias), 
como en el ejemplo 2. Sin embargo, puede haber algunas condiciones adicionales que 
determinen las constantes y, por tanto, especifican de manera unica la solucion. 


EJEMPLO 3 


Encuentre/si/'(x) = e x + 20(1 + x 2 ) 1 y/(0) = — 2. 


SOLUCION La antiderivada general de 


f'(x) = e x + 


20 

1 + x 2 


es 


/(x) = e x + 20 tan l x + C 


Para determinar C, utilizamos el hecho de que/(0) = — 2: 


/( 0) = e° + 20 tan" 1 0 + C = -2 


En estos terminos, tenemos C = —2 — 1 = —3, de modo que la solucion particular es 


/(x) = e* + 20 tan 1 x — 


H 


EJEMPLO 4 


Encuentre / si /"(x) = 12x 2 + 6x — 4,/(0) = 4 y/(l) = 1. 


SOLUCION La antiderivada general de/"(x) = 12x 2 + 6x — 4 es 


/'(x) = 12 — + 6— -4x+C = 4x 3 + 3x 2 - 4x + C 
J 3 2 


Si usamos una vez mas las reglas de antiderivacion, encontramos que 

4 3 2 

fix) = 4 — — I- 3 4 1- Cx + D = x 4 + x 3 — 2x 2 + Cx + D 

J 4 3 2 

Para determinar C y D, utilizamos las condiciones dadas:/(0) = 4 y/(l) = 1. Ya que 
/( 0) = 0 + D = 4, entonces D = 4. Puesto que 

/( 1) =1 + 1— 2 + C + 4= l 

tenemos que C = — 3. Por tanto, la funcion requerida es 


fix) = x 4 + x 3 — 2x 2 — 3x + 


Si conocemos la grafica de una funcion f razonablemente debemos ser capaces de 
dibujar la grafica de una antiderivada F. Por ejemplo, suponga que sabe que /*’(()) = 1. 
Entonces, hay un punto de donde partir, el punto (0, 1), y la direccion en la cual tiene que 
desplazar su lapiz la proporciona, en cada etapa, la derivada F'(x) = fix). En el ejemplo 
siguiente aplicamos los principios de este capitulo para mostrar como graficar F aun cuando 
no tenemos una formula para/. Este seria el caso, por ejemplo, cuando fix) esta determi- 
nado por datos experimentales. 
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y=m 


FIGURA3 



EJEMPLO 5 


□ 

de una antiderivada F, dado que /’TO) = 2. 


La grafica de una funcion /se muestra en la figura 3. Trace un esbozo 


SOLUCION Nos gufa el hecho de que la pendiente de >> = F(x) es/(x). Partimos del punto 
(0, 2) y dibujamos F como una funcion inicialmente decreciente, ya que/(;t) es negativa 
cuando 0 < x < 1. Observe que/(l) =/( 3) = 0, de modo que F tiene rectas tangentes 
horizontales cuando x = 1 y x = 3. En el caso de 1 < x < 3 ,f(x) es positiva, y de este 
modo F es creciente. Observe que F tiene un rm'nimo local cuando x = 1 y un maximo 
local cuando x = 3. Para x > 3 ,f(x) es negativa y F es decreciente en (3, °°). Ya que 
f(x) — * 0 conforme x °°, la grafica de F se vuelve mas plana a medida que x — -> Note 
tambien que F"(x) = f'(x) cambia de positiva a negativa en x = 2, y de negativa a 
positiva en x = 4; as! F tiene puntos de inflexion cuando x = 2 y x = 4. Utilizamos esta 
informacion para trazar la grafica de la antiderivada en la figura 4. 


Movimiento rectilmeo 

La antiderivation es en particular util al analizar el movimiento de un objeto que se mueve 
en linea recta. Recuerde que si el objeto tiene la funcion posicion s = fit), entonces la 
funcion velocidad es v(t) = s’{t). Esto significa que la funcion posicion es una antiderivada 
de la funcion velocidad. Del mismo modo, la funcion aceleracion es a(t) = v'(t), de 
manera que la funcion velocidad es una antiderivada de la aceleracion. Si se conocen la acele- 
racion y los valores iniciales 5(0) y v(0), entonces puede hallarse la funcion posicion aplican- 
do dos veces la antiderivada. 




EJEMPLO 6 


Una partfcula se mueve en linea recta y con una aceleracion dada por 
a(t) = 6f + 4. Su velocidad inicial es v(0) = — 6 cm/s y su desplazamiento inicial 
es 5(0) = 9 cm. Encuentre su funcion posicion s(t). 

SOLUCIOIM Dado que v'(t ) = a(t ) = 6t + 4, la antiderivada da 


v(t) = 6 — + 4/ + C = 3f 2 + At + C 
2 

Observe que v(0) = C. Pero v(0) = — 6, asf que C = — 6 y 

v(t) = 3 1 1 + At — 6 

Puesto que v{t) = s'(t), s es la antiderivada de v: 

t 3 t 2 

s(t ) = 3— + 4 6t + D = t 3 + 2t 2 — 6t + D 

3 2 


Esto da 5(0) = D. Dado que 5(0) = 9, tenemos que D = 9, y la funcion posicion requeri- 
da es 


5(f) = t 3 + t 2 — 6f + 9 


Un objeto cerca de la superficie de la Tierra esta sujeto a una fuerza gravitacional que 
produce una aceleracion hacia abajo denotada por g. Para un movimiento cercano a la 
Tierra, suponemos que g es constante y su valor es de unos 9.8 m/s 2 (o 32 pies/s 2 ). 


EJEMPLO 7 


Se lanza una pelota verticalmente hacia arriba con una rapidez de 48 pies/s 
desde el borde de un acantilado a 432 pies por encima del nivel del suelo. Encuentre su 
altura sobre el nivel del suelo t segundos mas tarde. ^Cuando alcanza su altura maxima? 
^Cuando choca contra el suelo? 


SOLUCION El movimiento es vertical y se elige la direccion positiva como la correspondiente 
hacia arriba. En un instante f, la distancia arriba del nivel del suelo s(t) y la velocidad 
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v{t) es decreciente. Por consiguiente, la aceleracion debe ser negativa y 

. . dv 

a(t) = — = -32 
dt 

Tomando antiderivadas, tenemos 

v(t) = — 32 1 + C 

Para determinar C, usamos la informacion dada v(0) — 48. Esto da 48 = 0 + C, de 
manera que 

v(t) — —32 1 + 48 

La altura maxima se alcanza cuando v(t) = 0; es decir, despues de 1 .5 s. Como 
s' it) = v{t), la nueva antiderivada da 

s(t) = —16 1 2 + 48 1 + D 

Utilizamos el hecho de que ,v(0 J = 432, tenemos 432 = 0 + 0; por consiguiente. 


En la figura 5 se muestra la funcion posicion de 
la pelota del ejemplo 7. La grafica corrobora la 
conclusion obtenida: la pelota alcanza su altura 
maxima despues de 1.5 s y choca contra el 
suelo despues de 6.9 s. 


500 



FIGURA5 


s(t) = -16 1 2 + 48 1 + 432 

La expresion para s(t) es valida hasta que la pelota choca contra el suelo. Esto sucede 
cuando sit) = 0; o sea, cuando 


— 16/ 2 + 48/ + 432 = 0 

o, equivalentemente, t 2 — 3/ — 27 = 0 

Con la formula cuadratica, resolvemos esta ecuacion para obtener 

3 ± lyfn 

t = 2 — 

2 

No consideramos la solution con el signo menos, ya que da un valor negativo para f. En 
consecuencia, la pelota choca contra el nivel del suelo despues de 3(l + sjYi)/ 2 ~ 6.9 s. 


Ejercicios 


1-22 Encuentre la antiderivada mas general de la funcion. 
(Compruebe su respuesta mediante la derivacion.) 


1. f(x) =x-3 

3. f(x) = \ + \x 2 - lx 3 

5- fix) = (x + l)(2x - 1) 

7. fix) = lx 1 ' 3 + 8;T 4/5 

9. fix) = V2 

11. fix) = 3 yfx - 2 Ifx 

1 2 

13. fix) = - - ~ 

5 x 


15. git) = 


1 + t + t 2 


sfT 


17. hid) = 2 sen 0 — sec 2 6 


2 . fix) = \x 2 — 2x + 6 

4. fix) = 8x 9 - 3 jc 6 + 12jc 3 

6. fix) = jc(2 — jc) 2 

8 . fix) = x 3A - 2x 72-1 

10. fix) = e 2 

12 . fix) = l/x 2 + Xyfx 

3f 4 - t 3 + 6 1 1 11 

14- fit)- 7 

16. riff) = sec 6 tan 0 — 2e e 
18. fit) = sen t + 2 senh t 


19. fix) = 5e* — 3 cosh* 

. x 5 — x 3 + 2x 
21. fix) = j 


20. fix) = 2 Jx + 6 COS X 
2 + X 2 


22. fix) = 


1 + * 2 


23-2/ Encuentre la antiderivada F de/que satisfaga la condicion 
dada. Compruebe su respuesta comparando las graficas defyF. 

23. /(*) = 5* 4 - 2x 5 , F(0) = 4 

24. fix) = 4 - 3(1 + * 2 ) _1 , F(l) = 0 


25-48 Halle/. 

25. fix) = 20* 3 — 12* 2 +6* 

26. fix) = x 6 — 4x 4 + * + 1 

27. fix) = |* 2/3 28. fix) = 6* + sen * 


f\ Se requiere calculadora graficadora o computadora 


1. Tareas sugeridas disponibles en stewartcalculus.com 
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29. /'"(f) = cos t 30. /"'(f) = e‘ + r 4 

31. f’{x) = 1 + 3^, / (4) = 25 

32. f'(x) = 5x 4 - 3x 2 + 4, /(- 1) = 2 

33. /'(f) = 4/(1 + f 2 ), /(l) = 0 

34. /'(0 = f + 1/f 3 , f > 0, /( 1) = 6 

35. /'(f) = 2 cos f + sec 2 f, — tt/ 2 < f < 77 / 2 , /(tt/3) = 4 

36. /'(*) = (x 2 - l)/x, /(l)=i /(— 1) = 0 

37. /'(x) = x- 1/3 , /(l) = 1, /(-l) = -1 

38. f'{x) = 4 //P^, /(§) = 1 

39. /"(x) = -2 + 12x - 12x 2 , /(0) = 4, /'(0) = 12 

40. /"(x) = 8x 3 + 5, /( 1 ) = 0, /'(l) = 8 

41. f"(d) = sen 6 + cos 0, /( 0) = 3, /'(0) = 4 

42. /"(f) = 3 /vT, / (4) = 20, /'(4) = 7 

43. /"(x) = 4 + 6 x + 24x 2 , /( 0) = 3, /( 1) - 10 

44. /"(x) = x 3 + senhx, /( 0) = 1, /( 2) = 2.6 

45. /"(x) = 2 + cosx, /(0) = — 1, /(tt/2) = 0 

46. /"(f) = 2e‘ + 3 sen f , /(0) = 0, /(tt) = 0 

47. /"(x) =x- 2 , x > 0, /(l) = 0, /(2) = 0 

48. /"'(x) = cosx, /(0) = 1, /'(0) = 2, /"( 0) = 3 


49. Dado que la grafica de/pasa por el punto (1, 6) y que la 
pendiente de su recta tangente en (x, / (x)) es 2x + 1 , 
encuentre /( 2). 

50. Encuentre una funcion /tal que/'(x) = x 3 y la recta x + y = 0 
sea tangente a la grafica de /. 

51-52 Se proporciona la grafica de una funcion/. ^Que grafica es 
una antiderivada de/y por que? 




53. Se muestra la grafica de una funcion en la figura. Trace un 
esbozo de una antiderivada F, dado que F( 0) = 1 . 



54. En la figura se muestra la grafica de la funcion velocidad de 
una particula. Trace la grafica de una funcion posicion. 



55. En la figura se muestra la grafica de/'. Dibuje la grafica de/si 
esta es continua y/(0) = — 1. 


y. 


2’ 

0 


II 

1 

0 0 

0 

1 2 5- 

-1 

O • 


FH 56. a) Utilice un dispositivo de graficacion para dibujar 
/(x) = 2x — 3 a/*- 

b) A partir de la grafica del inciso a), dibuje una grafica 
aproximada de la antiderivada F que satisfaga F(0) = 1. 

c) Aplique las reglas de esta seccion a fin de hallar una 
expresion para F(x). 

d) Dibuje F usando la expresion del inciso c). Compare con su 
esbozo del inciso b). 

F9 57-51’: Dibuje una grafica de/y utilicela para esbozar la antiderivada 
que pasa por el origen 

, , sen x 

57. f(x) = x, —277 s: x =£ 277 

J w 1 + x 2 

58. f{x) = six* - 2x 2 + 2 - 2, -3«x«3 


59-64 Una particula se mueve de acuerdo con la information dada. 
Determine la posicion de la particula. 

59. v(t ) = sen f — cos f, j(0) = 0 

60. v(t) = 1.5 VF, 5(4) = 10 

61. a(t) = 2t + 1, s( 0) = 3, v{0) = -2 

62. a(f) = 3 cos f — 2 sen f, s(0) = 0, w(0) = 4 

63. a(t ) = 10 sen f + 3 cos f, ^(0) = 0, 5 ( 277 ) = 12 

64. a(t) = f 2 - 4f + 6, 5(0) = 0, s(l) = 20 


65. Una piedra se deja caer desde la plataforma superior de 
observation (la plataforma espacial) de la Torre CN, 450 m 
por encima del nivel del suelo. 

a) Encuentre la distancia de la piedra arriba del nivel del suelo 
en el instante f. 

b) ^Cuanto tarda la piedra en llegar al nivel del suelo? 

c) (,Con que velocidad choca contra el nivel del suelo? 

d) Si la piedra se lanza hacia arriba a una rapidez de 5 m/s, 
^cuanto tarda en llegar al nivel del suelo? 
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66. Demuestre que para el movimiento en lfnea recta con 
aceleracion constante a, velocidad inicial v 0 y desplazamiento 
inicial s 0 , el desplazamiento despues del tiempo t es 

s = \at 2 + Vo t + s 0 

67 . Se lanza un objeto hacia arriba con velocidad inicial v 0 metros 
por segundo, desde un punto a s 0 metros por encima del nivel 
del suelo. Demuestre que 

OO)] 2 = Vo - 19.6[.v(t) - so] 

68. Se lanzan dos pelotas hacia arriba desde el borde del 
acantilado del ejemplo 7. La primera se lanza con una rapidez 
de 48 pies/s y la otra se arroja 1 s mas tarde con una rapidez de 
24 pies/s. i-En algun momento rebasa una a la otra? 

69 . Se deja caer una piedra desde un desfiladero y choca contra el 
suelo con una rapidez de 120 pies/s. ^Cual es la altura del 
desfiladero? 

70 . Si un clavadista con masa m esta en el borde de una plataforma 
de clavados con longitud L y densidad lineal p, entonces la 
plataforma adopta la forma de una curva y = f(x), donde 

Ely" = mg(L — x) + \ pg(L — x ) 2 

Eel son constantes positivas que dependen del material con 
que esta hecha la plataforma y g (< 0) es la aceleracion debida 
a la gravedad. 

a) Halle una expresion para la forma de la curva. 

b) Use/(L) para estimar la distancia debajo de la horizontal al 
borde de la plataforma. 


y. 

* 

0 



71. Una companfa estima que el costo marginal (en dolares por 
artfculo) de producir x artfculos es de 1 .92 — 0.002x. Si el costo 
de production de un artfculo es de $562, encuentre el costo de 
producir 100 artfculos. 

72. La densidad lineal de una varilla con una longitud de 1 m se 
expresa por medio de p(x) = 1 /yfx en gramos por centimetre, 
donde x se mide en centimetres desde uno de los extremos de 
la varilla. Encuentre la masa de esta ultima. 

73. Dado que las gotas de lluvia crecen a medida que caen, su 
area superficial aumenta y, por tanto, se incrementa la 
resistencia a su cafda. Una gota de lluvia tiene una velocidad 


inicial hacia abajo de 10 m/s, y su aceleracion hacia abajo es 

9 - 0.9t si 0 =£ t =£ 10 
0 si t > 10 

Si al inicio la gota de lluvia esta a 500 m arriba de la superficie 
de la tierra, ^cuanto tarda en caer? 

74 . Un vehfculo se desplaza a 50 mi/h cuando aplica los frenos, 
lo que produce una desaceleracion constante de 22 pies/s 2 . 
^Cual es la distancia que recorre el automovil antes de 
detenerse? 

75 . ^Que aceleracion constante se requiere para incremental' la 
rapidez de un vehfculo desde 30 mi/h hasta 50 mi/h en 5 s? 

76 . Un automovil freno con una desaceleracion constante de 
16 pies/s 2 , lo que genera antes de detenerse unas marcas 
de deslizamiento que mi den 200 pies. ^Que tan rapido 

se desplazaba el vehfculo cuando se aplicaron los frenos? 

77 . Un automovil se desplaza a 100 km/h cuando el conductor 
ve un accidente 80 m mas adelante y aplica los frenos 
apresuradamente. (,Que desaceleracion constante se requiere 
para detener el vehfculo a tiempo de evitar chocar con los 
vehfculos accidentados? 

78 . Un modelo de cohete se dispara verticalmente hacia arriba a 
partir del reposo. Su aceleracion durante los primeros 

tres segundos es a{t ) = 60t, momento en que se agota el 
combustible y se convierte en un cuerpo en “cafda fibre”. Despues 
de 14 s, se abre el paracafdas del cohete y la velocidad (hacia 
abajo) disminuye linealmente hasta —18 pies/s en 5 s. 

Entonces el cohete “flota” hasta el piso a esa velocidad. 

a) Determine la funcion position ^ y la funcion velocidad v 
(para todos los tiempos t). Dibuje s y v. 

b) ^,En que momento el cohete alcanza su altura maxima y cual 
es esa altura? 

c) ^,En que momento aterriza? 

79 . Un tren “bala" de alta velocidad acelera y desacelera a una 
razon de 4 pies/s 2 . Su rapidez de crucero maxima es de 
90 mi/h. 

a) ^,Cual es la distancia maxima que puede recorrer el tren si 
se acelera desde el reposo hasta que alcanza su rapidez de 
crucero y, a continuation, corre a esa rapidez durante 15 
minutos? 

b) Suponga que el tren parte del reposo y debe detenerse por 
completo en 15 minutos. ^Cual es la distancia maxima que 
puede recorrer en estas condiciones? 

c) Encuentre el tiempo mfnimo que tarda el tren en viajar entre 
dos estaciones consecutivas que se encuentran a 45 millas 
de distancia. 

d) El viaje de una estacion a la siguiente dura 37.5 minutos. 
^,Cual es la distancia entre las estaciones? 
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Repaso 

Verification de conceptos 

1. Explique la diferencia entre maximo absoluto y maximo local. 
Ilustre por medio de un dibujo. 

2. a) ^Que dice el teorema del valor extremo? 

b) Explique como funciona el metodo del intervalo cerrado. 

3 . a) Enuncie el teorema de Fermat, 

b) Defina un numero critico de/. 

4. a) Enuncie el teorema de Rolle. 

b) Enuncie el teorema del valor medio y de una interpretacion 
geometrica. 

5 . a) Enuncie la prueba de creciente/decreciente. 

b) ^Que significa decir que/es concava hacia arriba sobre un 
intervalo /? 

c) Enuncie la prueba de la concavidad. 

d) iQue son los puntos de inflexion? ^Como puede hallarlos? 

6 . a) Enuncie la prueba de la primera derivada. 

b) Enuncie la prueba de la segunda derivada. 

c) ^Cuales son las ventajas y las desventajas relativas de estas 
pruebas? 

7 . a) iQue afirma la regia de l’Hospital? 

b) ^Como puede usar la Regia de l’Hospital si tiene un producto 
f{x)g{x) donde fix) 0 y g(x) — » 00 conforme x — » a? 


c) ^Como puede usar la regia de 1' Hospital si tiene una 
diferencia f(x) — g(x) donde /(x) — » » y g(x) —> °° a medida 
que x — » a ? 

d) ^Como puede usar la regia de 1’ Hospital si tiene una 
potencia [/(x)| 9W donde /(x) —> 0 y g(x) — > 0 conforme 
x — > a? 

8 . Si tiene una calculadora graficadora o una computadora, ^por 
que necesita el calculo para dibujar una funcion? 

9 . a) Dada una aproximacion inicial X\ para una rafz de la 

ecuacion/(x) = 0, explique geometricamente, mediante 
un dibujo, ^como se obtiene la segunda aproximacion x 2 en 
el metodo de Newton? 

b) Escriba una expresion para x 2 en terminos de Xi,/(.Xi) 

y 

c) Escriba una expresion para x„+i en terminos de x„,/(x„) 

yf'iXn). 

d) ^.Bajo que circunstancias es probable que el metodo de 
Newton falle o funcione muy lentamente? 

10 . a) ^,Que es una antiderivada de una funcion/? 

b) Suponga que F\ y F 2 son antiderivadas de/ sobre un 
intervalo I. ^Como se relacionan F, y F 2 1 


Examen rapido Verdadero-Falso 

Determine si la proposicion es verdadera o falsa. Si es verdadera, 
explique por que. Si es falsa, explique por que o de un ejemplo que refute 
la proposicion. 

1. Si /'(c) = 0, entonces/ tiene un maximo o un minimo locales 
en c. 

2 . Si/tiene un valor minimo absoluto en c, entonces /'(c) = 0. 

3 . Si/es continua sobre ( a , b), entonces /alcanza un valor 
maximo absoluto /(c) y un valor minimo absoluto f(d) en 
algunos numeros c y k en ( a , b). 

4 . Si/es derivable y/( — 1) =/( 1), entonces existe un numero c 
tal que | c | < 1 y /'(c) = 0. 

5 . Si/'(x) < 0 para 1 < x < 6, entonces/es decreciente sobre 

(1,6). 

6 . Si/"(2) = 0, entonces (2,/(2)) es un punto de inflexion de la 
curva y =/(x). 

7 . Si/'(x) = g'(x ) para 0 < x < 1, entonces /(x) = g(x) para 
0 < x < 1. 

8 . Existe una funcion/tal que/(l) = — 2,/(3) = 0 y/'(x) > 1 
para toda x. 

9 . Existe una funcion/tal que/(x) > 0 ,/'(x) < 0 y/"(x) > 0 
para toda x. 


10 . Existe una funcion/tal que/(x) < 0 ,/'(x) < 0 y /"(x) > 0 
para toda x. 

11 . Si/y g son crecientes sobre un intervalo /, entonces f + g es 
creciente sobre I. 

12 . Si/y g son crecientes sobre un intervalo I, entonces / — g es 
creciente sobre 1. 

13 . Si/y g son crecientes sobre un intervalo I, entonces fg es 
creciente sobre I. 

14 . Si/y g son funciones crecientes positivas sobre un intervalo /, 
entonces fg es creciente sobre I. 

15 . Si/es creciente y/(x) > 0 en I, entonces g(x) = l/f(x) es 
decreciente sobre I. 

16 . Si/es par, entonces/' es par. 

17. Si/es periodica, entonces/' es periodica. 

18 . La antiderivada mas general de/(x) = x~ 2 es 

F(x) = -- + C 
x 

19 . Si/'(x) existe y es diferente de cero para toda x, entonces 

/(l) */(0). 

20. lfm — = 1 

jt^o e x 
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Ejercicios 

1-6 Encuentre los valores extremos locales y absolutos de la 
funcion sobre el intervalo dado. 


1. f{x) = x 3 - 6x 2 + 9x + 1, 

2 . f(x) = xy/l - x , [-1,1] 

3x - 4 


[2,4] 


3. fix) = 


x 2 + 1 


[- 2 , 2 ] 


4. f(x) = ~Jx 2 + x + l , [-2, 1] 

5. fix) = X + 2 COS X, [—77", 7r] 

6- fix) = x 2 e x , [-1,3] 


7-14 Obtenga el li'mite. 

7. lfm g ~ 1 
tan x 

e 4x - 1 - 4x 

9. lfm 5 

x 


11 . lfm (x 2 - x 3 )e 2 


13. 




8 . 

10 . 

12 . 

14. 


tan 4x 

lfm 

x^o x + sen 2x 


e 4x — \ — 4x 
lfm 5 

*-»“ x 


lfm (x — 77) esc x 

x— *TT~ 


lfm (tan x) cosx 

x^w/2)- 


c) Trace la grafica de/". 

d) Trace la posible grafica de /. 



19-34 Trace la curva mediante los criterios de la section 4.5. 

19. y = 2 - 2x - x 3 20. y = x 3 - 6x 2 - 15x + 4 

21. y = x 4 - 3x 3 + 3x 2 - x 22. y = — 7- 

1 — x 

1 

23. y = 


1 1 

24. y = — -r 

x 2 (x - 2) 2 


26. y = xj\ — x + \J\ + . 
28. y = l]x 2 + 1 


x(x - 3) 2 
25. y = x 2 / (x + 8) 

27. y = Xa/ 2 + x 

29. y = e x sen x, — 77- x =£ 7 t 

30. y = 4x — tan x, — 7r/2 < x < 7r/2 

31. y = sen~*(l/x) 32. y = e lx ~ x 

33. y = (x — 2)e~ x 34. y = x + ln(x 2 + 1) 


15-17 Trace la grafica de una funcion que satisface las condiciones 
dadas. 

15. /(0) = 0, /'(— 2) =/'( 1) =/'(9) = 0, 
lfm/(x) = 0, lfm/(x) = — °°, 

x — »<» jc— >6 

/'(x) < 0 sobre ( — », -2), (1, 6) y (9, °°), 
fix) > 0 sobre (—2, 1) y (6, 9), 

/"(x) > 0 sobre (— oo,0) y (12,°°), 
fix) < 0 sobre (0, 6) y (6, 12) 

16. /( 0) = 0, / es continua y par, 

fix) = 2x si 0 < x < 1, fix) = — 1 si 1 <x<3, 
fix) = 1 si x > 3 

17. / es impar, fix) < 0 para 0 < x < 2, 

fix) > 0 para x > 2, fix) > 0 para 0 < x < 3, 
fix) < 0 para x > 3, lfm/(x) = —2 

x— 


18. En la figura se ilustra la grafica de la derivadaf de una 
funcion/. 

a) ^Sobre que intervalos/es creciente o decreciente? 

b) ^Para que valores de x la funcion /tiene un maximo local o 
un mfnimo local? 


35-38 Elabore graficas de/que revelen todos los aspectos 
importantes de la curva. Use las graficas de/' yf" para estimar los 
intervalos de incremento y decremento, los valores extremos, 
los intervalos de concavidad y los puntos de inflexion. En el 
ejercicio 35 aplique el calculo para determinar estas cantidades 
con exactitud. 


35. fix) = 



36. fix) = 


x 2 + x + 3 


37. fix) = 3x 6 — 5x 5 + x 4 — 5x 3 — 2x 2 + 2 

38. fix) = x 1 + 6.5 senx, — 5 =£ x =£ 5 


FH 39. Trace la grafica fix) = e~ llx en un rectangulo de vista en que 
aparezcan todos los aspectos principales de la funcion. Estime 
los puntos de inflexion. Enseguida, aplique el calculo para 
determinarlos con exactitud. 

SAC 40. a) Grafique la funcion /(x) = 1/(1 + e 1,x ). 

b) Explique la forma de la grafica calculando los lfmites de 
fix) conforme x tiende a °°, — °°, 0 + y Cti. 

c) Use la grafica de/para estimar las coordenadas de los 
puntos de inflexion. 

d) Utilice su SAC para calcular y trazar la grafica de/". 

e) Con la grafica del inciso d) estime el punto de inflexion con 
mas exactitud. 


FR Se requiere calculadora graficadora o computadora 


VC] Se requiere sistema algebraico computarizado 
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SAC 41-42 Utilice las graficas d eff y f" para estimar la coordenada x 
de los puntos maximo y rmnimo y los puntos de inflexion de /. 

, , cos 2 x 

41. f(x) = — , = , —TT^X^TT 

s/x 2 + X + 1 

42. f{x) = e 0 ,x ln(x 2 - 1) 

FH 43. Investigue la familia de funciones de/(x) = In (sen x + C) 
^Cuales caracterfsticas en comun tienen los miembros de esta 
familia? ^En que difieren? ^Para cuales valores de C es / 
continua en (+ 00 , °°)? ^Para cuales valores de C/no tiene 
grafica? ^Que sucede conforme C — > °°? 

F3 44. Investigue la familia de funciones /(x) = cxe cx . ^Que le 
ocurre a los puntos maximos y mlnimos y a los puntos de 
inflexion al cambiar cl Ilustre sus conclusiones dibujando 
varios miembros de la familia. 

45. Demuestre que la ecuacion 3x + 2 cos x + 5 = 0 tiene 
exactamente una ralz real. 

46. Suponga que/es continua sobre [0, 4],/(0) = 1, y 2 =S/'(x) =£ 5 
para todax en (0, 4). Demuestre que 9 =S/(4) =S 21. 

47. Aplicando el teorema del valor medio a la funcion /(x) = x 1/5 
sobre el intervalo [32, 33], demuestre que 

2 < j/T3 < 2.0125 

48. ^Para cuales valores de las constantes a y b se tiene que (1,3) 
es un punto de inflexion de la curva y = ax 3 + fa 2 ? 

49. Sea g(x) = fix 1 ), donde/es dos veces derivable para toda x, 
fix) > 0 para toda x ^ 0 y /es concava hacia abajo sobre 

(—°°, 0), y concava hacia arriba sobre (0, °°). 

a) ^En cuales numeros tiene g un valor extremo? 

b) Discuta la concavidad de g. 

50. Halle dos numeros enteros positivos tales que la suma del 
primer numero y cuatro veces el segundo sea 1000 y el 
producto de los numeros sea lo mas grande posible. 

51. Demuestre que la distancia mas corta desde el punto ix u y/ a 
la recta Ax + By + C = 0 es 

|Axi + By i + C\ 

JA 2 + B 2 

52. Encuentre el punto sobre la hiperbola xy = 8 que esta mas 
cercano al punto (3, 0). 

53. Halle el area mas pequena posible de un triangulo isosceles que 
esta circunscrito a una circunferencia de radio r. 

54. Encuentre el volumen del cono circular mas grande que puede 
inscribirse en una esfera de radio r. 

55. En A ABC, D queda sobre AB, CD X AB , | AD \ = \ BD \ = 4 cm 
y | CD | = 5 cm. ^Donde se debe situar un punto P sobre 

CD de tal modo que la suma | PA \ + \ PB \ + \ PC \ sea 
minima? 


56. Resuelva el ejercicio 55 cuando | CD \ = 2 cm. 

57. La velocidad de una ola de longitud L en agua profunda es 



donde Ky C son constantes positivas conocidas. ^,Cual es la 
longitud de la ola que da la velocidad minima? 

58. Se va a construir un tanque metalico de almacenamiento con 
volumen V, en forma de un cilindro circular recto rematado 
por un hemisferio. ^Cuales dimensiones requeriran la cantidad 
minima de metal? 

59. Un equipo de hockey juega en una arena con capacidad de 
15000 espectadores. Con el precio del boleto fijado en $12, la 
asistencia promedio en un juego es de 11 000 espectadores. Un 
estudio de mercado indica que por cada dolar que disminuya 
el precio del boleto, la asistencia promedio aumentara 1000. 
^,C6mo deben fijar los propietarios del equipo el precio de la 
entrada para maximizar sus ingresos provenientes de la venta 
de boletos? 

60. Un fabricante determina que el costo de fabricar x unidades 
de un artlculo es C(x) = 1800 + 25x — 0.2x 2 + O.OOlx 3 y la 
funcion de demanda es p(x) = 48.2 — 0.03x. 

a) Grafique las funciones costo e ingreso y uselas para estimar 
el nivel de production para obtener la utilidad maxima. 

b) Aplique el calculo a fin de hallar el nivel de production 
para obtener la utilidad maxima. 

c) Estime el nivel de production que minimice el costo 
promedio. 

61. Aplique el metodo de Newton para calcular la ralz de la 
ecuacion x 5 — x 4 + 3x 2 — 3x — 2 = 0 en el intervalo [1, 2] 
con una aproximacion de seis decimales. 

62. Aplique el metodo de Newton para hallar todas las ralces de 
la ecuacion sen x = x 2 — 3x+la una exactitud de seis 
decimales. 

63. Aplique el metodo de Newton para hallar el valor maximo 
absoluto de la funcion /(f) = cos t + t — f 2 , a una exactitud 
de ocho decimales. 

64. Utilice la gula de la section 4.5 para trazar la curva y = x 

sen x, 0 =£ x =£ 2tt. Recurra al metodo de Newton si es necesario. 


65- 

72 Determine/. 




65. 

fix) 

= COS X — (1 - 

■ x 2 r 1/2 



66. 

fix) 

= 2e' 1 4- sec x 1 

:an x 



67. 

fix) 

= + ifx 2 




68. 

fix) 

= senh x + 2 cosh x, /(0) = 2 



69. 

fit) 

= 2f — 3 sen f, 

/(O) = 5 




f'iu) 


II 



70. 

u 



71. 

fix) 

= 1 - 6x + 48x 2 , fio) = 1, 

/'( o) 

= 2 

72. 

fix) 

= 2x 3 + 3x 2 - 

- 4x + 5, /( 0) = 

= 2, 

/(l) 
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73-74 Una partfcula se mueve de acuerdo con lo siguiente. 
Encuentre la position de la partfcula. 

73. v(t) = 2 1 - 1/(1 + f 2 ), s(0) = 1 

74. a(t) = sen t + 3 cos f, s(0) = 0, w(0) = 2 


75. a) Si/(x) = 0. lti + sen x, —4 =£ x =£ 4, use la grafica de/ 

para dibujar una grafica aproximada de la antiderivada F de 
/ que satisfaga F(0) = 0. 

b) Encuentre una expresion para F(x). 

c) Dibuje F con la expresion del inciso b). Compare con su 
esquema del inciso a). 

76. Investigue la familia de curvas dada por 

f(x) = x 4 + x 3 + cx 2 

En particular, determine el valor de transicion de c en que 
cambia la cantidad de numeros crfticos y el valor de transicion 
en que varia el numero de puntos de inflexion. Ilustre 
con graficas las formas posibles. 

77. Se deja caer un recipiente metalico desde un helicoptero a 
500 m arriba de la superficie de la Tierra. Su paracafdas no se 
abre, pero el recipiente ha sido disenado para soportar una 
velocidad de impacto de 100 m/s. ^Se reventara o no? 

78. En una carrera de automoviles a lo largo de una pista recta, el 
auto A deja atras dos veces al vehfculo B. Demuestre que en 
algun momenta en la carrera las aceleraciones de los automoviles 
fueron iguales. Plantee los supuestos que haga. 

79. Se va a cottar una viga rectangular a partir de un tronco cilfndrico 
que tiene un radio de 10 pulgadas. 

a) Demuestre que la viga de area maxima de seccion transversal 
es cuadrada. 

b) Se van a cortar cuatro tablones rectangulares de las cuatro 
secciones del tronco que quedan despues de cortar la viga 
cuadrada. Determine las dimensiones de los tablones que 
tendran el area maxima de la seccion transversal. 

c) Suponga que la resistencia de la viga rectangular es 
proporcional al producto de su ancho y al cuadrado de su 
altura. Encuentre las dimensiones de la viga mas fuerte que 
se puede cortar a partir del tronco cilfndrico. 


grosor 




80. Si se dispara un proyectil a una velocidad initial uaun angulo 
de inclination 9 a partir de la horizontal, por tanto, su 
trayectoria, despreciando la resistencia del aire, es la parabola 


y = (tan 6)x 


9 

2v 2 cos 2 9 


TT 

o < e < — 

2 


a) Suponga que el proyectil se dispara desde la base de un 
piano inclinado que forman un angulo a, a > 0, respecto a 
la horizontal, como se muestra en la figura. Demuestre que 


el alcance del proyectil, medido por encima de la pendiente, 
se expresa mediante 

2u 2 cos 6 sen {8 — a) 
g cos a 

b) Determine 6 de modo que R sea un maximo. 

c) Suponga que el piano forma un angulo a abajo de la 
horizontal. Determine el alcance R en este caso y el angulo 
en el cual debe dispararse el proyectil para maximizar R. 



81. Demuestre que, para x > 0, 

x 

7 < tan x < x 

1 + x 2 

82. Trace la grafica de una funcion/tal que/'(x) < 0 para 
toda x,/"(x) > 0 para | x | > l,/"(x) < 0 para | x | < 1 y 
lfm. [f{x) + x] = 0. 

83. Una luz se coloca encima de un poste de altura h pies, con el 
fin de iluminar un cfrculo, que tiene radio de 40 pies, ocupado 
por el trafico. La intensidad de iluminacion I en cualquier 
punto P en el cfrculo es directamente proporcional al coseno 
del angulo 9 (vease la figura) e inversamente proporcional al 
cuadrado de la distancia cl de la fuente de luz. 

a) f,Que tan alto debe estar la luz sobre el poste de manera que 
se maximice I ? 

b) Supongamos que la luz sobre el poste esta a h pies de altura 
y que una mujer esta caminando hacia afuera de la base 
del poste a una rapidez de 4 pies/s. ^Con que rapidez 
disminuye la intensidad de la luz en el punto a su espalda a 
4 pies sobre el suelo, cuando ella alcanza el borde exterior 
del cfrculo de trafico? 



84. Esta fluyendo agua a un ritmo constante dentro de un tanque 
esferico. Sea V(t) el volumen de agua en el tanque y H{t) la 
altura del agua en el tanque en el tiempo t. 

a) ^Cuales son los significados de V'(t) y //'(f)? f,Son 
estas derivadas positivas, negativas o cero? 

b) ^Es V"{t) positiva, negativa o cero? Explique. 

c) Sean ti, h y h los tiempos cuando el tanque esta lleno a 

un cuarto, la mitad y a tres cuartas partes del total, 
respectivamente. ^Son los valores H"(t 2 ) y H"{t 3 ) 

positivos, negativos o cero? ^,Por que? 




Problemas adicionales 


Uno de los principios mas importantes en la resolucion de problemas es la analogia (vease 
la pagina 75). Si tiene dificultades para comenzar un problema, conviene resolver un pro- 
blema semejante mas sencillo. En el ejemplo siguiente se ilustra el principio. Cubra la 
solucion e intente resolverlo primero. 


EJEMPLO 1 


Si x,yyz son numeros positivos, demuestre que 


(x 2 + l)(y 2 + 1 )(z 2 + 1) ^ „ 
xyz 


SOLUCION Puede resultar diflcil empezar con este problema. (Algunos estudiantes lo han 
atacado multiplicando el numerador, pero eso solo genera dificultades.) Intente pensar en 
un problema similar mas sencillo. Cuando intervienen varias variables, a menudo resulta 
util pensar en un problema analogo con menos variables. En este caso, puede reducir el 
numero de variables de tres a una y probar la desigualdad analoga 


m 



para x > 0 


De hecho, si puede probar [T], entonces se deduce la desigualdad deseada porque 


(x 2 + i)(r + D(z 2 + i) 

xyz 



3 2 • 2 • 2 = 8 


La clave para demostrar [T] es reconocer que es una version disfrazada de problema de 
mmimo. Si hace 


/x x 2 + 1 1 

/(x) = = x -\ x > 0 

x x 

entonces /'(x) = 1 — (1/x 2 ), de tal suerte que/'(x) = 0 cuando x = 1. Tambien, 
fix) < 0 para 0 < x < 1 , yf'(x) > 0 para x > 1. Por consiguiente, el valor mmimo 
absoluto de/es/(l) = 2. Esto significa que 


3= 2 para todos los valores positivos de x 


ES RETOME EL CONCEPTO 

iQue ha aprendido a partir de la solucion de 
este ejemplo? 

Para resolver un problema que involoucra 
varias variables, podrfa ayudar resolver un 
problema semejante con una variable. 

Cuando intente probar una desigualdad, 
podrfa ayudar si piensa en ella como en un 
problema de maximos y mfnimos. 


y, como se menciono, por multiplicacion se infiere la desigualdad dada. 

La desigualdad [T] pudo probarse sin calculo. De hecho, si x > 0, tenemos 


x 2 + 1 


x~ + 1 3 2x 


x~ — 2x +1^0 


(x - l) 2 3 0 


Debido a que la ultima desigualdad es obviamente verdadera, la primera tambien lo es. 
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Problemas 


1. Si un rectangulo tiene su base sobre el eje x y dos vertices sobre la curva y = e~ x , demuestre 
que el rectangulo tiene el area mas grande posible cuando los dos vertices estan en los puntos 
de inflexion de la curva. 

2 . Demuestre que | sen x — cos x | *£ -Jl para toda x. 

3 . ^La funcion f(x) = g 10 !*- 2 !--' 2 tiene un maximo absoluto? Si es asi, encuentrelo. gQue hay del 
maximo absoluto? 

4 . Demuestre que x 2 y 2 (4 — x 2 )(4 — y 2 ) 16 para todos los numeros x y v tales que | x | 2 y 

I y I « 2. 

5 . Demuestre que los puntos de inflexion de la curva y = (sen x)/x esta sobre la curva y\x i + 4) 
= 4. 

6. Encuentre el punto sobre la parabola y = 1 — x 2 en el cual la recta tangente corta el primer 
cuadrante en un triangulo con area minima. 

7 . Si a, b, c y d son constantes tales que 


lim 

x->0 


ax 2 + sen bx + sen cx + sen dx 
3x 2 + 5x 4 + lx 6 


= 8 



halle el valor de la suma a + b + c + d. 

8. Esquematice el conjunto de todos los puntos (x, y) tales que | x + y \ =£ e* 

9. Encuentre los puntos mas altos y mas bajos sobre la curva x 2 + xy + y 1 = 12. 

10. ,-Para que valores de c la curva y = cx 3 + e x tiene puntos de inflexion? 

11 . Si P(a, a 2 ) es cualquier punto sobre la parabola y = x 2 , excepto en el origen, sea Q el punto 
donde la recta normal cruza la parabola una vez mas (vease la figura). Demuestre que el 
segmento de recta PQ tiene la longitud mas corta posible cuando a = 1/^/2" '. 

12 . Trace la region en el piano que consta de todos los puntos ( x , y) tales que 

2xy ss | x - y | € x 2 + y 2 

13. La recta y = mx + b corta a la parabola y = x 2 en los puntos Ay B (vease la figura). 
Determine el punto P sobre el arco AOB de la parabola que maximiza el area del triangulo 
PAB. 



14 . ABCD es un trozo cuadrado de papel con lados de longitud 1 m. Se dibuja un cuarto 
de circunferencia desde B hasta D, con centra en A. El trozo de papel se dobla a lo 
largo de EF con E sobre AB y F sobre AD, de manera que A cae sobre el cuarto de 
circunferencia. Determine las areas maxima y minima que podria tener el triangulo AEF. 

15. ^Para que numeros positivos a la curva y = a x corta a la recta y = x? 

16 . ^Para que valores de a es verdadera la siguiente ecuacion? 


lim 

x — >°° 


( x + a 
x — a 


= e 
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17. Sea f(x ) = a 1 senx + a 2 sen 2x + ■ ■ ■ + a„ sennx, donde a u a 2 , . . . , a„ son numeros 
reales y n es un entero positivo. Si se sabe que | f(x ) | =S | sen x | para toda x, demuestre que 


| a i + 2 a 2 + • • • + na„ | ^ 1 

18. Un arco PQ de un circulo subtiende un angulo central 8, como en la figura. Sea A(8) el area 
entre la cuerda PQ y el arco PQ. Sea B(8) el area entre las rectas tangentes PR, QR y el arco. 
Encuentre 


lfm 


A{0) 


9^0+ B(d) 



19. La velocidad del sonido c i en una capa superior y c 2 en una capa inferior de roca y el 
espesor h de la capa superior pueden calcularse mediante la exploracion sismica, si la 
velocidad del sonido en la capa inferior es mayor que la velocidad en la capa superior. 

Se hace detonar una carga de dinamita en el punto P y las senales transmitidas se registran 
en el punto Q, el cual esta a una distancia D de P. La primera serial que llega a Q viaja 
por la superficie y tarda T\ segundos. La siguiente serial viaja desde el punto P al punto R, 
desde R a S en la capa inferior y luego a Q, lo cual le lleva T 2 segundos. La tercera serial 
es reflejada por la capa inferior en el punto medio O de RS y tarda T 3 segundos en 
llegar a Q. 

a) Exprese 7j, T 2 y T } en funcion de D, h, Ci, c 2 y 8. 

b) Demuestre que T 2 es un mmimo cuando sen 8 = Ci/c 2 . 

c) Suponga que D = 1 km, 7j = 0.26 s, T 2 = 0.32 sy L = 0.34 s. Calcule Ci, c 2 y h. 



R O S 

velocidad del sonido = c 2 


Nota: los geoffsicos usan esta tecnica cuando estudian la estructura de la corteza terrestre, 
ya sea con fines de exploracion petrolera o para la detection de enormes fallas en las 
rocas. 

20. ^Para que valores de c existe una recta que cruce la curva 

y = x 4 + cx 3 + 12x 2 — 5x + 2 


en cuatro puntos diferentes? 
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21. Uno de los problemas que planted el marques de l’Hospital en su libro de texto Analyse des 
Infiniment Petits concieme a una polea conectada al techo de una habitation en un punto C 
mediante una cuerda de longitud r. En otro punto B sobre el techo, a una distancia d de C 
(donde d > r), una cuerda de longitud € se conecta a la polea y pasa por esta enFyse ata 
a un peso W. El peso se libera y alcanza el reposo en su position de equilibrio D. Tal y como 
argumento l’Hospital, esto sucede cuando la distancia | ED | se maximiza. Demuestre que 
cuando el sistema alcanza el punto de equilibrio, el valor de x es 


FIGURA PARA EL PROBLEMA 21 


Observe que esta expresion es independiente tanto de W como de €. 

22. Dada una esfera con radio r, encuentre la altura de una piramide de volumen mi'nimo cuya 
base es un cuadrado y cuyas caras base y triangular son tangentes a la esfera. ^Que sucede si 
la base de la piramide es un n-agono regular? (Un n-agono regular es un polfgono con n lados 
y angulos iguales.) (Use el hecho de que el volumen de una piramide es } Ah, donde A es el 
area de la base.) 

23. Suponga que una bola de nieve se derrite de tal modo que su volumen disminuye en propor- 
tion directa a su area superficial. Si tarda tres horas en que la bola disminuya a la mitad de su 
volumen original, ^cuanto tardara la bola en fundirse totalmente? 

24. Una burbuja hemisferica se coloca sobre una burbuja esferica de radio 1. Despues, una 
burbuja hemisferica mas pequena se coloca sobre la primera. Este proceso prosigue hasta que 
se forman n camaras, incluso la esfera. (La figura muestra el caso n = 4). Utilice la induction 
matematica para demostrar que la altura maxima de cualquier torre de burbujas con n camaras 
es 1 + -Jn . 
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Integrates 
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energfa y una integral para calcular la cantidad de energfa utilizada en un dfa en la 
ciudad de San Francisco. 
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En el capitulo 2 utilizamos los problemas de la recta tangente y la velocidad para introducir 
el concepto de derivada, que es la idea central en el calculo diferencial. De la misma manera, 
este capitulo comienza con los problemas de area y distancia y los utiliza para formular la 
idea de integral definida, que es el concepto basico del calculo integral. Veremos en los 
capitulos 6 y 8 como utilizar la integral para resolver problemas relacionados con volumenes, 
longitud de curvas, predicciones de una poblacion, registro cardiaco, fuerzas sobre una presa, 
trabajo, excedente de consumo y el beisbol, entre muchas otras situaciones. 

Existe una conexion entre el calculo integral y el calculo diferencial. El teorema 
fundamental del calculo relaciona la integral con la derivada; veremos en este capitulo que 
este teorema simplifica en gran medida la resolution de muchos problemas. 
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5.1 


Areas y distancias 


Ahora es un buen momenta para leer (o volver a 
leer) Presentation preliminar del calculo (vease 
la pagina 1), que analiza las ideas unificadoras 
del calculo y lo ayuda a situarse en la 
perspectiva de donde esta y hacia donde va. 


y. 



y = 

--M 


x = a 


s 

x = b 

0 

a 


X 


FIGURA 1 

S = {(x,y)\a^x^b,0^y^f(x)} 


En esta section se descubre que, al intentar calcular el area bajo una curva o la distancia 
recorrida por un automovil, se llega al mismo tipo especial de li'mite. 

El problema del area 

Empezaremos por intentar resolver el problema del area: encuentre el area de la region S 
que esta debajo de la curva y = f(x), desde a hasta b. Esto significa que S (figura 1) esta 
limitada por la grafica de una funcion continua/ [donde f(x) 3= 0], las rectas verticales 
x = ayx = byel eje x. 

Al intentar resolver el problema del area, debemos preguntarnos: ^cual es el significado 
de la palabra area ? Esta cuestion es facil de responder para regiones con lados rectos. Para 
un rectangulo, se define como el producto del largo y el ancho. El area de un triangulo es 
la mitad de la base multiplicada por la altura. El area de un polfgono se encuentra al divi- 
dirlo en triangulos (figura 2) y sumar las areas de esos triangulos. 


FIGURA 2 





Sin embargo, no es facil hallar el area de una region con lados curvos. Todos tenemos 
una idea intuitiva de lo que es el area de una region, pero parte del problema del area es 
hacer que esta idea intuitiva se precise dando una definition exacta. 

Recuerde que al definir una recta tangente, primero obtuvimos una aproximacion de la 
pendiente de la recta tangente para las pendientes de rectas secantes y, a continuation, 
tomamos el li'mite de estas aproximaciones. Sigamos una idea similar para las areas. En 
primer lugar obtenemos una aproximacion de la region S representandola por medio de 
rectangulos, y despues tomamos el li'mite de las areas de los rectangulos cuando se incre- 
menta el numero de estos. En el ejemplo siguiente se ilustra el procedimiento. 


in 


EJEMPLO 1 


Utilice rectangulos para estimar el area bajo la parabola y = x 2 , desde 0 


hasta 1 (la region parabolica S se ilustra en la figura 3). 


SO LUC 1 6 INI En primer lugar, el area S debe encontrarse en alguna parte entre 0 y 1 porque 
S esta contenida en un cuadrado de lado 1, pero, en verdad, podemos lograr algo mejor 
que eso. Suponga que dividimos S en cuatro franjas, Si, S 2 , S 3 y S*, al trazar las rectas 
verticales x = \, x = \yx = \ como en la figura 4a). 




FIGURA 4 


a) 


b) 
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Podemos obtener una aproximacion de cada franja por medio de un rectangulo cuya 
base sea la misma que la de la franja y cuya altura sea la misma que la del lado derecho 
de la propia franja [vease la figura 4b)]. En otras palabras, las alturas de estos rectangulos 
son los valores de la funcion/(x) = x 2 en los puntos extremos de la derecha 
de los subintervalos [0, |], [|, |], [\, f] y [|, l], 

Cada rectangulo tiene un ancho de y las alturas son Q) 2 , (Xf - (f) 2 y l 2 . Si denota- 
mos con R 4 la suma de las areas de estos rectangulos de aproximacion, obtenemos 

Ra~\' (s ) 2 + ? • {\Y + s • (I ) 2 + s • l 2 = M = 0.46875 
A partir de la figura 4b) vemos que el area A de S es menor que R 4 , de modo que 

A < 0.46875 

En lugar de usar los rectangulos de la figura 4b), podrfamos utilizar los rectangulos 
mas pequenos de la figura 5, cuyas alturas son los valores de/en los puntos extremos de 
la izquierda de los subintervalos. (El rectangulo de la extrema izquierda se ha aplastado 
debido a que su altura es 0.) La suma de las areas de estos rectangulos de aproximacion es 

U = \ ■ 0 2 + \ ■ Xf + k ■ {kf + s • (If = k = 0.21875 

Vemos ahora que el area de S es mayor que L 4 , de modo que se tienen estimaciones 
superior e inferior para A: 


0.21875 < A < 0.46875 

Es posible repetir este procedimiento con un numero mayor de franjas. En la figura 6 
se muestra lo que sucede cuando dividimos la region S en ocho franjas de anchos iguales. 


FIGURA 6 

Aproximacion a S con ocho rectangulos 




a) Usando los puntos extremos 
a la izquierda 


b) Usando los puntos extremos 
a la derecha 


A1 calcular la suma de las areas de los rectangulos mas pequenos (L 8 ) y la suma de las 
areas de los rectangulos mas grandes (Rg), obtenemos mejores estimaciones inferior y 
superior para A: 


0.2734375 < A < 0.3984375 


n 

L„ 

Rn 

10 

0.2850000 

0.3850000 

20 

0.3087500 

0.3587500 

30 

0.3168519 

0.3501852 

50 

0.3234000 

0.3434000 

100 

0.3283500 

0.3383500 

1000 

0.3328335 

0.3338335 


De modo que una posible respuesta para la pregunta es decir que el area verdadera de S 
se encuentra entre 0.2734375 y 0.3984375. 

Podrfamos obtener mejores estimaciones al incrementar el numero de franjas. En la 
tabla que aparece a la izquierda se muestran los resultados de calculos semejantes (por 
computadora), usando n rectangulos cuyas alturas se encontraron con los puntos 
extremos de la izquierda (L„) o con los puntos extremos de la derecha (R„). En particular, 
al usar 50 franjas, el area se encuentra entre 0.3234 y 0.3434. Con 1000 franjas, lo estrecha 
incluso mas: A se halla entre 0.3328335 y 0.3338335. Una buena estimacion se obtiene 
promediando estos numeros: A ~ 0.3333335. 
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0 \ lx 


1 

n 

FIGURA 7 


Aqui estamos calculando el Ifmite de la sucesion 
{R„}. Las sucesiones y sus Ifmites fueron discutidos 
en la Presentation preliminar del calculo y seran 
estudiados en detalle en la seccion 11.1. La 
idea es muy similar a un Ifmite en el infinito 
(seccion 2.6), salvo que en la expresion h'm„_.=, 
restringimos n a on numero entero positivo. En 
particular, sabemos que 

lfm — = 0 

Cuando escribimos lfm,-.ff, = jqueremos 
decir que podemos hacer R„ tan cercano a j 
como queramos, tomando n suficientemente 
grande. 


Con base en los valores de la tabla en el ejemplo 1 , parece que R„ tiende a 1 conforme 
n crece. Esto se confirma en el ejemplo siguiente. 


□ 


EJEMPLO 2 


Para la region S del ejemplo 1, demuestre que la suma de las areas de 


los rectangulos de aproximacion superiores tiende a es decir, 


lim R„ = ^ 

n — >°° 

SOLUCIQN R„ es la suma de las areas de los n rectangulos de la figura 7. Cada 
rectangulo tiene un ancho de I /n, y las alturas son los valores de la fimcion/Gxj = x 2 
en los puntos 1 /«, 2/n, 3 n/n\ es decir, las alturas son (1/n) 2 , (2/n) 2 , (3 /n) 2 ,..., 
( n/n ) 2 . De este modo, 



= ---^(l 2 + 2 2 + 3 2 + ■■■ + n 2 ) 
n n 


= -^r (l 2 + 2 2 + 3 2 + ■ ■ ■ + n 2 ) 
n 


Aqui necesitamos la formula para la suma de los cuadrados de los n primeros enteros 
positivos: 


m 


l 2 + 2 2 + 3 2 + • • • + h 2 


n(n + 1)(2 n + 1) 

6 


Es posible que ya antes haya visto esta formula. Se demuestra en el ejemplo 5 del 
apendice E. 

Poniendo la formula 1 en nuestra expresion para R„, obtenemos 


De modo que 


Rn — 3 


1 n(n + l)(2n +1) (n + l)(2n + 1) 


lim R„ = lim 


6 6 n 2 

(n + 1)(2« + 1) 

6 n 2 

1 / n+ l\ /2n+l 


= lim 


= lim — ( 1 + — ) ( 2 + — 
6 \ n \ n 


1 1 

= — • 1 • 2 = — 
6 3 


Puede demostrarse que las sumas de aproximacion inferiores tambien tienden a 1; es 
decir. 


lim L„ = | 

n — 
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Con base en las figuras 8 y 9 parece que, conforme n crece, tanto L„ como R„ son cada vez 
mejores aproximaciones para el area de S. Por tanto, definimos el area A como el Hmite de 
las sumas de las areas de los rectangulos de aproximacion; esto es, 

UlU En Visual 5.1 puede crear figuras como la A = Km R„ = Km L„ = | 

8 y 9 para otros valores de n. 



FIGURA 8 Los puntos extremos derechos producen sumas por arriba porque f(x ) = x 2 es creciente. 



x 0 


-^-rflTTlT 



j x 0 

FIG URA 9 Los puntos extremos izquierdos producen sumas por abajo porque f(x) = x 1 es creciente. 


1 x 


Apliquemos la idea de los ejemplos 1 y 2 a la region mas general S de la figura 1. 
Empecemos por subdividir S en n franjas 5i, Si,. . S„ de anchos iguales, como en la 
figura 10. 


FIGURA 10 
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El ancho del intervalo [a, b] es b — a, de modo que el ancho de cada una de las n 
franjas es 



n 

Estas franjas dividen el intervalo [a, b] en n subintervalos 

[*o, * 1 ], [xi,x 2 ], [x 2 , x 3 ], ..., [x„-i ,x„] 

donde xo = a y x„ = b. Los puntos extremos de la derecha de los subintervalos son 


Xi = a + Ax, 


X 2 = a + 2 Ax, 
x 3 = a + 3 Ax, 


Aproximamos la i-esima franja, S„ con un rectangulo de ancho Ax y altura/(x,j, que es 
el valor de/en el punto extremo de la derecha (vease la figura 11). Entonces, el area del 
/-esimo rectangulo es f(xl) Ax. Lo que concebimos de manera intuitiva como el area de S 
se aproxima con la suma de las areas de estos rectangulos: 

R„ = f(x i) Ax + /(x 2 ) Ax + • • • + /(x„) Ax 



En la figura 12 se muestra esta aproximacion para n = 2. 4, 8 y 12. Note que esta 
aproximacion parece mejorarse a medida que se incrementa la cantidad de franjas; es 
decir, cuando n — * °°. Por consiguiente, definimos el area A de la region S de la manera 
siguiente: 




FIGURA 12 
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2 Definicion El area A de la region S que se encuentra bajo la grafica de la funcion 
continua/es el lfmite de la suma de las areas de los rectangulos de aproximacion: 


A = Km R„ = Km [/(x i) Ax + f(x 2 ) Ax + ■ • • + /(x„) Ax] 


Puede demostrarse que el Kmite de la definicion 2 siempre existe, porque se supone 
que / es continua. Tambien es posible demostrar que se obtiene el mismo valor con los 
puntos extremos de la izquierda: 


3 


A = Km L„ = Km [/(x 0 ) Ax + /(x 1 ) Ax + • • ■ + /(x„-i) Ax] 

n — >00 n — >00 


De hecho, en lugar de usar los puntos extremos de la izquierda o los de la derecha, podrfa- 
mos tomar la altura del /-esimo rectangulo como el valor de /en cualquier numero x*, en 
el /-esimo subintervalo [x, 1 , xj. A estos numeros x*, x*, . . . , x* se les llama puntos muestra. 
En la figura 13 se presentan los rectangulos de aproximacion cuando se eligen puntos 
muestra diferentes de los puntos extremos. Asf, una expresion mas general para el area 
de S es 


m 


A = Km [/(xf) Ax + f(x*) Ax + ■ ■ ■ + f(x* ) Ax] 

n — >00 


FIGURA 13 



NOTA Puede demostrarse que una definicion equivalente de area es la siguiente: A 
es el unico numero mas grande que todas las sumas inferiores y menor que todas las 
sumas superiores. Vimos en los ejemplos 1 y 2, por ejemplo, que el area (A = ' ) esta 
atrapada entre todas las sumas de aproximacion izquierda L„ y todas las sumas de aproxi- 
macion derecha R„. La funcion de esos ejemplos, /(x) = x 2 , pasa a ser creciente sobre 
[0, 1] y asf las sumas inferiores surgen de los extremos izquierdos y las sumas superiores 
de los extremos de la derecha. (Veanse las figuras 8 y 9). En general, formamos sumas 
inferiores (y superiores) mediante la seleccion de los puntos muestra x* de manera que 
fix*) es el valor mfnimo (y maximo) de/sobre el /-esimo subintervalo. (Vease la figura 14 
y los ejercicios 7-8). 



FIGURA 14 

Sumas inferiores (rectangulos cortos) 
Sumas superiores (rectangulos altos) 
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Esto indie a que 

hay que terminar 

con i = n. J 

Esto indica que V 

hay que sumar. * 2j J\ x i) ^ x 
i = m 

Esto indica que t 

hay que empezar 
con i — m. 

Si necesita practicar la notacion sigma, vea los 
ejemplos e intente resolver algunos de los del 
apendice E. 


A menudo se usa la notacion sigma para escribir de manera mas compacta las sumas 
de muchos terminos. Por ejemplo, 

n 

2 /(x,) Ax = f{x i) Ax + f{x f) Ax + ■ • • + /(x„) Ax 

i=l 

Con esto, las expresiones para el area que se dan en las ecuaciones 2, 3 y 4, pueden escri- 
birse como: 


n 

A = lim X /(-*/) Ax 

1=1 


n 

A = lfm 2/(x,--i) Ax 

i - 1 


A 


lfm 


2 fix?) Ax 
/=! 


Tambien podrfamos rescribir la formula 1 de esta manera: 


n 


2i 


2 


n(n + l)(2n + 1) 

6 


EJEMPLO 3 


Sea A el area de la region que esta bajo la grafica de/(x) = e x , entre 


x = 0 y x = 2. 

a) Con los puntos extremos de la derecha, encuentre una expresion para A como un 
lfmite. No e value ese lfmite. 

b) Estime el area tomando los puntos muestra como los puntos medios y utilizando 
cuatro subintervalos y luego con 10 subintervalos. 


S0LUCI0N 

a) Dado que a = 0 y b = 2, el ancho de un subintervalo es 



n 


_2 

n 


Por tanto, xi = 2 In, xi = 4 /n, X3 = 6 /«, x, = 2 i/n y x„ = 2 n/n. La suma de las areas de 
los rectangulos de aproximacion es 


R„ = fix 1 ) Ax + fix 2 ) Ax + ■ • • + fix,,) Ax 


= e Xl Ax + e Xl Ax + • • • + e x " Ax 



De acuerdo con la definicion 2, el area es 

2 

A = lfm R„ = lfm - (e~ 2/ " + e^ /n + <T 6/ " + • • • + e~ 2n/n ) 

n ^ co n—>co ft 


Si se usa la notacion sigma, se podrfa escribir 

A = lfm — 2 e~ 2i,n 
n i= i 

Es diffcil evaluar directamente a mano este lfmite, pero se facilita con la ayuda de un 
sistema algebraico computarizado (vease el ejercicio 28). En la seccion 5.3 hallaremos 
A con mas facilidad aplicando un metodo diferente. 
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FIGURA 15 



FIGURA 16 


b) Con n = 4, los subintervalos de igual ancho, Ax = 0.5, son [0, 0.5], [0.5, 1], [1, 1.5] 
y [1.5, 2]. Los puntos medios de estos subintervalos son x* 0.25, x* = 0.75, x* = 1.25 y 
x* = 1.75, y la suma de las areas de los cuatro rectangulos de aproximacion (vease la 
figura 15) es 

4 

M 4 = X /(*?) Ax 

1=1 

= /( 0.25) Ax + /( 0.75) Ax + /(1.25) Ax + /(1.75) Ax 
= e-° 2S (0.5) + e~°' 75 (0.5) + e L25 (0.5) + e 175 (0.5) 

= \ (e~ 0 ' 25 + e-°- 75 + e- 125 + e- 1 ' 75 ) « 0.8557 

De este modo, una estimacion para el area es 

A « 0.8557 

Con n = 10, los subintervalos son [0, 0.2], [0.2, 0.4], . . . , [1.8, 2], y los puntos medios 
son x* = 0.1, x* = 0.3, X3* = 0.5, . . . , Xi* = 1.9. Por consiguiente, 

A = Mu, =/( 0.1) Ax + /(0.3) Ax + /(0.5) Ax + • • • +/(1.9) Ax 
= 0.2(e _al + e~ 03 + e~ 0 ' 5 + • • • + e^ 1 ' 9 ) « 0.8632 


Con base en la figura 16, parece que esta estimacion es mejor que la que se hizo con 
n = 4. 


El problema de la distancia 

Consideremos ahora el problema de la distancia: halle la distancia recorrida por un objeto 
durante cierto periodo de tiempo, si se conoce la velocidad del objeto en todo momento. 
(En cierto sentido, este es el problema inverso del problema de la velocidad que se analizo 
en la seccion 2. 1 .) Si la velocidad permanece constante, entonces el problema de la distan- 
cia es facil de resolver por medio de la formula: 


distancia = velocidad X tiempo 


Pero si la velocidad vana, no es facil hallar la distancia recorrida. Investigamos el proble- 
ma en el ejemplo siguiente. 


0 


EJEMPLO 4 


Supongamos que el odometro de nuestro automovil esta averiado y que 
deseamos estimar la distancia que ha recorrido en un intervalo de tiempo de 30 segundos. 
Tomamos las lecturas del velocfmetro cada cinco segundos y las registramos en la tabla 
siguiente: 


Tiempo (s) 

0 

5 

10 

15 

20 

25 

30 

Velocidad (mi/h) 

17 

21 

24 

29 

32 

31 

28 


Para tener el tiempo y la velocidad en unidades coherentes, convertimos las lecturas 
de velocidad a pies por segundo (1 mi/h = 5 280/ 3 600 pies/ s): 


Tiempo (s) 

0 

5 

10 

15 

20 

25 

30 

Velocidad (pies/s) 

25 

31 

35 

43 

47 

46 

41 


Durante los primeros cinco segundos, la velocidad no cambia mucho, de modo que 
podemos estimar la distancia recorrida durante ese tiempo al suponer que la velocidad es 
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constante. Si tomamos la velocidad durante este intervalo de tiempo, con velocidad inicial 
(25 pies/s), entonces obtenemos la distancia aproximada recorrida durante los primeros 
cinco segundos: 


25 pies/s X 5s = 125 pies 

De manera analoga, durante el segundo intervalo de tiempo la velocidad es aproximadamente 
constante, y tomamos la velocidad correspondiente a t = 5 s. De modo que nuestra 
estimacion para la distancia recorrida desde f = 5 s hasta t = 10 s es 

31 pies/s X 5 s = 155 pies 

Si sumamos estimaciones similares para los otros intervalos de tiempo, obtenemos una 
estimacion para la distancia total recorrida: 

(25 X 5) + (31 X 5) + (35 X 5) + (43 X 5) + (47 X 5) + (46 X 5) = 1 135pies 

Podrfamos asf haber utilizado la velocidad al final de cada periodo de tiempo en lugar 
de la velocidad al principio como nuestra supuesta velocidad constante. Entonces nuestra 
estimacion se convierte en 

(31 X 5) + (35 X 5) + (43 X 5) + (47 X 5) + (46 X 5) + (41 X 5) = 1215pies 

Si buscaramos una estimacion mas exacta, habrfamos tornado las lecturas de la 
velocidad cada dos segundos o cada segundo. 



FIGURA 17 


Tal vez los calculos del ejemplo 4 le recuerden las sumas usadas al principio para 
estimar las areas. La semejanza se explica cuando dibujamos la grafica de la funcion 
velocidad del automovil de la figura 17 y dibujamos rectangulos cuyas alturas son las velo- 
cidades iniciales en cada intervalo. El area del primer rectangulo es 25 X 5 = 125, lo que 
tambien es su estimacion de la distancia recorrida en los primeros cinco segundos. De 
hecho, el area de cada rectangulo puede interpretarse como una distancia porque la 
altura representa la velocidad, y el ancho, al tiempo. La suma de las areas de los rec- 
tangulos de la figura 17 es L 6 = 1 135, lo cual es nuestra estimacion inicial de la distancia 
total recorrida. 

En general, supongamos que un objeto se mueve con velocidad v = /(f), donde 
a =£ t =£ b y /'(f) 3= 0 (de modo que el objeto siempre se mueve en la direccion positiva). 
Tomemos las lecturas de la velocidad en los instantes f 0 (= a), h, f 2 , . . . , t„ (= b ) 
de modo que la velocidad sea aproximadamente constante sobre cada subintervalo. 
Si estos instantes estan igualmente espaciados, entonces el tiempo entre lecturas consecuti- 
vas es Af = ( b — a)/n. Durante el primer intervalo de tiempo, la velocidad es aproxima- 
damente f(to) y, por consiguiente, la distancia recorrida es aproximadamente /(f 0 ) A f. 
De manera analoga, la distancia recorrida durante el segundo intervalo de tiempo es 
alrededor de/(fi) Af y la distancia total recorrida durante el intervalo [a, b ] es aproxi- 
madamente 


/(f 0 ) Af + f(t 0 Af + • • • + /(f„-i) At = 'Zfitj- 1) At 

i= 1 

Si usamos la velocidad en los puntos extremos de la derecha, en lugar de los puntos extre- 
mos de la izquierda, nuestra estimacion para la distancia total resulta 


fiti) At + f(t 2 ) At + ■ ■ ■ + f(t„) At = 2 f(ti ) At 

1=1 
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Cuanto mayor sea la frecuencia con que se mide la velocidad, mas exactas son las estimaciones, 
asf que parece plausible que la distancia exacta d recorrida sea el Hmite de esas expresiones: 

n n 

~5~| d = Km X f(ti- 1 ) At = Km 2 /(h) At 

n— > o° ■_ j n^oo 

En la seccion 5.4 veremos que, en efecto, esto es verdadero. 

Puesto que la ecuacion 5 tiene la misma forma que las expresiones para el area, dadas en las 
ecuaciones 2 y 3, se concluye que la distancia recorrida es igual al area bajo la grafica de la 
funcion velocidad. En el capftulo 6 veremos que otras cantidades de interes en las ciencias 
naturales y sociales, como el trabajo realizado por una fuerza variable o el gasto cardiaco, 
tambien pueden interpretarse como el area bajo una curva. De modo que cuando calcule areas 
en este capftulo, tenga presente que pueden interpretarse de diversas maneras practicas. 


5.1 


Ejercicios 


1. a) A partir de la lectura de los valores de la grafica dada d ef use 
cinco rectangulos para hallar una estimacion inferior y una 
superior para el area bajo esa grafica dada de/, desde x = 0 
hasta x = 8. En cada caso, dibuje los rectangulos que use. 

b) Encuentre nuevas estimaciones usando ocho rectangulos en 
cada caso. 



2. a) Use seis rectangulos para encontrar estimaciones de cada 
tipo para el area bajo la grafica de/desde x = 0 hasta 
x = 12. 

i) L 6 (los puntos muestra son los puntos extremos de la 
izquierda) 

ii) R 6 (los puntos muestra son los puntos extremos de 
la derecha) 

iii) Mt, (los puntos muestra son los puntos medios) 

b) iL 6 sobrestima o subestima el area verdadera? 

c) iR 6 sobrestima o subestima el area verdadera? 

d) ^Cual de los numeros L 6 , R 6 o M 6 da la mejor estimacion? 
Explique. 



3. a) Estime el area bajo la grafica de/(x) = cos x desde x = 0 

hasta x = ir/2, usando cuatro rectangulos de aproximacion 
y los puntos extremos de la derecha. Dibuje la curva y los 
rectangulos de aproximacion. ^Su estimacion es una 
subestimacion o una sobrestimacion? 
b) Repita el inciso a), con los puntos extremos de la izquierda. 

4. a) Estime el area bajo la grafica de f(x) = ~Jx desde x = 0 

hasta x = 4 usando cuatro rectangulos de aproximacion y 
puntos extremos de la derecha. Trace la grafica y los 
rectangulos. ^,Su estimacion es una sobrestimacion o una 
subestimacion? 

b) Repita el inciso a, con los puntos extremos de la izquierda. 

5. a) Estime el area bajo la grafica de/(x) = 1 + x 2 de x = — 1 

hasta x = 2 con tres rectangulos de aproximacion y pun- 
tos extremos de la derecha. Despues mejore su estimacion 
usando seis rectangulos. Dibuje la curva y los rectangulos 
de aproximacion. 

b) Repita el inciso a) usando los puntos extremos de la 
izquierda. 

c) Repita el inciso a) usando los puntos medios. 

d) Con base en sus dibujos de los incisos a) a c), ^cual parece 
ser la mejor estimacion? 

6. a) Trace la grafica de la funcion 

f(x) = x — 2 In x, 1 ^ x ^ 5 

b) Estime el area bajo la grafica de/con cuatro rectangulos de 
aproximacion y considerando que los puntos muestra son 

i) los puntos extremos de la derecha y ii) los puntos medios. 
En cada caso, trace la curva y los rectangulos. 

c) Mejore sus estimaciones del inciso b) utilizando ocho 
rectangulos. 

7. Evalue las sumas superior e inferior para/(x) = 2 + sen x, 

0 =£ x =S 7T, con n = 2, 4 y 8. Ilustre con diagramas como los 
de la figura 14. 

8 . Evalue las sumas superior e inferior para f(x) = 1 + x 2 , 

— 1 =£ x =£ 1, con n = 3 y 4. Ilustre con diagramas como los 
de la figura 14. 


Se requiere calculadora graficadora o computadora 


Se requiere sistema algebraico computarizado 1. Tareas sugeridas disponibles en stewartcalculus.com 
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9-10 Con una calculadora programable (o una computadora) es 
posible evaluar las expresiones para las sumas de las areas de 
los rectangulos de aproximacion, incluso para grandes valores 
de n, con el uso de iteraciones. (En una calculadora IT, use el comando 
(Is>) o una iteracion For-EndFor; en una Casio, use Isz y en una HP 
o en BASIC, use una iteracion FOR-NEXT.) Calcule la suma de las 
areas de los rectangulos de aproximacion; use subintervalos iguales 
y los puntos extremos de la derecha, para n = 10, 30, 50 y 100. 
Luego, infiera el valor del area exacta. 

9. La region bajo y = x 4 desde 0 hasta 1. 

10. La region bajo y = cos x desde 0 hasta tt-/2. 


11. Algunos sistemas algebraicos computarizados tienen comandos 
que dibujan los rectangulos de aproximacion y evaluan las 
sumas de sus areas, por lo menos si x* es un punto extremo 
de la izquierda o de la derecha. (Por ejemplo, en Maple, use 
leftbox, rightbox, leftsum, y rightsum.) 

a) Si f(x) = \/(x 2 + 1), 0 =£ x =£ 1, encuentre las sumas 
izquierda y derecha para n = 10, 30 y 50. 

b) Ilustre mediante el dibujo de las graficas de los 
rectangulos del inciso a). 

c) Demuestre que el area exacta bajo/se encuentra entre 
0.780 y 0.791 

12. a) Si f(x) = In x, 1 =£ x =£ 4, use los comandos que se 

analizaron en el ejercicio 11 a fin de hallar las sumas 
izquierda y derecha, para n = 10, 30 y 50. 

b) Ilustre dibujando las graficas de los rectangulos del 
inciso a). 

c) Demuestre que el area exacta bajo/se encuentra entre 
2.50 y 2.59. 


tiempo y los valores de esta rapidez se muestran en la tabla 
en intervalos de dos horas. Halle estimaciones inferiores y 
superiores para la cantidad total de aceite que se fugo. 


f(h) 

0 

2 

4 

6 

8 

10 

r{t) (L/h) 

8.7 

7.6 

6.8 

6.2 

5.7 

5.3 


16. Cuando estimamos distancias a partir de datos de la velocidad, 
a veces es necesario usar instantes ? 0 , ti, t 2 , h,..., que no estan 
igualmente espaciados. Aun asf, podemos estimar las distancias 
usando los periodos de tiempo At, = U — t t ~i. Por ejemplo, el 
7 de mayo de 1992 el transbordador espacial Endeavour fue 
lanzado en la mision STS-49, cuya finalidad era instalar un 
nuevo motor de impulso en el perigeo en un satelite Intelsat de 
comunicaciones. En la tabla, proporcionada por la NASA, se 
dan los datos de la velocidad del transbordador entre el despegue 
y el desprendimiento de los cohetes auxiliares de combustible 
solido. Utilice estos datos para estimar la altura por arriba de 
la superficie de la Tierra a la que se encontro el Endeavour, 62 
segundos despues del lanzamiento. 


Suceso 

Tiempo (s) 

Velocidad (pies/s) 

Lanzamiento 

0 

0 

Inicio de la maniobra de giro alrededor del eje 

10 

185 

Fin de la maniobra de giro alrededor del eje 

15 

319 

Valvula de estrangulacion a 89% 

20 

447 

Valvula de estrangulacion a 67% 

32 

742 

Valvula de estrangulacion a 104% 

59 

1325 

Presion dinamica maxima 

62 

1445 

Separation del cohete auxiliar 

125 

4151 

de combustible solido 




13. La rapidez de una competidora aumento de manera constante 
durante los tres primeros segundos de una carrera. En la tabla 
se da su rapidez a intervalos de medio segundo. Encuentre las 
estimaciones inferior y superior para la distancia que recorrio 
durante estos tres segundos. 


f(s) 

0 

0.5 

1.0 

1.5 

2.0 

2.5 

3.0 

v (pies/s) 

° 

6.2 

10.8 

14.9 

18.1 

19.4 

20.2 


14. En la tabla se proporcionan las lecturas del veloclmetro de una 

motocicleta a intervalos de 12 segundos. 

a) Estime la distancia recorrida por la motocicleta durante 
este periodo usando las velocidades al principio de los 
intervalos. 

b) De otra estimation usando las velocidades al final de los 
periodos de tiempo. 

c) (,Sus estimaciones de los incisos a) y b) son estimaciones 
superiores e inferiores? Explique su respuesta. 


f(s) 

0 

12 

24 

36 

48 

60 

v (pies/s) 

30 

28 

25 

22 

24 

27 


15. Se fugo aceite de un tanque con una rapidez de r(t) litros 
por hora. La rapidez disminuyo conforme transcurrio el 


17. Se muestra la grafica de la velocidad de un automovil al frenar. 
Usela para estimar la distancia que recorre mientras se aplican 
los frenos. 



18. Se muestra la grafica de aceleracion de un automovil que parte 
del estado de reposo hasta una velocidad de 120 km/h durante 
un periodo de 30 segundos. Estime la distancia recorrida 
durante este periodo. 
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19-21 Utilice la definicion 2 para hallar una expresion para el area 
bajo la grafica de/como un llmite. No evalue el llmite. 

19. f(x) = 7 2X , UrS3 

x 2 + 1 

20. f(x) = x 2 + fl + 2x, 4 s: x =£ 7 

21. fix) = f sen x , 0 s£ x tt 


22-23 Determine una region cuya area sea igual al llmite dado. No 
evalue el llmite. 


" 2 

22. 11m 2 — 
n 



V, TT ITT 

23. 11m 2j tan 

n^°° (_ 1 4/t 4/7 


R„ — L„ puede ensamblarse para formar un linico rectangulo 
cuya area es la parte derecha de la ecuacion. 
c) Deduzca que 


Rn ~ A < — -[fib) -fia)} 

n 

26. Si A es el area bajo la curva y = e x de 1 a 3, utilice el ejercicio 
25 para encontrar un valor de n tal que R„ — A < 0.0001. 

SAC 27. a) Exprese el area bajo la curva y = x 5 desde 0 hasta 2 como 
un llmite. 

b) Utilice un sistema algebraico computarizado a fin de encon- 
trar la suma de su expresion del inciso a). 

c) Evalue el llmite del inciso a). 


24. a) Utilice la definicion 2 para encontrar una expresion para el 
area bajo la curva y = x 3 desde 0 hasta 1 como un llmite. 
b) La formula siguiente para la suma de los cubos de los 
primeros n enteros se demuestra en el apendice E. Usela 
para evaluar el llmite del inciso a). 


I 3 * + 2 3 + 3 3 + ■ • ■ + 7! 3 


nin + 1) 2 

2 


25. Sea A el area bajo la grafica de una funcion/creciente conti- 
nua desde a hasta b, y sea L„ y R„ las aproximaciones a A con 
n subintervalos utilizando los extremos izquierdo y derecho, 
respectivamente. 

a) ^Como se relacionan A, L„ y R„1 

b) Demuestre que 

R n -L n = ^^-[fib)-fia)] 
n 

A continuation, dibuje un diagrama para ilustrar esta 
ecuacion, mostrando que los n rectangulos que representan 


SAC 28. Halle el area exacta de la region bajo la grafica de y = e~ x 
desde 0 hasta 2 utilizando un sistema algebraico 
computarizado, con objeto de evaluar la suma y despues el 
llmite del ejemplo 3a). Compare su respuesta con la 
estimation obtenida en el ejemplo 3b). 

SAC 29. Encuentre el area exacta bajo la curva v = cos x , desde x = 0 
hasta x = b, donde 0 =£ b 7t/2. (Use un sistema algebraico 
computarizado para evaluar la suma y calcular el llmite.) En 
particular, ^,cual es el area si b = tt/2? 

30. a) Sea A„ el area de un pollgono con n lados iguales, 

inscrito en un clrculo con radio r. Al dividir el pollgono 
en n triangulos congruentes con angulo central , 
demuestre que 

A„ = \nr 2 sen 

b) Demuestre que llm„^» A n = irr 1 . [Sugerencia: use la ecua- 
cion 3.3.2 de la pagina 192.] 



5.2 


La integral definida 


En la section 5.1 vimos que, cuando se calcula un area, surge un llmite de la forma 


pin 11m X fix*) Ax = 11m \f{xf) Ax + fix*) Ax + • • • + fix*) Ax] 

“ i= 1 n ^“ 

Tambien vimos que aparece cuando intentamos hallar la distancia recorrida por un 
objeto. Resulta que este tipo de llmite se presenta en una amplia variedad de situaciones, 
incluso cuando /no es necesariamente una funcion positiva. En los capltulos 6 y 8 
veremos que tambien surgen llmites de la forma [T] al calcular longitudes de curvas, 
volumenes de solidos, centros de masa, la fuerza debida a la presion del agua y el 
trabajo, as! como otras cantidades. Por esta razon, a este llmite le damos un nombre 
y una notation especiales. 
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2 Definicion de la integral definida Si/es una funcion continua definida 
para a =£ x b, dividimos el intervalo [«, b] en n subintervalos de igual ancho 
Ax = (b — d)/n. Sean x 0 (= a), x u x 2 , . . . , x„(= h) los puntos extremos de estos 
subintervalos y sean xf , x*,..., x* los puntos muestra en estos subintervalos, de 
modo que xf se encuentre en el f-esimo subintervalo [x, ,, x,]. Entonces la integral 
definida de /, desde a hasta b, es 

rb " 
fix) dx = lfm 2 f(xf) Ax 

Ja n— 

siempre que este lfmite exista y de el mismo valor para todos las posibles elecciones 
de los puntos muestra. Si existe, decimos que/es integrable sobre [a, b]. 


El significado preciso del lfmite que define a la integral es como sigue: 


Para cualquier numero s > 0, existe un entero N tal que 
[ fix) dx — 2 /(xf) Ax < e 

Ja i= i 

para cualquier entero n > N y para cualquier election de xf en [x, i, xj. 


NOTA 1 Leibniz introdujo el sfmbolo/ y se llama signo de integral. Es una S alargada 
y se eligio debido a que una integral es un lfmite de sumas. En la notation J */(x) dx, fix ) 
se llama integrando, y a y b se conocen como limites de integration; a es el lfmite 
inferior y b es el lfmite superior. Por ahora, el sfmbolo dx no tiene significado por sf 
mismo; la expresion j*/(x) dx, vista como un todo, es un sfmbolo unico. La dx indica 
simplemente que la variable independiente es x. El procedimiento para calcular una inte- 
gral se llama integration. 


NOTA 2 La integral definida | b fix) dx es un numero que no depende de x. De hecho, 
podrfa utilizarse cualquier letra en lugar de x sin cambiar el valor de la integral: 


RIEMANN 

Bernhard Riemann recibio su doctorado en 
filosofla bajo la direction del legendario Gauss, 
en la Universidad de Gottingen, y permanecio 
alii para ensenar. Gauss, que no tenia el habito 
de elogiar a otros matematicos, hablo de "la 
mente creativa, activa, en verdad matematica 
y la gloriosamente fertil originalidad" de Riemann. 
La definicion [2] de integral que utilizamos se 
debe a Riemann. Tambien hizo colaboraciones 
importantes a la teoria de funciones de una 
variable compleja, a la fisicomatematica, a la 
teoria de numeros y a los fundamentos de 
la geometria. El profundo concepto de Riemann 
del espacio y de la geometria resulto ser, 

50 ahos mas tarde, el apoyo idoneo para la 
teoria general de la relatividad de Einstein. 

La salud de Riemann fue mala durante toda 
su vida, y murio de tuberculosis a los 39 anos. 


( h fix) dx = \ b fit) dt = \ b fir) dr 

Ja Ja Ja 


NOTA 3 La suma 


2/(**) Ax 

;=1 

que aparece en la definicion 2 se llama suma de Riemann, en honor del matematico ale- 
man Bernhard Riemann (1826-1866). De tal manera que la definicion 2 indica que la 
integral definida de una funcion integrable puede aproximarse dentro de cualquier grado 
de exactitud mediante la suma de Riemann. 

Sabemos que si/es positiva, entonces la suma de Riemann puede interpretarse como 
una suma de areas de los rectangulos de aproximacion (vease la hgura 1). A1 comparar la 
definition 2 con la definition de area de la section 5.1, vemos que la integral definida 
fa fix) dx puede interpretarse como el area bajo la curva y = fix), desde a hasta b (vease 
la figura 2). 
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y = m 


X 


FIGURA 1 

Si f(x) 3= 0, la suma de Riemann 2 fix* ) Ax 
es la suma de las areas de los rectangulos. 


FIGURA 2 

rb 

Si f(x) 3 s 0, la integral | f(x) dx es el area 
bajo la curva y = f(x) desde a hasta b. 



FIGURA 3 

2 fix * ) Ax es una aproximacion 
al area neta. 


Si/toma valores tanto positivos como negativos, como en la figura 3, entonces la 
suma de Riemann es la suma de las areas de los rectangulos que se encuentran arriba del 
eje x y los negativos de las areas de los rectangulos que estan debajo del eje x (las areas 
de los rectangulos en azul memos las areas de los rectangulos en oro). Cuando tomamos 
el lfmite de esas sumas de Riemann, obtenemos la situacion que se ilustra en la figura 4. 
Una integral definida puede interpretarse como un area neta; es decir, una diferencia de 
areas: 



dx = Ai — A 2 



FIGURA 4 

| f(x) dx es el area neta. 


donde A, es el area de la region arriba del eje x y debajo de la grafica de/, y A 2 correspon- 
de al area de la region debajo del eje x y arriba de la grafica de/. 


NOTA 4 Aunque hemos definido |*/(x) dx dividiendo [a, b] en subintervalos del 
mismo ancho, hay situaciones en las que resulta ventajoso trabajar con intervalos de dife- 
rente ancho. Por ejemplo, en el ejercicio 16 de la seccion 5.1, la NASA proporciono datos 
de velocidad en tiempos que no estaban igualmente espaciados, pero aun as! fuimos capa- 
ces de estimar la distancia recorrida. Existen metodos para la integracion numerica que 
aprovechan los subintervalos desiguales. 

Si los anchos de los intervalos son Axi, A x 2 , . . . , Ax„, debemos asegurarnos de que todos 
estos anchos tiendan a 0 en el proceso de determinacion de Kmites. Esto sucede si el ancho 
mas grande, max Ax,-, tiende a 0. De manera que en este caso la definition de la integral 
definida se convierte en 


f f(x) dx = Km % f(x * ) Ax, 

J a max A x,- —>0 j— j 

NOTA 5 Hemos definido la integral definida para una funcion integrable, pero no todas 
las funciones son integrables (veanse los ejercicios 69-70). El teorema siguiente muestra 
que la mayor parte de las funciones que usualmente se presentan en realidad son integra- 
bles. Esto se demuestra en cursos mas avanzados. 


|~3~| Teorema Si / es continua sobre [a, b], o si / tiene solo un ntimero finito de 
discontinuidades de salto, entonces /es integrable sobre [a, b]\ es decir, la integral 
definida |*/(x) dx existe. 


Si/es integrable sobre [a, b], entonces el limite en la definicion 2 existe y proporciona 
el mismo valor, sin importar como seleccione los puntos muestra x*. Para simplilicar los 
calculos de la integral, con frecuencia tomamos los puntos muestra en los extremos de la 
derecha. Por tanto, x* = x, y la definicion de la integral se simplifica como sigue. 


|~4~| Teorema Si/es integrable sobre [a, b], entonces 


donde 



n 

dx = lim 2 /(x,) Ax 

n — co ;=1 


Ax 


b — a 
n 


y x, = a + i Ax 


EJEMPLO 1 


Exprese 


lim 2 (xf + x, sen x*) Ax 

i= 1 

como una integral sobre el intervalo [0, tt], 

SO LUC I ON A1 comparar el limite dado con el limite en el teorema 4, vemos que es 
identico si elegimos/(x) = x 3 + x sen x. Puesto que a = 0 y b = tt, tenemos, por el 
teorema 4, 


lim 2 (A? + Xi senXi) Ax = I (x 3 + x senx) dx 
“ i-l Jo 

Mas adelante, cuando apliquemos la integral definida a situaciones fisicas, sera 
importante reconocer los limites de sumas como integrales, como en el ejemplo 1 . Cuando 
Leibniz eligio la notacion para la integral, escogio los ingredientes para recordar el 
proceso de tomar el limite. En general, cuando escribimos 


lim 2 /(xf) Ax = I /(x) dx 


reemplazamos lim 2 por {, x* por x, y Ax por dx. 

Evaluacion de integrales 

Cuando utilizamos la definicion para evaluar una integral definida, necesitamos saber 
como trabajar con sumas. Las tres ecuaciones siguientes dan formulas para las sumas 
de potencias de enteros positivos. Es posible que conozca la ecuacion 5 a partir un 
curso de algebra. Las ecuaciones 6 y 7 se analizaron en la seccion 5.1 y se demuestran 
en el apendice E. 


5 


n 




n(n + 1) 
2 


0 



n{n + 1)(2« + 1) 
6 



i=l 




2 




SECCION 5.2 LA INTEGRAL DEFINIDA 375 


Las formulas restantes son simples reglas para trabajar con la notacion sigma: 


Las formulas 8 a 11 se demuestran escribiendo 
cada lino de los miembros en forma desarrollada. 
El lado izquierdo de la ecuacion 9 es 

cai + ca 2 + ■ • • + ca„ 

El lado derecho es 

c(a i + a 2 + ■ • ■ + a„) 


Por la propiedad distributiva, estas son iguales. 
Las otras formulas se analizan en el apendice E. 


8 


n 

X c = nc 

i= 1 


9 


C Cl i C Cl i 

i=l i= 1 


n 


0 

2 («/ + bt) 

i= 1 

0 

n 

2 (fli - bi) 


i = 1 


2 a i + 

i-l 


s 

i-l 


bi 



1 

i=l 


bt 


EJEMPLO 2 


a) Evalue la suma de Riemann para/(x) = x 3 — 6x, tomando los puntos muestra de los 
puntos extremos de la derecha y a = 0, b = 3 y n = 6. 

b) Evalue 1 3 (x 3 — 6x) dx. 


SOLUCION 

a) Con n = 6 el ancho del intervalo es 


b - a 3-0 1 


y los puntos extremos de la derecha son X\ = 0.5, Xi = 1.0, x? = 1.5, x 4 = 2.0, Xs = 2.5 y 
Xa = 3.0. De modo que la suma de Riemann es 

6 

Rs = S fixi) Ax 

J=1 

= /(0.5) Ax + /( 1.0) Ax + /( 1 .5) Ax + /(2.0) Ax + /( 2.5) Ax + /(3.0) Ax 
= 2.875 - 5 - 5.625 - 4 + 0.625 + 9) 

= -3.9375 

Note que/no es una funcion positiva, por lo que la suma de Riemann no representa una suma 
de areas de rectangulos. Pero sf representa la suma de las areas de los rectangulos azules 
(que estan arriba del eje x) menos la suma de las areas de los rectangulos de color oro (que 
estan abajo del eje x) de la figura 5. 


y 



FIGURA 5 
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b) Con n subintervalos, tenemos 


Ax 


b — a 


n 


_3 

n 


Asf, x 0 = 0, Xi = 3 /m, x 2 = 6/m, x 3 = 9/m y, en general, x,- = 3i/n. Dado que estamos 
utilizando los puntos extremos derechos, podemos utilizar el teorema 4: 


f (x 3 — 6x) dx = 11m 2 Ax = lfm 2 /( — “ ) — 

Jo » ; _i »-*» ;-i \n J n 


En la surna, n es una constante (diferente de /'), 
por eso podemos mover 3 /« hacia afuera del 
signo 2. 


lfm — 2 


lfm — 2 

n ,_i 


— J — 6 ( — 

n \ n 


27 , 18 

— 


(ecuacion 9 con c = 3/ ri) 


= lfm 


81 v .3 54 " . 

— Z ' 

M ,-_i M ,_l 


(ecuaciones 1 1 y 9) 


\ 


y = x 3 — 6x 


4 , 


3 x 


FIGURA 6 

f (x 3 — 6x) dx = A[ — A 2 = — 6.75 


lfm < ^ 
n 


n(n +1) 

2 54 m(m +1)] 

2 

n 2 2 J 


= lfm 


81 / 1 V / 1 

— 1 + — - 27 1 + - 

4 \ n V n 


(ecuaciones 7 y 5) 


81 27 

= 27= = -6.75 

4 4 


Esta integral no puede interpretarse como un area porque/toma tanto valores positivos 
como negativos; pero puede interpretarse como la diferencia de areas A , — A 2 , donde A 
y A 2 se muestran en la figura 6. 

En la figura 7 se ilustran los calculos al mostrar los terminos positivos y negativos 
en la suma de Riemann R„ de la derecha, para n = 40. Los valores que aparecen en la 
tabla hacen ver que las sumas de Riemann tienden al valor exacto de la integral, —6.75, 
cuando n — » °°. 



n 

Rn 

40 

-6.3998 

100 

-6.6130 

500 

-6.7229 

1000 

-6.7365 

5000 

-6.7473 


En la seccion 5.4 veremos un metodo mucho mas sencillo para evaluar la integral del 
ejemplo 2. 
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Puesto que/(jc) = e x es positiva, la integral del 
ejemplo 3 representa el area que se muestra 
en la figura 8. 



FIGURA8 


Un sistema algebraico computarizado es capaz 
de hallar una expresion expllcita para esta 
suma porque es una serie geometrica. El llmite 
podrla encontrarse usando la regia de 1'Hospital. 


y = VT^ 



0 i x 


FIGURA 9 


EJEMPLO 3 


a) Plantee una expresion para j 3 e x dx como un lfmite de sumas. 

b) Utilice un sistema algebraico computarizado para evaluar la expresion. 

SOLUCION 

a) Aquf tenemos/(x) = e x , a = l, b = 3 y 

b — a 2 

Ax = = — 

n n 

De modo que xo = 1, Xi = 1 + 2/n, %2 = 1 + 4/n, x 3 = 1 + 6/n y 

2 i 

X; = H 

n 


A partir del teorema 4, obtenemos 

n " 

e x dx = lfm 2/( x >) Ax 
J 1 n J =1 

" / 2i\ 2 

= I™ 2/ 1 + — — 

l= i \ n J n 

= lfm — ^ e 1+2i/ " 

n^oo n ; _ x 

b) Si le pedimos a un sistema algebraico computarizado que evalue la suma 
y simplifique, obtenemos 


2 e 1+2 ‘> = 


e (3n+2 )/n _ g(n+2)/n 


? 2/ " - 1 


Ahora le pedimos al sistema algebraico computarizado que evalue el lfmite: 


2 g (3n+2)//i _ e (n+2)/n 


f e x dx = lfm — ■ Ti 

J 1 n^oo n e 2 /" - 1 


— e — e 


En la siguiente seccion aprenderemos un metodo mas sencillo para la evaluacion de 
integrales. 


EJEMPLO 4 


de areas: 


Evalue las siguientes integrales interpretando cada una en terminos 


a) f \J\ — x 1 dx 
Jo 


b) f (x — 1 )dx 
Jo 


SOLUCION 

a) Dado que /(x) = ^/l — x 2 0, podemos interpretar esta integral como el area bajo 
la curva y = y I — x 2 desde 0 hasta 1 . Pero, ya que y 2 = 1 — x 2 , obtenemos x 2 + y 2 = 1 , 
lo cual muestra que la grafica de/es el cuarto de circunferencia con radio 1, que aparece 
en la figura 9. Por tanto. 


f s/l — x 2 dx = = — 

Jo 4 

(En la seccion 7.3 usted sera capaz de demostrar que el area de un cfrculo con radio r 
es 7 rr 2 .) 
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b) La grafica de y = x — 1 es la recta con pendiente 1 que se muestra en la figura 10. 
Calcularemos la integral como la diferencia de las areas de los dos triangulos: 

P(x - \)dx = Ai - A 2 = \{2 ■ 2) - £(1 • 1) = 1.5 

Jo 


FIGURA 10 


(3,2) 


y = x — 1 


A, 


0 

-1 


A, 1 


La regia del punto medio 

A menudo se elige el punto muestra x* como el extremo de la derecha del i-esimo inter- 
valo porque resulta conveniente para calcular el llmite. Pero si la finalidad es hallar una 
aproximacion para una integral, es mejor elegir xf como el punto medio del intervalo, el 
cual se denota con x,. Cualquier suma de Riemann es una aproximacion a una integral, 
pero si usamos los puntos medios, obtenemos la siguiente aproximacion: 


IU1 En Module 5.2/77 se muestra como la 
regia del punto medio mejora cuando n se 
incrementa. 


Regia del punto medio 

\ b f(x)dx ~ 5)/(5«-) Ax = Ax[f(xi) + • • • + /(*„)] 

Ja i = i 


donde 



n 


y 


x i = 2 (Xi i + Xi ) = punto medio de [x, i, x, ] 


□ 


EJEMPLO 5 


Use la regia del punto medio con n = 5 para hallar una aproximacion 


ci 1 
de —ax. 
Ji x 


S0LUCI0N Los puntos extremos de los cinco subintervalos son 1, 1.2, 1.4, 1.6, 1.8 y 2.0, 
de modo que los puntos medios son 1.1, 1.3, 1.5, 1.7 y 1.9. El ancho de los subintervalos 
es Ax = (2 — l)/5 = 5 , de modo que la regia del punto medio da 



I ' 2 — dx ~ Ax [/(l.l) +/(1.3) +/(1.5) +/( 1.7) +/(1.9)] 

J i x 

1 / 1 1 1 1 1 \ 

— — I + + ~E 4“ I 

5 \ 1-1 13 1-5 L7 1.9/ 

= 0.691908 

Puesto que/(x) = 1/x > 0 para 1 ^ x ^ 2, la integral representa un area y la aproxima- 
cion dada por la regia del punto medio es la suma de las areas de los rectangulos 
que se muestran en la figura 1 1 . 


FIGURA 11 
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Hasta el momenta no sabemos que tan exacta es la aproximacion del ejemplo 5; pero 
en la seccion 7.7 aprenderemos un metodo para estimar el error involucrado, con el uso de 
la regia del punto medio. En ese momenta se exponen otros metodos para hallar aproxi- 
maciones de integrates defmidas. 

Si aplicamos la regia del punto medio a la integral del ejemplo 2, obtenemos el dibu- 
jo que aparece en la figura 12. La aproximacion M 40 ~ —6.7563 esta mucho mas cerca 
del valor verdadero de —6.75 que la aproximacion con el punto extremo de la derecha, 
R 40 ~ —6.3998, que se muestra en la figura 7. 


ftliUfl En Visual 5.2 podemos comparer las 
aproximaciones izquierda, derecha y del punto 
medio para la integral del ejemplo 2 para 
diferentes valores de «. 


FIGURA 12 

M 40 « -6.7563 



Propiedades de la integral definida 

Cuando se definio la integral definida \ b a f{x) dx, de manera implicita se supuso que 
a < b. Pero la definition como un limite de la suma de Riemann tiene sentido aun cuan- 
do a > b. Note que si invertimos ay b, entonces Ax cambia de (b — a)/n a (a — b)/n. 
En consecuencia, 


J 

‘'f(x)dx = - 

b fix) dx 

a 

0 de manera 

que 


J 

fix) dx 

a 

II 

O 


Ahora aparecen algunas propiedades basicas de las integrales que lo ayudaran a la eva- 
luacion de estas con mayor facilidad. Suponga que/y g son funciones continuas. 


y. 


y = c 





area = c(b — a) 


0 

a 


X 


FIGURA 13 

f c dx = c(b — a) 


Propiedades de la integral 

1. j" c dx = c(b — a), donde c es cualquier constante 

2. r [/(*) + g(x)]dx = I b f(x)dx + ( b g(x)dx 

3. )' cf(x) dx = c f f(x) dx, donde c es cualquier constante 

Ja Ja 

L T [fix) ~ g(x)]dx = \ h f{x) dx - ( b g{x)dx 

Ja Ja Ja 


En la propiedad 1 se expresa que la integral de una funcion constante f(x) = c es la 
constante multiplicada por la longitud del intervalo. Si c > 0 y a < b, esto es de esperarse 
porque c(b — a) es el area del rectangulo de la figura 13. 
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En la propiedad 2 se afirma que la integral de una suma es la suma de las integrales. 
Para funciones positivas, esto quiere decir que el area bajo / + g es el area bajo /mas el 
area bajo g. La figura 14 ayuda a comprender por que esto es cierto: en vista de la mane- 
ra en que funciona la adicion de graficas, los segmentos de recta verticales correspondien- 
tes tienen alturas iguales. 

En general, la propiedad 2 se deduce del teorema 4 y del hecho de que el Kmite de una 
suma es la suma de los lrmites: 

fb " 

[/(*) + g(x)]dx = Km 2 U'(xi) + g(xi)]Ax 

Ja n—>co i=l 


FIGURA 14 

£ [f(x) + g(x)]dx = 

f f(x) dx + j g(x) dx 


= lrm 

n — >oo 


n 


n 


2 f(xj) Ax + 2 g(*i) Ax 

i - 1 i-1 


= Km 2 /(■*+) A* + Km 2 Ax 

“ ;=i i=i 


= I f{x) dx + I g{x) dx 

J a Ja 


La propiedad 3 parece intuitivamente razonable 
porque si se multiplica una funcion por un 
numero positivo c, su grafica se alarga o contrae 
en el sentido vertical un factor de c. De modo 
que alarga o contrae cada rectangulo de 
aproximacion un factor de c y, por consecuencia, 
tiene el efecto de multiplicar el area por c. 


La propiedad 3 puede demostrarse de manera semejante y en ella se expresa que la 
integral de una constante multiplicada por una funcion es la constante multiplicada por 
la integral de la funcion. En otras palabras, una constante (pero solo una constante) 
puede llevarse hacia afuera de un signo de integral. La propiedad 4 se demuestra escribiendo 
/ — g = / + (~g) y aplicando las propiedades 2 y 3 con c = — 1. 


EJEMPLO 6 


Utilice las propiedades de las integrales para evaluar 


I' 

Jo 


(4 + 3 x 2 )dx- 


SOLUCION Utilizando las propiedades 2 y 3 de las integrales, se tiene 


f (4 + 3x 2 ) dx 
Jo 


| 4 dx + [ 3x 2 dx = [ 4 dx + 3 [ x 2 dx 
Jo Jo Jo Jo 


Por la propiedad 1 , sabemos que 


| -1 4 dx = 4(1 - 0) = 4 
Jo 


y, en el ejemplo 2 de la seccion 5.1, encontramos que j" x 2 dx = |. De manera que, 

| (4 + 3jc 2 ) dx = [ 4 dx + 3 f x 2 dx 
Jo Jo Jo 


= 4 + 34=5 



En la siguiente propiedad indica como combinar las integrales de la misma funcion 
sobre intervalos adyacentes: 


5 - 

VM dx + 

J{x) dx = 

’’fix) dx 

a 


Esto no es facil de demostrar en general; pero, para el caso donde f(x) 3* 0 y a < c < b, 
puede verse la propiedad 5 a partir de la interpretacion geometrica de la figura 1 5 : el area 
bajo y = f(x), desde a hasta c, mas el area desde c hasta b es igual al area total desde 
a hasta b. 


FIGURA 15 
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E3 


EJEMPLO 7 


Si se sabe que f 0 10 /(x) dx = 17 y J’ 0 8 /(x) dx = 12, encuentre f g 10 /(x) dx. 


SOLUCION Por la propiedad 5, tenemos 

rs , , rio , , no . , . 

I f(x) dx + I f(x) dx = I /(x) dx 

i* io /* io r 8 

de modo que | /(x) dx — J /(x) dx — J f(x) dx — 17 — 12 = 5 


Las propiedades 1 a 5 son verdaderas ya sea que a<b,a = boa>b. Las propiedades 
que se enuncian a continuation, en las que se comparan tamanos de funciones y tamanos 
de integrales, son verdaderas solo si a =£ b. 


Propiedades de comparacion de la integral 

6. Si /(x) 3= 0 para entonces f /(x) dx 1* 0. 

Ja 

7. Si/(x) 3= g(x) para a x s= b, entonces j/(x) dx 3= L g(x) <±r. 

Ja Ja 

8. Si m «£ f(x) 3 M para £7 =£ x ^ b, entonces 

m(b a) =£ j /(x) dx ' ■ M(7> — a) 

Ja 


y , 

M 



S' \ 




ii 

s 






0 

a 

X 


FIGURA 16 


Si/(x) 3 0, entonces J*/( x ) ^x representa el area bajo la grafica de/, de manera que la 
interpretacion geometrica de la propiedad 6 es simplemente que las areas son positivas 
(esto tambien se sigue directamente de la definicion porque todas las cantidades involucra- 
das son positivas). La propiedad 7 expresa que una funcion mas grande tiene una integral 
mas grande, lo cual se infiere de las propiedades 6 y 4 porque / — g 3 0. 

La propiedad 8 se ilustra mediante la figura 16 para el caso en que/(x) 3 0. Si/es 
continua podrfamos tomar my M como los valores mini mo y maximo absolutos de/sobre 
el intervalo [a, b], En este caso, la propiedad 8 expresa que el area bajo la grafica de/es 
mayor que el area del rectangulo con altura m y menor que el area del rectangulo con 
altura M. 


DEM0STRACI0N DE LA PROPIEDAD 8 Puesto que m ^/(x) ^ M, la propiedad 7 plantea que 

I m dx ‘S I f(x) dx =£ I A7 dx 
J a Jo 

Si aplicamos la propiedad 1 para evaluar las integrales en el primero y el segundo 
miembros, obtenemos 


m(b — a) =£ [ /(x) dx =£ M(b — a) 

J a 


La propiedad 8 es util si lo que quiere se reduce es una estimacion general del tamano 
de una integral sin las dificultades que representa el uso de la regia del punto medio. 


EJEMPLO 8 


Use la propiedad 8 para estimar 


f 1 

Jo 


e x dx. 


SOL Debido a que /(x) — e x es una funcion decreciente sobre [0, 1], su valor 

maximo absoluto es M =/( 0) = I y su valor mmimo absoluto es m =/( 1) = e De 
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esta man era, por la propiedad 8, 

e ‘(1 - 0) =£ f’ e **dx ^ 1(1 - 0) 

JO 

e- 1 < f 

Jo 


o bien 


e x dx *£ 1 


Dado que e 1 ~ 0.3679, podemos escribir 

0.367 I’' e^dx =£ 1 

Jo 

El resultado del ejemplo 8 se ilustra en la figura 17. La integral es mayor que el area 
del rectangulo inferior y menor que el area del cuadrado. 


5.2 


Ejercicios 


1. Evalue la suma de Riemann para f( x ) = 3 — \x, 2 s£ x 14. 
con seis subintervalos, tomando los puntos extremos de la 
izquierda como los puntos muestra. Con ayuda de un diagrama, 
explique que representa la suma de Riemann. 

2. Si/(x) = x 2 — 2x, 0 =£ x =£ 3, evalue la suma de Riemann con 
n = 6 tomando los puntos extremos de la derecha como los 
puntos muestra. ^Que representa la suma de Riemann? Ilustre 
su respuesta con un diagrama. 

3. Si f{x) = e* — 2, 0 =£ x 2, encuentre la suma de Riemann 
con n = 4 correcta hasta seis cifras decimales, tomando los 
puntos medios como los puntos muestra. ^Que representa la 
suma de Riemann? Ilustre con un diagrama. 

4. a) Encuentre la suma de Riemann para/(x) = sen x, 0 =£ x =S 

377/2, con seis terminos, tomando los puntos muestra como 
los puntos extremos de la derecha (De su respuesta a una 
aproximacion de seis cifras decimales.) Explique, con ayuda 
de un diagrama, que representa la suma de Riemann. 
b) Repita el inciso a) con los puntos medios como los puntos 
muestra. 

5. Se da la grafica de una funcion. Estime | 0 10 /(x) dx usando 
cinco subintervalos con a) los puntos extremos de la derecha, 
b) los puntos extremos de la izquierda y c) los puntos medios. 



6 . Se muestra la grafica de g. Estime | g(x) dx con seis 
subintervalos usando a) los puntos extremos de la derecha, 
b) los puntos extremos de la izquierda y c) los puntos medios. 



7. Se muestra una tabla de valores de una funcion creciente/. 
Utilfcela para hacer estimaciones inferiores y superiores para 
Ji 3 o°/W dx. 


X 

10 

14 

18 

22 

26 

30 

fix) 

-12 

-6 

-2 

1 

3 

8 


8 . En la tabla se dan los valores de una funcion obtenida a partir 
de un experimento. Con ellos estime | 3 9 /(jc) dx usando tres 
subintervalos iguales con a) los puntos extremos de la derecha, 
b) los puntos extremos de la izquierda y c) los puntos medios. 
Si se sabe que la funcion es decreciente, ^.puede decir si sus 
estimaciones son menores o mayores que el valor exacto de la 
integral? 


X 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

fix) 

-3.4 

-2.1 

-0.6 

0.3 

0.9 

1.4 

1.8 


Se requiere sistema algebraico computarizado 


1. Tareas sugeridas disponibles en stewartcalculus.com 
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9-12 Use la regia del punto medio, con el valor dado de n, para 
hallar una aproximacion de cada una de las siguientes integrales. 
Redondee cada respuesta hasta cuatro cifras decimales. 


9. 

f sen Jx dx , 
Jo 

n = 4 

10. 

f / cos 4 jtdx, n = 4 
Jo 

11. 

( 2 —^dx, 
Jo x + 1 

n = 5 

12. 

j" x 2 e~ x dx, n = 4 


SAC 13 . Si tiene un SAC que evalue las aproximaciones con los puntos 
medios y trace los rectangulos correspondientes (en Maple, use 
los comandos de RiemannSum o middlebox y middlebox), 
compruebe la respuesta del ejercicio lie ilustre con una 
grafica. Despues, repita con n = 10 y n = 20. 

14. Con una calculadora programable o una computadora (vea las 
instrucciones para el ejercicio 9 de la seccion 5.1), calcule 
las sumas de Riemann izquierda y derecha para la funcion 
f{x) = x /{x +1) sobre el intervalo [0, 2], con n = 100. 
Explique por que estas estimaciones demuestran que 


26. a) Halle una aproximacion a la integral |’ 0 4 (x 2 — 3x) dx usando 

una suma de Riemann con puntos extremos de la derecha y 
n = 8. 

b) Dibuje un diagrama como el de la figura 3 para ilustrar la 
aproximacion del inciso a). 

c) Aplique el teorema 4 para evaluar |’ 0 (x 2 — 3x) dx. 

d) Interprete la integral del inciso c) como una diferencia de 
areas e ilustre con un diagrama como el de la figure 4. 

rh b 2 — a 2 

27. Demuestre que x dx = . 

Ja 2 

r b 2 b 2 — a 2 

28. Demuestre que ) x dx = . 


29-30 Exprese la integral como un limite de sumas de Riemann. 
No evalue el limite. 

(•6 X (-10 , 

29. r dx 30. (x — 4 In x) dx 

h 1 + x 5 Ji v 


0.8946 < P — — dx < 0.9081 

Jo X + 1 

15. Use una calculadora o una computadora para hacer una tabla 
de valores de sumas de la derecha de Riemann R n para la 
integral J^sen x dx con n = 5, 10, 50 y 100. i A que valor 
parecen aproximarse estos numeros? 

16. Use calculadora o computadora para hacer una tabla 

de valores de las sumas de la izquierda y de la derecha de 
Riemann L„ y R„ para la integral [ 2 e x dx con n = 5, 10, 50 
y 100. ^Entre que numeros tiene que encontrarse el valor de la 
integral? ^Puede formular un enunciado similar para la integral 
e~ x dxl Explique su respuesta. 

17-20 Exprese cada uno de los siguientes limites como una integral 
definida sobre el intervalo dado. 


17. 

18. 

19. 

20 . 


lim X Xi ln(l + x 2 ) A.v, [2, 6] 


A cos Xi . 

lim X Ax, [V, 27 t] 

»-*“ ;-i Xi 


lim X [5(vf) 3 — 4xf] A.v, [2, 7] 

t-i 


lim X 


i ixf) 2 + 4 


A.v, [1,3] 


21-25 Use la forma de la definicion de integral que se dio en el 
teorema 4 para evaluar la integral. 


21. | 5 (4 — 2 x)dx 

22. ) [x 2 — Ax + 2) dx 

23. J (x 2 + x) dx 

24. f (2x — X s ) dx 
Jo 

25. I ( x 3 — 3x 2 ) dx 
Jo 



31-32 Exprese cada una de las siguientes integrales como 
un limite de sumas. Despues, evalue utilizando un sistema 
algebraico computarizado para encontrar tanto la 
suma como el limite. 

C’f no t 

31. | sen 5 xdx 32. I x° dx 


33. Se muestra la grafica de /. Evalue cada una de las siguientes 
integrales interpretandola en terminos de areas. 

a) JJ/M dx b ) £/W dx 

C) 



34. La grafica g consiste en dos rectas y una semicircunferencia. 
Usela para evaluar cada una de las siguientes integrales. 

a) | ‘ g(x) dx b) j -6 g(x) dx c) j'J g(x) dx 
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35-40 Evalue cada una de las siguientes integrales interpretandola 

en terminos de areas. 

35. | 2 (1 - x) dx 36. 

37. J'° 3 ( 1 + J9 - x 2 )dx 38. 

39. j" 2 | jc | dx 40. 

41. Evalue I'setfxcos 4 xdx- 

J TT 

42. Dado que j 3 x^Jx 2 + 4 dx = 5 *J~5 — 8, ^a que es igual 
j" 3u-\J u 2 + 4 dul 

43. En el ejemplo 2 de la seccion 5.1, demostramos que 
f 1 x 1 dx = j. Utilice este hecho y las propiedades de las 
integrales para evaluar P (5 — 6x 2 ) dx. 

44. Utilice las propiedades de las integrales y el resultado del 
ejemplo 3 para evaluar J 3 ( 2e x — 1) dx. 

45. Utilice el resultado del ejemplo 3 para evaluar U e x+2 dx. 

46. A partir de los resultados del ejercicio 27 y del hecho de 
que ('f' 2 cos x dx = 1 (segun el ejercicio 25 de la seccion 
5.1), junto con las propiedades de las integrales, evalue 
jj^ 2 (2cos x — 5x) dx. 

47. Escriba como una sola integral en la forma ("*/( x) dx. 

f 2 fix ) dx + 5 f(x ) dx - j J f(x) dx 


52. Si F(x) = (* f(t) dt, donde/es la funcion cuya grafica esta 
dada, ^cual de los siguientes valores es el mas grande? 


a) F{ 0) 

d) 

n 3 ) 

b) F(l) 

e) 

F( 4) 

c) F( 2) 




y 

II 

0 

i 2\ 3 4 / 

7 


53. Cada una de las regiones A, B, y C, limitadas por la grafica de/ 
y el eje x, tiene area 3. Encuentre el valor de 

[ [/(•*) + 2x + 5] dx 



54. Suponga que/tiene el valor mmimo absoluto m y el valor 
maximo absoluto M. ^Entre que valores se encuentra J 0 2 /(x) dxl 
,{Que propiedad de las integrales le permite sostener su 
conclusion? 


j" (lx — 2) dx 

j" (x — ^25 — x 2 ) dx 

Jo' 0 1 ^ — 5 I dx 


48. Si ((fix) dx = 12 y ((fix) dx = 3.6 , encuentre ((fix) dx 

49. Si J 0 9 /(.v) dx = 37 y (( g(x) dx = 16 , encuentre 
Jo P fix) + 3 g(x)]dx. 


55-58 Aplique las propiedades de las integrales para verificar la 
desigualdad sin evaluar las integrales. 

55. I (x 2 — 4x + 4) dx 3= 0 
Jo 


50. Encuentre f 3 /(x) Jxpara 

f(x) = {l 


para x < 3 
para x & 3 


51. Para la funcion /cuya grafica se muestra, enliste las siguientes 
cantidades en orden creciente, de rnenor a mayor, y explique 
su razonamiento. 


56. 


58. 


I V 1 + x 2 dx S J -v/l + x dx 
Jo Jo 

J 1 Vl + X 2 dx s 2V2 


57. 2 s; 

1 / 2 " 7 r 


24 


I 


V 4 , 
cos x dx 

tt/6 24 


a) (a fix) dx b) JJ f(x) dx 

c) (lf(x)dx d )(lf(x)dx 

e)/'( 1) 



59-64 Utilice la propiedad 8 para estimar el valor de cada una de 
las siguientes integrales. 


51 f •sfx dx 

I" / tan xdx 
J tt/ 4 


[■2 1 

60. dx 

Jo 1 


61 


62. 


63 


■f 


xe x dx 


+ x 2 


(* (x 3 — 3x + 3) dx 
Jo 

C2ir 

64. (x — 2 sen x) dx 

J TT 
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65-66 Mediante las propiedades de las integrales, junto con los 
ejercicios 27 y 28, demuestre cada una de las siguientes 
desigualdades. 


69. Sea/(x) = 0 si x es cualquier numero racional y fix) = 1 
si x es cualquier numero irracional. Demuestre que/no es 
integrable sobre [0, 1], 


n f— 26 

65. i/x 4 + 1 dx * — 

■h 3 

fir/2 77-2 

66. x sen iar S 

Jo 8 


67. Demuestre la propiedad 3 de las integrales. 

68. a) Si/es continua sobre [a, b\, demuestre que 

I f/W dx I « r I f(x) I dx 

| Ja | Ja 


70. Sea/(0) = 0 y fix) = \/x si 0 < x =£ 1. Demuestre que/no 
es integrable sobre [0, 1], [Sugerencia: demuestre que el 
primer termino en la suma de Riemann,/(x*) Ax, puede 
hacerse de manera arbitraria muy grande]. 


71 -72 Exprese cada uno de los siguientes Kmites como una integral 
definida. 


71. 


Km X — 

» -*■“ i-i n 


4 

7 


[Sugerencia: considere fix) = x 4 .\ 


1 " 1 
72. Km — X 


n i 1 + ii/nf 


[Sugerencia: -\ fix) | =s/(x) =s | fix) |J 
b) Utilice el resultado del inciso a) para demostrar que 



sen 2 xdx 


s I /M I dx 


73. Determine | 2 x 2 dx. Sugerencia: elijax* como la media 

geometrica x, i y Xi (es decir, xf = a/x;- ix, ) y use la identidad 

1 1 

m[m +1) m m + 1 


PROYECTO PARA 

UN DESCUBRIMIENTO FUNCIONES AREA 


a) Trace la recta y = 2 1 + 1 y utilice la geometria para hallar el area bajo esta recta, arriba 
del eje t y entre las rectas verticales t = 1 y t = 3. 

b) Si x > 1, sea A(x) el area de la region que se encuentra bajo la recta y = 2t + 1, entre 
t = 1 y t = x. Dibuje un esquema de esta region y use la geometria a fin de hallar una 
expresion para A(x). 

c) Derive la funcion area A(x). iQue observa? 


2. a) Si x 3= — 1, sea 


A(x) =| (1 + f 2 ) dt 


A(x) representa el area de una region. Grafique la region. 

b) A partir de los resultados del ejercicio 28 de la section 5.2 encuentre una expresion 
para A(x). 

c) Determine A'(x). ^Que observa? 

d) Si x > — 1 y h es un numero positivo pequeno, entonces A{x + h) — A(x) representa el 
area de una region. Describa y grafique la region. 

e) Dibuje un rectangulo que aproxime la region del inciso d). Mediante la comparacion 
de areas de estas dos regiones demuestre que 


A(x + h) — A(x) 
h 


1 + x 2 


f) Mediante el inciso e) proporcione una explication intuitiva del resultado del inciso c). 

a) Grafique la funcion /(x) = cos(x 2 ) en el rectangulo de vista [0, 2] por [ — 1.25, 1.25]. 

b) Si definimos una nueva funcion g por medio de 


gix) = j" cos it 2 ) dt 


entonces g(x) es el area bajo la grafica de/de 0 a x [hasta que fix) sea negativa, en cuyo 
punto g(x) es una diferencia de areas]. Use el resultado del inciso a) para determinar el 


Se requiere calculadora graficadora o computadora 
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valor de jc en el cual g(x) empieza a decrecer. [A diferencia de la integral del problema 2, 
es imposible evaluar la integral que define g para obtener una expresion explfcita 
para g(x).\ 

c) Utilice el comando de integracion de su calculadora o computadora para estimar 3(0.2), 
3(0.4), 3(0.6), . . . , 3(1.8), 3(2). Despues, con estos valores dibuje una grafica de g. 

d) Use su grafica de g del inciso c) para dibujar la grafica de g' utilizando la interpretacion 
de g'(x) como la pendiente de una recta tangente. ^.Que relacion existe entre la grafica de 
g' y la de/? 

4. Supongamos que / es una funcion continua sobre el intervalo [a, b] y definimos una nueva 
funcion g por la ecuacion 


9 to = £/(0 dt 

Tomando como base sus resultados en los problemas 1 a 3, deduzca una expresion para g'(x). 


5.3 


Teorema fundamental del calculo 


El teorema fundamental del calculo recibe de manera apropiada este nombre porque 
establece una conexion entre las dos ramas del Calculo: el calculo diferencial y el calcu- 
lo integral. El Calculo diferencial surgio del problema de la recta tangente, mientras que 
el Calculo integral lo hizo de un problema en apariencia no relacionado, el problema del 
area. El profesor de Newton en Cambridge, Isaac Barrow (1630-1677), descubrio que en 
realidad estos dos problemas estaban mtimamente relacionados. De hecho, se dio cuenta 
de que la derivation y la integracion son procesos inversos. El teorema fundamental del 
calculo precisa la relacion inversa entre la derivada y la integral. Newton y Leibniz explo- 
taron esta relacion y la usaron para desarrollar el calculo como un metodo matematico 
sistematico. En particular, observaron que el teorema fundamental les permitfa calcular 
con gran facilidad areas e integrales, sin tener que calcularlas como lfmites de sumas como 
en las secciones 5.1 y 5.2. 

La primera parte del teorema fundamental trata con funciones definidas por una ecua- 
cion en la forma 

OH SfM = f fit) dt 

J a 

donde/es una funcion continua sobre [a, b] y x varfa entre ay b. Observe que g depende 
solo de x, que aparece como el Hmite variable superior en la integral. Si x es un numero 
fijo, entonces la integral j* fit ) dt es un numero definido. Si despues hacemos variar x, el 
numero J ffit) dt tambien varfa y define una funcion de x que se denota mediante g(x). 

Si/es una funcion positiva, entonces g(x) puede interpretarse como el area bajo la gra- 
fica de/de a ax, donde x puede variar de a a b. (Piense en g como la funcion “el area hasta”; 
vease la figura 1.) 



FIGURA 1 
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FIGURA 2 


Si/es la funcion cuya grafica se ilustra en la figura 2 y g(x) = /(f) dt, 

encuentre los valores de 3(0), gr(l), g( 2), g(3), g( 4) y 3(5). Luego trace una grafica 
aproximada de g. 

SOLUCION En primer lugar, observe que g(0) = J “/(f) dt = 0. A partir de la figura 3 se 
ve que g(l) es el area de un triangulo: 


g(\) = \j{t)dt = \{\ • 2) = 1 
Para hallar g( 2) le agregamos a g< I ) el area de un rectangulo: 

g ( 2) = j>) * = j o '/(f) dt + j>) df = 1 + (1 • 2) = 3 
Estimamos que el area bajo/de 2 a 3 es alrededor de 1.3, de manera que 
g( 3) = 3(2) + [7(f) dt « 3 + 1.3 = 4.3 


J V 
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3d) = 1 3(2) = 3 


FIGURA 3 


J V: 















0 

1 2 3 > 


3(3) ~ 4.3 



3(4) - 3 



3(5) = 1.7 



FIGURA 4 

g(x)= f /(f) dt 

J a 


Para f > 3, /(f) es negativa y, por tanto, empezamos a restar areas: 
3(4) = 3(3) + £/« * ~ 4.3 + (-1.3) = 3.0 

3(5) = 3(4) + j 4 7(f) * » 3 + (-1.3) = 1.7 


Usamos estos valores para trazar la grafica de 3 en la figura 4. Observe que, debido a 
que /(f) es positiva para f < 3, se sigue sumando area para f < 3 y, por tanto, 3 es 
creciente hasta x = 3, donde alcanza un valor maximo. Para x > 3, 3 decrece porque 
/(f) es negativa. 


Si tomamos/(f) = f y a = 0, entonces, aprovechando el ejercicio 27 de la seccion 5.2, 
tenemos 



Observe que g'(x ) = x; es decir, 3' = /. En otras palabras, si 3 se define como la integral 
de/mediante la ecuacion 1, entonces 3 resulta ser, cuando menos en este caso, una antide- 
rivada de /. Y si trazamos la grafica de la derivada de la funcion 3 que se ilustra en 
la figura 4 al estimar las pendientes de las rectas tangentes, obtenemos una grafica como la 
de/en la figura 2. Por eso, sospechamos que en el ejemplo 1 tambien 3' =/. 
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y 



0 a f \ b t 

x x + h 

FIGURA 5 


El nombre de este teorema se abrevia como 
tfci: expresa que la derivada de una integral 
definida respecto a su limite superior es el 
integrando evaluado tal limite. 



0 xu v = x + h x 

FIGURA 6 


Con objeto de ver por que en general esto puede ser verdadero, considere cualquier 
funcion continua / con fix) 3* 0. Entonces gfx) = \*f{t)dt puede interpretarse como el 
area bajo la grafica de/de a a x, como en la figura 1. 

A fin de calcular g'(x) a partir de la definicion de derivada, en primer lugar observe 
que, para h > 0, g(x + h) — g(x) se obtiene restando areas; por tanto, es el area bajo la 
grafica de / de x a x + h (el area azul de la figura 5). Para h pequenas, a partir de 
la figura puede ver que esta area es aproximadamente igual al area del rectangulo con 
altura /(x) y ancho h: 


por eso 


g{x + h) - g{x) = /t/(x ) 
g{x + h) - g(x) 


En consecuencia, por intuicion, esperamos que 


U X 9( x + ]l ) - 9(x) { , 

g (x) = ltm = f(x) 

<■-» o h 


El hecho de que esto sea verdadero, aun cuando / no sea necesariamente positiva, es la 
primera parte del teorema fundamental del calculo. 


Teorema fundamental del calculo, parte 1 Si / es continua sobre [a, b], entonces la 
funcion g definida por 

g(x) = I /(f) dt a ^ x «£ b 
Ja 

es continua sobre [a, b] y derivable sobre (a, b), y g'(x ) =/(x). 


DEMOSTRACION Si x y x + h estan en (a, b ), entonces 
g(x + h ) - g(x) = [ x+h fit) dt - \ X fit) dt 

Ja Ja 


r mdt+ \ x+h fit)dt 

■ Ja J x 

r x+h . . 

= Jv 

y de este modo, para h 0, 


J f(t)dt (por la propiedad 5) 


0 


gjx + h) - gjx) 
h 


Ti 


(‘x+h , . 

jv 


Por ahora supongamos que h > 0. Puesto que/es continua sobre [x, x + h], el teorema 
del valor extremo establece que hay numeros u y v en [x, x + h] tales que /'(;<) = m y 
/( v) = M, donde m y M son los valores mfnimo y maximo absolutos de/ sobre [x, x + h] 
(Vease la figura 6.) 

De acuerdo con la propiedad 8 de las integrales, tenemos 

_ r x+h , . 

mh fit) dt 'S Mh 
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es decir, 


f(u)h /(«)/z 


Dado que h > 0, podemos dividir esta desigualdad entre h\ 

/(«)^ ¥ Jv f(t)dt^f(v) 

Ahora, utilizamos la ecuacion 2 para remplazar la parte de en medio de esta desigualdad: 


3 


f(u) « 


g{x + /i) 
h 


g(x) 


^fiv) 


1139 En Module 5.3 se proporciona evidencia 
visual para el tfci. 


La desigualdad 3 puede demostrarse de una manera similar a la del caso cuando h < 0. 
(Vease el ejercicio 71.) 

Ahora sea h — > 0. Entonces u — > x y v — > x, ya que uy v quedan entre x y x + h. Por 
tanto, 


lfm f(u) = lim f(u) = f(x) 


llm f(v) = Hm/(ii) = f(x) 


porque / es continua en x. De acuerdo con [3J y el teorema de la compresion concluimos 
que 


S 


,/ X „ g(x + h) - g(x) 
g (x) = lim = fix) 

&-» o h 


Si x = a o b, entonces la ecuacion 4 puede interpretarse como un lfmite unilateral. 
Entonces el teorema 2.8.4 (modificado para lfmites unilaterales) demuestra que g es 
continua sobre [a, b). 

De acuerdo con la notacion de Leibniz para derivadas, podemos expresar al tfci 
como 


~5~| -j- \ X ff) dt = fix) 

dX Ja 

cuando / es continua. En terminos generales, la ecuacion 5 establece que si primero inte- 
gramos/y luego derivamos el resultado, regresamos a la funcion original/. 


Encuentre la derivada de la funcion g{x) = J /l + t 2 dt. 

SOLU Puesto que fit) = + t 2 es continua, la parte 1 del teorema fundamental 

del calculo da 

g'ix) = + x 2 


EJEMPLO 3 


Si bien una formula en la forma c/ix) = f) fit) dt puede parecer una forma 
extrana de definir una funcion, los libros de ffsica, qufmica y estadfstica estan llenos de 
funciones semejantes. Por ejemplo, la funcion de Fresnel 


S(jc) = f sen (7rr 2 /2) dt 
Jo 

recibe ese nombre en honor del ffsico frances Augustin Fresnel (1788-1827), que es famoso 
por sus trabajos en optica. Esta funcion aparecio por primera vez en la teorfa de Fresnel de 
la difraccion de la luz, pero a ultimas fechas se ha aplicado al diseno de autopistas. 






La parte 1 del teorema fundamental indica como derivar la funcion de Fresnel: 


S'(x) = sen(vx 2 /2) 

Esto significa que podemos aplicar todos los metodos del calculo diferencial para analizar 
S (vease el ejercicio 65). 

En la figura 7 se muestran las graficas d e/(x) = sen (irx 2 /2) y de la funcion de Fresnel 
S(x) = J o '/(0 dt- Puede utilizarse una computadora para graficar S calculando el valor de 
esta integral para muchos valores de x. Evidentemente, parece que S(x) es el area bajo la 
grafica de/de 0 hasta x [hasta que x ~ 1.4 cuando S(x) sea una diferencia de areas]. 
La figura 8 muestra una gran parte de la grafica de S. 



FIGURA 7 

f(x ) = sen (ttx 2 /2) 

S(x) = j" sen (7rt 2 /2) dt 



FIGURA 8 

Funcion de Fresnel Six) = j" sen (irt 2 /2) dt 


Si empezamos ahora por la grafica de S de la figura 7 y pensamos que aspecto 
debe tener su derivada, parece razonable que S'(jr) = f(x). [Por ejemplo, S es creciente 
cuando /(x) > 0 y decreciente cuando /(x) < 0], De modo que esto da una confirmacion 
visual de la parte 1 del teorema fundamental del calculo. 


EJEMPLO 4 


Encuentre — — 
ax 


i; 


sec t dt. 


S0LUCI0N En este caso debe ser cuidadoso al usar la regia de la cadena junto con el 
tfci . Sea u = x 4 . Por tanto. 


d rx‘ d r„ 

— sec t dt — — sec t dt 
dx J i dx Ji 


d_ 

du 



sec t dt 


du 

dx 


(Por la regia de la cadena) 


du 

= sec u — 
dx 


= sec (x 4 ) • 4x 3 

En la seccion 5.2 calculamos integrales a partir de la definicion como un lfmite de las 
sumas de Riemann, y vimos que ese procedimiento es a veces largo y diffcil. La segunda 
parte del teorema fundamental del calculo, que se infiere con facilidad de la prime- 
ra parte, representa un metodo mucho mas simple para evaluar integrales. 
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Este teorema se abrevia mediante las siglas 

TFC2. 


Teorema fundamental del calculo, parte 2 Si/es continua sobre [a, b], entonces 

f f(x) dx = F(b) — F(a) 

Ja 

donde F es una antiderivada de/; es decir, una funcion tal que F' = /. 


DEMOSTRACION Sea g(x) = j*f(t)dt. De acuerdo con la parte 1, sabemos que g'(x) = 
fix)-, es decir, g es una antiderivada de/. Si F es cualquier otra antiderivada de/ sobre 
[a, b], entonces, por el corolario 4.2.7, la diferencia entre F y g es una constante: 

H F(x) = g(x) + C 

para a < x < b. Pero tanto F como g son continuas sobre [a, b] y de este modo, al obtener 
los limites de ambos miembros de la ecuacion 6, (cuando x — » a + y x — »■ h ), vemos que 
tambien se cumple cuando x = a y x = b. 

Si hacemos x = a en la formula para gix), obtenemos 

g(ci) = [“fit) dt = 0 

Ja 

Entonces, al aplicar la ecuacion 6 con x = b y x = a, tenemos 
F(b) - F(a) = [g{b) + C] - [g(c) + C ] 

= gib) - g(a) = gib) = £'/(?) dt 

La parte 2 del teorema fundamental establece que si conocemos una antiderivada F 
de / entonces podemos evaluar i') fix) dx simplemente calculando la diferencia de los 
valores de F en los extremos del intervalo [a, b\. Sorprende mucho que I'ffix) dx, que fue 
definida mediante un procedimiento complicado que requiere todos los valores de f(x) para 
a =£ x ^ b, pueda determinarse conociendo los valores de Fix) en solo dos puntos, ay b. 

Aunque el teorema sorprende a primera vista, esto es posible cuando se le interpreta en 
terminos flsicos. Si vii) es la velocidad de un objeto y sit) es su posicion en el tiempo t, 
entonces v(t) = as! que s es una antiderivada de v. En la seccion 5.1 se estudia un 
objeto que siempre se mueve en la direccion positiva y plantea una conjetura de que el area 
bajo la curva de la velocidad es igual a la distancia recorrida. Si lo expresamos mediante 
sfmbolos: 

j v(t) dt = s[b) — s{a) 


Compare el calculo en el ejemplo 5 con el 
mucho mas diflcil del ejemplo 3 de la 
seccion 5.2 


Eso es exactamente lo que el tfc2 establece en este contexto. 


o 


EJEMPLO 5 


Evalue la integral j 


e x dx. 


SO LUC I ON La funcion fix) = e x es continua en todo su dominio, y sabemos que una 
antiderivada es F(x) = e x , de modo que la parte 2 del teorema fundamental da 


j’ 3 e x dx = F( 3) - F(l) = e 3 - e 


Observe que el tfc2 establece que podemos utilizar cualquier antiderivada F de/. 
De este modo podrfamos usar la mas sencilla, a saber Fix) = e x , en lugar de e x + 7 o 
de e x + C. 
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A menudo se recurre a la notation 


F{x)] b a = F(b) - F(a) 

Asf que la ecuacion del tfc2 puede expresarse como 

f /(x) dx = -P’(jc)] „ donde F' = / 

Ja 

Otras notaciones comunes son F(x) h a y [F(x)]o. 


EJEMPLO 6 


Determine el area bajo la parabola y = x 2 desde 0 hasta 1. 


SOLUCION Una antiderivada de/(x) = x 2 es F(x) = |x 3 . El area requerida A se calcula 
aplicando la parte 2 del teorema fundamental: 



Al aplicar el teorema fundamental se usa una 
antiderivada particular F Asf. No es necesario 
usar la antiderivada mas general. 



Si comparamos el calculo del ejemplo 6 con el del ejemplo 2 de la section 5.1, vere- 
mos que el teorema fundamental proporciona un metodo mucho mas corto. 


EJEMPLO 7 


Evalue 


J 3 X 


SOLUCION La integral dada es una forma abreviada de 



Una antiderivada def(x ) = \/x es F(x) = In | x \ y, dado que 3 x < 6, podemos escribir 
F(x) = In x. De tal manera que 


y. 



l 

y = cos x 



area = 1 


0 

TT 

X 


2 \ 



r- 

L x 


— dx = In x , = In 6 — In 3 


= In — = In 2 
3 


EJEMPLO 8 


Calcule el area bajo la curva coseno desde 0 hasta b, donde 0 ^ b ^ 7r/2. 
SOLUCION Puesto que una antiderivada de/(x) = cos x es F(x) = sen x, tenemos 


f 

Jo 


A = cos xdx — sen x : = sen b — sen 0 = sen b 


En particular, al hacer b = 7t/ 2, hemos comprobado que el area bajo la curva coseno 
desde 0 hasta 7 t/ 2 es sen (tt/2) = 1. (Vease la figura 9.) 


FIGURA 9 
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Cuando el matematico frances Gilles de Roberval calculo por vez primera el area bajo 
las curvas seno y coseno en 1635, era una empresa que requerfa aplicar todo el ingenio del 
que fuera uno capaz. Si no tuviera la ventaja del teorema fundamental tendrfa que calcu- 
lar un diffcil lfmite de sumas mediante oscuras identidades trigonometricas (o bien, un 
sistema algebraico computarizado como el de ejercicio 29 de la seccion 5.1). Fue mucho 
mas diffcil para Roberval puesto que el artificio de los lfmites no se habfa inventado aun 
en 1635. Pero ya despues de los anos de 1660-1670, cuando Barrow descubrio el teorema 
fundamental, y Newton y Leibniz lo explotaron, este problema se volvio muy facil como 
puede verse en el ejemplo 8. 


EJEMPLO 9 


( ,Cual es el error en el calculo siguiente? 


f -y dx = 

J-i x -1 



4 

J 


SO LUC I ON Para empezar, observe que este calculo es erroneo porque la respuesta es 
negativa, ya que/(x) = 1 jx 1 Ss 0 y la propiedad 6 de las integrales establece que 
| b a f{x) dx 0 cuando/ 5* 0. El teorema fundamental del calculo se aplica a funciones 
continuas. En este caso no puede aplicarse porque /(x) = 1/x 2 no es continua en 
[— 1, 3]. De hecho,/tiene una discontinuidad infinita en x = 0, de modo que 

f 3 ^ 

— r dx no existe 

J-i x 


La derivacion y la integracion como procesos inversos 

Esta seccion finaliza conjuntando las dos partes del teorema fundamental. 

Teorema fundamental del calculo Suponga que/es continua sobre [a, b\. 

1. Si g(x) = J*/(f) dt, entonces g’(x) =f(x). 

2. \ b a f{x) dx = /■’(/;) — F{a), donde F es cualquier antiderivada de/; es decir,E' = /. 


La parte 1 puede reescribirse como 

it dt 

en la cual se afirma que si integra/y, a continuacion deriva el resultado, regresa a la fun- 
cion original/. Puesto que F'(x) — f(x), la parte 2 puede rescribirse asf 

[ F'{x) dx = F(b ) — F{d) 

Ja 

En esta version se afirma que si toma una funcion F, la derivamos y luego integramos el 
resultado, regresamos a la funcion original F, pero en la forma F(b) — F(a). Tomadas 
juntas, las dos partes del teorema fundamental del calculo expresan que la derivacion y 
la integracion son procesos inversos. Cada una deshace lo que hace la otra. 

Sin duda, el teorema fundamental del calculo es el mas importante en este 
campo y, de hecho, alcanza el nivel de uno de los mas grandes logros de la mente 
humana. 
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Antes de ser descubierto, desde los tiempos de Eudoxo y Arqufmedes hasta la epoca 
de Galileo y Fermat, los problemas de hallar areas, volumenes y longitudes de curvas 
eran tan diffciles que solo un genio podia afrontar el reto. Pero ahora, armados con el metodo 
sistematico que Newton y Leibniz desarrollaron como el teorema fundamental, en los 
proximos capftulos veremos que estos retadores problemas son accesibles para todos. 


5.3 


Ejercicios 


1. Explique con exactitud que se quiere decir con la proposition 
de que “la derivation y la integration son procesos inversos”. 

2. Sea g(x) = /„/(?) dt, donde/es la funcion cuya grafica se 
muestra. 

a) Evalue g{x) para x = 0, 1, 2, 3, 4, 5 y 6. 

b) Estime 3(7). 

c) ^Donde g tiene un valor maximo? ^.Donde tiene un valor 
mmimo? 

d) Trace una grafica aproximada de g. 






































0 


\ 

















3. Sea g(x) = f* f(t) dt , donde/es la funcion cuya grafica se 
muestra. 

a) Evalue 3(0), 3(2), g( 3) y 3(6). 

b) ^Sobre que intervalo es creciente 3? 

c) ^Donde 3 tiene un valor maximo? 

d) Trace una grafica aproximada de 3. 



4. Sea g(x) = f(t) dt, donde/es la funcion cuya grafica se 
muestra. 

a) Evalue 3(0) y 3(6). 

b) Estime g{x), para x = 1, 2, 3, 4 y 5. 

c) ^Sobre que intervalo es creciente 3? 

d) ^Donde 3 tiene un valor maximo? 


e) Trace una grafica aproximada de 3. 

f) Utilice la grafica del inciso e) para trazar la grafica de g\x). 
Comparela con la grafica de/. 



5-6 Trace el area representada por g(x). A continuation halle g'(x) 
de dos maneras: a) aplicando la parte 1 del teorema fundamental y 
b) evaluando la integral utilizando la parte 2 y despues derivando. 

5. g(x) =| t 2 dt 6. g(x) = j (2 + sen t) dt 


7-18 Use la parte 1 del teorema fundamental del calculo para 
encontrar la derivada de cada una de las siguientes funciones. 


dt 


rjc 1 

7. g(x) = 

Ji t 3 + 1 
9- 9(s) = £ (t ~ t 2 f dt 


10 . 


8. g(x) = J e' ' dt 

g{r) = I Jx 2 + 4 dx 
Jo 


11 


F(X) = j'y/lT sec t dt 

Sugerencia: ) / 1 + sec t dt = — / 1 + sec t dt 

Jx J 7T 

12. G(x) = [ cos sft dt 


13. h(x) = j" In t dt 

15. y = J s/t + Jt dt 
f 1 “ 3 

17. y = v du 

7 Jl-3jc 1 + u 2 


•Jx Z 

~Z^+ 1 


14. h(x) = I' 

16. y = j"' cos 2 Odd 


- dz 


18. 


!. y = ( sj\ + t 2 dt 

J sen x 


Y^\ Se requiere calculadora graficadora o computadora 


[sac] 


Se requiere sistema algebraico computarizado 


1. Tareas sugeridas disponibles en stewartcalculus.com 
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19-44 Evalue cada una de las siguientes integrales. 


19. 


23. 


J (* 3 — 2*) dx 

20. j"‘ * 100 dx 

(5 - 2t + 3 r 2 ) dt 

22. fjd+l. 

j" a/* dx 

24. |' 8 * 2/3 d* 

I" sen 8 d9 

J 7r/6 

26. j e dx 


27. 


29 


f (u + 2 )(u — 3) du 
Jo 

x — 1 


■f, 


yfx 


- dx 


31. I'” 

Jo 


sec 2 tdt 


33. 


35. 


J, 2 (1 + 2 yfdy 


J', 


2 v 3 + 3d 6 


- dv 


37. | (x e + e x ) dx 
Jo 

fV5 _ 8 

Ji/Vj l 


39 


41 


+ * z 


dx 


28 


f (4 — f)VF dt 

Jo 

■ Po - l)(2y + l)dy 

JO 


30 


32. I sec 9 tan 0 d0 


2 . f 

J c 

C (2 sen* — e x ) dx 

Jo 


/- dr 


38. cosh t dt 
I o 

1-2 4 + m 2 


. e“ +1 du 

43. j /(*) dx donde/(x) = 

• j" f(x) dx donde /(*) = 


■J, 


i u 

1 /J2 4 


- du 


- dx 


44. 


1/2 yr 


sen* si 0 =S * < 77 / 2 
cos * si 77/2 * =£ 77 

2 si -2 *£ * «£ 0 

4 - * 2 si 0 < * sS 2 


45-48 ^Que es lo incorrecto en cada una de las siguientes 
ecuaciones? 


45 


■!' 


* 4 dx = 

2 -3 


46. 




2 4 2 

— r- dx = 

jr jc 


1 

j -2 

2 


j -1 


47 


48 , 


. j* sec 6 tan Odd = sec = —3 

Jtt/3 

/* 7T I 77 

J sec 2 * dx = tan *J 0 = 0 


^ 49-52 Utilice una grafica para dar una burda estimacion del area 
de la region que esta bajo la curva dada. Despues, encuentre el area 
exacta. 

49. y = y* , 0«*s=27 50. y = x~ 4 , U*«6 

51. y = sen*, 0 =£ * =S 77 52. y = sec 2 *, 0 ^ * tt/3 


53-54 Evalue la integral e interpreted como una diferencia de 

areas. Ilustre mediante un dibujo. 

f 2 3 f 27r 

53. x dx 54. cos x dx 

J— 1 Jtt/6 


55-5S Determine la derivada de cada una de las siguientes 
funciones: 

g(x) = r x d_l 

J2x u + 1 


55. 


- du 


n* /*o r 3* 

Sugerencia: f(u) du = f(u) du + f(u) du 

J2x J 2x Jo 


pi +2 jc 

56. g(x) = t sen t dt 

Jl—2x 

57. F(x) = j e r dt 

fsenjc 

59. y = In ( 1 + 2 d) dv 

J COS Jt 


58. 


C 2x 

F(x) = arctan t dt 

J y/x 


60. Si /(*) = Jo (1 — t 2 )e' dt, ^.sobre que intervalos es creciente/? 

61. ^,Sobre que intervalo la curva 

fx t 2 

y = “7 ; dt 

Jo f 2 + t + 2 

es concava hacia abajo? 

62. Si /(*) = J 0 sen Vl + t 2 dt y g(y) = j* f{x) dx, 
encuentre g"(ir/6). 

63. Si/(1) = 12,/' es continua y J*/'(x) dx = 17, ^cual es el 
valor de/(4)? 


64. La funcion error 

erf(x) = y I" e~‘ dt 
Vrr Jo 


se usa en probabilidad, estadistica e ingenierfa. 

a) Demuestre que JJ e~‘ dt = \ [erf(Z?) — erf(a)]. 

b) Demuestre que la funcion y = e x erf(*) satisface la 
ecuacion diferencial y' = 2xy + 2/^tt. 

65. La funcion S de Fresnel se definio en el ejemplo 3, y en las 
figuras 7 y 8 se trazaron sus graficas. 

a) ^,Sobre que valores de * tiene valores maximos locales esta 
funcion? 
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b) ^Sobre que intervalos esta funcion es concava hacia arriba? 
SAC c) Utilice una grafica para resolver la siguiente ecuacion 
correcta hasta dos cifras decimales. 

f sen (nt 2 /2) dt = 0.2 
Jo 

I SAC 66. La funcion integral sinusoidal 

„ rx sen t 

Si(x) = dt 

Jo t 

es importante en la ingenierfa electrica. [El integrando 
f(t ) = (sen t)/t no esta definido cuando t = 0, pero sabemos 
que su limite es 1 cuando t — » 0. De modo que definimos 
/( 0) = 1, y esto convierte a/en una funcion continua en todo 
su dominio]. 

a) Dibuje la grafica de Si. 

b) ^Sobre que valores de x tiene esta funcion valores maximos 
locales? 

c) Encuentre las coordenadas del primer punto de inflexion a 
la derecha del origen. 

d) ^Tiene asintotas horizontales esta funcion? 

e) Resuelva la siguiente ecuacion correcta hasta una cifra 
decimal. 

rx sen t 

dt = 1 

Jo t 


69-70 Evalue el limite reconociendolo primero como una suma de 
Riemann para una funcion definida sobre [0, 1], 

■A P 

69. lim 2 — r 
n 



71. Justifique [J] para el caso h < 0. 

72. Si/es continua y g y h son funciones derivables, determine una 
formula para 


d_ 



73. a) Demuestre que 1 + x 3 1 + x 3 para x 2= 0. 

b) Demuestre que 1 ^ J 0 ' 1 + x 3 dx =£ 1.25. 

74. a) Demuestre que cos(x 2 ) cos x para 0 =£ x 1. 
b) Deduzca que cos(x 2 ) dx & 

75. Demuestre que 


0 ' 


x 4 + x 2 + 1 


- dx =s 0.1 


Sea g(x ) = |*/(f) dt, donde/es la funcion cuya grafica se 
muestra. 

a) ^Sobre que valores de x se presentan los valores maximos y 
mmimos locales de gl 

b) ^Donde alcanza g su valor maximo absoluto? 

c) ^Sobre que intervalos es concava hacia abajo g? 

d) Trace la grafica de g. 


comparando el integrando con una funcion mas simple. 

76. Sea 


/(*) 


0 si x < 0 

x si 0 x 1 

2— x si 1 < x ^ 2 

0 si x > 2 




y gix) = fj/0) dt 

a) Encuentre una expresion para g(x) similar a la correspon- 
diente a/(x). 

b) Trace las graficas defy g. 

c) ^Donde es/derivable? ^Donde es g derivable? 

77. Halle una funcion/y un numero a tal que 

6 + [ dt = 2 yfx para toda x > 0 

da f 

78. El area B es tres veces el area A. Exprese b en terminos de a. 
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79. Una companfa manufacturera tiene una pieza importante de 
un equipo que se deprecia a una tasa (continua) / = /(f), 
donde f es el tiempo medido en meses desde que se le 
sometio a su mas reciente reparacion. Ya que cada vez que 
la maquina se somete a una reparacion se incurre en un costo 
fijo, la companfa desea determinar el tiempo optimo T (en 
meses) entre las reparaciones. 

a) Explique por que J 0 ' f(s ) ds representa la perdida en valor 
de la maquina a lo largo del tiempo f a partir de la ultima 
reparacion. 

b) Sea C = C(t) dada por 


C(t) = 


t 


A + JJ/Cs) ds 


razon de g = g(t), donde f es el tiempo medido en meses. 
La companfa desea determinar el tiempo optimo para 
reemplazar el sistema. 
a) Sea 

c(t) = — [' [/(«) + g(s)] ds 

f Jo 


Demuestre que los numeros criticos de C se presentan en 
los numeros f donde C(0 = /(f) + g{t). 
b) Suponga que 


m 


' _v_ _ _v_ 

15 450 T 

0 


si 0 < f =£ 30 
si f > 30 


^,Que representa C y por que desearfa la companfa 
minimizar C? 

c) Demuestre que C tiene un valor mfnimo en los numeros 
f = T donde C(T) =f(T). 

80. Una companfa de alta tecnologfa compra un nuevo sistema 
de computo cuyo valor inicial es V. El sistema se depreciara 
a una tasa / = /(f) y acumulara costos de mantenimiento a 


y 


g(t) 


Vt 2 

12 900 


f > 0 


Determine la duracion del tiempo T para que la deprecia- 
tion total D(t) = J Q ' f(s ) ds equivalga al valor inicial V. 

c) Determine el valor mfnimo absoluto de C sobre [0, T\. 

d) Trace las graficas de C y / + g en el mismo sistema de coor- 
denadas y compruebe el resultado del inciso a) en este caso. 


Integrates indefinidas y el teorema del cambio neto 

Ya vimos en la section 5.3 que mediante la segunda parte del teorema fundamental del 
calculo se obtiene un metodo muy eficaz para evaluar la integral definida de una fun- 
cion, si suponemos que puede encontrarse una antiderivada de la funcion. En esta section 
se presenta una notation para la antiderivada, se repasan las formulas de las antideriva- 
das y se usan para evaluar integrales definidas. Asimismo, replanteamos el tfc2, de una 
manera que facilita mas la aplicacion a problemas relacionados con las ciencias y la 
ingenierfa. 

Integrales indefinidas 

Ambas partes del teorema fundamental establecen relaciones entre antiderivadas e inte- 
grales definidas. La parte 1 establece que si/es continua, entonces j'j/(f) dt es una antiderivada 
de/. La parte 2 plantea que J */(jc) dx puede determinarse evaluando F(b) — F(a), donde 
F es una antiderivada de/. 

Necesitamos una conveniente notation para las antiderivadas que nos facilite el trabajo 
con ellas. Debido a la relation dada por el teorema fundamental entre las antiderivadas y 
las integrales, por tradition se usa la notation | f(x)dx para una antiderivada de/y se 

llama integral indefinida. Asf, 


j fix) dx = Fix ) 


significa que F'(x) = f(x) 


Por ejemplo, podemos escribir 

v 3 


x 2 dx = — + C porque 



= x 


2 
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De este modo, consideramos la integral indefinida como la representante de toda una 
familia de funciones (es decir, una antiderivada para cada valor de la constante C). 

ESI Distinga con cuidado entre las integrales definidas y las indefinidas. Una integral defi- 
nida j b a f{x) dx es un numero, mientras que una integral indefinida J fix) dx es una funcion 
(o una familia de funciones). La relation entre ellas la proporciona la parte 2 del teorema 
fundamental. Si/es continua sobre [a, b], entonces 


£7U) dx = J f(x) dxj^ 

La eficacia del teorema fundamental depende de que se cuente con una lista de antide- 
rivadas de funciones. Por tanto, se presenta de nuevo la tabla de formulas de antiderivation 
de la section 4.9, mas otras cuantas, en la notation de las integrales indefinidas. Cualquie- 
ra de las formulas puede comprobarse al derivar la funcion del lado derecho y obtener el 
integrando. Por ejemplo. 


j sec 2 x dx = tan x + C 

d / . , 

porque — (tan x + C) = sec - x 

dx 

|T| Tabla de integrales indefinidas 


j cf{x) dx = c j fix) dx 

J [/(*) + g(x)] dx = j fix) dx + j gix) dx 

j k dx = kx + C 


„ v n+l 

r 1 . . 

x" dx — + C (n ¥= 1) 

— dx = In x + C 

J n + 1 

J X 

r 

r a x 

e'dx = e x + C 

\ a x dx — + C 

J 

J In a 

j" sen.rr/x = —cos x + C 

j" cos x dx = sen x + C 

j sec 2 x dx = tan x + C 

j esc 2 xdx = — cot x + C 

j" sec x tan x dx = sec x + C 

j" esc x cot xdx = —esc x + C 

c 1 

r 1 

^ t/A ld.Il A 1 L/ 

J X 2 + 1 

/ Cl A oLIl A 1 L/ 

j Vl - a: 2 

j" senhxc/x = coshx + C 

j" cosh x dx — senh x + C 


De acuerdo con el teorema 4.9.1, la antiderivada mas general sobre un intervalo 
dado se obtiene por la adicion de una constante a una antiderivada particular. Adoptamos 
la convention de que cuando se proporciona una formula para una integral indefinida 
general, es valida solo sobre un intervalo. Asf, escribimos 

r 1 i 

— dx — EC 

J x x 
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4 



-4 

FIGURA 1 


En la figura 1 se tiene la grafica de la integral 
indefinida del ejemplo 1 para varios valores 
de C. Aquf, el valor de C es la intersection 
con el eje y. 


con el entendido de que es valida sobre el intervalo (0, °°) o sobre el intervalo 0). 
Esto se cumple a pesar del hecho de que la antiderivada general de la funcion/(x) = 1/x 2 , 
x 0, es 


F{x) = 


1 

E Ci si x < 0 

x 

1 

1- C 2 si x > 0 

x 


EJEMPLO 1 


Encuentre la integral indefinida general 


j (10x 4 — 2 sec 2 x) dx 

SO LUC I ON Si usamos nuestra convencion y la tabla 1, tenemos 

j" (10x 4 — 2 sec 1 x) dx = 10 J" x 4 dx — 2 j" sec 2 xdx 


= 10 — 2 tan x + C 

= 2x 5 — 2 tan x + C 


Le conviene comprobar esta respuesta derivandola. 


□ 


EJEMPLO 2 


Evalue 


uej 


cos 9 
serf d 


d6. 


SO LUC I ON Esta integral indefinida no es inmediata utilizando la tabla 1, por lo que debemos 
aplicar las identidades trigonometricas para rescribir la funcion antes de integrar: 



EJEMPLO 3 


Evalue 



6x) dx. 


SO LUC I ON A1 aplicar el tfc 2 y la tabla 1, tenemos 


n , x x" 

(x — 6x) dx = 6 — 

Jo 4 2 J 0 

= (i • 3 4 - 3 • 3 2 ) - (| • 0 4 - 3 • 0 2 ) 
= f-27-0 + 0= -6.75 


Compare este calculo con el del ejemplo 2b) de la seccion 5.2. 
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□ 


EJEMPLO 4 


Determine 


terminos de areas. 


ine £( 


2x 3 — 6x 


x 2 + 1 


dx e interprete el resultado en 


La figura 2 es la grafica del integrando del 
ejemplo 4. Sabemos por la seccion 5.2 que el 
valor de la integral se puede interpretar 
como un area neta: la suma de las areas 
marcadas con un signo de mas menos el area 
marcada con un signo menos. 



FIGURA 2 


SO LUC I ON El teorema fundamental da 
j" ^2x 3 — 6x + 

= ^x 4 — 3x 2 + 3 tan^'x],, 

= ^(2 4 ) - 3(2 2 ) + 3 tan" 1 2-0 
= — 4 + 3 tan -1 2 

Este es el valor exacto de la integral. Si desea una aproximacion decimal, utilice una 
calculadora para obtener un valor aproximado de tan 1 2. A1 hacerlo obtenemos 


3 \ x 4 x 2 

— ) dx = 2 6 1- 3 tan 1 x 

x 2 + 1 / 4 2 



6x + 



-0.67855 


EJEMPLO 5 


r9 2r 2 + t 2 -J~t — 1 

Evalue ; dt. 

Ji t 2 


SO LUC I ON En primer lugar, necesitamos escribir el integrando en una forma mas sencilla, 
llevando a cabo la division: 


j; 


2 t 2 + f 2 0" - 1 


dt = 


j> 


+ 1 


1/2 _ ,-2 


t “) dt 


= 2 1 


t^_ 

“3“ 

2 


_r£ 

-i 


= 2 1 + h V 2 + - 


= (2 • 9 + | • 9 3/2 + 5) - (2 ■ 1 + | • 1 3/2 + |) 


= 18+18+^ — 2 — 1 = 32s 


Apl 


icaciones 


La parte 2 del teorema fundamental establece que si/es continua sobre [a, b], entonces 


I /(x) dx = F(b) — F(a) 

Ja 


donde F es cualquier antiderivada de /. Esto significa que F' = f, de forma que puede 
volver a escribirse la ecuacion como 

f F'(x) dx = F(b) — F(a) 

Ja 

Sabemos que F'(x) representa la razon de cambio de y = F(x) respecto a x y F(b) — F(a) 
es el cambio en y cuando x cambia de a hacia b. [Observe que y podrfa, por ejemplo, 
incrementarse y luego decrecer para volver a incrementarse. Si bien y podrfa cambiar en 
ambas direcciones, F(b) — F(a) representa el cambio neto en y], De manera que podemos 
reformular verbalmente el tfc2 en los terminos siguientes: 
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Teorema del cambio neto La integral de una razon de cambio es el cambio neto: 


Este principio puede aplicarse a todas las razones de cambio en las ciencias naturales 
y sociales que se discutieron en la seccion 3.7. Enseguida se dan unos cuantos ejemplos 
de esta idea: 

■ Si V(t) es el volumen de agua en un deposito, en el instante t, entonces su derivada 
V'(t) es la razon a la cual fluye el agua hacia el deposito, en el instante t. Por eso. 


es el cambio en la cantidad de agua en el deposito entre los instantes t\ y h. 

■ Si [C ](f) es la concentracion del producto de una reaccion qufmica en el instante t, 
entonces la rapidez de reaccion es la derivada d[C\/dt. De tal manera, 


es el cambio en la concentracion de C, desde el instante t\ al instante h. 

m Si la masa de una varilla, medida desde el extremo izquierdo hasta un punto x, es 
m(x), entonces la densidad lineal es p(x) = m’(x). Por consiguiente. 


es el cambio neto en la poblacion durante el periodo de tiempo desde t, hasta h. (La 
poblacion aumenta cuando ocurren nacimientos y disminuye cuando tienen lugar 
algunas muertes. El cambio neto toma en cuenta tanto nacimientos como decesos.) 

■ Si C(x) es el costo de producir x unidades de un artfculo, entonces el costo 
marginal es la derivada C'(x). De esa manera 


es el incremento en el costo cuando la production aumenta de x, unidades hasta x 2 
unidades. 

■ Si un objeto se mueve a lo largo de una lfnea recta con funcion posicion s(t), entonces 
su velocidad es v(t) = s' it), de modo que 


es el cambio neto de la posicion, o desplazamiento, de la partfcula durante el periodo 
de tiempo desde t\ hasta t 2 . En la seccion 5.1 se infirio que esto era verdadero para el 
caso en que el objeto se mueve en la direction positiva, pero ahora hemos demostrado 
que siempre es verdadero. 


f F'(x) dx = F{b) — F{a ) 

Ja 


j‘;vu)dt = v{t 2 ) - v{u) 




a 


es la masa del segmento de la varilla entre x = a y x = b. 
m Si la rapidez de crecimiento de una poblacion es dn/dt, entonces 



— dt = n{t 2 ) — n(ti) 


j C'{x)dx = C(x 2 ) ~ C(x i) 


2 


j ’ ~ v{t) dt = s(t 2 ) - s{ti) 
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■ Si queremos calcular la distancia recorrida durante el intervalo, tenemos que 
considerar los intervalos cuando v(t) 3= 0 (la partfcula se mueve hacia la 
derecha) y tambien los intervalos cuando v(t) =s 0 (la partfcula se mueve hacia 
la izquierda). En ambos casos la distancia se calcula al integrar | v(t) |, la rapidez. 
Por consiguiente, 


3 



distancia total recorrida 


En la figura 3 se muestra como interpretar el desplazamiento y la distancia recorrida 
en terminos de las areas bajo una curva de velocidad. 


FIGURA 3 


v 


0 


desplazamiento = j" v{t) dt = A l — A 2 + A 3 
distancia = j" | v(t) \ dt = A, + A 2 + A 3 



La aceleracion del objeto es a(t) = v'(t), asf que 

j ' ~a(t)dt = i >(? 2 ) — v(t\) 

es el cambio en la velocidad, desde el instante t, hasta el instante t 2 . 


□ 

en el instante t es v(t) = t 1 


EJEMPLO 6 


Una partfcula se mueve a lo largo de una recta de modo que su velocidad 


6 (medida en metros por segundo). 


a) Encuentre el desplazamiento de la partfcula durante el periodo 1 =s f 4. 

b) Halle la distancia recorrida durante este periodo de tiempo. 

S0LUCI0N 

a) Por la ecuacion 2, el desplazamiento es 


s(4) — .?(!) = j" v(t )dt = | {t 1 — t — 6 )dt 


U r 

6 1 

3 2 


Esto significa que la partfcula se desplaza 4.5 m hacia la izquierda. 

b) Observe que v(t) = t 2 — t — 6 = (f+ 3)(t — 2) y, por eso, v(t) « 0 sobre el intervalo 
[1, 3] y v(t) 5* 0 sobre [3, 4]. Asf que, a partir de la ecuacion 3, la distancia recorrida es 


Para integrar el valor absolute de v(t), use la 
propiedad 5 de las integrales de la seccion 5.2 
para dividir la integral en dos partes, una donde 
v(t) =£ 0 y otra donde v(t) s* 0. 


j v(t) | dt = j [— v(t)]dt + j" v(t)dt 

= | (— 1~ + t + 6) dt + J (t 2 


6) dt 


f 3 t 2 

3 

" t 3 t 2 

+ — + 6 1 

+ 

6 1 

3 2 

1 

_ 3 2 


61 

= — = 10.17m 
6 
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EJEMPLO 7 


En la figura 4 se muestra el consumo de energfa electrica (potencia) en la 
ciudad de San Francisco un dfa del mes de septiembre (P se mide en megavatios v fen 
horas, a partir de la medianoche). Estime la energfa que se utilizo ese dfa. 


FIGURA 4 



S0LUCI0N La potencia es la razon de cambio de la energfa: Pit) = E' it). De modo que, 
por el teorema del cambio neto, 

P24 P24 

P[t) dt = E'it) dt = £(24) - E( 0) 

Jo Jo 

es la cantidad total de energfa que se usd ese dfa. Haga una aproximacion de la integral 
con la regia del punto medio con 12 subintervalos y At = 2: 

T24 

r P(t) dt = [P(l) + P(3) + P( 5) + • • • + P(21) + P(23)l A? 

Jo 

= (440 + 400 + 420 + 620 + 790 + 840 + 850 
+ 840 + 810 + 690 + 670 + 550)(2) 

= 15 840 

La energfa usada fue de unos 15 840 megavatio-horas. 

^Como sabe que unidades usar para la energfa en el ejemplo 7? La integral |y 4 P(f) dt 
se define como el lfmite de las sumas de terminos de la forma Pit*) At. Ahora bien, P(t*) se 
mide en megavatios y At en horas, de modo que su producto se mide en megavatios-horas. 
Lo mismo es verdadero para el lfmite. En general, la unidad de medida para [*/(*) dx es 
el producto de la unidad para /(A) y la unidad para x. 


Ejercicios 


1-4 Verifique mediante derivation que cada una de las siguientes 
formulas es correcta. 


1 . 

2 . 

3. 


w 


- dx = — 


Vi + ■ 


+ c 


j" cos 2 * dx = \x + \ sen 2 x + C 
j" cos 3 * dx = sen * — | sen 3 * + C 


r x 2 

4. , r dx = — x ibx 

J Ja + bx 3 b 2 


2 a)i/a + bx + C 


5-18 Obtenga las siguientes integrates indefinidas generales. 
5. j" (* 2 + x~ 2 )dx 6. J + l/x 2 ) dx 


Se requiere calculadora graficadora o computadora 


1. Tareas sugeridas disponibles en stewartcalculus.com 
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7. j" ( x 4 — ^x 3 + lx — 2) dx 

9. j" (u + 4)(2 u + 1) du 

r x 3 — 2 Jx 

11 . — dx 

■> * 

13. J (senx + senh x) dx 
15. | (9 — esc 9 cot 9) dd 
17. J (1 + tan 2 a) da 


. J (y 3 + 1.8y 2 - 2.4y) dy 
. j" v(v 2 + 2) 2 dv 

1 


12 I 


x + 1 + ■ 


x 2 + 1 


dx 


14. J (csc 2 r — 2e') dt 
16. | sec t (sec t + tan t) dt 


18 




sen 2x 


- dx 


sen x 


19-20 Determine la integral indefinida general. Ilustre mediante una 
grafica varios miembros de la familia en la misma pantalla. 


19. 


L j" (cos x + \x) dx 


20 


. j" (e x — 2x 2 ) dx 


21-46 Evalue cada una de las siguientes integrales. 

22. J (4x 3 — 3x 2 + 2x) dx 


21. | ’^ (x 2 - 3) dx 

23. + \t 3 - t)dt 

25. P (2x - 3)(4x 2 + 1) dx 

JO 

27. f 77 (5e x + 3 sen x) dx 
Jo 

r4 ( 4 + 6 u\ 

29 

31. j" x{yfx + i/x) dx 

i | 2 (2 x) dX 

I. f 1 (x 10 + 10 X )dx 
Jo 


35 


Cl,/ 4 1 + COS 2 <? 

37 . J o T^dd 


38. 


:■ f’ 

Jo 


cos 2 0 

ir/3 sen 8 + send tan 2 d 


| (1 + 6 w 2 — 10 w A ) dw 
Jo 

| t( 1 — t) 2 dt 

r(+-+)^ 

30. J 4 (3yr - 2e')dt 
■ 


26 


28. 


32. 


34. 


36. 


( (5x — 5 l ) dx 
Jo 

f / esc 2 d dd 
J tt/4 


sec 2 d 


d8 


39 


(-64 1 + Z]x , 

L J ^ — dx 


41 


•I. 


y[x 

■Jlli dr 


40. ( 


10 2e" 

-10 senhx + coshx 


dx 


42. 


■J; 


2 (x - l) 3 


dx 


43. 

f 1 " 5 ' “ 1 * 
Jo t A - 1 

44. 

J 2x — 1 1 dx 

45. 

j" (x — 2 \x |) dx 

46. 

|^| sen x | dx 


gg 47. Use una grafica para estimar las intersecciones con el eje x de 
la curva y = 1 — 2x — 5x 4 . Luego utilice esta information para 
estimar el area de la region que se encuentra bajo la curva y 
arriba del eje x. 

gg 48. Repita el ejercicio 47 para la curva y = (x 2 + l) -1 — x 4 . 

49. El area de la region que se encuentra a la derecha del eje y y 
a la izquierda de la parabola x = 2y — y 2 (el area sombreada de 
la figura) se expresa con la integral | 2 (2y — y 1 ) dy. (Gire su 
cabeza en sentido de las manecillas del reloj y considere a la 
region que se encuentra bajo la curva x = 2 y — y 2 desde 
y = 0 hasta v = 2.) Encuentre el area de la region. 



50. Las fronteras de la region sombreada son el eje y, la recta 
y = I y la curva y = $fx . Encuentre el area de esta region 
escribiendo x como funcion de y e integrando respecto a esta 
ultima (como en el ejercicio 49). 


y. 

1 

II 

/y = ft 
/ 

/ 

/ 

0 

1 >x 


51. Si w'{t) es la rapidez de crecimiento de un nino en libras por 
ano, ^que representa | 5 10 w’(l) dtl 

52. La corriente en un alambre se define como la derivada 

de la carga: I(t) = Q'(t). (Vease el ejemplo 3 de la section 3.7.) 
^Que representa j * l(t) dtl 

53. Si se fuga aceite de un tanque con una rapidez de r(t) galones 
por minuto en el instante t, ^que representa |' o 120 r(t) dtl 

54. Una poblacion de abejas se inicia con 100 ejemplares y se 
incrementa a razon de n'(t) abejas por semana. ^Que representa 
100 + J 0 15 n\t ) dtl 
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55. En la seccion 4.7 se definio la funcion ingreso marginal 
R'(x) como la derivada de la funcion ingreso R(x), donde 
x es el numero de unidades vendidas. ^Que representa 

56. Si/(jc) es la pendiente de un sendero a una distancia de jc millas 
del principio del mismo, cque representa f 3 5 f{x) dx7 

57. iSi x se mide en metros yf(x ) en newtons, ^cuales son las 
unidades para J 0 100 /(jc) dx7 

58. Si las unidades para x son pies y las unidades para a(x) 

son libras por pie, ^cuales son las unidades para da/dxl ^,Que 
unidades tiene J* a{x) dx7 

59-60 Se da la funcion velocidad (en metros por segundo) para una 
partfcula que se rnueve a lo largo de una recta. Encuentre a) el 
desplazamiento, y b) la distancia recorrida por la partfcula durante 
el intervalo de tiempo dado. 

59. v(t) = 3f - 5, 0 =S t 3 

60. v(t) = t 2 -2t-8, U(S6 


61-62 Se da la funcion aceleracion (en m/s 2 ) y la velocidad 
inicial para una partfcula que se desplaza a lo largo de una recta. 
Encuentre a) la velocidad en el instante t y b) la distancia recorrida 
durante el intervalo de tiempo dado. 

61. a(t) = t + 4, v(0) = 5, 0 =S t =s 10 

62. a(t) = 2t + 3, ti(0) = -4, 0 =s t 3 


63. Se da la densidad lineal de una varilla de longitud 4 m 
mediante p(x) = 9 + 2^[x medida en kilogramos por metro, 
donde x se mide en metros desde un extremo de la varilla. 
Encuentre la masa total de esta ultima. 

64. Del fondo de un tanque de almacenamiento fluye agua con 
una rapidez de r{t) = 200 — 4? litres por minuto, donde 

0 =S t =£ 50. Encuentre la cantidad de agua que fluye del 
tanque durante los primeros 10 minutos. 

65. La velocidad de un automovil se leyo en su velocfmetro a 
intervalos de 10 segundos y se registro en una tabla. Use la 
regia del punto medio para estimar la distancia recorrida por 
el vehfculo. 


f(s) 

v (mi/h) 

f(s) 

v (mi/h) 

0 

0 

60 

56 

10 

38 

70 

53 

20 

52 

80 

50 

30 

58 

90 

47 

40 

55 

100 

45 

50 

51 




66 . Suponga que un volcan hace erupcion y en la tabla se 

proporcionan las lecturas de la cantidad a la que se expelen 
materiales solidos hacia la atmosfera. El tiempo t se mide 


en segundos y las unidades para r(t) son toneladas metricas 
por segundo. 


t 

0 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

r(t) 

2 

10 

24 

36 

46 

54 

60 


a) De estimaciones superiores e inferiores para la cantidad 
2(6) de materiales expelidos una vez que transcurren seis 
segundos. 

b) Use la regia del punto medio para estimar 2(6). 

67. El costo marginal de fabricar x yardas de cierta tela es 
C'(x) = 3 — 0.0 br + 0.000006* 2 (en dolares por yarda). 
Encuentre el incremento en el costo si el nivel de produccion 
aumenta de 2000 a 4000 yardas. 

68 . Fluye agua hacia adentro y afuera de un tanque de 
almacenamiento. Se muestra una grafica de la razon de cambio 
r(t ) del volumen de agua que hay en el tanque, en litres por 
dfa. Si la cantidad de agua que contiene el tanque en el instante 
t = 0 es 25 000 L, use la regia del punto medio para estimar la 
cantidad de agua cuatro dfas despues. 



69. Una poblacion de bacterias es de 4 000 en el tiempo t = 0 
y su rapidez de crecimiento es 1000 • 2' bacterias por hora 
despues de t horas ^Cual es la poblacion despues de 

una hora? 

70. La siguiente figura muestra la grafica del trafico sobre un 
proveedor de servicios internet en lfnea de datos T1 desde la 
medianoche hasta las 8:00. D corresponde a los datos 
transmitidos, medidos en megabits por segundo. Utilice 

la regia del punto medio para estimar la cantidad total de datos 
transmitidos durante ese periodo de tiempo. 
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71 . En la grafica se muestra el consumo de energfa en la 

provincia de Ontario, Canada, para el 9 de diciembre de 2004 
(P se mide en megavatios; t se mide en horas, comenzando 
a medianoche). Usando el hecho de que la potencia es 
la rapidez de cambio de la energfa, estime la energfa udlizada 
en ese dfa. 



FH 72. El 7 de mayo de 1992 el trasbordador espacial Endeavour fue 
lanzado en la mision STS-49, cuya finalidad fue instalar un 
nuevo motor de impulso en el perigeo en un satelite Intelsat de 
comunicaciones. En la tabla se dan los datos de la velocidad 
del trasbordador entre el despegue y el desprendimiento de los 
cohetes auxiliares de combustible solido. 

a) Use una calculadora graficadora o una computadora para 
modelar estos datos con un polinomio de tercer grado. 

b) Use el modelo del inciso a) para estimar la altura alcanzada 
por el Endeavour , 125 segundos despues del despegue. 


Suceso 

Tiempo (s) 

Velocidad (pies/s) 

Lanzamiento 

0 

0 

Inicio de la maniobra de giro alrededor del eje 

10 

185 

Fin de la maniobra de giro alrededor del eje 

15 

319 

Valvula de estrangulacion a 89% 

20 

447 

Valvula de estrangulacion a 67% 

32 

742 

Valvula de estrangulacion a 104% 

59 

1325 

Presion dinamica maxima 

62 

1445 

Separacion del cohete auxiliar de 
combustible solido 

125 

4151 


EDACCIOM DE R0YECT0 NEWTON, LEIBNIZ Y LA INVENCION DEL CALCULO 


Los inventores del Calculo fueron sir Isaac Newton (1642-1727) y Gottfried Wilhelm Leibniz 
(1646-1716). Pero las ideas basicas detras de la integracion fueron investigadas hace 2500 afios 
por los antiguos griegos, como Eudoxo y Arqufmedes, y Pierre Fermat (1601-1665), Isaac 
Barrow, (1630-1677) y otros fueron los pioneros en hallar rectas tangentes. Barrow, el profesor 
de Newton en Cambridge, fue el primero en comprender la relacion inversa entre la derivacion 
y la integracion. Lo que Newton y Leibniz hicieron fue usar esta relacion, en la forma del 
teorema fundamental del calculo, para convertir este ultimo en una sistematica disciplina 
matematica. En este sentido es que se da a Newton y Leibniz el credito por la invencion 
del Calculo. 

Lea acerca de las colaboraciones de estos hombres en una o mas de las referencias que 
se proporcionan en la bibliograffa y escriba un informe sobre uno de los tres temas siguientes. 
Puede incluir detalles biograficos, pero el reporte debe concentrarse en una descripcion, en 
cierto detalle, de los metodos y notaciones. En particular, consulte uno de los libros fuente, 
en los cuales se dan extractos de las publicaciones originales de Newton y Leibniz, traducidas 
del latfn al ingles. 

El papel de Newton en el desarrollo del Calculo. 

El papel de Leibniz en el desarrollo del Calculo. 

La controversia entre los seguidores de Newton y los de Leibniz sobre la prioridad 
en la invencion del calculo. 

Bibliograffa 

1. Carl Boyer y Uta Merzbach, A History of Mathematics, Nueva York: John Wiley, 1987, 
capftulo 19. 

2. Carl Boyer, The History of the Calculus and Its Conceptual Development, Nueva York: Dover, 
1959, capftulo V. 

3. C. H. Edwards, The Historical Development of the Calculus, Nueva York: Springer- Verlag, 

1979, capftulos 8 y 9. 
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Vease el artfculo sobre Leibniz escrito por Joseph Hofmann, en el volumen VIII, y el 
articulo sobre Newton escrito por I. B. Cohen, en el volumen X. 

6 . Victor Katz, A History of Mathematics: An Introduction, Nueva York: Harper-Coffins, 1993, 
capftulo 12. 

7. Morris Kline, Mathematical Thought from Ancient to Modern Times, Nueva York: Oxford 
University Press, 1972, capftulo 17. 

Libros fuente 

1. John Fauvel y Jeremy Gray, eds., The History of Mathematics: A Reader, Londres: 
MacMillan Press, 1987 capftulos 12 y 13. 

2. D. E. Smith, ed., A Sourcebook in Mathematics, Londres, MacMillan Press, 1987, capftulos 
12 y 13. 

3. D. J. Struik, ed., A Sourcebook in Mathematics, 1200-1800, Princeton, N. J.: Princeton 
University Press, 1969; capftulo V. 


5.5 


Regia de sustitucion 


Debido a la existencia del teorema fundamental, es importante disponer de tecnicas para 
hallar antiderivadas. Pero nuestras formulas de antiderivacion no indican como evaluar 
integrates como 


|T| j" 2 xsj 1 + x 2 dx 

m Para hallar esta integral, usaremos la estrategia para la resolucion de problemas de introducir 
algo adicional. En este caso, el “algo adicional” es una nueva variable; cambiemos de una 
En la seccion 3.1 0 se definieron las variable x a una variable u. Supongamos que hace que u sea el radicando de la integral en 

diferenciales. Si u =f(x), entonces [T], u = 1 + x 2 . Entonces la diferencial de u es du = 2x dx. Observe que si la dx en la 

du =f'(x) dx notacion para una integral se interpretara como una diferencial, entonces en [T] debe 

tenerse la diferencial 2x dx y, por consiguiente, desde un punto de vista formal y sin justi- 
ficar este calculo, podrfamos escribir 


2 


j" 2 XsJ 1 + x 2 dx 



+ x 2 2 x dx = 



= f u 3/2 + C = |(x 2 + 1) 3/2 + C 

Pero ahora podemos verificar que tenemos la respuesta correcta aplicando la regia de la 
cadena para derivar la funcion final de la ecuacion 2: 


—j- [y(x 2 + 1) 3/2 + c] = f • l(x 2 + 1) 1/2 • 2x = 2 xsj x 2 + 1 

En general, este metodo funciona siempre que se tiene una integral que pueda escribir- 
se en la forma J f(g(x)) g'{x) dx. Observe que si F' = f, entonces 


3 


| F'{g(x))g'{x)dx = F(g(x)) + C 



408 


CAPITULO 5 INTEGRALES 


Compruebe derivando la respuesta. 


porque, por la regia de la cadena, 

- 7 - [^(fifW)] = F'(g(x))g'(x) 
dx 

Si hacemos el “cambio de variable” o la “sustitucion” u = g(x), entonces, a partir de la 
ecuacion 3, tenemos 

j” F'(g(x))g'{x) dx = F(g(x)) + C = F(u) + C = J F'(u) du 

o bien, si se escribe F' = / se obtiene 

) f(g(x))g'(x) dx = | f{u) du 

Por tanto, hemos probado la siguiente regia: 


|~4~| Regia de sustitucion Si u = g{x) es una funcion derivable cuyo rango es un 
intervalo I y/es continua sobre I, entonces 

) f(g(x))g'(x) dx = j f(u) du 


Note que la regia de sustitucion para la integration se probo aplicando la regia de la 
cadena para la derivation. Asimismo, observe que, si it = g(x), entonces du = g'(x) dx, de 
modo que una manera de recordar la regia de sustitucion es pensar en dx y du de 4 como 
diferenciales. 

Asf pues, la regia de sustitucion establece: es permitido operar con dx y du despues 
de los signos de integral como si fueran diferenciales. 


EJEMPLO 1 


Encuentre 


j" x 3 cos(x 4 + 2) dx. 


S0LUCI0N Hacemos la sustitucion u = x 4 + 2 porque su diferencial es du = 4x 3 dx, la 
cual, aparte del factor constante 4, aparece en la integral. De este modo, con 
x 3 dx = \ du y la regia de sustitucion, tenemos 


j x 3 cos(x 4 + 2) dx — j cos u • \ du — \ j cos u du 
= \ sen u + C 
= \ sen (x 4 + 2 ) + C 

Note que en la etapa final tuvimos que regresar a la variable original x. 

La idea detras de la regia de sustitucion es remplazar una integral relativamente com- 
plicada por una mas sencilla. Esto se lleva a cabo pasando de la variable original x a 
una nueva variable u que sea funcion de x. Asf, en el ejemplo 1 reemplazamos la integral 
f x 3 cos(x 4 + 2) dx con la integral mas sencilla \ f cos u du. 

El reto principal en la aplicacion de la regia de sustitucion es pensar en una susti- 
tucion apropiada. Procure elegir u como alguna funcion en el integrando cuya diferen- 
cial tambien este presente (excepto para un factor constante). Este fue el caso en el 
ejemplo 1. Si no es posible, escoja u como alguna parte complicada del integrando (tal 
vez la funcion interna de una funcion compuesta). Encontrar la sustitucion correcta 
conlleva algo de arte. No es raro que la conjetura sea erronea si su primer supuesto no 
funciona, intente con otro. 
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EJEMPLO 2 


Evalue 


lie | ^2. 


x + 1 dx. 


Sea u = 2x + 1. Entonces du = 2 dx, de modo que dx = \ du. De esta 
forma, la regia de sustitucion da 

= 1 f u l/2 du 


j" ~j2x + 1 dx = j" yfu • \ du = \ j" 


1 M 3/2 ! , 

— + C = |m 3/2 + c 

2 3/2 3 


= |(2jc + 1) 3/2 + C 



FIGURA 1 

f(x) = 


-1 


V 1 - 4x 2 
»(■*) = I /(*) dx = VT- 4.v 2 


SO LUC I ON 2 Otra posible sustitucion es u = -Jlx + 1. Entonces 
dx 


du = 


asi que 


dx — V2xTT du = u du 


V2xTT 

(O bien, observe que m 2 = 2x + 1, de manera que 2u du = 2 dx. Por tanto, 
j *j2x + 1 dx = j u • udu = j m 2 du 

= Y + C = ^ 2x + ^ 3/2 + c 


□ 


EJEMPLO 3 


Encuentre 


x/ 1 — 4x 2 


c/x . 


Sea m = 1 — 4jc 2 . Entonces du = — 8x de manera que x dx = —gduy 


dx = — 


*Jt 


du = — c 


= -|(2Vi7 ) + C = -Wl - 4 jc 2 + C 

La respuesta para el ejemplo 3 puede comprobarse por derivacion; pero, en lugar de 
ello, hagalo de manera visual con una grafica. En la figura 1 se uso una computadora para 
trazar las graficas del integrando f(x) = x/V 1 — 4x 2 y de su integral indefinida 
g(x) = — 4 x/T — (tomando el caso C = 0). Note que g(x) decrece cuando f(x) es 
negativa, crece cuando /(x) es positiva y tiene su valor minimo cuando /(x) = 0. De modo 
que parece razonable, a partir de la evidencia grafica, que g sea una antiderivada de /. 


EJEMPLO 4 


Calcule j 


e dx. 


S0LUCI0N Si hacemos u = 5x, entonces du = 5 dx, de modo que dx = ’ du. Por tanto, 
| e 5x dx = | j ' e u du = le" + C = | e 5x + C 


NOTA Con cierta experiencia, podriamos evaluar integrales como los ejemplos 1-4 
sin pasar por la molestia de hacer una sustitucion explicita. Reconociendo el patron en la 
ecuacion 3, donde el integrando en el lado izquierdo es el producto de la derivada de una 
funcion externa y la derivada de la funcion interna, podriamos trabajar 
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INTEGRALES 


el ejemplo 1 como sigue: 

j x 3 cos(x 4 + 2) dx = j cos(x 4 4- 2) • x 3 dx = \ j cos(x 4 + 2) • (4x 3 ) dx 
r d 

= \ cos (x 4 + 2) • — (x 4 + 2 ) dx = \ sen (x 4 + 2) + C 
J dx 

Del mismo modo, la solucion para el ejemplo 4 podrfa expresarse como: 
j e 5x dx = \ j 5e Sx dx = j j" — ( e 5x ) dx = j e 5x + C 

El siguiente ejemplo, sin embargo, es mas complicado y es aconsejable una sustitucion 
exph'cita. 


EJEMPLO 5 


Obtenga j \[l 


+ x 2 x 5 dx. 


SOLUCION Una sustitucion apropiada es mas evidente si factorizamos x 5 como x 4 • x. 
Sea u = 1 + x 2 . Entonces du = 2x dx, de manera que x dx = ' du. Tambien x 2 = u — 
asi que x 4 = (u — l) 2 : 


1 , 


j ijl + x 2 x 5 dx = j sf\ + x 2 x 4 ■ x dx 

= J ifu (u — l) 2 • \ du = ^ j" i Ju (m 2 — 2m + 1) du 
= j J (m 5/2 — 2 m 3/2 + u l/2 )du 
= KV /2 - 2 • \u 5 ' 2 + I M 3 / 2 ) + C 
= i(l + x 2 ) 7/2 - 1(1 + x 2 ) 5/2 + 1(1 + x 2 ) 3/2 + C 


□ 


EJEMPLO 6 


Obtenga j 


tan xdx. 


SOLUCION En primer lugar, escribimos la tangente en terminos de seno y coseno: 


tan xdx = 


r senx 


- dx 


cos x 


Esto sugiere que debemos sustituir u = cos x, ya que du = —sen x dx y, como 
consecuencia, sen x dx = —du: 


j" tan xdx = j" 


sen x 


dx = — f — du 
cos x J u 

= —In I u + C = —In I cos x I + C 


Puesto que —In | cos x | = In (| cos x| 3 ) = ln(l/|cos x |) = In | secx |, el resultado del 
ejemplo 6 tambien puede escribirse como 


5 


I 


tan xdx = In I sec x 


+ C 
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Integrates definidas 

Cuando se evalua una integral definida por sustitucion, pueden aplicarse dos metodos. 
Uno consiste en evaluar primero la integral indefinida y, enseguida, aplicar el teorema 
fundamental. Por ejemplo, si se usa el resultado del ejemplo 2, se tiene 

J" xj2x + 1 dx = J xj2x + 1 (+r] 0 

= |(2x+l) 3 / 2 ]; = |(9)^-|(l)V2 

= |(27- l)=f 

El otro metodo, que suele ser preferible, es cambiar los lfmites de integracion cuando se 
cambia la variable. 


En esta regia se afirma que, cuando se usa una 
sustitucion en una integral definida, debe poner 
todo en terminos de la nueva variable u, no solo 
x y dx, sino tambien los lfmites de integracion. 
Los nuevos lfmites de integracion son los valores 
de u que corresponden ax = ayx = b. 


|~6~| Regia de sustitucion para integrales definidas Si g' es continua sobre [a, b] y/es 
continua sobre el rango de u = g(x), entonces 

\ b f(g(x)) g'(x) dx = \ 9<h! f(u) du 

Ja Jg(a) 


DEMOSTRACION Sea F una antiderivada de/. Entonces, por 3 | , F(g(x)) es una antideri- 
vada d ef(g(x))g'(x), de modo que, de acuerdo con la parte 2 del teorema fundamental, 
tenemos 


f f(g(x)) g'(x) dx = F(g(x))]l = F(g(b)) - F(g(a)) 

Ja 


Pero, si se aplica el TFC2 una segunda vez, tambien resulta 


| 9(, ’ > /(m) du = F(u)] 9 l j = F{g(b)) - F(g(a)) 

Jg(a) 


EJEMPLO 7 


Evalue 




x + 1 dx usando 6 . 


SOLUCION Si usamos la sustitucion a partir de la solucion 1 del ejemplo 2, se tiene 
m = 2.r+ I y dx = ' du. Para encontrar los nuevos lfmites de integracion, notamos que 


cuando x = 0, u = 2(0) +1 = 1 


cuando x = 4, u = 2(4) +1=9 


Por tanto. 


rv2 

Jo 


x + 1 dx = 




du 




= - 1 3/2 ) = 


Observe que al usar |_6_| no se regresa a la variable x despues de integrar. Sencillamente 
evaluamos la expresion en u en los valores apropiados de u. 
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La integral dada en el ejemplo 8 es una 
abreviacion para 


Puesto que la funcion/(x) = (In x)/x en el 
ejemplo 9 es positiva para x > 1, la integral 
representa el area de la region sombreada en 
la figura 2. 


0.5 -- In x 

y=^r 



FIGURA 2 


EJEMPLO 8 


Evalue 



dx 

- 5x) 2 


SDLUCION Sea u = 3 — 5x. Entonces du = —5 dx, de modo que dx = 
x = 1, u = —2 y cuando x = 2, u = —7. As! que 


— f du. Cuando 


f 


dx 

(3 - 5x) 2 


jj: 


-7 du 

2 M 2 

_ j_ 

U 


5u 


14 


IS 


EJEMPLO 9 


Calcule 


i; 


In x 


dx. 


SOLUCION Sea u = In x porque su diferencial du = dx/x se presenta en la integral. 
Cuando x=l,H = lnl=0; cuando x = e, u = In e = 1. De modo que 


re In x ri 

u 2 

dx — 

u du = — 

J 1 x Jo 

2 J 


2 


Simetri'a 


En el teorema siguiente se usa la regia de sustitucion para las integrales definidas, 
fin de simplificar el calculo de integrales de funciones que poseen propiedades de 
simetrfa. 


|T| Integrales de funciones simetricas Suponga que/es continua sobre [— a , a ] 

a) Si / es par [/(— x) = /(x)], entonces J - ^ /(x) dx = 2 J“/(x) dx. 

b) Si / es impar [/(— x) = — /(x)] , entonces J'/ /(x) dx = 0. 

DEMOSTRACION Separemos la integral en dos: 

|~8~| I /(x) dx = ) /(x) dx + I /(x) dx = — ( /(x) dx + [ /(x) dx 

J — a J— a JO Jo Jo 

En la primera integral de la extrema derecha hacemos la sustitucion u = — x. Entonces 
du = —dx, y cuando x = —a, u = a. Por consiguiente, 

— j f{x)dx= — j f(—u)(—du)= j f(—u)du 

con lo que la ecuacion 8 resulta 

|~9~| [ f(x)dx = I f(—u)du+ [ f{x)dx 

J —a JO JO 
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FIGURA3 


a) Si/es par, entonces /(— m) = /(m), asf que la ecuacion 9 da 

j fix) dx = f /(m) du + I f{x) dx = 2 I /(x) r/x 

J — a JO Jo Jo 

b) Si/es impar, entonces /(— m) = —/(«), por lo que la ecuacion 9 da 

f /(x) dx = — f f{u) du + f /(x) dx = 0 
J— a Jo Jo 

La figura 3 ilustra el teorema 7. Para el caso en que/es positiva y par, en el inciso 

a) se hace ver que el area bajo y = f(x) desde x = —a hasta x = a es el doble del area 

desde x = 0 hasta x = a, debido a la simetrfa. Recuerde que una integral | h fix) dx puede 
expresarse como el area arriba del eje x y bajo y = fix) menos el area bajo el eje x y 
arriba de la curva. Por esto, en el inciso b) se evidencia que el area es 0 porque las areas 
se cancelan. 


EJEMPLO 10 


□ 

consiguiente. 


Dado que/(x) = x 6 + 1 satisface/(— x) = fix), es par y, por 

j" (x 6 + 1) dx = 2 j" (x 6 + 1) dx 

= 2[^x 7 + x]o = 2 0r + 2 ) 


284 

7 


EJEMPLO 11 


y, entonces, 


Dado que/(x) = (tanx)/(l + x 2 + x 4 ) satisface/(— x) = —fix), es impar 

J-iT 


tan x 


+ x 2 + x 4 


dx = 0 


5.5 


Ejercicios 


1-6 Evalue cada una de las siguientes integrales efectuando la 
sustitucion dada. 

1. j" e 1 dx, u = —x 

2 . f x 3 (2 + x 4 ) 5 dx, u — 2 + x 4 

3. j" x 2 \/x 3 + 1 dx, u = x 3 + 1 

r dt 

4 ' J (T^6T “ =1 - 6f 

5. j" cos 3 6 sen 6 dd, u = cos8 

6 . C u = l/x 


7-48 Evalue cada una de las siguientes integrales indefinidas 
7. J x sen (x 2 ) dx 8. jx 2 e x dx 


9. 

11 . 

13. 

15. 

17. 

19. 

21 . 

23. 


j" (1 — 2x) 9 dx 
f (x + l)V2x + x 2 dx 

J 41 


5 - 3x 


semrf dt 


i 1 - e‘f 


■ du 


I • a + bx 2 

J - dx 


J 


a/3 ax + bx 2 

(lnx ) 2 
dx 


j" sec 2 6 tan 3 0<r/(? 


10. [ (3f + 2) 24 dt 
12. | sec 2 2 8 dd 
14. j u-f 1 — u 1 du 

16. | e r cos (e x ) dx 

r senJx 

18. f—dx 

J Vx 

r z2 

20. -j dz 

J z ! + 1 

22 . j cos 4 8 sen 8 dd 
24. j y[x sen(l + x 3/2 ) dx 


Se requiere calculadora graficadora o computadora 


1. Tareas sugeridas disponibles en stewartcalculus.com 
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25. J e x yjl + e x dx 

27. | ( x 2 + l)(x 3 + 3x) 4 dx 

29. j 5' sen (5') dt 

31. \e anx sec 2 xdx 
r cosx 

33. —dx 

J sen'x 

35. J yfcotx esc 2 xdx 


26. 


dx 


ax + b 
28. j" e cosl sent dt 


(a* 0) 


r tan x 

30. T dx 

J 1 + x 2 


32. 


34. 


r sen (In x) 

dx 

J x 

cos (tt/x') 


I 


dx 


r 2 ' 

36. — dt 

J 2' + 3 


61 


(•13 dx 

W+2# 


(" / (x 3 + x 4 tan x) dx 

J — v/ 4 
r 13 

63. 

Jo 

65. | xjx 1 + a 1 dx ( a > 0) 
Jo 

67. | xy/x — 1 dx 


69 


r e ‘ dx 
xJ\n 


n. f 1 

Jo 


y/\n X 

e z + 1 


73. r r 

Jo 1 


e z + z 
dx 


-dz 


62. cos x sen (senx) dx 
Jo 

64. f xJa 2 — x 2 dx 
Jo 

66. I 1 x 4 sen x dx 

J —tt/3 


68 . 


f 

Jo 


73 

4 X 


Vl + 2x 


dx 


r in sen x 

70. , dx 

Jo 


y/T^ 


72. 


C / sen(27rf/r— a) dt 
Jo 


(i + 


37 l 


senh 2 x cosh x dx 


39, 


/• sen 2x 

l Jt — 


+ COS X 


’■J' 


41. | cot x dx 
dx 


43. 


7T^ 


x L sen x 


45. 


■It 


1 + x 


+ x z 


- dx 


47. 


'. j" x(2x + 5) s dx 


38. 

40. 

42. 

44. 


dt 

cos 2 ty/l + tan t 


h 


senx 


+ cos x 


- dx 


j" sent sec 2 (cos t) dt 

It 


+ x 4 


- dx 


46. j" x 2 y/2 + x dx 
48. j" x 3 y/x 2 + 1 dx 


74. Verifique que /(x) = sen yfx es una funcion impar y utilice 
este hecho para demostrar que 

0 =£ j" sen^/lx dx ' 1 

J — 2 

^ 75-76 Utilice una grafica para dar una estimacion aproximada del 
area de la region que se encuentra bajo la curva dada. Luego 
encuentre el area exacta 

75. y = Jlx + 1 , 0 s£ x *£ 1 

76. y = 2 senx — sen 2x, 0 =£ x =£ tt 


77. Evalue 1 2 2 (x + 3)y/A — x 2 dx expresandola como una 
suma de dos integrales e interprete una de ellas en terminos 
de un area. 


49-52 Evalue cada una de las siguientes integrales indefinidas. 
Ilustre y compruebe que su respuesta es razonable, dibujando la 
funcion y su antiderivada (tome C = 0). 


49. 

[ x(x 2 - l) 3 dx 

50. 

j" tan 2 0 sec 2 Odd 

51. 

j" e cosx senx dx 

52. 

j" senx cos 4 x dx 


78. Evalue [' xyj 1 — x 4 dx haciendo una sustitucion e interprete la 
integral resultante en terminos de un area. 

79. ^Cuales de las areas siguientes son iguales? ^Por que? 


Vi 

y = e Jx ^ 


y = 2xe x 


0 


X 

0 


X 


53-73 Evalue cada una de las siguientes integrales definidas 


53 


55 


I. I" cos(7rt/2) dt 
Jo 

i. ) yj\ + 7x dx 
Jo 


57. I sec 2 (t/4)<7f 
Jo 


59 


'■r 


-dx 


54 


56 


1. f‘ (3 1 - If 

Jo 


i. f 


dt 


dx 


58 


j-l/2 

Jl/6 


5x + 1 

1/2 


CSC TTt cot 7 Tt dt 


60. 


f 1 xe xl dx 
Jo 


y 


y = e s ™ x sen 2x 

4 — >- 

TT X 
2 

80. Un modelo de rapidez del metabolismo basal, en kcal/h de 
un hombre joven es R(t) = 85 — 0.18 cos (7Tt/12), donde t 
es el tiempo en horas a partir de las 5:00. /,Cual es el 
metabolismo basal total de este hombre, J 0 24 R{t) dt, en 
un periodo de 24 horas? 



CAPITULO 5 REPASO 415 


81. Un tanque de almacenamiento de petroleo se rompe en 
t = 0, y el petroleo se fuga del tanque con una rapidez de 
r(t) = 100e -0 - 01 ' litros por minuto. ^Cuanto petroleo se escapa 
durante la primera hora? 

82. Una poblacion de bacterias se inicia con 400 y crece con una 
rapidez de r(t ) = (450.268) e' 125611 bacterias por hora. f Cuantas 
habra despues de tres horas? 

83. La respiration es cfclica y un ciclo respiratorio completo 
— desde el principio de la inhalation hasta el final de la 
exhalation — requiere alrededor de 5 s. El gasto maximo de 
aire que entra en los pulmones es de mas o menos 0.5 L/s. 

Esto explica en parte por que a menudo se ha usado la funcion 
/(f) = \ sen (2i7f/5) para modelar el gasto de aire hacia los 
pulmones. Uselo para hallar el volumen de aire inhalado en 
los pulmones en el tiempo t. 

84. Alabama Instruments Company ha montado una linea de 
produccion para fabricar una calculadora nueva. El indice 
de produccion de estas calculadoras despues de t semanas es 


dx / 100 

— = 5000 1 

dt \ (f + 10)" 


calculadoras/semana 


(Note que la produccion se aproxima a 5 000 por semana a 
medida que avanza el tiempo, pero que la produccion inicial 
es mas baja debido a que los trabajadores no estan familiarizados 
con las nuevas tecnicas). Encuentre la cantidad de calculadoras 
producidas desde el principio de la tercera semana hasta el final 
de la cuarta. 

85. Si/es continua y j" f(x)dx = 10 , encuentre J f(2x)dx. 


87. Si/es continua sobre R, demuestre que 

(*/(“*) dx = | “fix) dx 

Para el caso donde/(jc) 3= 0 y 0 < a < b, dibuje un diagrama 
para interpretar geometricamente esta ecuacion corno una 
igualdad de areas. 

88 . Si/es continua sobre R, demuestre que 

\ b f(x + c)dx= | b+C f(x) dx 

Ja Ja+c 

Para el caso donde/(jc) 3= 0, dibuje un diagrama para interpretar 
geometricamente esta ecuacion como una igualdad de areas. 

89. Si a y b son numeros positivos, demuestre que 

f 1 x a {\ - x) b dx= 1 1 x b (l - x) a dx 
Jo Jo 

90. Si/es continua sobre [0, it], utilice la sustitucion u = tt — x 
para demostrar que 


j" xf( senx) dx = — | /(sen.v) dx 


86 . 


Si/es continua y j" f(x ) dx = 4, encuentre j" xf{x 2 ) dx . 


91. Mediante el ejercicio 90, calcule la integral 

fir x sen x 

, s— dx 

Jo 1 + cos x 

92. a) Si/es continua, demuestre que 

I" / /(cos x) dx = I" / /(sen x) dx 
Jo Jo 

b) Utilice el inciso a) para evaluar j'/ /2 cos 2 x dx y j'/ /2 sen 2 * dx. 



Repaso 


Verification de conceptos 

1. a) Escriba una expresion para una suma de Riemann de 

una funcion /. Explique el significado de la notacion 
que use. 

b) Si/(jc) > 0, f,cual es la interpretacion geometrica de una 
suma de Riemann? Ilustre su respuesta con un diagrama. 

c) Si/(x) toma tanto valores positivos como negativos, ^,cual 
es la interpretacion geometrica de una suma de Riemann? 
Ilustre su respuesta con un diagrama. 

2. a) Escriba la definicion de la integral definida de una funcion 

continua, desde x = a hasta x = b. 

b) f,Cual es la interpretacion geometrica de yf(x) dx si 
f(x) ' 0 ? 

c) f,Cual es la interpretacion geometrica de f*/(x) dx si 
f{x) toma valores tanto positivos como negativos? Ilustre 
su respuesta con un diagrama. 

3. Enuncie las dos partes del teorema fundamental del calculo. 

4. a) Enuncie el teorema del cambio neto. 


b) Si r(t) es la rapidez con la que el agua fluye hacia un 
deposito, (,que representa J ' 2 r(t) dt? 

5. Suponga que una partlcula se mueve hacia adelante y hacia 
atras a lo largo de una recta con una velocidad v(t), medida en 
pies por segundo, y una aceleracion a(t). 

a) f,Cual es el significado de | 6 120 v(t) dt? 

b) f,Cual es el significado de J 6 120 1 v(t) | dt? 

c) f,Cual es el significado de | 6 120 a{t) dt? 

6. a) Explique el significado de la integral indefinida |'/(.r) dx. 

b) f,Cual es la relation entre la integral definida | */(x) dx y la 
integral indefinida J'/(x) dx? 

7. Explique con exactitud que significa la afirmacion “la 
derivacion y la integration son procesos inversos”. 

8 . Enuncie la regia de sustitucion. En la practica, f,c6mo puede 
usarla? 



416 CAPITULO 5 INTEGRALES 


Examen rapido Verdadero-Falso 

Determine si la proposicion es verdadera o falsa. Si es verdadera, explique por que. 
Si es falsa, explique por que o de un ejemplo que refute la proposicion. 

1. Si/y g son continuas sobre [a, b\ entonces 

£ [/( a ) + 3(^)1 dx = \ b f(x) dx + f b g(x) dx 

Ja Ja Ja 

2. Si/y g son continuas sobre [a, b\ entonces 

£ [f(x)g(x)] dx = ^ £/(*) dx^J ^ £ g(x) dx^j 

3. Si/es continua sobre [a, b ], entonces 

f 5/(x) dx = 5 £/(x) dx 

J a Ja 

4. Si/es continua sobre [a, b ], entonces 



5. Si/es continua sobre [a, b] yf(x) 3= 0, entonces 



6. Si/' es continua sobre [1, 3], entonces j" f'(v)dv=f( 3) — /( 1). 

7. Si/y g son continuas y f(x) 3= g{ x) para a =S x =S Zr, entonces 

[‘/(a) dx & P g(x) rftr 

Ja Ja 


8 . 5;/y 3 son derivables y/(.r) 3= ^(.r) para a < x < b, entonces 
f'(x) 3= g'{ x) para a < x < b. 

n I , „ sen x \ 

s L(.' fa + ow ]‘" =0 

10 . | (ate 2 + bx + c) dx = 2 j" (ax 2 + c ) dx 

11. Toda funcion continua es derivable. 

12. Toda funcion continua dene antiderivada. 

13. | e r dx = f e r dx + | e x dx 

Jo Jo J 5 

14. Si /(x) Jjc = 0, entonces/(jc) = 0 para OSiS 1. 

15. Si/es continua sobre [a, b], entonces 


= /w 

16. | Q 2 (jr — x 3 ) dx representa el area bajo la curva y = x — jc 3 de 
x = 0 a x = 2 . 


18. 


Si/tiene una discontinuidad en jc = 0, entonces j" f(x) dx no 
existe. 


Ejercicios 

1. Utilice la grafica dada de/para hallar la suma de Riemann con 
seis subintervalos. Tome los puntos muestra como a) los puntos 
extremos de la izquierda y b) los puntos medios. En cada caso 
dibuje un diagrama y explique que representa la suma 
de Riemann. 



y> 











/ 










f 



y 

= j 

(a) 
























0 


2 



6 

X 
































2. a) Evalue la suma de Riemann para 

f(x) = x 2 — x 0 =Sjc ^2 

con cuatro subintervalos; tomando los puntos extremos de 
la derecha como puntos muestra. Con ayuda de un diagrama 
explique que representa la suma de Riemann. 

b) Utilice la definicion de integral definida (con los puntos 
extremos de la derecha) para calcular el valor de la integral 

f (x 2 — x) dx 
Jo 

c) Utilice el teorema fundamental para comprobar su 
respuesta al inciso b). 

d) Dibuje un diagrama para explicar el significado geometrico 
de la integral del inciso b). 


Se requiere calculadora graficadora o computadora 


Se requiere sistema algebraico computarizado 
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3. Evalue 

j" (_sr + \/l — x 2 ) dx 


interpretandola en terminos de areas. 

4. Exprese 

n 

lfm X sen xi Ax 

i-1 

como una integral definida sobre el intervalo [0, it] y evalue la 
integral. 

5. Si fp/(x) dx = 10 y Jq/(x) dx = 7, encuentre J 4 6 /(x) dx. 

6. a) Escriba [ 3 (x + 2x 5 ) dx como un limite de sumas de 

Riemann, tomando los puntos extremos de la derecha 
como los puntos muestra. Utilice un sistema algebraico 
computarizado para evaluar la suma y calcular el limite. 
b) Use el teorema fundamental para comprobar la respuesta al 
inciso a). 

7. En la figura siguiente se muestran las graficas de /, /' y 

f ^ /(f) dt. Identifique cada grafica y explique el porque de su 
eleccion. 


21 . 

23. 

25. 

27. 

29. 

31. 

33. 

35. 

37. 


rw/A t tan t 
I-ir/4 2 + cos t 

\2 


dt 




X 

x + 2 


dx 


- dx 


s 


yjx 2 + 4x 
sen 7 it cos t Tt dt 

— i= dx 


j" tan x In (cos x) dx 


Jt 


- dx 


+ x 
sec d tan 0 


dd 


f- 

J 1 + sec 6 
J | x 2 — 4 | dx 


22 


L — 
Jo 1 


+ 


- dx 


24. 


26. 


r 


x 2 - 4 


- dx 


Jr 


- dx 


+ cotx 
28. | senx cos (cos x) dx 
cos (In x) 


30. 


f 


- dx 


32 


x 

x 


- dx 


34. J senh ( 1 + 4x) dx 


36. 


38. 


j" / (1 + tan if sec 2 tdt 
Jo 

f I Jx — 1 I dx 
Jo 1 1 



8 . Evalue cada una de las siguientes integrales: 


a) P — (e‘ acanx ) dx 
Jo dx 


d 

c) Tx 


\ x e man, dt 
JO 



Fff 39-40 Evalue la integral indefinida. Ilustre y compruebe que su 
respuesta es razonable trazando las graficas de la funcion y de 
su antiderivada (tome C = 0) 

r cos x r x 3 

39. . dx 40. . dx 

J VI + senx ■* Jx 1 + 1 


FR 41. Use una grafica para dar una estimacion aproximada 
del area de la region que se encuentra bajo la curva 
y = Xyfx , 0 =£ x ^ 4. Luego, encuentre el area exacta. 

FR 42. Grafique la funcion fix) = cos 2 x sen x y use esa grafica para 
inferir el valor de la integral ( l” f(x) dx. Despues, evalue 
la integral para confirmar su conjetura. 


9-38 Evalue cada una de las siguientes integrales. 


9. | (8x 3 + 3 x 2 ) dx 

10. r (x 4 - 8x + 7) dx 
Jo 

11. f (1 - Jt 9 ) dx 
Jo 

12. I (1 — jt ) 9 dx 
Jo 

r 9 yfu - 2 u 2 

13. du 

J i u 

14. £ {ifu + l) 2 du 

15. P y(y 2 + 1 fdy 
Jo 

16. f y 2 y/ 1 + y 3 dy 
Jo 


43-48 Encuentre la derivada de la funcion. 


r* t 2 

43. Fix) = dt 

w Jo 1 + r 3 

44. F(x) = j -Jt + sen t dt 

45. g(x) = | cos (t 2 )dt 
Jo 

. rsenx 1 t 2 

46 - = J, | + ,4 dt 

n e' 

47. y = — dt 

y J^ t 

r?>x+\ , . . 

48. v = sen (r ) dt 

Jlx 


17. 

19. 


dt 


f; o - 4,. 

f v 2 cos (v 3 ) dv 
Jo 


18. 

20 . 


£ 

£ 


sen (37 rf) dt 


senx 



49-50 Mediante la propiedad 8 de las integrales, estime el valor de 
cada una de las siguientes de ellas. 

49. | \! x 2 + 3 dx 50. I dx 

Ji Jo x + 1 
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51-54 Utilice las propiedades de las integrales para verificar cada 
una de las siguientes desigualdades. 


51. 

f 1 2 7 

1 

52. 

r«r/2 

sen 

X y/2 

x~ cos x dx =S 

— 


— dx ~ 


Jo 

3 


J it/ 4 

X 

2 

53. 

f e x cos x dx =S 

e — 1 

54. 

r* 

sen - 

1 xdx ' 7t/4 


Jo 



Jo 


55. 

Use la regia del punto medio 

con n 

= 6 

para 

obtener un valor 


aproximado de | 3 sen (x 3 ) dx. 


62. En la seccion 5.3 se introdujo la funcion de Fresnel 

S(x) = sen (|irr 2 ) dt. En su teorfa de la difraccion de las 
ondas luminosas, Fresnel tambien uso la funcion 

C(x ) = | COS (^77 1 2 ) dt 

a) ^Sobre cuales intervalos es creciente C? 

b) ^Sobre cuales intervalos es concava hacia arriba C? 

SAC c) Use una grafica para resolver la siguiente ecuacion, con una 
aproximacion de dos cifras decimales: 


56. Una partrcula se mueve a lo largo de una recta con la funcion 
velocidad v(t) = t 2 — t, donde v se mide en metros por 
segundo. Encuentre a) el desplazamiento y b) la distancia 
recorrida por la partfcula durante el intervalo [0, 5]. 


j" cos (^7r? 2 ) dt — 0.7 

SAC d) Grafique C y S en la misma pantalla. ^,Como se relacionan 
estas graficas? 


57. Sea r(t) la rapidez a la cual se consume el petroleo del mundo, 
donde t se mide en anos y empieza en t = 0 el 1 de enero 

de 2000, y r(t) se mide en barriles por ano. ^Que representa 

Jo rit) dt? 

58. Se utiliza una pistola de radar para registrar la rapidez de un 
corredor en los tiempos que se enlistan en la tabla siguiente. 
Utilice la regia del punto medio para estimar la distancia del 
corredor cubierta durante esos cinco segundos. 


f(s) 

v (m/s) 

f(s) 

v (m/s) 

0 

0 

3.0 

10.51 

0.5 

4.67 

3.5 

10.67 

1.0 

7.34 

4.0 

10.76 

1.5 

8.86 

4.5 

10.81 

2.0 

9.73 

5.0 

10.81 

2.5 

10.22 




59. Una poblacion de abejas aumento en una proportion de r(t) 
abejas por semana, donde la grafica de r es como se muestra. 
Use la regia del punto medio junto con seis subintervalos para 
estimar el aumento en la poblacion de abejas durante las 
primeras 24 semanas. 


FH 63. Estime el valor del numero c tal que el area bajo la curva 
y = senh ex entre x = 0 y x = 1 es igual a 1 . 


64. Suponga que en un inicio la temperature en una varilla larga 
y delgada que se encuentra a lo largo del eje x es C/(2a ) si 
| jc | =£ a y 0 si |x| > a. Puede demostrarse que si la difusion de 
calor de la varilla es k, entonces la temperature de esa varilla en 
el punto x en el instante ?, es 


T(x, t ) = — t~ [“ du 

dy/Airkt 


Para hallar la distribution de temperatures que se produce a 
partir de un punto caliente inicial concentrado en el origen, 
necesitamos calcular 

lfm T(x,t) 

a— » 0 

Use la Regia de l'Hospital para hallar este lfmite. 

65. Si/es una funcion continua tal que 

j" /(f) dt = (x — l)e 2x + j e 'f{ t) dt 


para toda x, encuentre una formula explfcita para/(.v). 



60. Sea 


Suponga que h es una funcion tal que /j( 1) = —2, //'( 1) = 2, 
/t"(l) = 3, h( 2) = 6, h'( 2) = 5, h "(2) = 13 y h" es continua en 
todo su dominio. Evalue J 2 h"(u) du. 

Si f es continua sobre [a, b], demuestre que 

2 ( b f(x)f'(x)dx = [/(i)] 2 - If (a)] 2 

J a 

1 r2+h , — 

Determine lim — V 1 + V dt. 

h^o h h 

Si/es continua sobre [0, 1], demuestre que 
^f(x)dx = £/(l - x)dx 


fix) - 



si — 3 ^ x 0 
si OStS 1 


Evalue f* f(x) dx mediante la interpretacion de la integral 
como una diferencia de areas. 

61. Si/es continua y J 0 2 /(x) dx = 6, evalue ( 0 ’ r/2 /(2 send) cos 0 d 6. 


70. Evalue 



71. Suponga que/es continua, /(0) = 0,/(l) = 1 ,f'(x) > 0 y 
Jo /(•*) dx = j. Halle el valor de la integral / 1 ( y ) dy. 


Problemas adicionales 


m En la pagina 75 se analizan los principios 
para la resolucion de problemas. 


Otro enfoque es usar la regia de I'Hospital. 


Antes de ver la solucion del siguiente ejemplo, cubrala e intente resolver el problema por 
usted mismo. 


EJEMPLO 1 


Evalue lmi 

x — >3 



SOLUCION Empiece por tener un panorama preliminar de los ingredientes de la funcion. 
(j Que sucede con el primer factor, x/ (x — 3), cuando x tiende a 3? El numerador tiende 
a 3 y el denominador tiende a 0, de modo que 

x x 

=> oo cuando x — > 3 y > — 00 cuando x — > 3 

x — 3 x — 3 


El segundo factor tiende a [ 3 3 (sen t)/t dt, lo cual es 0. No resulta claro que sucede a la 
funcion como un todo. (Uno de los factores aumenta, y el otro disminuye.) De modo 
que, ^como proceder? 

Uno de los principios para la resolucion de problemas es intentar reconocer algo cono- 
cido. jExiste una parte de la funcion que recuerde algo que ya ha visto? Bien, la integral 


"x sent 

( 3 — 


dt 


tiene a x como su limite superior de integracion, y ese tipo de integral se presenta en la 
parte 1 del teorema fundamental del calculo: 

-J- f * fit) dt = fix) 
dX Ja 


Esto sugiere que podrfa relacionarse con la derivacion. 

Una vez que empiece a pensar en la derivacion, el denominador (x — 3) le recuerda 
algo mas que debe serle conocido: una de las formas de la definicion de la derivada en el 
capftulo 2 es 


F'(a ) = lfm 

x— >a 


F(x ) — F(a) 
x — a 


y con a = 3 esto se convierte en 


, , F(x) ~ F{ 3) 

F(3) = lim — —— 

x—>3 x — 3 

De modo que, ( ' cual es la funcion F en esta situacion? Note que si definimos 

sen t 


FW - ( 


3 t 


■ dt 


entonces F( 3) = 0. ( ,Quc puede decirse acerca del factor x en el numerador? Esto es una 
situacion irregular, de modo que saquelo como factor y conjunte el calculo: 


lfm 


3 V X - 3 


fx sent 

J dt | = lfm x • lfm 


fx sent 

dt 

J 3 t 


x—>3 x— >3 X — 3 

„ Fix) ~ F( 3) 

= 3 lim 

x—^3 X — 3 

= 3F'(3) = 3 


(tfci) 


= sen 3 
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Problemas 


P(t, sen(f 2 )) 


y = sen ( x 2 ), 


A(t) 


P(t, sen (r 2 )) 


B(l) 


FIGURA PARA EL PROBLEMA 8 


2 



FIGURA PARA EL PROBLEMA 16 


1 . 

2 . 

3. 

IB 4. 


5. 

6 . 

7. 

8 . 

9. 

10 . 
11 . 


12 . 

13. 


14. 


15. 

16. 

17. 

18. 


Si x sen ttx = j" f(t) dt, donde/es una funcion continua, encuentre/(4). 

Encuentre el valor mi'nimo del area bajo la curva y = x + \/x desde x = a hasta x = a + 1.5 
para toda a > 0. 

Si Jo e (j: ~ 2) dx = k, encuentre el valor de j? jce (j: ~ 2) dx. 

a) Trace la grafica de varios miembros de la familia de funciones/(x) = (2oc — x 2 )/c 3 para 

c > 0 y vea las regiones limitadas por estas curvas y el eje x. Haga una conjetura en cuanto 
a como se relacionan las areas de estas regiones. 

b) Pruebe su conjetura del inciso a). 

c) Vea de nuevo las graficas del inciso a) y uselas para trazar la curva descrita por los vertices 
(los puntos mas altos) de la familia de funciones. ^.Puede conjeturar que tipo de curva es 
esta? 

d) Halle una ecuacion para la curva que trazo en el inciso c). 

Si f(x) = j~ 9(>l ^—L ==dt, donde g(x) = | [1 + sen(f 2 )]<7f, encuentre /'(7r/2). 


Si f(x) = j" x 2 sen(t 2 ) dt, halle/'(x). 


1 Cx 

Evalue el h'm— (1 - tan 2 t) 11 ' dt. 

En la figura pueden verse dos regiones en el primer cuadrante: A{t) es el area bajo la curva 
y = sen (x 2 ) desde 0 hasta t, y B(t) es el area del triangulo con vertices O, P y (t, 0). Calcule 
lim A(t)/B(t). 

I > 0 ’ 

Encuentre el intervalo [a, b ] para el cual el valor de la integral f* (2 + x — x 2 ) dx es un 
maximo. 

10000 

Utilice una integral para estimar la suma 2 ■'fi. 

i—l 

a) Evalue J" [x] dx, donde n es un entero positivo. 


b) Evalue [jcJ dx, donde ay b son numeros reales con 0 =S a < b. 


Encuentre j” ^ J -^/l + u 4 ditj dt. 

Suponga que los coeficientes de la polinomial cubica P(x) = a + bx + cx 2 + dx 3 satisfacen la 
ecuacion 


a + 



0 


Demuestre que la ecuacion P(x) = 0 tiene una rafz entre 0 y 1. ^Puede generalizar este 
resultado para un polinomio de grado n-esimo? 


En un evaporador se usa un disco circular y se hace girar en un piano vertical. Si debe estar 
parcialmente sumergido en el liquido de modo que se maximice el area humedecida expuesta 
del disco, demuestre que el centra de este debe hallarse a una altura r/ + -n 1 arriba de la 
superficie del liquido. 

Demuestre que si/ es continua, entonces j” f(u)(x — u) du = J f{t)dt^du. 

En la figura se muestra una region que consta de todos los puntos dentro de un cuadrado que 
estan mas cerca del centra que de los lados del cuadrado. Encuentre el area de la region. 


Evalue lim 


1 


1 


n Jn + 1 


n Jn + 2 


■ + 


1 


n Jn + n 


Para cualquier numero c, sea f c (x) el mas pequeno de los dos numeros (x — c) 2 y (x — c — 2) 2 . 
Entonces, definimos g(c) = j -1 f c (x ) dx. Encuentre los valores maximo y minimo de g(c) si 
-2 « c *£ 2. 
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Se requiere calculadora graficadora o computadora 



Aplicaciones 
de la integracion 







La gran piramide del rey Keops fue construida en Egipto de 2580 a. C. a 2560 a. C. y por mas de 
3800 anos fue la estructura mas alta en el mundo construida por el hombre. Las tecnicas de este 
capitulo nos permitiran estimar el trabajo total realizado en la construccion de esta piramide y, por I 
tanto, hacer una conjetura de cuantos obreros fueron necesarios para construirla. 



kj 


© Ziga Camernik / Shutterstock 


En este capitulo exploramos algunas de las aplicaciones de la integral definida utilizandola 
para calcular areas entre curvas, volumenes de solidos y el trabajo realizado por una fuerza 
variable. El tema comun es el siguiente metodo general, que es similar al que utilizamos 
para encontrar areas bajo las curvas: descomponemos una cantidad Q en un gran numero de 
pequenas partes. Despues aproximamos cada una de estas partes por una cantidad de la forma 
f(xf) Ax y asf aproximamos Q mediante una suma de Riemann. Luego, tomamos el llmite 
y expresamos Q como una integral. Por ultimo, evaluamos la integral mediante el teorema 
fundamental del calculo o la regia del punto medio. 
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6.1 


Areas entre curvas 



FIGURA 1 

S = {(x,y)\a^x^b,g(x)^y^f(x)} 


En el capftulo 5 se definen y calculan areas de regiones que estan bajo las graficas de fun- 
ciones. Aquf usamos integrales para calcular las areas de regiones que quedan entre las 
graficas de dos funciones. 

Considere la region S que se ubica entre dos curvas y = f(x) y y = g(x) y entre las rec- 
tas verticales x = a y x = b, donde/y g son funciones continuas y fix) 3= g(x) para toda x 
en [a, b], (Vease la figura 1.) 

De la misma manera, como lo hicimos para areas bajo curvas en la seccion 5.1, dividi- 
mos S en n franjas con igual anchura, y luego calculamos el valor aproximado de la 
i-esima franja mediante un rectangulo de base Ax y altura /(xf) — g{xf). (Vease la fi- 
gura 2. Si lo desea, podrfamos tomar todos los puntos muestra como extremos derechos, 
en cuyo caso xf = x,). Por tanto, la suma de Riemann 


2 [/(**) - ^niAx 

i=l 


es una aproximacion a lo que intuimos que es el area de S. 


FIGURA 2 




A1 parecer, esta aproximacion es mejor cuando n — > 'A Por tanto, definimos el area A 
de S como el valor lfmite de la suma de areas de estos rectangulos de aproximacion. 


0 


A = lfm 2 \f( x *) ~ fil(xf)] Ax 

n->co , W1 


Identificamos el lfmite en |T] como la integral definida de / — g; por tanto, tenemos la 
formula siguiente para el area. 


2 El area A de la region limitada por las curvas y = /(x), y = g(x) y las rectas 
x = a, x = b, donde/y g son continuas y /(x) 3 s g(x) para toda x en [a, b], es 


A = \ ' Lf( x ) ~ 9(x)] dx 

Ja 


Observe que en el caso especial donde g(x) = 0, S es la region bajo la grafica de/, y 
nuestra definicion general del area |T] se reduce a la definicion anterior (definicion 2 de la 
seccion 5.1). 
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FIGURA3 

A = [ fix) dx - _[ g(x) dx 



FIGURA4 


En el caso donde/y g son positivas, podemos ver en la figura 3 por que [2] es cierta: 

A = [area bajo y = f(x)\ — [area bajo y = g(x)] 

= \ h f(x) dx - P g(x) dx = | \f(x) - g(x)] dx 

Ja Ja Ja 


EJEMPLO 1 


Determine el area de la region acotada por arriba por y = e \ por abajo por 
y = x y a los lados por i = 0yi = 1. 


SO LUC I ON La region se muestra en la figura 4. La curva que limita la parte superior es 
y = e x , y la curva del lfmite inferior es y = x. De este modo usamos la formula del area 
[~2~1 con/(x) = e x , g(x) = x, a = 0 y b = 1. 


A = ( e x — x) dx = e * — ^x 2 ]g 

= e - I - 1 = e - 1.5 


En la figura 4 se toma un rectangulo representative de aproximacion cuyo ancho es Ax 
como recordatorio del procedimiento por medio del cual se define el area [T]. En general, 
cuando planteamos una integral para determinar un area, es util elaborar un croquis de la 
region para identificar la curva superior y s , la curva inferior y, y el rectangulo representa- 
tive de aproximacion como en la figura 5. Por consiguiente, el area de un rectangulo 
representative es (y s — y,) y la ecuacion 


y 


o 



-+- 

a 


H- 

b 


x 


A = hrn X (ys - yi) Ax = \ (y s - yi) dx 

00 ;=1 Ja 

resume el procedimiento de sumar (en el sentido de lfmite) las areas de todos los rectan- 
gulos representativos. 

Observe que, en la figura 5, el lfmite o frontera izquierda se reduce a un punto, en tanto 
que, en la figura 3, la frontera derecha se reduce a un punto. En el ejemplo siguiente, 
ambos lfmites se reducen a un punto, de modo que el primer paso es determinar ay b. 


FIGURA 5 


□ 

y = 2x 


EJEMPLO 2 


Calcule el area de la region encerrada por las parabolas y = x 1 y 


y s = 2x-x 2 



SO LUC I ON Primero determinamos los puntos de interseccion de las parabolas resol viendo 
en forma simultanea sus ecuaciones. El resultado es x 2 = 2x — x 1 , o 2x 2 — 2x 2 = 0. Asf, 
2x(x — 1) = 0, de modo que x = 0 o 1. Los puntos de interseccion son (0, 0) y (1, 1). 
Segun la figura 6, los lfmites superior e inferior son 

ys = 2x — x 1 y yi = x 2 

El area de un rectangulo representative es 


(ys — yd Ax = (2x — x 2 — x 2 ) Ax 

por lo que la region se situa entre x = 0 y x = 1 . De modo que el area total es 


A = f (2x — 2x 2 ) dx = 2 f (x — x 2 ) dx 
Jo Jo 



FIGURA 6 
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Algunas veces es diffcil, o hasta imposible, determinar los puntos donde se cortan exac- 
tamente las dos curvas. Como se muestra en el ejemplo siguiente, con la ayuda de una 
calculadora para graficar o de una computadora, podemos encontrar valores aproximados 
de los puntos de interseccion, y luego proceder como antes. 


EJEMPLO 3 


Calcule el area aproximada de la region acotada por las curvas 


y = x/\Jx 2 + 1 y = x 4 — x. 


SOLUCION Si trataramos de determinar exactamente los puntos de interseccion, habrfa 
que resolver la ecuacion 


x 

\Jx 2 + 1 


= X 4 — X 


1.5 



FIGURA 7 


Esta ecuacion parece muy diffcil como para resolverla de manera exacta (de hecho, es 
imposible), de modo que recurrimos a una calculadora para graficar o a una computadora 
para trazar las graficas de las dos curvas de la figura 7. Un punto de interseccion esta en el 
origen. Haciendo un acercamiento con el zoom en el otro punto de interseccion hallamos que 
x ~ 1.18. (Si se requiere mayor precision, podrfamos aplicar el metodo de Newton o un 
buscador de rafces, si se cuenta con un instrumento para graficar.) En estos terminos, 
una aproximacion al area entre las curvas es 


A = 



x 

six 1 + 1 


(.t 4 



dx 


Para integrar el primer termino utilizamos la sustitucion u = x 2 + 1 . Entonces, du = 2x dx, 
y cuandox = 1.18, u ~ 2.39. Asf que 


Jl J u Jo 


— x) dx 


= v^F 9 - 


, (1.18) 5 (1.18) 2 

= s/239 - 1 - — + — 


0.785 


o(mi/h) 



EJEMPLO 4 


En la figura 8 se muestran las curvas de velocidad para dos automoviles, 

A y B, que parten juntos y se desplazan a lo largo de la misma carretera. ^Que representa 
el area entre las curvas? Aplique la regia del punto medio para estimarla. 


SOLUCION De acuerdo con la section 5.4, el area bajo la curva A de la velocidad 
representa la distancia que recorre el vehfculo A durante los primeros 16 segundos. Del 
mismo modo, el area bajo la curva B es la distancia que recorre el automovil B durante 
ese tiempo. Asf, el area entre estas curvas, que es la diferencia de las areas bajo las cur- 
vas, es la distancia entre los vehfculos despues de 16 segundos. Tomamos las velocidades 
de la grafica y las convertimos en pies por segundo (1 millas/h = pie/s). 


t 

0 

2 

4 

6 

8 

10 

12 

14 

16 

v A 

0 

34 

54 

67 

76 

84 

89 

92 

95 

v b 

0 

21 

34 

44 

51 

56 

60 

63 

65 

v a - v B 

0 

13 

20 

23 

25 

28 

29 

29 

30 
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Aplicamos la regia del punto medio con n = 4 intervalos, de modo que Ar = 4. Los 
puntos medios de los intervalos son 6=2, t 2 = 6, r 3 = lOy r 4 = 14. Estimamos la dis- 
tancia entre los automoviles despues de 16 segundos como se indica a continuacion: 


(' 6 (v A - V B ) dt = Ar [13 + 23 + 28 + 29] 
Jo 

= 4(93) = 372 pies 



FIGURA 9 


Si se pide determinar el area entre las curvas y = fix) y y = gix) donde/(x) 5 = g(x) para 
algunos valores de x, pero g(x) 3= fix) para otros valores de x, entonces dividimos la region 
dada S en varias regiones Si, Si,... con areas A u A 2 , ... como se ilustra en la figura 9. Des- 
pues definimos el area de la region S como la suma de las areas de las regiones mas peque- 
nas Si, Si,..., es decir, A = A, + A 2 + ■■■. Puesto que 


I fix) ~ gix) 


fix) - g(x) cuando f(x) 3= g{ x ) 
A x ) ~ /(*) cuando g(x) & fix) 


tenemos la expresion siguiente para A. 


3 


El area entre las curvas y = fix ) y y = gix) y entre x — a y x = h es 


A = £ | fix) ~ gix ) | dx 


A1 evaluar la integral en [3], aun podemos dividir en integrates que corresponderian a 

Ai, A2, . . . 


□ 

x = 0 y x 


EJEMPLO 5 


Calcule el area de la region acotada por las curvas y = sen x, y = cos x, 


TT / 2 . 



FIGURA 10 


SO LUC I ON Los puntos de interseccion se presentan cuando sen x = cos x, es decir, cuan- 
do x = 7r/4 (puesto que 0 x tt/2). La region se ilustra en la figura 10. Observe que 
cos x 3 s sen x cuando 0 x ^ 77-/4, pero sen x ’ cos x cuando 7r/4 ^ x =£ 7r/2. Por 
tanto, el area requerida es 

rn/2 

A = cos x — sen x\dx = A\ + A 2 

Jo 

rn/4 rn/2 

= (cos x — sen x) dx + (sen x — cos x) dx 

Jo Jtt/A 

r W4 r -itt/2 

= [senx + cos xj 0 + [—cos x — senxJ^. /4 


(V2 + V2 ° 

= 2^2 - 2 


+ 


(r° ~ 1 + + 



En este ejemplo en particular podriamos haber ahorrado algo de trabajo observando que 
la region es simetrica respecto a x = 7 r/ 4, as! que 


f’7 4 / 

A = 2A| = 2 (cos x — sen x) dx 
Jo 
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CAPITULO 6 


APLI C AC I ONES DE LA INTEGRACION 


Algunas regiones se manejan mejor si se considera a x como una funcion de y. Si una 
region esta acotada con curvas de ecuaciones x —f(y), x = g(y), y = c y y = d, donde/y 
g son continuas y f(y) 3= g(y) para c =£ y s£ d (vease la figura 11), entonces su area es 

A = [/(>’) - »(y)] dy 




FIGURA 12 


Si escribimos x D para el Hmite derecho y x, para el lfmite izquierdo, entonces, segun la 
figura 12, tenemos 


A = 



Xi) dy 



He aquf un rectangulo representative de aproximacion con dimensiones x D — x L y Ay. 


EJEMPLO 6 


y 1 = 2x + 6. 


Calcule el area definida mediante la recta y = x — 1 y la parabola 


SO LUC I ON A1 resolver las dos ecuaciones, los puntos de interseccion son (—1, — 2) y 
(5, 4). A1 resolver la ecuacion de la parabola y determinar x observamos que, segun la 
figura 13, las curvas que limitan a la izquierda y a la derecha son 


xi =\y 2 ~ 3 y x D = y + 1 


Es necesario integrar entre los valores de y adecuados, y = — 2 y y = 4; por consiguiente. 



A = L ( ' xn ~ x, ' ) dy = 1-2 ^ + ^ _ ^- y2 ~ dy 

= j 4 _ 2 (-i y2 + y + 4 )dy 



= -i(64) + 8 + 16 - (f + 2 - 8) = 18 


NOTA Pudimos haber calculado el area del ejemplo 6 integrando respecto ax; en lugar 
de y, pero el calculo es mas complicado, ya que significarfa dividir la region en dos 
y determinar las areas Aj y A 2 de la figura 14. El metodo aplicado en el ejemplo 6 es mucho 
mas facil. 
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6.1 


Ejercicios 


1-4 Determine el area de cada una de las regiones sombreadas. 






5-12 Dibuje las regiones encerradas por cada una de las curvas 
dadas. Decida si integra respecto a x o y. Trace un rectangulo 
representative de aproximacion e indique su altura y su ancho. 
Luego determine el area de la region. 

5. y = e x , y = x 2 — 1, x = — 1, x = 1 

6. y = senx, y = x, x = ir/l, x = tt 

7. y = (jc — 2) 2 , y = x 

8. y = x 2 - 2x, y = x + 4 

9. y = 1/x, y = 1/x 2 , x = 2 

10. y = senx, y = 2x/tt, jSO 

11 . x = 1 - y 2 , x = y 2 - 1 

12. 4x + y 2 = 12, x = y 


21. y = tanx, y = 2senx, — -ir/3 ^ x =S tt/3 

22 . y = x\ y = x 

23. y = cos x, y = sen 2x, x = 0, x = ir/2 

24. y = cos x, y = 1 — cos x, 0 =£ x =£ it 

25. y = yfx , y ~\x, x = 9 

26. y = | x | , y = x 2 — 2 

27. y = 1/x, y = x, y = ?x, x > 0 

28. y = ^x 2 , y = 2x 2 , x + y = 3, x 3= 0 


29-30 Utilice el calculo para encontrar el area de cada uno de los 
siguientes triangulos definidos por los vertices dados. 

29. (0, 0), (3, 1), (1, 2) 

30. (2, 0), (0, 2) (-1, 1) 


31 -32 E value cada una de las siguientes integrales e interpreted 
como el area de una region. Dibuje la region. 

31. | / sen x — cos 2x | dx 32. | | 3* — 2 x \dx 


^ 33-36 Por medio de una grafica, encuentre un valor aproximado de 
las coordenadas x de los puntos de interseccion entre las curvas 
dadas. Luego estime (en forma aproximada) el area de cada una 
de las siguientes regiones definida por las curvas. 

33. y = x sen (x 2 ), y = x 4 

"'-'-(TTTP ,, » 0 

35. y = 3x 2 — 2x, y = x 3 — 3x + 4 

36. y = e x , y = 2 — x 2 


13-28 Trace cada una de las regiones encerradas y su area. 

13. y = 12 — x 2 , y = x 2 — 6 

14. y = x 2 , y = 4x - x 2 

15. y = e x , y = xe x , x = 0 

16. y = cos x, y = 2 — cos x, 0 =£ x =£ 2tt 

17. x = 2y 2 , x = 4 + y 2 

18. y = y/x - 1 , x — y = 1 

19. y = cos 7ix, y = 4x 2 — 1 

20 . x = y 4 , y = yjl - x , y = 0 


H 37-40 Grafique cada una de las siguientes regiones entre las curvas 
dadas y utilice su calculadora para calcular el area con una 
aproximacion de cinco decimales. 

37. y = l 4 , y = x 2 38. y = e 1 -’, y = x 4 

39. y = tan 2 x, y = yfx 

40. y = cos x, y = x + 2 sen 4 x 


41. Utilice un sistema algebraico computarizado para encontrar el 
area exacta encerrada por las curvas y = x 5 — 6X 3 + 4x y y = x. 


Se requiere calculadora graficadora o computadora Se requiere sistema algebraico computarizado 1. Tareas sugeridas disponibles en stewartcalculus.com 
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42 . Trace la region en el piano xy definida por las desigualdades 
x — 2y 2 > 0, 1 — x | y | 3= 0 y determine su area. 

43 . Los automoviles de carreras de Chris y Kelly estan lado a lado 
al inicio de la carrera. En la tabla se proporcionan las velocida- 
des de cada vehiculo (en millas por hora) durante los primeros 
10 segundos de la competencia. Aplique la regia del punto 
medio para estimar cuanto se adelanta Kelly durante los 10 
primeros segundos. 


t 

Vc 

Vk 

t 

Vc 

v K 

0 

0 

0 

6 

69 

80 

1 

20 

22 

7 

75 

86 

2 

32 

37 

8 

81 

93 

3 

46 

52 

9 

86 

98 

4 

54 

61 

10 

90 

102 

5 

62 

71 





44 . Los anchos, en metros, de una piscina en forma de rinon se 
midieron a intervalos de 2 metros, corno se indica en la 
figura. Mediante la regia del punto medio, estime el area de 
la piscina. 



d) Estime el tiempo en el cual los vehiculos van de nuevo lado 
a lado. 



48 . En la figura se muestran las graficas de la funcion ingreso 
marginal/' y la funcion costo marginal C' para un fabricante. 
[Recuerde de la seccion 4.8 que/(x) y C(x) representan los 
ingresos y el costo cuando se fabrican x unidades. Suponga que 
/ y C se miden en miles de dolares.] ^Cual es el significado del 
area de la region sombreada? Estime el valor de esta cantidad 
mediante la regia del punto medio. 



45 . Se muestra la seccion transversal de un ala de avion. Las 
mediciones del grosor del ala, en centimetres, en intervalos 
de 20 centimetres son 5.8, 20.3, 26.7, 29.0, 27.6, 27.3, 23.8, 
20.5, 15.1, 8.7 y 2.8. Aplique la regia del punto medio para 
estimar el area de la seccion transversal del ala. 



200 cm 


46 . La tasa de nacimientos de una poblacion es b{t) = 2200e 0 024 ' 
personas por cada ano y la de decesos es d(t) = 1 460e 0018 ' personas 
por cada ano. Halle el area entre estas curvas para 0 =S t =£ 10. 
^,Que representa el area? 

47 . Dos automoviles, A y B, se encuentran lado a lado al inicio 
de la carrera, y aceleran a partir del reposo. En la figura se 
muestran las graficas de sus funciones velocidad. 

a) ^Cual vehiculo tiene ventaja despues de un minuto? 
Explique. 

b) ^Cual es el significado del area de la region sombreada? 

c) ^Cual es el automovil que tiene ventaja despues de dos 
minutos? Explique. 


03 49 . La curva cuya ecuacion es y 2 = x 2 (x + 3) se denomina curva 
cubica de Tschirnhausen. Si trazamos la grafica de esta curva, 
podremos ver que una parte de ella forma un bucle. Encuentre 
el area definida por este bucle. 

50. Encuentre el area de la region definida por la parabola y = x 2 , 
la recta tangente a esta parabola en (1, 1) y el eje x. 

51 . Determine el numero b tal que la recta y = b divide a la region 
delimitada por las curvas y = x 2 y y = 4 en dos regiones de 
igual area. 

52 . a) Calcule el numero a tal que la recta x = a biseca el area 

bajo la curva y = 1 /x 2 , 1 =£ x =£ 4. 
b) Determine el numero b tal que la recta y = b biseca el area 
del inciso a). 

53 . Calcule los valores de c tales que el area de la region delimi- 
tada por las parabolas y = x 2 — c 2 y y = c 2 — x 2 es 576. 

54 . Suponga que 0 < c < it/ 2. ^,Para que valor de c el area de la 
region que encierran las curvas y = cos x, y = cos (x — c), 

y x = 0 es igual al area de la region encerrada por las curvas 
y = cos (x — c), x = tt y y = 0? 

55 . ^.Para que valores de m la recta y = mx y la curva 

y = x/(x 2 + 1) encierran una region? Calcule el area de 
la region. 
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PROYECTO DE APLICACION EL INDICE GINI 


y 

1 - 


o 


(0.8, 0.5) , 


(0.4, 0.12) 


0.2 0.4 0.6 0.8 1 


^Como es posible medir la distribution del ingreso entre los habitantes de un determinado pais? 
Una de esas medidas es el fndice Gini, nombrado asf en honor del economista italiano Corrado 
Gini, quien lo ideo en 1912. 

Primero clasificamos todos los hogares de un pals de acuerdo con el ingreso y despues calculamos 
el porcentaje de hogares cuyo ingreso sea a lo sumo un porcentaje dado del ingreso total del pals. 
Definimos una curva de Lorenz y = L{x) sobre el intervalo [0, 1] ubicando el punto (a/100, fr/100) 
sobre la curva si la parte inferior a% de los hogares recibe a lo mas b% del ingreso total. Por ejemplo, 
en la figura 1, el punto (0.4, 0.12) esta sobre la curva de Lorenz para los Estados Unidos en 2008 
porque 40% mas pobre de la poblacion recibio solo 12% del ingreso total. Asimismo, la parte inferior 
80% de la poblacion recibio 50% del ingreso total, por lo que el punto (0.8, 0.5) esta sobre la curva 
de Lorenz. (La curva de Lorenz es asf nombrada en honor del economista estadounidense Max Lorenz). 

La figura 2 muestra algunas curvas tfpicas de Lorenz. Todas pasan por los puntos (0, 0) y 
(1, 1) y son concavas hacia arriba. En el caso extremo L(x ) = x , la sociedad es perfectamente 
igualitaria: los mas pobres a% de la poblacion recibe a% del ingreso total y asf todo el mundo 
recibe el mismo ingreso. El area entre una curva de Lorenz y = L{x) y la recta y = x mide cuanto 
la distribution del ingreso difiere de una igualdad absoluta. El fndice de Gini (a veces llamado 
coeficiente de Gini o coeficiente de desigualdad) es el area entre la curva de Lorenz y la recta 
y = x (sombreada en la figura 3) dividida entre el area bajo y = x. 


FIGURA 1 

Curva de Lorenz para EU en 2008 


1. a) Demuestre que el fndice de Gini, G, es dos veces el area entre la curva de Lorenz y la 
recta y = x, es decir, 

G = 2 f [x — L(j c)] dx 
Jo 



FIGURA 2 


b) ^Cual es el valor de G para una sociedad perfectamente igualitaria (todo el mundo dene 
el mismo ingreso)? ^Cual es el valor de G para una sociedad perfectamente totalitaria 
(una sola persona recibe todos los ingresos)? 

2. La siguiente tabla (obtenida de los datos facilitados por la Oficina de Censo de EU) muestra 
los valores de la funcion de Lorenz de distribution del ingreso en los Estados Unidos para 
el ano 2008. 


X 

0.0 

0.2 

0.4 

0.6 

0.8 

1.0 

L(x) 

0.000 

0.034 

0.120 

0.267 

0.500 

1.000 


a) iQue porcentaje del ingreso total de EU fue recibido por 20% mas rico de la poblacion 
en 2008? 

b) Utilice una calculadora o computadora para ajustar los datos de la tabla a una funcion 
cuadratica. Grafique los puntos dato y la funcion cuadratica. ^,Es el modelo cuadratico 
un ajuste razonable? 

c) Utilice el modelo cuadratico para la funcion de Lorenz para estimar el fndice de Gini 
para Estados Unidos en el ano 2008. 



La siguiente tabla proporciona valores para la funcion de Lorenz en las decadas de 1970, 
1980, 1990 y 2000. Utilice el metodo del problema 2 para estimar el fndice de Gini para 
Estados Unidos durante esos anos y compare con su respuesta al problema 2c). ^,Nota usted 
una tendencia? 


X 

0.0 

0.2 

0.4 

0.6 

0.8 

1.0 

1970 

0.000 

0.041 

0.149 

0.323 

0.568 

1.000 

1980 

0.000 

0.042 

0.144 

0.312 

0.559 

1.000 

1990 

0.000 

0.038 

0.134 

0.293 

0.530 

1.000 

2000 

0.000 

0.036 

0.125 

0.273 

0.503 

1.000 


A menudo, un modelo potencia proporciona un ajuste mas preciso que un modelo cuadratico 
para una funcion de Lorenz. Si tiene usted un equipo de computo con Maple o Mathematica, 
ajuste una funcion potencia (y = ax 1 ) a los datos en el problema 2 y utilfcelo para estimar 
el fndice Gini para Estados Unidos en 2008. Compare con su respuesta a los incisos 
b) y c) del problema 2. 
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Volumenes 


Cuando tratamos de calcular el volumen de un solido, enfrentamos el mismo tipo de pro- 
blema que al determinar areas. Intuitivamente sabemos lo que significa un volumen, pero 
es necesario precisar la idea usando el calculo, a fin de dar una definition exacta de 
volumen. 

Empezamos con un tipo simple de solido llamado cilindro (o mejor dicho un cilindro 
recto). Como se ilustra en la figura la), un cilindro esta limitado por una region plana B u 
que se llama base, y una region congruente B 2 en un piano paralelo. El cilindro consiste 
en todos los puntos sobre los segmentos de recta que son perpendiculares a la base y unen 
a B i con By. Si el area de la base es A y la altura del cilindro (la distancia desde B, hasta 
B 2 ) es h, entonces el volumen V del cilindro se define como 


En particular, si la base es un cfrculo de radio r, entonces el cilindro es un cilindro circular 
cuyo volumen es V = 7 rr 2 h [vease la figura lb)], y si la base es un rectangulo de largo / y 
ancho w, entonces el cilindro es una caja rectangular (tambien se le llama paralelepipedo 
rectangular) cuyo volumen es V = Iwh [vease la figura lc)]. 


En el caso de un solido S que no es un cilindro, primero “cortamos” a S en piezas y 
hacemos que cada pieza se aproxime a un cilindro, para despues estimar el volumen de S 
sumando los volumenes de los cilindros. El valor del volumen exacto de S se obtiene a 
traves un proceso de limite en el que el numero de piezas se hace cada vez mas grande. 

Iniciamos cortando a S con un piano y obteniendo una region plana que se denomina 
seccion transversal de .S'. Sea A(x) el area de la section transversal de S en un piano P x per- 
pendicular al eje x, y que pasa por el punto x, donde a =£ x b. (Vease la figura 2. Imagi- 
ne que corta a S con un cuchillo a traves de x y calcule el area de esta rebanada.) El area 
de la seccion transversal A(x) variara cuando x se incrementa desde a hasta b. 


V = Ah 



FIGURA 1 a) Cilindro V = Ah b) Cilindro circular V = 7T r 2 h c) Caja rectangular V = Iwh 


FIGURA 2 
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Dividimos S en n “rebanadas” del mismo ancho Ax mediante los pianos P Xi , P Xl , . . . 
(Para rebanar el solido imagine que esta rebanando una hogaza de pan.) Si elegimos puntos 
muestra xf en [x, i, xj, podemos tener un valor aproximado de la i-esima rebanada St, (la 
parte de S que queda entre los pianos P x y P x ) por un cilindro cuya base tiene un area 
A(xf) y “altura” Ax. (Vease la figura 3.) 



El volumen de este cilindro es A(x*) Ax, de modo que una aproximacion a la Concep- 
cion intuitiva del volumen de la i-esima rebanada St es: 


V(St) « A(xT) Ax 


A1 sumar los volumenes de estas rebanadas, obtenemos un valor aproximado del 
volumen total (es decir, a lo que pensamos intuitivamente que es un volumen): 

n 

V « 2 A(xf) Ax 

i=i 

Esta aproximacion parece ser cada vez mejor cuando n — > °°. (Suponga que las reba- 
nadas son cada vez mas delgadas). Por tanto, definimos al volumen como el lfrnite de estas 
sumas cuando n — > °o Pero aquf reconocemos el lfmite de las sumas de Riemann como 
una integral definida y, por tanto, se tiene la siguiente definicion. 


Puede demostrarse que esta definicion es 
independiente de donde se ubique S respecto al 
eje x. En otras palabras, no importa como corte 
las rebanadas mediante pianos paralelos; 
siempre obtendra la misma respuesta para V. 



x 


FIGURA 4 


Definicion de volumen Sea S un solido que esta entre x = a y x = b. Si el area de la 
seccion transversal de S en el piano P x , a traves de x y perpendicular al eje x, es A(x), 
donde A es una funcion continua, entonces el volumen de S es 

V = lfm 2 A(xf) Ax = [ A(x) dx 

n — /= j J a 


Cuando aplicamos la formula del volumen V = f* A(x) dx es importante recordar que 
A(x) es el area de una seccion transversal que se obtiene al cortar a traves de x con un piano 
perpendicular al eje x. 

Observe que, en el caso de un cilindro, el area de la seccion transversal es constante: 
A(x) = A para toda x. De este modo, la definicion de volumen da V = A dx = A(b — a); 
esto concuerda con la formula V = Ah. 


EJEMPLO 1 


Demuestre que el volumen de una esfera de radio r es V = \ Trr' 


SO LUC I ON Si colocamos la esfera de modo que su centra este en el origen (vease la 
figura 4), entonces el piano P x corta la esfera en un cfrculo cuyo radio (segun el teorema 
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de Pitagoras), es y = y/r 2 — x 2 . De este modo, el area de la seccion transversal es 

A(x) = Try 1 = ir(r 2 — x 2 ) 

Si aplicamos la definition del volumen con a = —ryb = r, tenemos 
V= ) A(x) dx = | 7 r(r 2 — x 2 ) dx 

= 27 7 I (r" — X ) dx (El inte^rando es una funcion par.) 

Jo 


= 2tt 


r~x 


= 277 r 3 


4 3 

= o77 r 


En la figura 5 se ilustra la definicion de volumen cuando el solido es una esfera de radio 
r = 1. De acuerdo con el resultado del ejemplo 1, sabemos que el volumen de la esfera es 
\ 77, que es aproximadamente 4.18879. En este caso, las rebanadas son cilindros circulares, 
o discos , y las tres partes de la figura 5 muestran las interpretaciones geometricas de las 
sumas de Riemann 


n 


n 


2 A(xi) Ax = 2 7r(l 2 

;=i ;=i 


xf) Ax 


IU1 En Visual 6.2A se muestra una animacion 
de la figura 5. 


cuando n = 5, 10 y 20 si elegimos los puntos muestra xf como los puntos medios x,. 
Observe que, cuando incrementamos la cantidad de cilindros de aproximacion, las sumas 
correspondientes de Riemann se vuelven mas cercanas al volumen real. 





a) Mediante 5 discos, V ~ 4.2726 


b) Mediante 10 discos, 4.2097 


FIGURA 5 Aproximacion al volumen de una esfera con radio 1 


c) Mediante 20 discos, V ~ 4.1940 


Determine el volumen de un solido que se obtiene al girar la region 
bajo la curva y — yfx respecto al eje x desde 0 hasta 1. Ilustre la definicion de volumen 
dibujando un cilindro de aproximacion representative. 


SOLUCION La region se muestra en la figura 6a). Si giramos alrededor del eje x, 
obtenemos el solido que se ilustra en la figura 6b). Cuando cortamos a traves de 
punto x obtenemos un disco de radio yfx . El area de esta seccion transversal es 


A(x) = 7 ri^fxY = 77X 

y el volumen del cilindro de aproximacion (un disco con espesor Ax) es 


A(x) Ax = ttxAx 
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El solido esta entre x = 0 y x = 1, de modo que el volumen es 


V= f A(x) dx = [ 
Jo Jo 


jrxdx 



;; 

2 


iObtuvimos una respuesta razonable en el 
ejemplo 2? Como verificacion de nuestro 
trabajo, remplacemos la region dada por un 
cuadrado de base [0, 1 ] y altura 1. Si giramos 
el cuadrado, obtendremos un cilindro de 
radio 1, altura 1 y volumen tt ■ l 2 ■ 1 = it. Ya 
calculamos que el solido dado tiene la mitad de 
este volumen, asf que esto parece casi correcto. 




FIGURA 6 


a) 


b) 


EJEMPLO 3 


□ 

y = x 3 , y = 8 y je = 0 respecto al eje y. 


Calcule el volumen del solido generado al rotar la region limitada por 


SOLUCIOIM La region se ilustra en la figura 7a) y el solido resultante se muestrea en la 
figura 7b). Puesto que la region gira alrededor del eje y, tiene sentido “rebanar” el solido 
en forma perpendicular al eje y, y, por tanto, integrar respecto a y. Si cortamos a una 
altura y, obtenemos un disco de radio x, donde x = ify , de manera que el area de 
una seccion transversal a traves de y es 


A(y) = ttx 1 = 7 r(^/y ) 2 = Try 2/3 

y el volumen del cilindro de aproximacion ilustrado en la figura 7b) es 


A(y) Ay = Try 2/3 Ay 

Puesto que el solido esta entre y = 0 y y = 8, su volumen es 


V = | A(y)dy= j n ry 2/3 dy 


4§;y 5/3 Jo 


96 7T 
5 



FIGURA 7 


a) 


b) 
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EJEMPLO 4 


La region 2ft encerrada por las curvas y 
eje x. Calcule el volumen del solido resultante. 


x y y = x 2 gira alrededor del 


SOLUCION Las curvas y = x y y = x 2 se cortan en los puntos (0, 0) y (1, 1)- La region 
entre ellas, el solido de revolucion y una seccion transversal perpendicular al eje x se 

muestran en la figura 8. Una seccion transversal en el piano P x tiene la forma de una 

D33 Visual 6.2B muestra como se forman los rondana (un aro anular) de radio interior x 2 y radio exterior x, de modo que determina- 
solidos de revolucion. m0 s el area de la seccion transversal restando el area del circulo interno del area del 

circulo externo: 


Por tanto, tenemos 


A(x) = 7 TX 2 — 7 T(X 2 ) 2 = 7 T(X 2 — X 4 ) 


V = I A(x) dx = I 7 t(x 2 — x 4 ) dx 
Jo Jo 



FIGURA 8 


a) 


b) 


c) 


EJEMPLO 5 


Calcule el volumen del solido obtenido al girar la region del ejemplo 4 
alrededor de la recta y = 2. 


SOLUCION El solido y la seccion transversal se muestran en la figura 9. Otra vez, la 
seccion transversal es una rondana, pero ahora el radio interior es 2 — x, y el radio 
externo es 2 — x 2 . 
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FIGURA 10 


El area de la seccion transversal es 

A(x) = 7 t (2 — x 2 ) 2 — 7 t (2 — x ) 2 


y el volumen de S es 


V = 



dx 


= 77 f [(2 — x 2 ) 2 — (2 — x) 2 ]c/x 

JO 

= 77 I (x 4 — 5x 2 + 4x) dx 

JO 



877 

u 


Los solidos de los ejemplos 1 a 5 reciben el nombre de solidos de revolucion porque 
se generan haciendo girar una region alrededor de una recta. En general, determinamos el 
volumen de un solido de revolucion usando la formula basica definiendo 

V = J A(x) dx o bien V = j A(y) dy 

y calculamos el area de la seccion transversal A(x) o A (y) mediante uno de los metodos 
siguientes: 

■ Si la seccion transversal es un disco (como en los ejemplos 1 a 3) determinamos el 
radio del disco (en terminos de x o y) y usamos 

A = 7r(radio) 2 

■ Si la seccion transversal es una rondana (como en los ejemplos 4 y 5), determinamos 
el radio interior r in y el radio exterior r ext a partir de un dibujo (como en las figuras 
8, 9 y 10) y calculamos el area de la rondana efectuando la diferencia entre el area 
del disco interno y el area del disco externo: 

A = 7r(radio exterior) 2 — 7r(radio interior) 2 



El ejemplo siguiente ilustra el procedimiento. 
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FIGURA 11 


£ n Visual 6.2C se muestra una animacion 
de la figura 12. 



FIGURA 12 

Imagen generada mediante 
computadora del solido del ejemplo 7 


EJEMPLO 6 


Calcule el volumen del solido que se obtiene al hacer girar la region del 
ejemplo 4 alrededor de la recta x = — 1. 


SOLUCION En la figura 11 se ilustra una seccion transversal horizontal. Es una rondana 
con radio interior 1 + y y radio exterior 1 + , por lo que el area de la seccion 

transversal es 


A(y) = 7r(radio exterior) 2 — 7r(radio interior) 2 

= 7 r(i + Vj ) 2 — 77(1 + yf 


El volumen es 



Ahora determinaremos los volumenes de tres solidos que no son solidos de revolution. 


EJEMPLO 7 


En la figura 12 se muestra un solido con una base circular de radio 1. 
Las secciones transversales paralelas, pero perpendiculares a la base, son triangulos 
equilateros. Determine el volumen del solido. 


SOLUCION Consideremos la circunferencia x 2 + v 2 = 1. El solido, su base y una seccion 
transversal representativa a una distancia x desde el origen se ilustran en la figura 13. 



C 



c) Una seccion transversal 


FIGURA 13 


Puesto que B esta sobre la circunferencia, tenemos y = sj\ — x 2 , y, de esa manera, la 
base del triangulo ABC es \AB\ = 2^\ — x 2 . Dado que el triangulo es equilatero, 
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segun la figura 13c), su altura es ^ y = -^3 sj\ — x 1 . Por tanto, el area de la seccion 
transversal es 


A(x) = \ ■ 2V1 - x 2 ■ V3"Vl - -* 2 = \/3 (1 - x 2 ) 


y el volumen del solido es 

V= [ A(x) dx = j" y/3 (1 — x 2 ) dx 


= 2 


-v/3” (1 — x 2 )dx = 2V3" 
Jo 


1 4 ^ 


n 

Ly 


EJEMPLO 8 


Calcule el volumen de una piramide cuya base es un cuadrado de lado 
cuya altura es /?. 


SOLUCION Colocamos el origen O en el vertice de la piramide y el eje x a lo largo de su 
eje central, como se ilustra en la figura 14. Cualquier piano P x que pase por x y sea 
perpendicular al eje x corta a la piramide en un cuadrado de lado s. Podemos expresar s 
en funcion de x observando por triangulos semejantes de la figura 15 que 


x s/2 s 
h ~ L/2 ~ L 

y, de este modo, s = Lx/h. [Otro metodo es observar que la recta OP tiene pendiente 
L/(2h) y, asf, su ecuacion es y = Lx/{2h)]. Por eso, el area de la seccion transversal es 

A(x) = s 2 = — -x 2 
h~ 



FIGURA 14 


FIGURA 15 



La piramide se ubica entre x = 0 y x = h, por lo que su volumen es 


V = 



n L 


L 2 x 3 


, — rX" dx = — z 

Jo h 2 h 2 3 


L 2 h 

~T" 


NOTA No era necesario colocar el vertice de la piramide en el origen en el ejemplo 8. 
Se hizo asf para que las ecuaciones resultaran mas sencillas. Si en lugar de eso hubieramos 
colocado el centra de la base en el origen y el vertice en el eje y positivo, como en la 
figura 16, habrfamos obtenido la integral 




FIGURA 16 


x 


Lrh 

3 
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FIGURA 17 


EJEMPLO 9 


De un cilindro circular de radio 4, definido mediante dos pianos, se corta 
una cuna. Un piano es perpendicular al eje del cilindro. El otro corta al primero en un 
angulo de 30° a lo largo del diametro del cilindro. Determine el volumen de la cuna. 


SO LUC I ON Si hacemos coincidir el eje x con el diametro en el lugar donde se encuentran 
los pianos, entonces la base del solido es un semicfrculo delimitado por la ecuacion 
y = V 1 6 — x 2 , —4 x 4. Una seccion transversal perpendicular al eje x a una 
distancia x del origen es un triangulo ABC, segiin se muestra en la figura 17, cuya base 
es y = Vl6 — x 2 y cuya altura es | BC | = y tan 30° = y 1 6 — x 2 /-J?> . Por tanto, el area 
de la seccion transversal es 


1 15 _ v-2 

a { x ) = yi6 - x 2 • yi6 - x 2 = 2 ^- 


y el volumen es 


f4 , x f 4 16 x 2 

V=j 4 A(x)dx = j 4 ^ T 


dx 


k\l {l6 ~ x2) 


V3 

128 

3yr 


dx = 


V3" 


16x 

3 




6.2 


Ejercicios 


1-18 Encuentre el volumen del solido obtenido al hacer girar 
la region delimitada por las curvas dadas alrededor de la recta 
especificada. Grafique la region, el solido y un disco o arandela 
representativos. 

1. y = 2 — \x, y = 0, x = 1, x = 2; alrededor del eje x 

2 . y = 1 — x 2 , y = 0; alrededor del eje x 

3. y = y* — 1 , y = 0, x = 5; alrededor del eje x 

4. y = y 25 — x 2 , y = 0, x = 2, x = 4; alrededor del eje x 

5. jc = 2 yy", x = 0, y = 9; alrededor del eje y 

6. y = In x, y = 1, y = 2, x = 0; alrededor del eje y 

7. y = x 3 , y = x, x S= 0; alrededor del eje x 

8 . y = lx 2 , y = 5 — x 2 \ alrededor del eje x 

9. y 2 = x, x = 2y\ alrededor del eje y 

10. y = lx 2 , x = 2, y = 0; alrededor del eje y 

11. y = x 2 , x = y 2 \ alrededor de y = 1 

12. y = e x , y = 1, x = 2; alrededor de y = 2 

13. y = 1 + secjc, y = 3; alrededor de y = 1 


14. y =senjc, y = cosx, 0 =£ x =£ 7r/4; alrededor de y = — 1 

15. y = x 3 , y = 0, x = 1; alrededor de jc = 2 

16. xy = 1, y = 0, x = 1, x = 2; alrededor de x = —1 

17. x = y 2 , x = 1 — y 2 ; alrededor de x = 3 

18. y = x, y = 0, jc = 2, jc = 4; alrededor de x = 1 


19-30 Refierase a la figura y calcule el volumen generado al 
hacer girar cada una de las regiones dadas alrededor de la recta 
especificada. 



19. Sfti alrededor de OA 20. Sfti alrededor de OC 

21. Sfti alrededor de AB 22. 9b alrededor de BC 


Se requiere calculadora graficadora o computadora Se requiere sistema algebraico computarizado 1. Tareas sugeridas disponibles en stewaitcalculus.com 
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23. 2 ft 2 alrededor de OA 
25. 2ft 2 alrededor de AB 
27. 2ft 3 alrededor de OA 
29. 2 ft 3 alrededor de AB 


24. 2 alrededor de OC 
26. 2ft 2 alrededor de BC 
28. 2ft 3 alrededor de OC 
30. 2ft 3 alrededor de BC 


31-34 Plantee una integral para el volumen del solido obtenido al 
hacer girar cada una de las regiones delimitadas por las curvas 
dadas, alrededor de la recta especificada. Despues utilice su 
calculadora para evaluar la integral con una aproximacion a cinco 
cifras decimales. 

31. y = e~ x \ y = 0,x=-l,x=l 

a) Alrededor del eje x b) Alrededor de y = — 1 

32. y = 0, y = cos 2 x, 27 t/2 =£ x =S tt/2 

a) Alrededor del eje x b) Alrededor de y = 1 

33. x 2 + 4y 2 = 4 

a) Alrededor de y = 2 b) Alrededor de x = 2 

34. y = x 2 , x 2 + y 2 = 1, y 0 

a) Alrededor del eje x b) Alrededor del eje y 


^ 35-36 Utilice una grafica para encontrar las coordenadas x 
aproximadas de los puntos de interseccion de las curvas dadas. 
Luego utilice su calculadora para estimar (en forma aproximada) 
el volumen del solido obtenido al hacer girar alrededor del eje x 
la region limitada por estas curvas. 

35. y = 2 + x 2 cos x, y = x 4 + x + 1 

36. v = 3 sen (x 1 ), y = e x/1 + e~ 2j: 


SAC 37-38 Mediante un sistema algebraico computarizado, calcule el 
volumen exacto del solido obtenido al rotar la region delimitada 
por estas curvas alrededor de la recta especificada. 

37. y = sen 2 x, y = 0, 0 =S x =£ 77 ; alrededor de y = — 1 

38. y = x, y = xe'~ x/1 , alrededor de y = 3 


44. Se corta un tronco de arbol de 10 m de largo a intervalos de 1 m, 
y las areas de las secciones transversales A (a una distancia x 
del extremo del tronco) se proporcionan en la tabla. Mediante 
la regia del punto medio n = 5, estime el volumen del tronco. 


x (m) 

A (m 2 ) 

x (m) 

A (m 2 ) 

0 

0.68 

6 

0.53 

1 

0.65 

7 

0.55 

2 

0.64 

8 

0.52 

3 

0.61 

9 

0.50 

4 

0.58 

10 

0.48 

5 

0.59 




45. a) Si la region que se muestra en la figura se gira respecto al 

eje x para formar un solido, aplique la regia del punto medio 
con n = 4 para estimar el volumen del solido. 



b) Estime el volumen si se gira la region respecto al eje y. Una 
vez mas aplique la regia del punto medio con n = 4. 

46. a) Se obtiene un modelo para la forma de un huevo de un ave 
mediante el giro, respecto al eje x, de la region bajo la 
grafica de 

f(x) = ( ax 3 + bx 2 + cx + d)y/\ — x 2 

Utilice un sistema algebraico computarizado para encontrar 
el volumen de un huevo como este. 
b) Para un pato de cuello rojo, a = —0.06, b = 0.04, c = 0.1 y 
d = 0.54. Grafique/y encuentre el volumen de un huevo de 
esta especie. 


39-42 Cada una de las siguientes integrales representa el volumen 
de un solido. Describa el solido. 

39. 17 J sen xdx 40. tt j (1 — y 2 ) 2 dy 

41. 77 £ (y 4 - y s )dy 

42. 17 I" / [(1 + cos x) 1 — 1 2 ]dx 

Jo 


43. El estudio de tomograffa por medio de computadora 

proporciona vistas transversales separadas a distancias iguales 
de un organo del cuerpo humano, las cuales dan informacion 
que, de no ser por este medio, solo se obtendrfa mediante una 
intervencion quirurgica. Suponga que este estudio de tomograffa 
en un hfgado humano muestra secciones transversales 
separadas 1.5 cm. El hfgado mide 15 cm de largo, y las areas 
de las secciones transversales, en centfmetros cuadrados, 
son 0, 18, 58, 79, 94, 106, 117, 128, 63, 39 y 0. Aplique la 
regia del punto medio para estimar el volumen del hfgado. 


47-59 Calcule el volumen de cada uno de los solidos S descritos. 

47. Un cono circular recto cuya altura es h y el radio de la base es r. 

48. Un cono truncado circular recto cuya altura es h, base inferior 
de radio R, y radio de la parte superior r. 



49. Un casquete de una esfera con radio r y altura h. 
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50. Una piramide truncada con base cuadrada de lado b, cuadrado 
superior de lado a y altura h 


a 



^,Que sucede si a = bl ^Que sucede si a = 0? 

51. Una piramide de altura h y base rectangular con dimensiones 
b y 2b. 

52. Una piramide de altura h y base en forma de triangulo equilatero 
con lado a (tetraedro). 



53. Un tetraedro con tres caras mutuamente perpendiculares y 
tres aristas retiprocamente perpendiculares con distancias 3, 

4 y 5 cm. 

54. La base de S es un disco circular de radio r. Las secciones 
transversales paralelas perpendiculares a la base son 
cuadradas. 

55. La base de S es una region elfptica limitada por la curva 9x 2 + 
4y 2 = 36. Las secciones transversales son perpendiculares al 
eje x y son triangulos rectangulos isosceles con hipotenusa 

en la base. 

56. La base de S es la region triangular con vertices (0, 0), (1, 0) y 
(0, 1). Las secciones transversales perpendiculares al eje y son 
triangulos equilateros. 

57. La base de S es la misma que en el ejercicio 56, pero las 
secciones transversales perpendiculares al eje x son cuadradas. 

58. La base de S es la region encerrada por la parabola y = 1 — x 2 
y el eje x. Las secciones transversales perpendiculares al eje y 
son cuadradas. 

59. La base de S es la misma que la del ejercicio 58, pero las 
secciones transversales perpendiculares al eje jc son triangulos 
isosceles con altura igual a la base. 


60. La base de S es un disco circular de radio r. Las secciones 
transversales paralelas perpendiculares a la base son 
triangulos isosceles de altura h y el lado desigual en la base. 

a) Plantee una integral para el volumen de S. 

b) De acuerdo con la interpretation de la integral como un 
area, calcule el volumen de 5. 


61. a) Plantee una integral para el volumen de un torn solido (el 
solido en forma de dona mostrado en la figura) de radio 
ryR. 

b) Mediante la interpretation de la integral como un area, 
calcule el volumen del toro. 



62. Resuelva el ejemplo 9 tomando secciones transversales 
paralelas a la linea de intersection de los dos pianos. 

63. a) El principio de Cavalieri establece que si una familia de 

pianos paralelos da areas iguales de secciones transversales 
para dos solidos 5j y S 2 , entonces los voltimenes de Si y S 2 
son iguales. Demuestre este principio. 
b) Mediante el principio de Cavalieri determine el volumen del 
cilindro oblicuo que se muestra en la figura. 



64. Determine el volumen comun a dos cilindros circulares, ambos 
de radio r, si los ejes de los cilindros se cortan en angulos rectos. 


65. Calcule el volumen comun a dos esferas, cada una de radio r. 
si el centra de cada esfera esta sobre la superficie de la otra 
esfera. 

66. Un tazon tiene la forma de un hemisferio con diametro igual 
a 30cm. Una pesada pelota de 10cm de diametro se coloca 
dentro del tazon, y se vierte agua en este hasta que alcanza una 
altura de h centimetres. Calcule el volumen de agua que hay en 
el recipiente. 

67. Se abre un agujero de radio r en un cilindro de radio R > r en 
angulos rectos al eje del cilindro. Plantee una integral, pero no 
la evalue, para determinar el volumen cortado. 

68. Un agujero de radio r se taladra en el centra de una esfera 
de radio R > r. Calcule el volumen de la parte restante de la 
esfera. 

69. Algunos de los iniciadores del calculo, como Kepler o Newton, 
se inspiraron en el problema de determinar voltimenes de barriles 
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de vino. (De hecho, Kepler publico un libro Stereometria dolio- 
rum en 1615, en el que se tratan los metodos para determinar 
volumenes de los barriles). A menudo se aproximan la forma 
de sus lados mediante parabolas. 

a) Se genera un barril de altura h y radio maximo R al 
girar alrededor del eje x la parabola y = R — cx 2 , 

— h/2 =£ x =S /t/2, donde c es una constante positiva. 
Demuestre que el radio de cada extremo del barril es 
r = R — d, donde d = ch 2 /A. 


b) Demuestre que el volumen encerrado por el barril es 
V = \ Trh{lR 2 + r 2 — f d 2 ) 

70. Suponga que una region 9 ft tiene un area A que se localiza 
por arriba del eje x. Cuando S ft gira alrededor del eje x, genera 
un solido de volumen Vj. Cuando S ft gira alrededor de la recta 
y = —k, (donde k es un numero positivo), genera un solido de 
volumen Vj. Exprese V 2 en funcion de Vj, k y A. 


6.3 


Volumenes mediante cascarones cilmdricos 



FIGURA 1 


Algunos problemas relacionados con volumenes son muy diffciles de manejar con los 
metodos de las secciones anteriores. Por ejemplo, consideremos el problema de determinar 
el volumen del solido que se obtiene al hacer girar la region limitada por y = 2x 2 — x 3 y 
y = 0 alrededor del eje y. (Vease la figura 1). Si cortamos en forma perpendicular al eje y, 
obtendremos una rondana. Pero para calcular los radios interior y exterior de la rondana, 
tenemos que resolver la ecuacion cubica y = 2x 2 — x :t para encontrar x en funcion de y, y 
esto no es facil. 

Por fortuna, hay un sistema llamado metodo de los cascarones cilindricos, que es mas 
facil de usar en tal caso. En la figura 2 se ilustra un cascaron cilindrico de radio interior r,, 
radio exterior r 2 y altura h. Su volumen V se calcula restando el volumen Vj del cilindro 
interior del volumen Vj que corresponde al cilindro exterior: 



FIGURA 2 


V = V 2 - Vi 

= Trr?h — Trr 2 h = 77 (rf — i'i)h 
= 7 r(r 2 + n)(r 2 - n)h 

= 2 — -h(r 2 ~ n) 

Si hacemos A r = r 2 — n (el espesor del cascaron) y r = \{r 2 + r 1 ) (el radio promedio del 
cascaron) entonces esta formula del volumen de un cascaron cilindrico se transforma en 

m 


V = 2tt rh A r 


que puede recordarse como 


V = [circunferencia] [altura] [espesor] 

Ahora, sea S el solido que se obtiene al hacer girar alrededor del eje y a la region limitada 
por y = fix ) [donde /(x) 3 s 0, y = 0, x = a y x = b, donde b > a ^ 0. (Vease la figura 3.) 



FIGURA 3 
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Dividimos el intervalo [a, b] en n subintervalos [x, ,, x,] de igual anchura Ax y sea x„ 
el punto medio del i-esimo subintervalo. Si el rectangulo de base [x, ], x,] y altura fix,) se 
hace girar alrededor del eje y, entonces el resultado es un cascaron cilmdrico cuyo radio 
promedio es x„ altura /(x,) y espesor Ax (vease la figura 4), de modo que, por la formula 1, 
su volumen es 


V = (27tx,)[/(x,)] Ax 





Por tanto, un volumen aproximado V de .S' se obtiene mediante la suma de los volumenes 
de estos cascarones: 

n n 

V ~ 2 Vi = 2 2t7x,/(x, ) Ax 

i= 1 i= 1 

Esta aproximacion mejora cuando n — > x.. Pero, de acuerdo con la definicion de integral, 
sabemos que 

n - b 

lfm 2 27 TXif(xi) Ax = 2 7rx f (x) dx 

i - i 

Asi, lo siguiente parece plausible: 


2j El volumen del solido de la figura 3, que se obtiene al hacer girar alrededor del 
eje y la region bajo la curva y = /(x) desde a hasta b, es 


V = J 27 Txf{x)dx 


donde 0 ^ a < b 


El argumento de usar cascarones cilmdricos hace que la formula 2 parezca razonable, 
pero posteriormente podremos comprobarlo (vease el ejercicio 67 de la seccion 7.1). 

La mejor manera de recordar la formula 2 es pensar en el cascaron representativo, corta- 
do y aplanado como en la figura 5, con radio x, circunferencia 2ttx, altura /(x) y espesor 
Ax o dx: 


r (2 ttx) [/(x)] 

J a 

circunferencia altura 


dx 

espesor 



2 


m 


TTX 


Ax 


FIGURA 5 
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FIGURA 6 


En la figura 7 se observa una imagen generada 
mediante computadora del solido cuyo volumen 
se calcula en el ejemplo 1. 


FIGURA 7 



FIGURA 8 


Este tipo de razonamiento es util en otras situaciones, como cuando hacemos girar alre- 
dedor de rectas distintas del eje y. 


Determine el volumen del solido que se obtiene al hacer girar alrededor 


EJEMPLO 1 


del eje y la region delimitada por y = 2x 2 ~ x 3 y y = 0. 


SO LUC 10 1\! En el dibujo de la figura 6, podemos ver que un cascaron representative tiene 
radio x, circunferencia 2itx y altura /(x) = 2x 2 — x 3 . Tambien, segun el metodo del 
cascaron, el volumen es 


V = I (2ttx)(2x 2 — x 3 ) dx = 2tt I (2x 3 — x 4 ) dx 
Jo Jo 

= 2t r[|x 4 - |x 5 ]o = 2tt( 8 - f) = f tt 

Puede verificarse que el metodo del cascaron cilmdrico proporciona la misma respuesta 
que las “rebanadas”. 



NOTA Al comparar la solucion del ejemplo 1 con las observaciones del comienzo de 
esta seccion, es claro que el metodo de los cascarones cilmdricos es mucho mas sencillo 
que el metodo en el que se utilizan rondanas para este problema. No es necesario encontrar 
las coordenadas del maximo local y no tiene que resolverse la ecuacion de la curva, 
ni dar x en funcion de y. Sin embargo, en otros ejemplos, pueden ser mas sencillos los 
metodos de la seccion anterior. 


□ 


EJEMPLO 2 


Calcule el volumen del solido obtenido al hacer girar alrededor del eje y 


la region entre y = x y y = x 1 


SOLUCION La region y un cascaron representative se ilustran en la figura 8. El cascaron 
tiene radio x, circunferencia 2vx y altura x — x 1 . Asf que el volumen es 


V= f (2 ttx) (x — x 2 ) dx = 2tt I ( x 2 — x 3 ) dx 
Jo Jo 




Como se muestra en el ejemplo siguiente, el metodo del cascaron cilmdrico funciona 
muy bien si hace girar alrededor del eje x. Simplemente dibujamos un diagrama para iden- 
tificar el radio y la altura del cascaron. 


□ 


EJEMPLO 3 


obtiene al hacer girar alrededor del eje x la region bajo la curva _y = y'x desde 0 hasta 1 . 


Mediante un cascaron cilmdrico calcule el volumen del solido que se 
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SOLUCION Este problema se resolvio usando discos en el ejemplo 2 de la seccion 6.2. 
Para usar cascarones, llamemos a la curva y = \fx (en la figura en este ejemplo) como 
x = y 2 en la figura 9. Por lo que toca a la rotacion alrededor del eje x, un cascaron 
representativo tiene radio y, circunferencia liry y altura 1 — y 1 . Asf, el volumen es 


v = I' ~ y2 ) dy = 2ir jo ( y ~ y3 ^ dy 




7 7 

~2 


En este problema, el metodo del disco fue mas simple. 


EJEMPLO 4 


□ 

recta x = 2 la region limitada por y = x — x 2 y y = 0. 


Determine el volumen del solido que se obtiene al girar alrededor de la 


SOLUCION En la figura 10 se ilustra la region y un cascaron cilindrico formado por la 
rotacion alrededor de la recta x = 2. El radio es 2 — x, circunferencia 27 t(2 — x) y altura 


y* 


y = x — x 1 




T\ 


/ 

0 

\ 

X 


FIGURA 10 



El volumen del solido dado es 

V = I 27t( 2 — x)(x — x 2 ) dx 
Jo 

= 27 T I 


■ (' (x 3 — 3x 2 + 2x) dx 
Jo 


= 2tt 


— x 3 + x 2 


77 

~2 


6.3 


Ejercicios 


1. Sea S el solido que se genera al girar alrededor del eje y la 
region que se ilustra en la figura. Explique por que es inconve- 
niente usar los cortes por rebanadas para determinar el volumen 
V de S. Dibuje un cascaron representativo de aproximacion. 
^Cuales son la circunferencia y la altura? Mediante cascarones 
encuentre V. 


y 


y = x(x- l) 2 



+ 


1 


x 


2. Sea S el solido que se genera al girar alrededor del eje y 
la region que se ilustra en la figura. Dibuje un cascaron 
cilindrico representativo y determine su circunferencia y altura. 
Mediante cascarones calcule el volumen de S. iCiee usted que 
este metodo es mejor que el de las rebanadas? Explique. 



Se requiere calculadora graficadora o computadora 


PSI 


Se requiere sistema algebraico computarizado 


1. Tareas sugeridas disponibles en stewartcalculus.com 
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volumen que se genera al hacer girar alrededor del eje y, cada una 
de las regiones definidas por las curvas dadas. 

3. y = f/x, y = 0, x = 1 

4. y = x 3 , y = 0, x = 1, x = 2 

5. y = e x , y = 0, x = 0, x = 1 

6. y = Ax — x 2 , y = x 

7. y = x 2 , y = 6x — 2x 2 


26. x 2 — y 2 = 7, x = 4; alrededor de y = 5 


27. Aplique la regia del punto medio con n = 5 para 
estimar el volumen obtenido cuando la region bajo la curva 
y = Vl + x 3 , 0 =S x *5 1 , gira alrededor del eje y. 

28. Si la region que se ilustra en la figura gira alrededor del eje y 
para formar un solido, aplique la regia del punto medio con 
n = 5 para estimar el volumen del solido. 


8. Sea V el volumen del solido que se obtiene cuando la region 
limitada por y = yfx y y = x 2 gira alrededor del eje y. Calcule 
V cortando rebanadas y formando cascarones cilmdricos. En 
ambos casos, elabore un diagrama para explicar su metodo. 

9-14 Mediante el metodo de los cascarones cilmdricos determine el 
volumen de cada uno de los siguientes solidos que se obtienen al 
hacer girar alrededor del eje x la region que delimitan las curvas 
dadas. 

9. xy = l, x = 0, y=l, y = 3 

10. y = yfx , x = 0 , y = 2 

11. y = x 3 , y = 8, x = 0 

12. x = 4y 2 - v 3 , x = 0 

13. x = 1 + (y - 2) 2 , x = 2 

14. x + y = 3, x = 4 - (y - l) 2 


15-20 Mediante el metodo de los cascarones cilmdricos determine 
el volumen generado cuando gira cada una de las siguientes regio- 
nes que definen las curvas dadas, alrededor del eje especificado. 

15. y = x 4 , y = 0, x = 1; alrededor x = 2 

16. y = yfx ", y = 0, x = 1; alrededor x = — 1 

17. y = 4x — x 2 , y = 3; alrededor x = 1 

18. y = x 2 , y = 2 — x 2 ; alrededor x = 1 

19. y = x 3 , y = 0, x = 1; alrededor y = 1 

20. x = y 1 + 1, x = 2; alrededor y = — 2 


21-26 

a) Plantee una integral para el volumen del solido que se genera al 
hacer rotar la region que definen las curvas dadas alrededor del 
eje especificado. 

b) Utilice su calculadora para evaluar la integral con una aproxi- 
macion de cinco decimales. 

21. y = xe~ x , y = 0, x = 2; alrededor del ejey 

22. y = tan x, y = 0, x = tt/ 4; alrededor de x = it 12 

23. y = cos 4 x, y = — cos 4 x, — tt/ 2 =£ x =£ rr/2; 
alrededor de x = tt 

24. y = x, y = 2x/(l + x 3 ); alrededor de x = —1 

25. x = Vseny , 0 =£ y =S 77 , x = 0; alrededor de y = 4 



29-32 Cada una de las siguientes integrates representa el volumen 
de un solido. Describa el solido. 


29. f 2-7TX 5 dx 30. 2 t r 

Jo 

31. P 2tt(3 - y)(l - y 2 ) dy 
Jo 

I / 2tt(tt — x)(cos x — sen*) dx 
Jo 


r- 

Jo 1 


+ r 


-dy 


32. 


33-34 Por medio de una grafica, estime las coordenadas x de los 
puntos donde se cortan las curvas dadas. Luego con esa informa- 
cion estime el volumen del solido obtenido cuando giran alrededor 
del eje y la region delimitada por estas curvas. 

33. y = e x , y = yfx + 1 

34. y = x 3 — x + 1, y = — x 4 + 4x — 1 


SAC 35-36 Use un sistema algebraico computarizado para calcular el 
volumen exacto del solido obtenido al girar la region que definen 
las curvas dadas alrededor de la recta especificada. 

35. y = sen 2 x, y = sen 4 x, 0 =S x =£ tt ; alrededor de x = tt/2 

36. y = x 3 sen x, y = 0, 0 =S x ^ 7r; alrededor de x = — 1 


37-43 La region delimitada por las curvas dadas gira alrededor del 
eje especificado. Determine el volumen del solido resultante, por 
medio de cualquier metodo. 

37. y = —x 2 + 6x — 8, y = 0; alrededor del eje y 

38. y = —x 2 + 6x — 8, y = 0; alrededor del eje x 

39. y 2 — x 2 = 1, y = 2; alrededor del eje x 

40. y 2 — x 2 = 1, y = 2; alrededor del eje y 


446 CAPITULO 6 APLICACIONES DE LA INTEGRACION 


41. x 2 + (y — l) 2 = 1; alrededor del eje y 

42. x = (y — 3) 2 , x = 4; alrededor de v = 1 

43. x = (y — l) 2 , x — y = 1; alrededor de x — — 1 


44. Sea T la region triangular con vertices (0, 0), (1, 0) y (1, 2), y 
sea V el volumen del solido generado cuando T gira alrededor 
de la recta x = a, donde a > 1 . Exprese a en terminos de V. 

45-47 Mediante cascarones cilmdricos, calcule el volumen del 
solido. 

45. Una esfera de radio r 

46. El toro solido del ejercicio 67 de la seccion 6.2 

47. Un cono circular recto de altura h y base de radio r 


46. Suponga que usted fabrica anillos para servilletas perforando 
agujeros de diferentes diametros en dos bolas de madera 
(las cuales tambien tienen diametros distintos). Usted descubre 
que ambos anillos para las servilletas tienen la misma altura h, 
como se muestra en la figura. 

a) Intuya cual anillo contiene mas madera. 

b) Verifique su conjetura: mediante cascarones cilmdricos 
calcule el volumen de un anillo para servilleta generado al 
perforar un agujero con radio r a traves del centra de una 
esfera de radio R y exprese la respuesta en funcion de h. 




Trabajo 


El termino trabajo se utiliza en el lenguaje cotidiano para expresar el esfuerzo que se 
requiere para ejecutar una tarea. En fisica, el trabajo tiene un significado tecnico que 
depende de la idea d t fuerza. Intuitivamente podemos pensar en una fuerza como algo 
que provoca un impulso o un jalon sobre un objeto; por ejemplo, el empuje horizontal de 
un libro hacia el otro lado de la mesa, o bien, el jalon hacia abajo que ejerce la gravedad 
de la Tierra sobre una pelota. En general, si un objeto se desplaza en linea recta con fun- 
cion position s(t), entonces la fuerza F sobre el objeto (en la misma direction) esta dada 
por la segunda ley de Newton del movimiento como el producto de su masa m por su 
aceleracion, es decir: 


m 


F = 


d 2 s 


dt 2 


En el sistema metrico SI, la masa se mide en kilogramos (kg), el desplazamiento en metros 
(m), el tiempo en segundos (s) y la fuerza en newtons (N = kg-m/s 2 ). Asf, una fuerza 
de 1 N que actua sobre una masa de 1kg produce una aceleracion de m/s 2 . En el sistema 
usual de Estados Unidos, la unidad fundamental que se ha elegido como la unidad de 
fuerza es la libra. 

En el caso de aceleracion constante, la fuerza F tambien es constante, y el trabajo realiza- 
do esta definido como el producto de la fuerza F por la distancia d que el objeto recorre: 


2 


W = Fd trabajo = fuerza X distancia 


Si F se mide en newtons y d en metros, entonces la unidad de W es un newton-metro, 
llamada joule (J). Si F se mide en libras y d en pies, entonces la unidad de W es libra-pie 
(lb-pie), que es de casi 1.36J. 


EJEMPLO 1 


a) (i Que tanto trabajo se realiza al levantar un libro de 1.2 kg desde el suelo y colocarlo 
en un escritorio que tiene 0.7 m de altura? Utilice el hecho de que la aceleracion debida a 
la gravedad es g = 9.8 m/s 2 . 

b) ( Cuanto trabajo se efectua al levantar desde el suelo un peso de 201b a una altura de 6pies? 

S0LUCI0N 

a) La fuerza ejercida es igual y opuesta a la que ejerce la gravedad, de modo que con la 
ecuacion 1 se obtiene 


F = mg = (1.2)(9.8) = 11.76 N 
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por lo que la ecuacion 2 proporciona el trabajo realizado como 

W=Fd= (11.76X0.7) * 8.2 J 

b) En este caso, la fuerza es F = 201b, de modo que el trabajo realizado es 

W = Fd = 20 • 6 = 120 pies-lb 

Observe que en el inciso b), a diferencia del inciso a), no tuvimos que multiplicar por g 
porque ya conocfamos el peso (el cual es una fuerza) y no la masa del objeto. 

La ecuacion 2 define el trabajo siempre y cuando la fuerza sea constante, pero, ( ',que 
sucede si la fuerza es variable? Supongamos que el objeto se desplaza a lo largo del eje x 
en la direccion positiva, desde x = a hasta x = b, y que en cada punto x entre ay b actua 
una fuerza fix) sobre el objeto, donde/es una funcion continua. Dividamos el intervalo 
[a, b] en n subintervalos con puntos extremos Xo, Xi, ... , x„ e igual ancho Ax. Elijamos 
un punto muestra xf en el i-esimo subintervalo [x, i, x,]. Entonces la fuerza en el punto es 
/(xf). Si n es grande, entonces Ax es pequena, y puesto que/es continua, los valores de / 
no cambian mucho sobre el intervalo [x,-i, X,]. En otras palabras,/es casi constante sobre 
el intervalo, por lo que el trabajo W, que se realiza al desplazar la partfcula desde Xi - 1 hasta 
Xi se obtiene aproximadamente mediante la ecuacion 2: 

W, - /(xf) Ax 

Asf, podemos dar un valor aproximado del trabajo total con 


3 


W - 2 /(xf) Ax 

i=i 


Parece que esta aproximacion es mejor a medida que incrementamos a n. Por tanto, defi- 
nimos el trabajo realizado al mover el objeto desde a hasta b como el lfmite de esta 
cantidad cuando n — > °°. Puesto que el lado derecho de [3] es una suma de Riemann, su 
lfmite es una integral definida, asf que 


a 


W = lim 2 f(xf) Ax = [ f(x) dx 

n^cc i=l J a 



Superficie q x 

sin friccion 


a) Posicion natural del resorte 


f(x) = kx 


X 



EJEMPLO 2 


Cuando una partfcula se ubica a una distancia x pies del origen, una fuerza 
de x 2 + 2x libras actua sobre ella. ( ' Cuanto trabajo se efectua al moverla desde x = 1 
hasta x = 3? 


S0LUCI0N 


W = 


j: 


(x 2 + 2x) dx = — 


50 

3 


El trabajo realizado es I63 pies-lb. 


En el ejemplo siguiente aplicamos una ley de la ffsica: la ley de Hooke establece que 
la fuerza requerida para mantener un resorte estirado x unidades mas de su longitud natural 
es proporcional a x: 


b) Posicion del resorte estirado /(x) = kx 

donde k es una constante positiva (que se denomina constante del resorte). La ley de 
Hooke se cumple siempre que x no sea demasiado grande (vease la figura 1). 


FIGURA 1 

Ley de Hooke 
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1 


EJEMPLO 3 


Se requiere una fuerza de 40 N para sostener un resorte que esta estirado 
desde su posicion natural de 10cm a una longitud de 15cm. ^Cuanto trabajo se hace al 
estirar el resorte de 15 a 18 cm? 


SO LUC I ON De acuerdo con la ley de Hooke, la fuerza que se requiere para mantener el 
resorte estirado x metros mas alia de su longitud natural es fix) = kx. Cuando el resorte 
se estira de 10 a 15 cm, la cantidad estirada es 5 cm = 0.05 m. Esto quiere decir que 
/( 0.05) = 40, de modo que 


0.05 k = 40 k = = 800 


Asf, f(x) = 800x y el trabajo realizado para estirar el resorte de 15 a 18 cm es 

ro.i 
Jo.o 


W = 


(■ 0.08 X 

800jt dx = 800 — 

0.05 2 


= 400[(0.08) 2 - (0.05) 2 ] = 1.56J 


0 -- 


100 - 


X 













Ax 











unm 


FIGURA2 


Un cable de 2001b mide 100 pies de largo y cuelga verticalmente desde 
lo alto de un edificio. (i Cuanto trabajo se requiere para subir el cable hasta la parte 
superior del edificio? 


SOLUCION En este caso no hay una formula para la funcion fuerza, pero podemos aplicar 
un razonamiento similar al que origino la definition 4. 

Colocamos el origen en lo alto del edificio y el eje x senalando hacia abajo como se 
ilustra en la figura 2. Dividimos el cable en pequenos segmentos de longitud Ax. Si x, * es un 
punto en el /-esimo intervalo, entonces todos los puntos del intervalo se levantan casi la 
misma cantidad, digamos, x*. El cable pesa 2 libras por cada pie, de modo que el peso del 
(-esimo segmento es 2 At. Asf, el trabajo realizado en el (-esimo segmento, en pies-libras, es 


(2 Ax) • x* = 2xf Ax 

fuerza distancia 


Si hubieramos colocado el origen en la parte 
inferior del cable y el eje x hacia arriba, 
habriamos obtenido 

W = 2(100 - x) dx 

lo cual aporta la misma respuesta. 


Obtenemos el trabajo total que se realizo sumando todas las aproximaciones y haciendo 
que la cantidad de segmentos sea grande (de modo que Ax — > 0): 


A ^ . fl00 

W = lfm 2 2x* Ax = 2 x dx 

(=1 •'° 


= x“J 0 = 10000 pies-libras 


EJEMPLO 5 


Un deposito tiene la forma de un cono circular invertido de altura igual a 
10 m y radio de la base de 4 m. Se llena con agua hasta alcanzar una altura de 8 m. 
Calcule el trabajo que se requiere para vaciar el agua mediante bombeo por la parte 
superior del deposito. (La densidad del agua es 1000 kg/m 3 .) 


SOLUCION Midamos profundidades desde la parte superior del recipiente introduciendo 
una recta vertical de coordenadas como en la figura 3. El agua se extiende desde una 
profundidad de 2 m hasta una profundidad de 10 m y, tambien, dividimos el intervalo [2, 10] 
en n subintervalos con extremos x 0 , Xi, . . . , x„ y elegimos xf en el /-esimo subintervalo. 
De este modo el agua se divide en n capas. La /-esima capa es aproximadamente un 
cilindro circular de radio r, y altura Ax. Podemos calcular r, a partir de triangulos 
semejantes y con ayuda de la figura 4 como se indica a continuacion: 


10 - xf 


4_ 

10 


n = 1(10 - xf) 
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|* — 4 m — *| 




Asf, un volumen aproximado de la /-esima capa de agua es 


Vi ~ irrf Ax = 



xf) 1 2 Ax 


de modo que su masa es 

m, = densidad X volumen 

4 77 

« 1000 • — (10 - xf) 2 Ax = 160 tt( 10 - xf) 2 Ax 

La fuerza necesaria para subir esta capa debe superar a la fuerza de gravedad, y de este 
modo 

Fi = niig = (9.8)16077(10 — xf) 2 Ax 
= 1568 tt( 10 - x*) 2 Ax 

Cada partfcula en la capa debe viajar una distancia de aproximadamente xf. El trabajo IV, 
realizado para subir esta capa hasta lo alto del deposito es aproximadamente el producto 
de la fuerza Ft por la distancia xf : 

Wt ~ Fix* ~ 15687rxf(10 — xf) 2 Ax 

Para encontrar el trabajo total en el vaciado del tanque, sumamos las contribuciones de 
cada una de las n capas y despues tomamos el lfmite cuando n — » 


FIGURA4 


n /» |Q 

W = lim ^ 15687rxf(10 — xf) 2 Ax = 15687tx(10 — xf dx 

;=i •' 2 


= 1568tt 


no 

l ( 100x - 

20x 2 + x 3 ) dx = 156877 

50x 2 - 

20x 3 x 4 5 

3 ' 4 

(^) - 3.4 

SO 

O 

X 




Ejercicios 


1. Un gorila de 3601b trepa a un arbol a una altura de 20 pies. 
Encuentre el trabajo realizado si el gorila alcanza esa altura en 
a) 10 segundos b) 5 segundos 

2. ^Cuanto trabajo se realiza cuando un elevador levanta una roca 
de 200 kg a una altura de 3 m? 

3. Una fuerza variable de 5x~ 2 libras mueve un objeto a lo largo 
de una linea recta cuando esta a x pies del origen. Calcule 

el trabajo realizado para mover el objeto desde x = l pie a 
x = 10 pies. 

4. Cuando una partfcula se localiza a una distancia de x metros 
desde el origen, una fuerza de cos(7tx/3) newtons actua sobre 
ella. ^Cuanto trabajo se realiza al mover la partfcula desde 

x = 1 hasta x = 2? Interprete su respuesta considerando el 
trabajo realizado desde x = 1 hasta x = 1.5 y desde x = 1.5 
hasta x = 2. 

5. Se muestra la grafica de una funcion fuerza (en newtons) que 
se incrementa a su maximo valor y luego permanece constante. 


^Cuanto trabajo realiza la fuerza al mover un objeto a una 
distancia de 8 m? 



6. La tabla muestra los valores de una funcion fuerza/(x), donde 
x se mide en metros y/(x) en newtons. Aplique la regia 
del punto medio para estimar el trabajo que realiza la fuerza 
al mover un objeto desde x = 4 hasta x = 20. 


X 

4 

6 

8 

10 

12 

14 

16 

18 

20 

/w 

5 

5.8 

7.0 

OO 

OO 

9.6 

8.2 

6.7 

5.2 

4.1 


Se requiere calculadora graficadora o computadora 


1. Tareas sugeridas disponibles en stewartcalculus.com 
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7. Se requiere una fuerza de 101b para mantener estirado un 
resorte 4pulg mas de su longitud natural. ^Cuanto trabajo 
se realiza al estirar el resorte desde su longitud natural hasta 
6 pulg mas de su longitud natural? 

8 . Un resorte tiene una longitud natural de 20 cm. Si se requiere 
una fuerza de 25 N para mantenerlo estirado a una longitud de 
30 cm, ^cuanto trabajo se requiere para estirarlo desde 20 hasta 
25 cm? 

9. Suponga que se necesitan 2 J de trabajo para estirar un resorte 
desde su longitud natural de 30 cm hasta una longitud de 42 cm. 

a) ^Cuanto trabajo se requiere para estirarlo desde 35 hasta 
40 cm? 

b) ^Cuanto mas alia de su longitud natural, una fuerza de 30 N 
mantendra el resorte estirado? 

10. Si el trabajo que se requiere para estirar un resorte 1 pie mas de 
su longitud natural es 12 lb-pie, ^cuanto trabajo se requiere para 
estirar al resorte 9 pulg mas de su longitud natural? 

11. Un resorte tiene una longitud natural de 20 cm. Compare el 
trabajo W i invertido en alargar un resorte desde 20 hasta 30 cm 
con el trabajo W 2 realizado en estirarlo desde 30hasta 40cm. 

^Como se relacionan W 2 y Wi? 

12. Si se necesitan 6 J de trabajo para estirar un resorte de 10 a 
12 cm y otros 10 J para estirarlo de 12 a 14 cm, ^,cual es 
la longitud natural del resorte? 

13-20 Muestre como obtener un valor aproximado del trabajo 

requerido mediante una suma de Riemann. Luego exprese el 23. 

trabajo como una integral y evaluela. 

13. Una pesada soga de 50 pies de largo pesa 0.5 lb/pie y esta 
colgando por un lado de un edificio de 120 pies de altura. 

a) ^Cuanto trabajo se efectua al jalar la soga por la parte 
superior del edificio? 

b) ^Cuanto trabajo se realiza al jalar la mitad de la soga a la 
parte superior del edificio? 

14. Una cadena que esta en el suelo mide 10m de largo y su masa 
es de 80 kg. ^Cuanto trabajo se efectua para subir un extremo 
de la cadena a una altura de 6 m? 

15. Un cable que pesa 21b/pie se usa para subir 8001b de carbon 
por el tiro de una mina de 500 m de profundidad. Calcule el 
trabajo realizado. 

16. Un cubo que pesa 41b y una soga de peso insignificante se usan 
para extraer agua de un pozo de 80 pies de profundidad. El 
cubo se llena con 401b de agua y se jala hacia arriba con una 
rapidez de 2 pies/s, pero el agua se sale por un agujero que 
tiene el cubo, con una rapidez de 0.2 lb/s. Calcule el trabajo 
hecho al jalar el cubo hasta la boca del pozo. 

17. Un cubo de 10kg, pero con un agujero, se sube desde el suelo 
hasta una altura de 12 m con rapidez constante por medio de 
una soga que pesa 0.8 kg/m. Al principio, el cubo contiene 
36 kg de agua, pero el agua se sale con rapidez constante y 
termina de salirse justo cuando el cubo llega a los 12 m 
de altura. ^Cuanto trabajo se realizo? 


18. Una cadena de 10 pies de largo pesa 251b y cuelga de un 
techo. Calcule el trabajo hecho al subir el extremo inferior 
de la cadena al techo de modo que este al mismo nivel que el 
extremo superior. 

19. Un acuario que mide 2m de largo, lm de ancho y lm de 
profundidad esta lleno con agua. Determine el trabajo que 
se requiere para extraer por bombeo la mitad del agua de 
dicho acuario. (Recuerde que la densidad del agua es 

de 1000 kg/m 3 ). 

20. Una piscina circular tiene un diametro de 24 pies, los lados 
miden 5 pies de altura y la profundidad del agua es de 4 pies. 
^Cuanto trabajo se requiere para extraer por bombeo toda el 
agua por uno de los lados? (Recuerde que el peso del agua es 
de 62.5 lb/pies 3 .) 


21-24 Cada uno de los siguientes tanques esta lleno con agua. 
Determine el trabajo necesario para que, mediante bombeo, el agua 
saiga por el tubo de descarga. En los ejercicios 23 y 24 utilice el 
hecho de que el peso del agua es de 62.51b/pies 3 . 



3 m H 



FH 25. Suponga que en el caso del deposito del ejercicio 21, la 
bomba se descompone despues de que se ha realizado un 
trabajo de 4.7 X 10 s J. (,Cual es la profundidad del agua que 
queda en el deposito? 

26. Resuelva el ejercicio 22 suponiendo que el tanque esta lleno a 
la mitad de aceite con densidad de 900 kg/m 3 . 

27. Cuando el gas se expande en un cilindro de radio r , la presion 
en cualquier momento dado es una funcion del volumen: 

P = P(V). La fuerza que ejerce el gas sobre el embolo (vease 
la figura) es el producto de la presion por el area: F = irr 2 P. 
Demuestre que el trabajo que realiza el gas cuando el volumen 
se expande desde el volumen Vi al volumen V 2 es 



cabeza del embolo 


x 
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28. En un motor de vapor, la presion P y el volumen V del vapor 
cumple con la ecuacion PV' A = k , donde k es una constante. 
(Esto es valido en el caso de la expansion adiabatica, es decir, 
la expansion en la cual no hay transferencia de calor entre el 
cilindro y sus alrededores.) Refierase al ejercicio 27 para 
calcular el trabajo realizado por el motor durante un ciclo cuando 
el vapor inicia a una presion de 1601b/pulg 2 y un volumen de 
lOOpulg 3 y se expande a un volumen de 800pulg 3 . 

29. a) La ley de Newton de gravitation establece que dos cuerpos 

con masas /Hi y m 2 se atraen entre si con una fuerza 


donde r es la distancia entre los cuerpos y G es la constante 
gravitacional. Si uno de los cuerpos esta fijo, determine 
el trabajo necesario para llevar al otro desde r = a hasta 
r = b. 

b) Calcule el trabajo requerido para lanzar un satelite de 
1000 kg en direction vertical hasta una orbita a 1000 km 
de altura. Puede suponer que la masa de la Tierra es de 
5.98 X 10 24 kg y esta concentrada en su centra. Tome 
el radio de la Tierra como 6.37 X 10 6 m y G = 6.67 X 
10- u N-m 2 /kg 2 . 

30. La gran piramide del rey Keops fue construida de piedra caliza 
en Egipto durante un periodo de tiempo de 20 anos, desde 


2580 a. C. a 2560 a. C. Su base es un cuadrado con una longi- 
tud del lado de 756 pies, y su altura cuando se construyo fue de 
481 pies. (Fue la estructura hecha por el hombre mas alta del 
mundo por mas de 3 800 anos.) La densidad de la piedra caliza 
es aproximadamente 150 lb/m 3 . 

a) Estime el trabajo total realizado en la construction de la 
piramide. 

b) Si cada obrero trabajo 10 horas al dia durante 20 anos, 

340 dfas al ano, e hizo 2001bs-pie/h de trabajo al levantar 
los bloques de piedra caliza de su lugar, aproximadamente, 
^cuantos obreros se necesitaron para construir la piramide? 



© Vladimir Korostyshevskiy / Shutterstock 


6.5 


Valor promedio de una funcion 


Es facil calcular el valor promedio de una cantidad finita de numeros y 2 , . . . , y„: 


Tprom 


yi + yi + • ■ ■ + y n 

n 



Pero, <de que manera calcular la temperatura promedio durante un dfa, si hay gran canti- 
dad de lecturas de temperatura? En la figura 1 se muestra la grafica de una funcion tempe- 
ratura T(t), donde t se mide en horas y Ten °C, y una conjetura de la temperatura promedio, 
T 

- 1 prom* 

En general, tratemos de calcular el valor promedio de una funcion y = f(x), a x b. 
Empezamos por dividir el intervalo [a, b ] en n subintervalos iguales, cada uno de ellos de 
longitud Ax = (b — a)/n. Luego escogemos los puntos xf, ... , x* en subintervalos suce- 
sivos y calculamos el promedio de los numeros f(x*), ... , f{xf ) : 


FIGURA 1 


fix*) + • • • + f(x; if) 
n 


(Por ejemplo, si/representa una funcion temperatura y n = 24, esto quiere decir que toma- 
mos lecturas de la temperatura cada hora y luego promediamos.) Puesto que Ax = (b — 
a)/n, podemos escribir n = (b — a)/ Ax, y el valor promedio es 


/(xf) + • ■ • +/(x,f) 

b — a 


T — — [fix*) Ax + 
b — a 


+ fix*) Ax] 


= — - — t/(^) Ax 

b - a ;_i 


Ax 
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Si incrementamos n, podriamos calcular el valor promedio de un gran numero de valores 
muy poco separados. (Por ejemplo, podriamos promediar lecturas de temperatura tomadas 
cada minuto o hasta cada segundo.) El valor Hmite es 

1 n i 

11m 2 /(*?) Ax = I f(x) dx 

„-»<x> b — a i - 1 b — a Ja 

por la definition de integral definida. 

Por tanto, definimos el valor promedio de / sobre el intervalo [a, b] como 


Para ana funcion positiva, podemos pensar esta 
definition como 

area 

= altura promedio 

ancho 



□ 


EJEMPLO 1 


Determine el valor promedio de la funcion /(x) = 1 + x 2 sobre el 


intervalo [—1, 2], 

SOLUCION Con a = — lyb = 2 tenemos 


./prom 


- — ) VW dx = - — X — — f (1 + x 2 ) 
— a Ja 2 — 1) J-i 


b — a 

y 


dx 


= 2 


Si T(t) es la temperatura en el tiempo t, podemos preguntarnos si existe un momento 
especffico en el que la temperatura es la misma que la temperatura promedio. Para la fun- 
cion temperatura dibujada en la figura 1, existen dos momentos: justo antes del mediodfa 
y antes de la medianoche. En general, ( '.hay un numero c en el cual el valor de/es exacta- 
mente igual al valor promedio de la funcion, es decir, /(c) = / pr om ? El teorema siguiente 
dice que esto es valido para funciones continuas. 



Siempre puede cortarse una parte de lo alto de 
una montana (dos dimensiones) hasta una cierta 
altura, y usarla para rellenar con eso los valles, 
de tal modo que la montana se vuelva 
completamente plana. 


Teorema del valor medio para integrales Si/es continua sobre [ a , b], entonces existe 
un numero c en [a, b] tal que 

/(c) = /prom = T— ) b f(x) dx 

b — a Ja 

es decir, f f(x) dx = f(c)(b — a) 


El teorema del valor medio para integrales es una consecuencia del teorema del valor 
medio para las derivadas y del teorema fundamental del calculo. La demostracion se esbo- 
za en el ejercicio 25. 

La interpretation geometrica del teorema del valor medio para integrales es que, para 
funciones positivas /, hay un numero c tal que el rectangulo con base [a, b] y altura /(c) 
dene la misma area que la region bajo la grafica de/desde a hasta b. (Vease la figura 2 y 
la interpretation mas clara en la nota al margen). 


0 


EJEMPLO 2 


Puesto que/(x) = 1 + x 2 es continua sobre el intervalo [ — 1, 2], el teorema 


del valor medio para integrales establece que hay un numero c en [— 1, 2] tal que 


j 2 ' (1 + x 2 ) dx = /(c)[2 - (-1)] 
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En este caso particular podemos hallar c en forma explfcita. Segun el ejemplo 1, 
sabemos que/ pr om = 2, de modo que el valor de c cumple con 

/(C) =/pr°m = 2 

Por tanto, 1 + c 2 = 2 de modo que c 2 — I 

Por consiguiente, sucede en este caso que hay dos numeros c = ± 1 en el intervalo 
[ — 1, 2] que funcionan en el teorema del valor medio para integrales. 


Los ejemplos 1 y 2 se ilustran mediante la figura 3. 


EJEMPLO 3 


□ 

de tiempo [t\, tf\ es la misma que el promedio de sus velocidades durante el viaje. 


Demuestre que la velocidad promedio de un automovil en un intervalo 


SO LUC I ON Si s(t) es el desplazamiento del automovil en el tiempo f, entonces, por 
definicion, la velocidad promedio del automovil en el intervalo es 


As s(t 2 ) — s(q) 

A t ?2 L| 


Por otro lado, el valor promedio de la funcion velocidad sobre el intervalo es 


^Drom 


“ — p v(t) dt = — - — f' 2 s'(t) 

- t\ Jh h — t\ 


dt 


ti ~ t\ 

1 


h t\ 
s(t 2 ) - s(q) 

?2 — ti 


tl ~ tl 
[s(?2) — s(tl)] 


= velocidad promedio 


6.5 


Ejercicios 


1-8 Determine el valor promedio de la funcion en el intervalo dado. 

1 . f( x ) = 4x - x 2 , [0,4] 

2. f(x) = sen 4x, [ — tt, 7t] 

3 .g(x) = lfx, [ 1 , 8 ] 

4. g(t) = — r . [1,3] 

73 + t 2 

5. f(t) = e“ n 'cos t, [0. tt/2] 

6. f{6) = sec 2 ( 0/2 ), [0, tt/2] 

7. h(x) = cos 4 x sen x, [0, rr] 

8 . h(u) = (3 - 2u)~', [-1,1] 


9. f(x) = (x~ 3 ) 2 , [2, 5] 

10. f(x) = I A, [1,3] 

FB 11 . f{x ) = 2 senx — sen 2x, [0, ir] 
ffl 12. fix) = 2x/(l + x 2 ) 2 , [0, 2] 


13. Si/es continua y | 1 3 y(x) dx = 8, demuestre que/toma el valor 
de 4 por lo menos una vez sobre el intervalo [1, 3]. 

14. Determine los numeros b tales que el valor promedio de 
fix) = 2 + 6x — 3x 2 sobre el intervalo [0, b\ es igual a 3. 

15. Encuentre el valor promedio de/ sobre [0, 8], 


9-12 

a) Calcule el valor promedio de/ sobre el intervalo dado. 

b) Encuentre c tal que/, Iom =/(c). 

c) Grafique /y el rectangulo cuya area es la misma que el area 
bajo la grafica de /. 



FR Se requiere calculadora graficadora o computadora 


1. Tareas sugeridas disponibles en stewartcalculus.com 
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16. Se muestra la grafica de velocidad de un automovil que acelera. 



a) Utilice la regia del punto medio para estimar la velocidad 
promedio del automovil durante los primeros 12 segundos. 

b) ^En que momento la velocidad instantanea fue igual a la 
velocidad promedio? 

17. En una cierta ciudad la temperatura (en °F) t horas despues de 
las 9:00 se modelo mediante la funcion 

T(t) = 50 + 14 sen — 

12 

Calcule la temperatura promedio durante el periodo de 9:00 
hasta 21:00. 

18. La velocidad v de la sangre que fluye en un vaso sangumeo con 
radio R y longitud l a una distancia r del eje central es 

donde P es la diferencia de presion entre los extremos del vaso 
y 17 es la viscosidad de la sangre (vease el ejemplo 7 en la 
seccion 3.7). Encuentre la velocidad promedio (respecto a r ) 
sobre el intervalo 0 =£ r =£ R. Compare la velocidad promedio 
con la velocidad maxima. 

19. La densidad lineal de una varilla de 8 m de longitud es 
12 /Vjc + 1 kg/m, donde x se mide en metros desde un 
extremo de la varilla. Determine la densidad promedio de 
la varilla. 

20. a) Una taza de cafe tiene una temperatura de 95 °C y le toma 

30 minutos enfriarse a 61 °C en una habitacion con una 
temperatura de 20 °C. Utilice la ley del enfriamiento de 


Newton (seccion 3.8) para demostrar que la temperatura del 
cafe despues de t minutos es 

T(t) = 20 + 15e k ‘ 

donde k ~ 0.02. 

b) ^Cual es la temperatura promedio del cafe durante la 
primera media hora? 

21. En el ejemplo 1 en la seccion 3.8 modelamos la poblacion 
mundial en la segunda mitad del siglo xx por 

la ecuacion P(t) = 2560e 0017185 '. Utilice esta ecuacion para 
estimar la poblacion mundial promedio durante este periodo 
de tiempo. 

22. Si un cuerpo en cafda libre parte del reposo, entonces su 
desplazamiento esta dado por s = kgt 2 . Sea la velocidad 
v T despues de un tiempo T. Demuestre que si calculamos 
el promedio de las velocidades respecto a ?, obtenemos 

flprom = \v T ', pero si calculamos el promedio de las velocidades 
respecto a 5, obtenemos u prom = \vt. 

23. Utilice el resultado del ejercicio 83 en la seccion 5.5 para 
calcular el volumen promedio de aire inhalado en los pulmones 
en un ciclo respiratorio. 

24. Utilice el diagrama para mostrar que si/es concava hacia 
arriba sobre [a, b], entonces 



a + b 



25. Demuestre el teorema del valor medio para integrales aplicando 
el teorema del valor medio para derivadas (vease la seccion 
4.2) a la funcion F(x) = J//(t) dt. 

26. Si_/prom[a, b\ denota el valor promedio de/sobre el intervalo 
[fl, b] y a < c < b, demuestre que 


fp rom 



fpmm c\ 


+ 


b — c 


yprom \_C , b\ 


b — a 
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PROYECTO DE APLICACION 

EL CALCULO Y EL BEISBOL 

1 

P'f • 

( % : 'V 

Caja de bateo 

En este proyecto exploramos tres de las muchas aplicaciones del calculo al beisbol. Las interacciones 
ffsicas del juego, especialmente la colision de la pelota y el bate, son bastante complejas, y sus 
modelos se examinan en detalle en un libro de Robert Adair, The Physics of Baseball, 3a. ed. 
(Nueva York, 2002). 

1. Puede sorprenderle saber que el contacto durante la colision de una pelota de beisbol y el 
bate dura solo aproximadamente una milesima de segundo. Aquf estimamos la fuerza 
promedio sobre el bate durante esta colision, calculando primero el cambio de momenta 
de la bola. 

El momento p de un objeto es el producto de su masa m y su velocidad v, es decir, 
p = inv. Supongamos que sobre un objeto que se mueve a lo largo de una lrnea recta, actua 
una fuerza F = F(t) que es una funcion continua del tiempo. 

a) Demuestre que el cambio de momento durante un intervalo de tiempo [f 0 , fi] es igual a la 
integral de F de to a t\, es decir, demuestre que 

p{h) - p(t 0 ) = P‘ F(t) dt 

J to 

Vista aerea de la posicion de 
un bate de beisbol, que se muestra 
cada quincuagesimo de segundo 
durante un tfpico swing. 

Esta integral se llama impulso de la fuerza en el intervalo de tiempo. 

b) Un lanzador lanza una bola rapida a 90 millas/h a un bateador, que conecta un hit 
en lrnea directamente de regreso hacia el lanzador. La pelota esta en contacto con el 
bate 0.001 s y abandona el bate con una velocidad 1 10 millas/h. Una pelota de beisbol 
pesa 5 oz y, en el sistema de unidades de EU, su masa se mide en slugs: m = w/g, 
donde g = 32 pies/s 2 . 

i) Encuentre el cambio en el momento de la bola. 

ii) Determine la fuerza promedio sobre el bate. 

2. En este problema calculamos el trabajo necesario para que un lanzador arroje una bola 
rapida a 90 millas/h, considerando primero la energia cinetica. 

La energia cinetica C de un objeto de masa m y velocidad v esta dada por C = \mv 2 . 
Suponga que un objeto de masa m se esta moviendo en lrnea recta, y actua sobre el 
una fuerza F = F(s) que depende de su posicion s. De acuerdo con la segunda ley de 
Newton 

dv 

F{s) = ma = m — 
dt 

donde ay v denotan la aceleracion y la velocidad del objeto. 

a) Demuestre que el trabajo de mover el objeto desde una posicion s 0 a una posicion Si es igual 
al cambio de energia cinetica del objeto; es decir, demuestre que 

W = J F(s) ds = \mv \ — \mva 

donde u 0 = v(s 0 ) y Vi = v(sf son las velocidades del objeto en las posiciones s 0 y Si- 
Sugerencia: por la regia de la cadena, 

dv dv ds dv 

m - ■ = m - - - = mv — 

dt ds dt ds 

b) ^Cuantas pie-libras de trabajo se requieren para lanzar una pelota de beisbol a una 
velocidad de 90 millas/h? 


FR Se requiere calculadora graficadora o computadora 
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3. a) Un jardinero atrapa una pelota de beisbol a 280 pies del plato de home y la arroja 

directamente al catcher con una velocidad inicial de 100 pies/s. Suponga que la velocidad 
v(t) de la bola despues de t segundos satisface la ecuacion diferencial dv/dt = —jjjV 
debido a la resistencia del aire. ^Cuanto tarda la bola en llegar a home ? (Desprecie 
cualquier movimiento vertical de la bola). 


b) El manager del equipo se pregunta si la bola llegara a home antes apoyandose en un 
jugador de cuadro. El parador en corto puede colocarse entre el jardinero y el plato de 
home , captura la pelota lanzada por el jardinero, gira y tira la pelota al catcher con 
una velocidad inicial de 105 pies/s. El manager registra el tiempo de intervencion del 
parador en corto (capturar, girar, tirar) en medio segundo. que distancia del home 
debe posicionarse el parador en corto para minimizar el tiempo total de llegada de la 
pelota al home ? ^,E1 manager deberfa alentar a un tiro directo o un tiro con relevo? 
^Que sucede si el parador en corto puede lanzar a 1 15 pies/s? 

c) iA que velocidad debe lanzar el parador en corto para que su lanzamiento de relevo 
iguale el tiempo que el de un tiro directo? 


0YECT0 DE APLICACi DONDE SENTARSE EN EL CINE 



Una sala de cine tiene una pantalla que esta colocada 10 pies arriba del piso y mide 25 pies 
de altura. La primera fila de asientos esta ubicada a 9 pies de la pantalla, y las lilas estan 
separadas 3 pies. El piso de la zona de asientos esta inclinado un angulo de a = 20° por arriba de 
la horizontal, y la distancia inclinada hasta donde usted esta sentado es x. La sala tiene 21 filas 
de asientos, de modo que 0 =£ x =£ 60. Suponga que decide que el mejor lugar para sentarse es la 
fila donde el angulo 0 que subtiende la pantalla a sus ojos es un maximo. Suponga tambien que sus 
ojos estan 4 pies por arriba del piso, segun se ilustra en la figura. (En el ejercicio 74 de la seccion 
4.7 se estudia una version mas sencilla de este problema, en el que el piso es horizontal, pero este 
proyecto plantea una situacion mas complicada y requiere tecnologfa.) 

1. Demuestre que 


9 = arccos 


a 2 + b 2 


625 


2 ab 


donde 


a 2 = (9 + x cos a) 2 + (31 — x sen a) 2 


y 


b 2 = (9 + x cos a) 2 + ( x sen a — 6) 2 


2. Mediante una grafica de 9 como una funcion de x estime el valor de x que maximiza 6. £ En 
cual fila debe sentarse? ^Cual es el angulo de vision 9 en esta fila? 

3. Utilice un sistema algebraico computarizado para derivar 9 y calcular un valor numerico 
para la rafz de la ecuacion d9/dx = 0. ^Este valor confirma su resultado del problema 2? 

4. Mediante una grafica de 9 estime el valor promedio de 9 en el intervalo 0 =£ x =£ 60. Luego 
utilice su sistema algebraico computarizado para calcular el valor promedio. Compare con 
los valores maximos y minimos de 9. 


Se requiere un sistema algebraico computarizado 
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Repaso 


Verification de conceptos 

1. a) Trace dos curvas representativas y = /(x) y y = g(x), donde 

/(x) 3 g(x) para a =£ x =£ b. Muestre como aproximar al 
area entre estas curvas mediante una suma de Riemann, y 
dibuje los rectangulos correspondientes de aproximacion. 
Luego plantee una expresion para el area exacta. 

b) Explique como cambia la situation si las curvas tienen 
ecuaciones x =/( y) y x = g(y), donde /(y) 3 g(y) para 
c =£ y =S d. 

2 . Suponga que Susana corre mas rapido que Katy en la com- 
petencia de los 1500 m. ^.Cual es el significado ftsico del area 
entre sus curvas de velocidad durante el primer minuto de la 
competencia? 

3 . a) Suponga que S es un solido con areas de section transversal 

conocidas. Explique como obtener un valor aproximado del 
volumen de S mediante una suma de Riemann. Escriba una 
expresion para el volumen exacto. 


b) Si S es un solido de revolution, ^como se determinan 
las areas de las secciones transversales? 

4 . a) ^Cual es el volumen de un cascaron cilindrico? 

b) Explique como utilizar los cascarones cilmdricos para 
calcular el volumen de un solido de revolution. 

c) ;,Por que preferirfa usted usar el metodo de calculo 
mediante cascarones en lugar del metodo de las rebanadas 
o discos? 

5 . Suponga que empuja usted un libro al otro lado de una mesa de 
6 m de largo ejerciendo una fuerza f(x) en cada punto desde 

x = 0 hasta x = 6. ^Que representa J 0 6 /(x) dx2 Si fix) se mide 
en newtons, ^cuales son las unidades para la integral? 

6 . a) ^Cual es el valor promedio de una funcion/sobre un 

intervalo [ a , b] ? 

b) ^Que establece el teorema del valor medio para integrales? 
^,Cual es su interpretation geometrica? 


Ejercicios 

1-6 Encuentre el area de la region limitada por cada una de las 
siguientes curvas. 

1. y = x 2 , y = 4x — x 1 

2. y = 1/jc, y = x 2 , y = 0, x = e 

3. v = 1 — 2x 2 , y = | x\ 

4. x + y = 0, x = y 1 + 3y 

5. y = sen (ttx/2), y = x 2 — 2x 

6. y = yfx , y = x 2 , x = 2 


7-1 1 Encuentre el volumen del solido obtenido al rotar cada una de 
las siguientes regiones limitadas por las curvas dadas alrededor del 
eje especificado. 

7. y = 2x, y = x 2 ; alrededor del eje x 

8. x = 1 + y 2 , y = x — 3; alrededor del ejey 

9. x = 0, x — 9 — y 2 \ alrededor dex = — 1 

10 . y = x 2 + 1, y = 9 — x 2 \ alrededor dey = —1 

11. x 2 — y 2 = a 2 , x = a + h (donde a> 0, h> 0); 
alrededor del eje y 

12-14 Configure, pero no evalue, una integral para el volumen del 
solido obtenido al rotar la region limitada por cada una de las 
siguientes curvas dadas sobre el eje especificado. 

12 . y = tan x, y = x, x = tt/3; alrededor del eje v 

13 . y = cos 2 x, | x | *£ tt/ 2, y = \\ alrededor de x = 7t/2 


14. y = *Jx , y = x 2 ; alrededor de v = 2 


15. Encuentre los volumenes de los solidos obtenidos mediante la 
rotation de la region limitada por la curvas y = xy y = x 2 
alrededor de las siguientes rectas. 

a) El eje x b) El eje y c) y = 2 

16 . Sea 2 ft la region en el primer cuadrante limitada por las curvas 
y = x 3 y y = 2x — x 1 . Calcule las siguientes cantidades 

a) El area de 2ft 

b) El volumen obtenido al rotar 2ft alrededor del eje x 

c) El volumen obtenido al rotar 2 ft en torno al eje y 

17. Sea 2 ft la region limitada por las curvas v = tan(x 2 ), x = 1 
y y = 0. Utilice la regia del punto medio con n = 4 para 
estimar las siguientes cantidades. 

a) El area de 2 ft 

b) El volumen obtenido al rotar 2ft alrededor del eje x 

^ 18 . Sea 2ft la region limitada por las curvas y = 1 — x 2 y 
y = x 6 — x + 1. Estime las siguientes cantidades. 

a) Las coordenadas x de los puntos de intersection de las 
curvas 

b) El area de 2 ft 

c) El volumen generado cuando 2ft rota alrededor del eje x 

d) El volumen generado cuando 2ft rota alrededor del eje y 

19-22 Cada una de las siguientes integrales representa el volumen 
de un solido. Describa el solido. 

Ctt/ 2 r tt/2 

19 . 27rxcosxax 20 . 2ttcos~xcix 

Jo Jo 


Se requiere calculadora graficadora o computadora 
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21 . | tt( 2 — sen x) 1 dx 22 . | 2tt( 6 — y)(4v — y 2 ) dv 

Jo Jo 


23 . La base de un solido es un disco circular con radio 3. Encuen- 
tre el volumen del solido si las secciones transversales paralelas 
y perpendiculares a la base son triangulos rectangulos isosceles 
con hipotenusa ubicada a lo largo de la base. 

24 . La base de un solido es la region limitada por las parabolas 
y = x 2 y y = 2 — x 2 . Encuentre el volumen del solido si 
las secciones transversales perpendiculares al eje jc son 
cuadrados y uno de sus lados coincide con la base. 

25 . La altura de un monumento es de 20 m. Un corte transversal 
horizontal a una distancia de x metros desde la parte superior 
es un triangulo equilatero con \x metros de lado. Encuentre el 
volumen del monumento. 

26 . a) La base de un solido es un cuadrado con vertices en (1, 0), 

(0, 1), (—1, 0) y (0, —1). Cada seccion transversal perpen- 
dicular al eje x es un semicfrculo. Encuentre el volumen del 
solido. 

b) Muestre que, cortando el solido de la parte a), podemos 
rearmarlo para formar un cono y asf calcular su volumen 
mas facilmente. 

27 . Se requiere una fuerza de 30 N para mantener estirado un 
resorte desde su longitud natural de 12 a 15 cm de longitud. 
^Cuanto trabajo se realiza al estirar el resorte desde 12 
hasta 20 cm? 

28 . Un ascensor de 16001b esta suspendido por un cable de 

200 pies que pesa lOlb/pie. ^Cuanto trabajo es necesario para 
elevar el ascensor una distancia de 30 pies desde el sotano 
hasta el tercer piso? 


29 . Un tanque lleno de agua tiene la forma de un paraboloide de 
revolucion, como se muestra en la figura; es decir, su forma 
se obtiene haciendo girar una parabola alrededor de un eje 
vertical. 

a) Si su altura es de 4 pies y el radio en la parte superior es de 
4 pies, encuentre el trabajo necesario para bombear el agua 
fuera del tanque. 

FR b) Despues de que se han realizado 4000 lbs-pie de trabajo, ^cual 
es la profundidad del agua restante en el tanque? 



30. Encuentre el valor promedio de la funcion/(t) = t sen(f 2 ) 
sobre el intervalo [0, 10]. 

31. Si/es una funcion continua, ^cual es el lfmite cuando h—> 0 
del valor promedio de/ sobre el intervalo [x, x + /?]? 

32. Sea Sfti la region limitada por y = x 1 , y = 0 y x = b, donde 
b > 0. Sea 9l 2 la region limitada por y = x 2 , x = 0 y y = b 2 . 

a) ^Existe un valor de b tal que Sfti y 9l 2 tienen la misma area? 

b) ^Existe un valor de b tal que Sfti barre el mismo volumen 
cuando gira alrededor del eje x que alrededor del eje y? 

c) ^Hay un valor de b tal que 2fti y S ft 2 barren el mismo 
volumen cuando giran alrededor del eje x^. 

d) ^Existe un valor de b tal que Sfti y Sft 2 barren el mismo 
volumen cuando giran alrededor del eje y? 


Problemas adicionales 


y = 8x - 21 x 3 

/ \ y = c 

~0 A 

FIGURA PARA EL PROBLEMA 3 



FIGURA PARA EL PROBLEMA 5 


1. a) Encuentre una funcion /continua positiva tal que el area bajo la grafica de/desde 0 hasta t 

es A(t) = t 3 para toda t > 0. 

b) Un solido se genera al hacer girar alrededor del eje x la region bajo la curva y = f(x), donde 
/es una funcion positiva y x 3= 0. El volumen generado por la parte de la curva desde x = 0 
hasta x = b es b 1 para toda b > 0. Determine la funcion/. 

2. Existe una recta que pasa por el origen que divide la region definida por la parabola y = x — x 1 
y el eje x en dos regiones de igual area. ^,Cual es la pendiente de la recta? 

3. En la figura se ilustra una recta horizontal y = c que corta a la curva y = 8x — 21x 3 . Encuentre 
el numero c tal que las areas de las regiones sombreadas sean iguales. 

4. Un vaso cilmdrico de vidrio, de radio r y altura L, se llena con agua y luego se ladea hasta que 
el agua que queda en el recipiente cubre exactamente la base. 

a) Determine una manera de “rebanar” el agua en secciones transversales, rectangulares y 
paralelas, y luego plantee una integral definida para determinar el volumen del agua en el 
vaso. 

b) Encuentre una manera para obtener “rebanadas” de agua que sean secciones transversales y 
paralelas, pero que sean trapezoides, y luego plantee una integral definida para obtener 

el volumen del agua. 

c) Calcule el volumen de agua en el vaso evaluando una de las integrales de los incisos 
a) o b). 

d) Calcule el volumen del agua en el vaso a partir de consideraciones puramente geometricas. 

e) Suponga que el recipiente se ladea hasta que el agua cubra exactamente la mitad de la base. 
^En que direccion puede usted “rebanar” el agua en secciones transversales triangulares? 

en secciones transversales rectangulares? en secciones transversales que son 
segmentos de cfrculos? Determine el volumen de agua en el vaso. 


5. a) Demuestre el volumen de un segmento de altura h de una esfera de radio r es 

V = \irh 2 (3r — h) 

(Vease la figura) 

b) Demuestre que si una esfera de radio 1 se corta mediante un piano a una distancia x desde 
el centro de tal manera que el volumen de un segmento es el doble del volumen del otro, 
entonces x es una solucion de la ecuacion 

3x 3 - 9x + 2 = 0 

donde 0 < x < 1 . Utilice el metodo de Newton para determinar una x con una aproxima- 
cion de cuatro cifras decimales. 

c) Utilice la formula para el volumen de un segmento de una esfera para demostrar que la 
profundidad x en la cual una esfera flotante de radio r se hunde en el agua es una rafz 
de la ecuacion 

x 3 — 3 rx 1 + 4 r 3 s = 0 

donde s es el peso especffico de la esfera. Suponga que una esfera de madera de radio 
igual a 0.5 m tiene peso especffico de 0.75. Calcule la profundidad, con una aproximacion 
de cuatro cifras decimales, a la cual la esfera se hunde. 
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y = L — h 

~ y=o 


y = -h 


FIGURA PARA EL PROBLEMA 6 


d) Un tazon semiesferico tiene radio de 5 pulg y le entra agua a razon de 0.2 pulg 3 /s. 

i) ^Que tan rapido sube el nivel de agua en el tazon en el instante en que el agua tiene 
3 pulg de profundidad? 

ii) En un cierto instante, el agua tiene 4 pulg de profundidad. ^Que tiempo se requiere para 
llenar con agua el tazon? 

6. El principio de Arquimedes establece que la fuerza de flotacion de un objeto parcial o 
totalmente sumergido en un liquido es igual al peso del liquido que desaloja el objeto. Por 
tanto, en el caso de un objeto de densidad p 0 , que flota parcialmente sumergido en un liquido 
de densidad p f la fuerza de flotacion es F = p f g |’° A A(y) dy, donde g es la aceleracion debida 
a la gravedad y A(y) es el area de una seccion transversal representativa del objeto (vease la 
figura). El peso del objeto esta dado por 

W= p 0 g \ L * A(y) dy 

J —h 



a) Demuestre que el porcentaje del volumen del objeto por arriba de la superficie del 
liquido es 


100 


Pf - p o 

Pf 


b) La densidad del hielo es 917 kg/m 3 , y la densidad del agua de mar es de 1 030 kg/m 3 . 

^Que porcentaje del volumen de un iceberg sobresale del agua? 

c) Un cubo de hielo flota en un vaso lleno con agua hasta el borde. ^Se derramara el agua 
cuando se derrita el cubo de hielo? 

d) Una esfera de radio 0.4 m y de peso insignificante flota en un enorme lago de agua dulce. 
^Que tanto trabajo se requiere para sumergir del todo la esfera? La densidad del agua es de 
1000 kg/m 3 . 


7 . El agua que se encuentra en un tazon abierto se evapora con una rapidez proporcional al area 
de la superficie del agua. (Esto quiere decir la rapidez de decremento del volumen es 
proporcional al area de la superficie.) Demuestre que la profundidad del agua disminuye 
a una rapidez constante, sin importar la forma del tazon. 


8. Una esfera de radio 1 se sobrepone a una esfera mas pequena de radio r de tal manera su 
intersection es una circunferencia de radio r (En otras palabras, cuando ambas se cortan, el 
resultado es un gran circulo de la esfera menor). Determine r de modo el volumen en 
el interior de la esfera pequena y el volumen incluyendo el exterior de la esfera mayor sea 
tan grande como sea posible. 


9 . En la figura se ilustra una curva C con la propiedad de que para todo punto P en la mitad sobre 
la curva v = 2x 2 , las zonas Ay B son iguales. Determine una ecuacion para C. 


10. Un vaso de papel lleno con agua tiene la forma de un cono de altura h y angulo semivertical 0 
(vease la figura). Una pelota se coloca con todo cuidado en el vaso, con lo que se desplaza una 
parte del agua y se derrama. ^Cual es el radio de la pelota que ocasiona que se derrame el 
volumen maximo de agua? 
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11 . Una clepsidra o reloj de agua es un recipiente de vidrio con un pequeno agujero en el fondo a 
traves del cual el agua puede salir. El reloj se calibra para que mida el tiempo, colocando 
marcas en el recipiente que corresponden a los niveles de agua en tiempos con igual separa- 
tion. Sea * = f(y) continua en el intervalo [0, b\ y suponga que el recipiente se formo al hacer 
girar la grafica de/alrededor del eje y. Sea V el volumen de agua y h la altura del nivel de 
agua en el tiempo t. 

a) Determine V en funcion de h. 

b) Demuestre que 


dV 

dt 


um 


dh_ 

dt 


c) Suponga que A es el area del agujero en el fondo del recipiente. De la ley de Torricelli se 
infiere que la razon de cambio del volumen del agua es 


dV_ 

dt 


— kAyfh 


donde k es una constante negativa. Determine una formula para la funcion /tal que dh/dt es 
una constante C. ^Cual es la ventaja de tener dh/dt = C? 




12 . Un recipiente cilmdrico de radio r y altura L esta lleno en parte con un lfquido cuyo volumen 
es V. Si se hacemos girar el recipiente alrededor del eje de simetrfa con rapidez angular 
constante to, entonces el recipiente inducira un movimiento rotatorio en el lfquido alrededor 
del mismo eje. A la larga, el lfquido estara girando a la misma rapidez angular que el 
recipiente. La superficie del lfquido sera convexa, como se senala en la figura, porque la 
fuerza centrifuga en las partfculas del lfquido aumenta con la distancia desde el eje del 
recipiente. Puede demostrarse que la superficie del lfquido es un paraboloide de revolution 
generado al hacer girar la parabola 


y = h + 


2 9 


alrededor del eje y, donde g es la aceleracion de la gravedad. 

a) Determine h como una funcion de co. 

b) iA que rapidez angular la superficie del lfquido tocara el fondo? que rapidez se 
derramara el agua por el borde? 

c) Suponga que el radio del recipiente es 2 pies, la altura es 7 pies y que el recipiente y el 
lfquido giran a la misma rapidez angular constante. La superficie del lfquido esta a 5 pies 
por abajo de la parte superior del deposito en el eje central y a 4 pies por abajo 

de la parte superior del recipiente a un 1 pie del eje central. 

i) Determine la rapidez angular del recipiente y el volumen del lfquido. 

ii) ^Que tanto por abajo de la parte superior el recipiente esta el lfquido en la pared del 
recipiente? 

13 . Considere la grafica de una polinomial cubica que corta transversalmente la parabola y = x 2 
cuando x = 0, x = a, y x = b, donde 0 < a < b. Si las dos regiones entre las curvas tienen la 
misma area, ^como se relaciona b con a? 
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Suponga que se planea hacer un taco con una tortilla de 8 pulg de diametro, de modo 
que la tortilla parezca que esta rodeando en parte un cilindro circular. Llene la tortilla hasta 
la orilla (y no mas) con carne, queso y otros ingredientes. El problema es decidir como 
curvar la tortilla para maximizar el volumen de comida que pueda contener. 

a) Empiece por colocar un cilindro circular de radio r a lo largo del diametro de la tortilla 

y rodee con esta el cilindro. Sea x la distancia desde el centra de la tortilla hasta el punto P 
en el diametro (vease la figura). Demuestre que el area de la seccion transversal del taco 
lleno en el piano que pasa por P y es perpendicular al eje del cilindro es 

A{x ) = r^/16 — x 2 — \ r 2 sen^— Vl6 — x 2 

y escriba una expresion para el volumen del taco lleno. 

b) Determine (aproximadamente) el valor de r que maximiza el volumen del taco. (Recurra a 
un enfoque grafico con su SAC.) 




Si la recta tangente en un punto P sobre la curva y = x 3 corta transversalmente otra vez la 
curva en Q , sea A el area de la region limitada por la curva y el segmento de recta PQ. Sea B 
el area de la region definida de la misma manera iniciando con Q , en lugar de P. ^Cual es la 
correspondence entre Ay B? 
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Tecnicas de integracion 
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Fotografia de Omega Centauri que 
contiene varios millones de estrellas 
y es el cumulo globular mas grande en 
nuestra galaxia. Los astronomos utilizan 
estereografia estelar para determinar 
la densidad real de las estrellas en un 
cumulo estelar de la densidad (en dos 
dlmensiones) que puede ser analizada en 
una fotografia. En la seccion 7.8 se le 
pedira evaluar una integral para estimar 
la densidad aparente a partir de la 
densidad real. 


Con el teorema fundamental del calculo, podemos integrar una funcion si conocemos una 
antiderivada; esto es, una integral indefinida. Aquf resumimos las integrates mas importantes 
que hemos aprendido hasta ahora. 


r x 

x" dx = — I- C (n ¥= — 1) 

J n + 1 

j" e x dx = e x + C 

j" sen x dx = —cos x + C 
J sec 2 xdx = tan x + C 
| sec x tan x dx = sec x + C 
| senh x dx = cosh x + C 
tan x dx — In I sec x I + C 


S x 2 + a 2 


dx = In I x I + C 


+ C 


j- 

J x 
a x dx ■ 

J In a 

j" cos x dx = sen x + C 
J esc 2 xdx = —cot Jr + C 
J esc x cot x dx = —esc x + C 
J cosh x dx = senh x + C 
cot x dx = In I sen x I + C 


(x\ 

r 1 , 

( x \ 

— + C 

, dx — sen 


w 

j yja 1 - X 2 

\ a ) 


En este capftulo desarrollamos tecnicas para utilizar estas formulas basicas de integracion 
para obtener integrates indefinidas de funciones mas complicadas. En la seccion 5.5, 
aprendimos el mas importante metodo de integracion, la regia de sustitucion. La otra tecnica 
general, la integracion por partes, se presenta en la seccion 7.1. Despues aprenderemos 
metodos especiales para clases de funciones particulares, como funciones trigonometricas 
y funciones racionales. 

La integracion no es tan sencilla como la derivacion. No existen reglas que garanticen 
absolutamente la obtencion de una integral indefinida de una funcion, asf que discutiremos 
una estrategia para la integracion en la seccion 7.5. 


463 




CAPITULO 7 TECNICAS DE INTEGRACION 

Integration por partes 

Cada regia de derivacion tiene una correspondiente regia de integracion. Por ejemplo, 
a la regia de sustitucion para la integracion, le corresponde la regia de la cadena para la 
derivacion. La regia de integracion que le corresponde a la derivacion de un producto, se 
llama integracion por partes. 

La regia del producto establece que sifyg son funciones derivables, entonces 

-j- [f(x)g(x)] = fix) g'{x) + g(x)f'(x) 
ax 

En la notacion para integrales indefinidas, esta ecuacion se convierte en 
f [. f(x)g'ix) + g(x)f'(x)]dx = f(x)g(x) 

o bien, [ f(x)g'(x) dx + ) g(x)f’(x) dx =f(x)g(x ) 

Podemos reacomodar esta ecuacion como 

E 


j fix)g'(x) dx = fix) g(x) - f g{x)f'{x) dx 


La formula 1 se llama formula para la integracion por partes. Tal vez sea mas facil 
recordarla en la siguiente notacion: sea u = f(x) y v = g(x). Entonces, las diferenciales 
son du = f'{x)dx y dv = g'(x)dx, asf que, por la regia de sustitucion, la formula para la 
integracion por partes se transforma en 


a 



EJEMPLO 1 


Encuentre x sen x dx. 


SOLUCION CON LA FORMULA 1 Supongamos que elegimos/(x) = x y g'(x) = sen x. 
Entonces fix) = 1 y gi x) = —cos x. (Para g podemos elegir cualquier antiderivada de 
g 1 .) Asf, utilizando la formula 1, tenemos 


j" x sen x dx =fix)gix) — j gix) f'ix)dx 
= x (— cos x) — j (—cos x) dx 
— —x cos x + j" cos x dx 


= —x cos x + sen x + C 


Es muy aconsejable verificar derivando la respuesta. Si lo hacemos, obtendremos x sen x, 
como es de esperarse. 
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Es util utilizar el patron 

u = □ dv = □ 

du = □ v = □ 


CON LA FORMULA 2 Sea 


Entonces 
ast que 


u = x dv = sen x dx 

du = dx v = —cos x 


u dv 


j" xsenxdx = J x sen x dx = x (—cosx) — j" (—cosx) 

= —x cos x + j" cos x dx 
= —x cos x + sen x + C 


du 


dx 


NOTA Nuestro objetivo al utilizar la integracion por partes es obtener una integral mas 
sencilla que la original. Ast, en el ejemplo 1, la original es J x sen x dx y la expresamos 
en terminos de la integral mas sencilla | cos x dx. Si hubieramos elegido « = sen x y dv = 
x dx, entonces du = cos x dx y v = x 2 /2, por lo que la integral por partes da 


r x 2 1 r 

J x sen x dx = (sen x) — — j 


x 2 cos x dx 


Se acostumbra escribir J 1 dx como J dx. 
Verifique su respuesta derivando. 


Aunque esto es cierto, |' x 2 cos x dx es una integral mas dificil que la que queremos 
resolver. En general, cuando decidimos escoger u y dv, usualmente tratamos de elegir 
u =/(x) de manera que resulte facil de derivar (o al menos no tan complicada), y que 
dv = g'(x) dx sea facil de integrar para obtener v. 


E3 


EJEMPLO 2 


Evalue In x dx. 


SO LUC I ON Aquf no tenemos opciones para u y dv. Sea 


n = In x dv = dx 


1 

Entonces du = — dx v — x 

x 

Integrando por partes obtenemos 


I’ dx 

In x dx = x In x — x — 
J x 


= x In x — | dx 
= x In x — x + C 

La integracion por partes es eficaz en este ejemplo porque la derivada de la funcion 
/(x) = In x es mas sencilla que/. 


□ 


EJEMPLO 3 


Encuentre j t 2 e'dt. 


SO LUC I ON Observe que t 2 resulta mas sencilla cuando la derivamos (mientras que e‘ no 
cambia si la derivamos o la integramos), ast que elegimos 


u — t 2 dv = e’ dt 


Entonces 


du = 2 tdt 


v = e‘ 
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La integracion por partes nos da 

|~3~| j" t 2 e' dt = t 2 e' — 2 j" te' dt 


La integral que hemos obtenido, f te’ dt, es mas sencilla que la original; pero aun no esta 
resuelta porque no tiene solucion inmediata. Es necesario utilizar la integracion por 
partes por segunda vez, haciendo u = t y dv = e' dt. Entonces du = dt, v = e’ y 

j" te' dt = te' — j" e' dt 
= te' — e' + C 

Poniendo esto en la ecuacion [3], obtenemos 


j" t 2 e' dt = t 2 e' — 2 te' dt 

= t 2 e' — 2 (te' — e' + C) 

= t 2 e' — 2 te' + 2e' + C\ donde Ci = — 2C 


En el ejercicio 50 del apendice El, se da un 
metodo mas facil, utilizando numeros 
complejos. 


m 


EJEMPLO 4 


Evalue 


,f 


e ' sen x dx. 


SOLUCION Ni e x ni sen x se simplifican cuando se derivan, pero de cualquier manera 
intentamos eligiendo u = e‘ y dv = sen x dx. Entonces du = e* dx y v = —cos x, asf que 
la integracion por partes da 


S 


f 


e Jt senxJ;r= — e'cosr + 


J 


e v cos x dx 


La integral que obtenemos, J e'cos x dx, no es mas sencilla que la original, pero al 
menos no es mas diffcil. Habiendo tenido exito en el ejemplo anterior al integrar por 
partes dos veces, perseveramos e integramos por partes nuevamente. Esta vez utilizamos 
u = e x y dv = cos x dx. Entonces du = e* dx, v = sen x y 


5 e 'cosxdx = e 'senx — e ' sen x dx 


La figura 1 ilustra el ejemplo 4 con la graficas de 
/( x) = e f sen x y F(x) = ^^(sen x — cos x). 
Como verification visual de nuestro trabajo, 
note que/(X) = 0 cuando F tiene un maximo 
o un mlnimo. 


A primera vista parece que no hemos avanzado mucho, porque hemos llegado a 
) e v sen x dx, que es de donde partimos. Sin embargo, si sustituimos la expresion 
para f e x cos x dx de la ecuacion 5 en la ecuacion 4 obtenemos 

j e v sen x dx = — e v cos x + e x senx — j e x senxdx 



Esto puede verse como una ecuacion que se resuelve para la integral incognita. Sumando 
f e x sen x dx a ambos lados, obtenemos 

2 j e x sen xdx = —e x cos x + e x sen x 

Dividiendo entre 2 y sumando la constante de integracion, resulta 

e A sen xdx = ^e x (senx — cos jc) + C 


FIGURA 1 
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Ya que tan -1 * 3 s 0 para x s* 0, la integral del 
ejemplo 5 puede interpretarse como el area de 
la region que se muestra en la figura 2. 



FIGURA2 


La ecuacion 7 se llama formula de reduccion 
porque el exponente n se reduce a n - 1 
y n — 2. 


Si combinamos la formula para la integracion por partes con la parte 2 del teorema fun- 
damental del calculo, podemos evaluar integrales defmidas por partes. Evaluando ambos 
lados de la formula 1 entre ay b, suponiendo que/' y g' son continuas, y utilizando el 
teorema fundamental del calculo, obtenemos 


0 


J 

b f(x)g'{x)dx = f{x)g(x) 

a 

:-j 

h g(x)f'(x) dx 

a 


EJEMPLO 5 


Calcule 


f tan *. 
Jo 


S0LUCI0N Sea 


Entonces 

As! que la formula 6 da 


x dx. 

u = tail l x 
dx 

du = 


1 


dv = dx 


v = x 


f 1 -i -i l 1 f 1 x 

tan x dx = x tan x „ — dx 

Jo J0 Jo 1 + x 2 


= 1 • tan 1 1 — 0 • tan 


‘0 - f 1 - 

Jo 1 


+ x 


dx 


77 n 


P- 

Jo 1 


+ x 2 


dx 


Para evaluar esta integral utilizamos la sustitucion t = 1 + x 2 (ya que u tiene otra conno- 
tation en este ejemplo). Entonces dt = 2x dx, as! que x dx = \ dt. Cuando x = 0, t = 1; 
cuando x = 1, t = 2; asf que 


P- 

Jo 1 


+ X 2 


A-SP-- 


ff-l-l'll 

= a (In 2 - In 1) = 2 In 2 


Por tanto. 


EJEMPLO 6 


['tan l x dx = — - I * — 
Jo 4 Jo 1 


x 77 In 2 

T dx = — — 

+ x 2 4 2 


Demuestre la siguiente formula de reduccion 


m 


f sen"x dx = cos x sen" l x 

J n 


n — 1 


sen" 2 xdx 


donde n 3 s 2 es un numero entero. 

S0LUCI0N Sea 

u = sen" _1 x dv = senxr/x 

Entonces du = (n — 1) sen" _2 x cos x dx v = — cosx 
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CAPITULO 7 


TECNICAS DE INTEGRACION 


asi que la integracion por partes da 


j" sen" xdx = — cos x sen" l x + (« — 1) j sen" 2 xcos 2 x 


dx 


Dado que cos 2 x = 1 — sen 2 x tenemos 


j sen" xdx = — cos x sen" l x + {n — 1) j* sen" 2 x dx — (n — 1) j sen "xdx 


Como en el ejemplo 4, resolvemos esta ecuacion para la integral deseada tomando el 
ultimo termino del lado derecho y pasandolo al lado izquierdo: 




sen "xdx = — cos x sen" \x + (n — 1) sen" 2 x dx 


(n — 1) J 


o bien 


n — 1 


f sen"x dx = cos x sen" l x + 

J n n 


sen" 2 x dx 


La formula de reduction \T\ es util porque, al utilizarla repetidamente, podemos expresar 
| sen"x dx en terminos de | sen x dx (si n es impar) o | (sen x)°dx = dx (si n es par). 


Ejercicios 


1-2 Evalue las siguientes integrales utilizando integracion por 
partes con las elecciones de u y dv indicadas. 

1. j" x 2 In x dx\ u = In x, dv = jc 2 dx 


2. j 6 cos 6 dd\ u = 6, dv = cos 6 dd 


3-36 Evalue las siguientes integrales. 

3. J x cos 5x dx 4, 

5. j" te :tr dt 6, 

7. j" ( x 2 + 2x) cos x dx 8. 

9. | In ijx dx 

11. | arctan 4 1 dt 


| ye°' 2y dy 
6. J (jc — I ) sen ttx dx 
8. j t 2 sen fit dt 
10 'l sen l xdx 
J p 5 In p dp 


13. J t sec 2 2 1 dt 

15. j" (In x) 2 dx 

17. | e le sen 36 dd 

j" z 3 e z dz 
r xe 2x 

J ' 1 - 1 - '’-' 2 


14. 


j" s2 s ds 


19 


21 . 


dx 


12 . 


(1 + 2x) 

fl/2 

23. x cos ttx dx 
Jo 

25. I t cosh t dt 
Jo 

27. j r 3 In r dr 


16. J t senh mt dt 

| e~ 8 cos 26 d8 

| a- tan 2 xdx 

J (arcsen a) 2 dx 

j" (a 2 + 1) e~ x dx 
Jo 

f 9 ln - v it 

>-W“ y 


18. 


20 . 


22 . 


24. 


26. 


r 2ir . 

28. t 2 sen 2 1 dt 


Se requiere calculadora graficadora o computadora 1. Tareas sugeridas disponibles en stewartcalculus.com 
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30. 

j'' / arctan(l/*) dx 

f * 1 / 2 1 

31. cos xdx 

Jo 

32. 

P (In*) 2 , 

, dx 

JC 

33. J cos * ln(sen *) dx 

34. 

( 

- 10 a/4 + r 2 

35. ) * 4 (ln *) 2 dx 

36. 

e s sen (t — s) ds 
Jo 


c) Utilice el inciso a) para demostrar que, para potencias 
impares del seno, 



sen 2,,+1 * dx 


2-4-6 2n 

3-5-7 (2/1+1) 


50. Demuestre que, para funciones pares del seno, 



sen 2 "* dx 


1-3-5 (2 n - 1) 7 t 

2-4-6 2 n 2 


37-42 Empiece eligiendo una sustitucion y despues utilice 
integracion por partes para evaluar las siguientes integrales. 


37. 

|" cos ■Jx dx 

38. 

j" 1 3 e ' 2 dt 

39. 

) ^ 0 2 cos(d 2 )dd 

40. 

fV 0S, sen2 tdt 




Jo 

41. 

J * ln( 1 + *) dx 

42. 

j" sen(ln *) dx 


^ 43-46 E value las siguientes integrales indefinidas. Ilustre y 

verifique que su respuesta sea razonable, graficando la funciones 
y su antiderivada (tome C = 0). 


43. J xe 2x dx 

44. 

j" * 3/2 In * dx 

45. J *Vl 4- * 2 dx 

46. 

j" * 2 sen 2* dx 


47. a) Utilice la formula de reduction del ejemplo 6 para 

demostrar que 

r , x sen 2x 

sen - * dx = V C 

J 2 4 

b) Utilice el inciso a) y la formula de reduction para evaluar 
f sen 4 * dx. 

48. a) Demuestre la formula de reduction 

1 , n 1 r 

cos"* dx = — cos" * sen * -I cos" * dx 

n n ' 

b) Utilice el inciso a) para evaluar f cos 2 * dx. 

c) Use los incisos a) y b) para evaluar | cos 4 * dx. 

49. a) Utilice la formula de reduction del ejemplo 6 para 

demostrar que 

fir/ 2 )1 — 1 fir/2 - 

sen"* dx = sen" xdx 

Jo n Jo 

donde n 3= 2 es un entero. 

b) Utilice el inciso a) para evaluar ji/ 2 sen 3 * dx y J 0 ’ r/2 sen 5 * * * * * dx. 


51-54 Utilice la integracion por partes para demostrar las siguientes 
formulas de reduction. 

51. j" (In x)"dx = *(ln *)" — n j" (In x)"~ 1 dx 

52. j" x"e x dx = x"e x — n j x n l e x dx 

r tan" -1 * r , , 

53. tan "xdx = tan" 2 xdx (n ¥= 1 ) 

J n — 1 J 

r tan * sec" -2 * n — 2 r 

54. sec"* dx = 1 sec" * dx (n 1 ) 

J n — 1 n — 1 J 


55. Utilice el ejercicio 51 para encontrar | (In*) 3 dx. 

56. Use el ejercicio 52 para encontrar f *V v dx. 

57-58 Encuentre las siguientes areas de la region limitada por las 
curvas dadas. 

57. y = * 2 In *, y = 4 In * 58. y = x 2 e~ x , y = xe x 

FB 59-60 Utilice una grafica para aproximar la coordenada * de los 
puntos de intersection de las curvas dadas. Despues encuentre 
(aproximadamente) el area de la region limitada por las curvas. 

59. y = arcsenQx), y = 2 — x 2 

60. y = x ln(* +1), y = 3* - * 2 

61-63 Utilice el metodo de los cascarones cilindricos para encontrar 
el volumen generado al rotar la region limitada por las curvas dadas 
alrededor de los ejes especificados. 

61. y — cos( 77*/2), y = 0, 0=S*S 1; alrededor del eje y 

62. y = e x , y = e~ x , * = 1; alrededor del eje y 

63. y = e x , y = 0, * = — 1, * = 0; alrededor de * = 1 


64. Calcule el volumen generado al rotar la region limitada por las 
curvas y = lnx, y = 0y* = 2 alrededor de cada eje. 
a) el eje y b) el eje * 
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65. Calcule el valor promedio de f(x ) = x sec 2 x sobre el intervalo 
[0, 7t/4]. 


Haga la sustitucion y = f{x) y despues utilice integration por 
partes sobre la integral resultante, para demostrar que 


66 . A1 acelerar, un cohete quema combustible de manera que su 
masa disminuye con el tiempo. Supongamos que la masa 
initial del cohete al despegar (incluyendo su combustible) 
es m, el combustible se consume con una rapidez r, y los 
gases de escape son expulsados con velocidad constante v e 
(respecto al cohete). Un modelo para la velocidad del cohete 
en el tiempo t esta dado por la ecuacion 


v(f) = -gt 


m — rt 

v e In 

m 


V= f 2irxf(x)dx 

Ja 



donde g es la aceleracion debida a la gravedad y t no es 
demasiado grande. Si g = 9.8m/s 2 , m = 30000kg, r = 160 kg/s 
y v e = 3 000 m/s, encuentre la altura del cohete un minuto 
despues del despegue. 

67. Una partfcula se mueve a lo largo de una lfnea recta a una velo- 
cidad v(t) = t 2 e~' metros por segundo despues de t segundos. 
^,Que tan lejos llegara despues de t segundos? 

68. Si/(0) = g( 0) = 0 yf" y g" son continuas, demuestre que 

\ a f(x)g"(x)dx =f(a)g\a) - f'(a)g(a) + f"{x)g{x) dx 

JO JO 

69. Suponga que/(l) = 2,/(4) = 7,/'(l) = 5,/'(4) = 3 yf" es 
continua. Encuentre el valor de xf"(x) dx. 

70. a) Utilice integration por partes para demostrar que 


72. Sea /„ = \f' 2 sen"* dx. 

a) Demuestre que / 2 „ +2 '■« / 2 „+i =£ / 2 „. 

b) Utilice el ejercicio 50 para demostrar que 

hn+l _ 2/7 + 1 
h„ 2n + 2 

c) Use los incisos a) y b) para demostrar que 

2/7 + 1 ^ I 2 „+ 1 _ 

2/7 + 2 I 2 „ 

y deducir que lim„^„ hn+i/hn = 1. 

d) Utilice el inciso c) y los ejercicios 49 y 50 para demostrar 
que 

2 2 4 4 6 6 2/7 2n it 

lfm — • — • — • — • — • — • = — 

1 3 3 5 5 7 2/7 - 1 2/j+I 2 


| f(x) dx = xf(x) - | xf'(x) dx 


Usualmente, esta formula se expresa como el producto 
infinito 


b) Sifyg son funciones inversas yf es continua, demuestre que 

P/M dx = bf(b) - af(a ) - [ / W g(y) dy 

[, Sugerencia : utilice el inciso a) y haga la sustitucion 

y = fix)-] 

c) En el caso donde /y g son funciones positivas y b > a > 0, 
dibuje un diagrama para dar una interpretation geometrica 
del inciso b). 

d) Utilice el inciso b) para evaluar f' In x dx. 

71. Utilizando cascarones tilfndricos, obtuvimos la formula 6.3.2, 
V = \ h 2irxf(x) dx, pero ahora podemos utilizar integration 
por partes para demostrarla por medio del metodo de las 
rebanadas de la section 6.2, al menos para el caso en el que/ 
es uno a uno y, por tanto, tiene una funcion inversa g. 

Recurra a la figura para demostrar que 


77_2 2 4 4 6 6 

T”T'3 - 3 ’5 ’5 '7 ' 

y se conoce como el producto de Wallis. 

e) Construimos rectangulos como los siguientes: empezamos 
con un cuadrado de area 1 y le adjuntamos alternativamente 
rectangulos de area 1 junto al rectangulo anterior o encima 
de este (vease la figura). Encuentre el lfmite de las razones del 
ancho y la altura de estos rectangulos. 





r 

1 

1 

1 



1 

1 

1 

1 

1 

1 


V = irb 2 d — r na 1 c — | 1 fgiyffdy 
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Integrates trigonometricas 

En esta seccion utilizaremos identidades trigonometricas para integrar ciertas combinacio- 
nes de funciones trigonometricas. Empezamos con las potencias del seno y el coseno. 


EJEMPLO 1 


Evalue cos 1 2 x dx. 


SOLU CION Noes util sustituir simplemente u = cos *, ya que entonces du = —sen x dx. 
Para integrar potencias del coseno, necesitamos un sen x como factor extra. Del mismo 
modo, una potencia del seno requiere un cos x como factor adicional. Debido a esto, 
podemos separar un factor coseno y convertir el factor restante cos 2 * en una expresion que 
involucre al seno, utilizando la identidad sen 2 * + cos 2 * = 1 : 


cos 3 * = cos 2 * • cos * = (1 — sen 2 *) cos * 

Con esto podemos evaluar la integral sustituyendo u = sen *, du = cos * dx y, asf 


j cos 3 x dx = j cos 2 * • cos x dx = j* (1 — sen 2 *) cos x dx 


j (1 — u 2 ) du 


1 3 i 

— U — 3 U ~r C 


= sen * — § sen 3 * + C 


En general, intentamos escribir una integral que involucra potencias de seno y coseno 
en una forma en la que haya solo un factor seno (y el resto de la expresion en terminos del 
coseno) o solo un factor coseno (y el resto de la expresion en terminos del seno). La iden- 
tidad sen 2 * + cos 2 * = 1 posibilita esta conversion entre potencias pares del seno y el 
coseno, una en terminos de otra. 


□ 


EJEMPLO 2 


Encuentre sen 5 * cos 2 * dx. 


SO LUC I ON Podrfamos convertir cos 2 * a 1 — sen 2 *, pero se tendrfa una expresion en 
terminos de sen * sin ningun factor extra cos *. En cambio, si separamos un solo factor 
seno y reescribimos el factor restante sen 4 * en terminos de cos *: 


sen 5 * cos 2 * = (sen 2 *) 2 cos 2 * sen * = (1 — cos 2 *) 2 cos 2 * sen * 


En la figura 1 se muestra la grafica del 
integrando sen 5 * cos 2 * del ejemplo 2 y 
su integral indefinida (con C = 0). jCual es 
cual? 



- 0.2 


Sustituyendo u = cos *, tenemos du = —sen * dx, as! que 
j" sen 5 * cos 2 * dx = J (sen 2 *) 2 cos 2 * sen * dx 

= j" (1 — cos 2 *) 2 cos 2 * sen * dx 

= j (1 — u 2 ) 2 u 2 (—du) = — j ( u 2 — 2 u 4 + u 6 )du 


FIGURA 1 


= 2 — + — +C 

3 5 7 


1 3 i 2 5 1 7 i 

= —3 COS * + 5 COS * — 7 cos * + C 
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En los ejemplos anteriores, una potencia impar del seno o el coseno nos permiten 
separar un factor y el resto convertirlo en una potencia par. Si el integrando contiene 
potencias pares del seno y el coseno, esta estrategia falla. En este caso, podemos aprove- 
char las siguientes identidades del angulo medio (veanse las ecuaciones 17b y 17a en el 
apendice D): 


sen 2 x = 2(1 — cos 2x) y cos 2 x = |(1 + cos 2x ) 


El ejemplo 3 muestra que el area de la region 
en la figura 2 es 77 -/ 2 . 


1.5 



FIGURA 2 


□ 


EJEMPLO 3 


P 

Jo 


Evalue s en~xdx. 


SO LUC I ON Si escribimos sen 2 x = 1 — cos 2 x, no se facilita la evaluacion de la integral. Sin 
embargo, utilizando la formula del angulo medio para serfx, tenemos 


f 'll a J f 7T , ^ 

sen x dx = 2 \ (1 — cos 2x) dx 
Jo Jo 


[K-* 


^ sen 


2*)]c 


= 10 


I 2 7 t ) - Ko 


> sen 


0) 


Observe que hicimos mentalmente la sustitucion u = 2x cuando integramos cos 2x. 
En el ejercicio 47 de la seccion 7.1, vimos otro metodo para evaluar esta integral. 


EJEMPLO 4 


Encuentre 


f 


sen 4 x dx. 


S0LUCI0N Esta integral podrfa evaluarse utilizando la formula de reduccion para 
| sen"x dx (ecuacion 7.1.7) junto con el ejemplo 3 (como en el ejercicio 47 de la seccion 
7.1), pero un mejor metodo es expresar sen 4 x = (senlxj 2 y utilizar la formula del angulo 
medio: 


j" sen 4 x dx = j" (sen 2 x) 2 dx 

1 — cos 2x ' 2 


K- 


dx 


q j (1 — 2 cos 2x + cos 2 2x) dx 


Ya que vuelve a aparecer cos 2 2x, usamos otra vez la formula del angulo medio 


lo cual da 


cos 2 2x = ^(1 + cos 4x) 

j” sen 4 * dx = \ j* [1 — 2 cos 2x + |(1 + cos 4x)] dx 
= 4 J (| — 2 cos 2x + \ cos Ax) dx 
= )()x — sen 2x + ^ sen 4x) + C 


Para resumir, proporcionamos una guia para evaluar integrales de la forma 
sen'"x cos"x dx, donde m^Oyn^O son numeros enteros. 
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Estrategia para la evaluacion de j sen'"x cos"x rfx 

a) Si la potencia del coseno es impar (n = 2k + 1), extraemos un factor coseno y 
utilizamos cos 2 x = 1 — sen 2 x para expresar los factores restantes en terminos del 
seno: 

j sen"'x cos 2<r+1 x dx = 


Despues sustituimos u = sen x. 

b) Si la potencia del seno es impar ( m = 2 k + 1), extraemos un factor seno y 
usamos serrx = 1 — cos 2 x para expresar los factores restantes en terminos 
del coseno: 

sen M+1 xcos "x dx = J” (sen 2 x)*cos"x sen x dx 

= j (1 — cos 2 x)*cos"x sen x dx 

Despues sustituimos u = cos x. [Observe que si la potencia de ambos, seno y 
coseno, es impar, puede utilizarse a) o b).] 

c) Si las potencias de ambos, seno y coseno, son pares, utilizamos las identidades 
del angulo medio 

sen 2 x = 2(1 — cos 2x) cos 2 x = |(1 + cos 2x) 

Algunas veces es util utilizar la identidad 

sen x cos x = \ sen 2x 


j" sen m x (cos 2 x)*cos x dx 
j sen'"x (1 — sen 2 x)* cos x dx 


Podemos aplicar una estrategia similar para evaluar integrales de la forma 
| tan'"x sec"x dx. Dado que (d/ dx) tan x = sec 2 x, podemos separar un factor sec 2 x y con- 
vertir la potencia restante (par) de la secante a una expresion que involucra la tangente, 
utilizando la identidad sec 2 x = 1 + tan 2 x. O bien, puesto que (d/ dx) sec x = sec x tan x, 
podemos separar un factor sec x tan x y convertir la potencia restante (par) de la tangente 
a secante. 


E3 


EJEMPLO 5 


Evalue tan 6 x secx dx. 


SO LUC I ON Si separamos un factor sec 2 x, podemos expresar el factor restante sec 2 x en 
terminos de la tangente utilizando la identidad sec 2 x = 1 + tan 2 x. Entonces, podemos 
evaluar la integral sustituyendo u = tan x y du = sec 2 x dx: 


j" tan 6 x sec 4 x dx = j' tan 6 x sec 2 x sec 2 x dx 

= [ tan 6 x (1 + tan 2 x) sec 2 x dx 
= j" m 6 ( 1 + u 2 )du = j ' {u 6 + u s )du 


7 9 

u u 

= — + — + C 
7 9 


= [ tan 7 x + ^ tan 9 x + C 
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EJEMPLO 6 


Encuentre 


f 


tan 5 0 sec 1 6 dO. 


SOLUCION Si separamos un factor sec 2 #, como en el ejemplo anterior, nos queda un 
factor sec 5 9 que no se convierte con facilidad a tangente. Sin embargo, si separamos 
un factor sec 9 tan 0, podemos convertir la potencia restante de la tangente en una 
expresion que involucra solo a la secante, por medio de la identidad tan 2 # = sec 2 0 — 1. 
Asi, la integral puede evaluarse sustituyendo u = sec 0, de modo que du = sec 9 tan 0 dO: 


j tan 5 # sec 7 0d0 = j tan 4 # sec 6 # sec 0 tan 9d0 


= j" (sec 2 0 — l) 2 sec 6 0 sec 0 tan 0d0 


= j (u 2 — \) 2 u 6 du 


= j" (m 10 — 2 m 8 + u 6 )du 


11 9 7 

u u u 

— 2 — + — 

11 9 7 


C 


= yj sec 11 # — § sec 9 0 + \ sec 7 9 + C 


Los ejemplos anteriores muestran estrategias para evaluar integrales de la forma 
| tan'"* sec"x dx para los dos casos que aquf se resumen. 


Estrategia para la evaluacion de j tan"'.v sec".v dx 

a) Si la potencia de la secante es par (n = 2k, k 3= 2), extraemos un factor seclr y 
utilizamos sec 2 x = 1 + tan 2 x para expresar los factores restantes en terminos 
de tan x: 

j tan"‘x sec 2k x dx = j tan"'x (sec 2 x)* _1 sec 2 x dx 

= J tan"'x (1 + tan 2 *)*^ 1 sec 2 * dx 

Despues sustituimos u = tan x. 

b) Si la potencia de la tangente es impar (m = 2k + 1), extraemos un factor 
sec x tan x y utilizamos tan 2 x = sec 2 x — 1 para expresar los factores restantes 
en terminos de sec x: 

| tan 2k+i x sec n xdx = ( (tan 2 *)* sec"” 1 * sec x tan xdx 

= j (sec 2 x — l)*sec n_1 * sec x tan xdx 
Despues sustituimos u = sec x. 


Para otros casos, no hay gufas claras. Podemos necesitar identidades, integracion por 
partes y, ocasionalmente, un poco de ingenio. Algunas veces sera necesario integrar tan x 




SECCION 7.2 INTEGRALES TRIGONOMETRICAS 


475 


utilizando la formula establecida en (5.5.5): 


j tan x dx = In | sec x\ + C 


Tambien necesitamos la integral indefinida de la secante: 


La formula 1 fue descubierta por James Gregory 
en 1668 (vease su biograffa en la pagina 199). 
Gregory utilizo esta formula para resolver un 
problema en la elaboracion de tablas nauticas. 


m 


J 


sec x dx = In 


sec x + tan x I + C 


Podrfamos verificar la formula 1 derivando el lado derecho, o como sigue. Primero multi- 
plicamos el numerador y el denominador por sec x + tan x: 


s 


sec x dx 


f 

1' 


sec x + tan x 

sec x dx 

sec x + tan x 


sec 2 x + sec x tan x 

dx 

sec x + tan x 


Si sustituimos u = sec x + tan x, entonces du = (sec x tan x + sec 2 x) dx, por lo que la 
integral resulta | (1/m) du = In | u | + C. Asf, tenemos 

sec x dx = In I sec x + tan x I + C 


EJEMPLO 7 


Encuentre tarix dx. 


SO LUC I ON Aquf solo aparece tan x, asf que utilizamos tan 2 x = sec 2 x — 1 para reescribir 
un factor tan 2 x en terminos de sec 2 x: 

j" tan 3 x dx = J tan x tan 2 x dx = J tan x (sec 2 x — 1) dx 
= I tan x sec 2 x dx — I tan x dx 


f 


J' 


— In I sec x I + C 


En la primera integral sustituimos mentalmente u = tan x, de modo que du = sec 2 x dx. 


Si aparece una potencia par de la tangente con una potencia impar de la secante, es util 
expresar el integrando completamente en terminos de la sec x. Las potencias de la sec x 
pueden requerir integracion por partes, como se ve en el siguiente ejemplo. 


EJEMPLO 8 


Encuentre 


J 


sec 3 x dx. 


SOLUCION Aquf, podemos integrar por partes con 


u = sec x dv = sec 2 x dx 

du = sec x tan x dx v — tan x 
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Entonces | sec 3 x dx — sec x tan x — 

— sec x tan x — 

— sec x tan x — 


j sec x tan 2 x dx 
j sec x (sec 2 x — 1) dx 
j sec 3 x dx + j sec x dx 


Utilizando la formula 1 y resol viendo para la integral requerida, obtenemos 
j" see 3 .* dx = 5 (sec x tan x + In | sec x + tan x |) + C 


Integrales como la del ejemplo anterior podrfan parecer muy complejas, pero ocurren 
con frecuencia en aplicaciones de la integracion, como se vera en el capitulo 8. Integrales 
en la forma |’ cot'"x csc"x dx pueden determinarse mediante metodos similares utilizando 
la identidad 1 + cot 2 x = csc 2 x. 

Finalmente, podemos hacer uso de otro conjunto de identidades trigonometricas: 


Estas identidades producto se discuten en el 
apendice D. 


2 Para evaluar las integrales a) j sen mx cos nx dx, b) | sen mx sen nx dx o 
c) | cos mx cos nx dx, utilizamos la identidad correspondiente: 

a) sen A cos B = j[sen(A — B) + sen (A + B)] 

b) sen A sen B = ^[cos(A — B) — cos(A + B)] 

c) cos A cos B = j[cos(A — B) + cos(A + B)] 


EJEMPLO 9 


Evalue j" sen 4x cos 5x dx. 


SO LUC I ON Esta integral podria evaluarse utilizando integracion por partes, pero es mas 
facil utilizar la identidad en la ecuacion 2a) como sigue: 


sen 4x cos 5x 


dx = j ^[sen(— x) + sen 9x] dx 


1 

2 

1 

2 


j (—sen x + sen 9x) dx 
(cos x — \ cos 9x) + C 


Ejercicios 

1-49 Evalue las siguientes integrales. 


1. J sen 2 x cos 2 xdx 2. 

3. \" 1 sen 7 0 cos 5 d dQ 4. 

Jo 

5. J sen 2 (7rx) cos 5 (-nx) dx 6. 

Cir/2 , 

7. I cos 2 Odd 8. 


| sen 3 # cos 4 0 dd 

' /2 5 , 

sen x dx 

sen 3 (v^) J „ 


I 


J 


de 


9. 

11 . 

13. 

15. 


( cos 4 (2 1) dt 
Jo 

f 11 ^ 2 2 j 

sen x cos jc dx 
Jo 

j" t sen 2 t dt 


1 


Vs 


- da 


10. I sen 2 1 cos 4 1 dt 
Jo 

12. r /2 (2 - sen 6 ) 2 d6 
Jo 

14. j" cos 6 cos 5 (sen 6) dd 
16. | x sen 3 x dx 


Se requiere calculadora graficadora o computadora 


1. Tareas sugeridas disponibles en stewartcalculus.com 
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17. 

19. 

21 . 

23. 

25. 

27. 

29. 

31. 

33. 

35. 

37. 

39. 

41. 

43. 

45. 

47. 

49. 


j" cos 2 * tan 3 * dx 

r cos x + sen 2* 
J sen * 

j" tan * sec 3 * dx 


- dx 


tan 2 * dx 


tan 4 * sec 6 * dx 


I ' tan 5 * sec 4 * dx 
Jo 

| tan 3 * sec * dx 


.( 


tan 5 * dx 


x sec * tan * dx 


Ct,/! 

J it/ 6 


cot 2 * dx 


r tt/2 - - 

cot </> esc (f> dtp 

J tt/A 


J' 


esc * dx 


j" sen 8* cos 5* dx 
j" sen 50 sen 0 d0 

J " 7r/ 6 j — 

J 1 + cos 2x dx 

0 

f 1 - tan 2 * 

J set 


- dx 


J' 


* tan 2 * dx 


18. j cot 5 # sen 4 0d0 
2» J cos 2 * sen 2* dx 

22. ) tan 2 0 sec 4 0d0 
J (tan 2 * + tan 4 *) dx 

r 

Jo 

2 “- .1 tan 5 * sec 3 *<£* 


(•ir /4 . 

30. tan 4 r dt 
Jo 


32. tan 2 * sec * dx 


24. 


26. I 1 sec 4 # tan 4 #c/# 


34. 


f sen 4 , 

TT d $ 

J cos <p 


Ctt/2 - 

36. cot 3 * dx 

J tt/A 

38. | esc 4 * cot 6 * dx 


fir / 3 * 

40. esc * dx 

J 7 t /6 


, 2 .j cos 7 tx cos 4 t tx dx 

r cos * + sen * 

^ dx 

J sen 2* 

f / Vl — cos 4# d0 

Jo 

dx 


44. 


46. 


48. 


J 


cos* — 1 


50. Si j; /4 tan 6 * sec * dx = 7, exprese el valor de 
Jp 4 tan 8 * sec * dx. en terminos de I. 

Fff 51-54 Evalue las siguientes integrales indefinidas. Ilustre y 

verifique que su respuesta es razonable, graficando el integrando 
y su antiderivada (tome C = 0). 

51. * sen 2 (x 2 ) dx 52. sen 5 * cos 3 * dx 


53. sen 3* sen 6* dx 


54. 



55. Encuentre el valor promedio de la funcion/(*) = sen 2 * cos 3 * 
sobre el intervalo [—77, 77]. 

56. Evalue | sen * cos * dx por cuatro metodos: 

a) la sustitucion u = cos * 

b) la sustitucion u = sen * 

c) la identidad sen 2* = 2 sen * cos * 

d) integracion por partes 

Explique las aparentes diferencias en las respuestas. 

57-58 Encuentre el area de la region limitada por las curvas 
dadas. 

57. y = sen 2 *, y = cos 2 *, —tt/4 * =S 77/4 

58. y = sen 3 *, y = cos 3 *, 77/4 * =S 577/4 


FB 59-60 Utilice la grafica del integrando para intuir el valor de la 
integral. Despues use el metodo de esta seccion para probar que su 
intuicion es correcta. 

7217 , n 

59. cos x dx 60. sen 277* cos 577* dx 

Jo Jo 


61 -64 Encuentre el volumen obtenido al rotar la region limitada por 
las curvas dadas alrededor del eje especificado. 

61. y = sen *, y = 0, 77/2 ^ * =S 77 ; alrededor del eje * 

62. y = sen 2 *, y = 0, 0 =S * ^ 77 ; alrededor del eje * 

63. y = sen *, y = cos *, 0 ^ * ^ 7r/4; alrededor de y = 1 

64. y = sec *, y = cos *, 0 ^ 77/3 ; alrededor de y = — 1 


65. Una partlcula se mueve sobre una linea recta de acuerdo con la 
funcion velocidad v(t) = sen cot cos 2 cot. Encuentre su posicion 

s =m si/(o) = 0. 

66. La electricidad domestica se suministra en la forma de 
corriente alterna que varfa de 155 V a — 155 V con una frecuen- 
cia de 60 ciclos por segundo (Hz). El voltaje esta dado por la 
ecuacion 


E(t ) = 155 sen(12077f) 

donde t es el tiempo en segundos. Los voltfmetros leen el 
voltaje RMS (media cuadratica), que es la rafz cuadrada 
del valor promedio de [£(f)] 2 sobre un ciclo. 

a) Calcule el voltaje RMS de la corriente domestica. 

b) Muchas estufas electricas requieren un voltaje RMS de 
220 V. Encuentre la correspondiente amplitud A necesaria 
para el voltaje E(t) = A sen( 120777). 
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67-69 Demuestre las siguientes formulas, donde m y n son enteros 
positivos. 


67. 

sen mx 

cos nx dx = 0 





J — TT 






68. 

r tt 

sen nx dx = \ 

fo 

si 

m 

n 

sen mx 






J — TT 

1 

[tt 

si 

m = 

n 

69. 

fir 

cos nx dx = { 

fo 

si 

m 7^ 

n 

cos mx 






J — TT 

1 

[tt 

si 

m = 

n 


70. Una serie finita de Fourier esta dada por la suma 

N 

fix ) = 2 a n sen nx 

n = 1 

= ai sen x + cii sen 2x + ■ ■ ■ + a N sen Nx 

Demuestre que el m-esimo coeficiente a m esta dado por la 
formula 


Q m 



sen mx dx 


Sustitucion trigonometrica 

En la determ inacion del area de un circulo o una elipse, surge una integral de la forma 
J \Ja 2 — x 2 dx , donde a > 0. Si fuese | x^Ja 2 — x 2 dx, la sustitucion u = a 2 — x 2 serfa 
eficaz; pero, tal como esta, f -fa 1 — x 1 dx es mas diffcil. Si cambiamos la variable de x 
a 6 por la sustitucion x = a sen 6, entonces la identidad 1 — sen 2 0 = cos 2 6> nos permite 
eliminar el signo de la ratz porque 

V« 2 — x 2 = y/a 2 — a 2 sen 2 9 = y/a 2 { 1 — sen 2 0) = •» Ja 2 cos 2 8 = a \ cos 0 

Observe la diferencia entre la sustitucion u = a 1 — x 2 (en la que la nueva variable es una 
funcion de la variable anterior) y la sustitucion x = a sen 9 (la variable anterior es 
una funcion de la nueva). 

En general, podemos hacer una sustitucion de la forma x = git) al usar a la inversa la 
regia de sustitucion. A fin de simplificar los calculos, suponemos que g tiene una funcion 
inversa; es decir, g es uno a uno. En este caso, si se reemplazan u por x, y x por t en la regia 
de sustitucion (ecuacion 5.5.4), obtenemos 

j f(x ) dx = J figit))g'it) dt 

Este tipo de sustitucion se llama sustitucion inversa. 

Puede hacerse la sustitucion inversa x = a sen 6 siempre que esta defina una funcion 
uno a uno. Esto puede llevarse a cabo restringiendo 6 al intervalo [— v/2, ir/2]. 

En la siguiente tabla se listan las sustituciones trigonometricas que son eficaces para las 
expresiones con radicales debido a las identidades trigonometricas especificadas. En cada 
caso, la restriccion sobre 6 se impone para asegurar que la funcion que define la sustitucion 
es uno a uno. (Estos son los mismos intervalos empleados en la seccion 1.6 al definir las 
funciones inversas.) 


Tabla de sustituciones trigonometricas 


Expresion 

Sustitucion 

Identidad 

fa 2 - x 2 

x = a sen d. 

IT 77 

- : 8 =S — 

2 2 

1 — sen 2 0 = cos 2 8 

fa 2 + x 2 

x = a tan 8, 

77 77 

— <e< — 
2 2 

1 + tan 2 0 = sec 2 8 

fx 2 — a 2 

x = a sec 8, 

77 3 77 

0 ^ 8 < O 77 s: 8 < 

2 2 

sec 2 8 — 1 = tan 2 0 
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FIGURA 1 

sen 8 = y 


□ 


EJEMPLO 1 


dx. 


Evalue I ^ 

J j. 

SOLUCION Sea jc = 3, sen 6, donde — tt/ 2 
V9 - x 2 = V9 - 9 
(Observe que 0 


0 ^ tt/2. Entonces dx = 3 cos 0 dO y 


0 porque — tt/2 

I 


sen 2 0 = y9 cos 2 0 = 3 | cos 6 | = 3 cos 0 

s£ 9 7t/ 2.) Asf, la regia de la sustitucion inversa da 




rfx = 


3 cos 0 


9 sen 2 0 
cos 2 0 


3 cos 0 dO 


dO = co V0dO 


J sen 2 0 

= | (csc 2 0 - i) de 

= —cot 0 — 6 + C 

Puesto que esta es una integral indefinida, debemos regresar a la variable original x. Esto 
puede hacerse ya sea por medio de identidades trigonometricas para expresar cot 0 en 
terminos de sen 0 = x/3 o dibujando un diagrama como el de la figura 1, donde 0 se 
interpreta como un angulo de un triangulo rectangulo. Ya que 6 = x/3, denotamos x al 
lado opuesto y a 3 como la hipotenusa. Entonces el teorema de Pitagoras da la longitud 
del lado adyacente *J9 — x 2 asf que podemos simplificar leyendo simplemente el valor 
de cot 0 en la figura como: 


cot 0 = 


x/9 77 " 


(Aunque 0 > 0 en el diagrama, esta expresion para cot 0 es valida aun cuando 9 < 0.) 
Dado que sen 0 = x/3, tenemos 9 = sen -1 (x/3), asf que 


V9^ 


dx = — 


4^ 


□ 


EJEMPLO 2 


Encuentre el area encerrada por la elipse 


2 2 

- + ^=l 

o 1 . o A 



4 + 4 = 1 

a 2 b 2 


S0 LUC I ON Resolviendo la ecuacion para y, obtenemos 


y 2 x 2 a 2 — . 

~b 2= 1 


a~ 


cr 


o bien y = ± — yja 2 — x 2 
a 


Ya que la elipse es simetrica respecto a ambos ejes, el area total A es cuatro veces el area 
en el primer cuadrante (figura 2). La parte de la elipse en el primer cuadrante esta dada 
por la funcion 


y = — y]a 1 — x 2 
a 


0 


iA = I — Ja 2 — x 2 dx 
Jo n 


y, por tanto 
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FIGURA 3 

tan 6= xr 


Para evaluar esta integral sustituimos x = a sen 6. Entonces dx = a cos 6 dO. Para cambiar 
los lfmites de integracion observamos que, cuando x = 0 , sen 6 = 0; asf que 0 = 0; cuan- 
do x = a, sen 6 = 1, asf que 6 = it/ 2. Ademas, 


sja 2 — x 2 = \]a 2 — a 2 sen 2 # = -Ja 2 cos 2 6 = a \ cos 0 \ = a cos 6 
ya que 0 ^ # 7 t/2 . Por tanto, 


b 

A = 4 — 
a 


jw* 


a 2 — x 2 dx = 4 — 


M 2 

a 

Jo 


cos 6 ■ a cos 6 dd 


= Aab I 1 cos 2 0 d6 = 4ab I 1 \(\ + cos 26) d6 
Jo Jo 

= 2 ab\d + 2 sen 26*] 0 = 2a/?^— + 0 — = 7 Tab 

Hemos demostrado que el area de una elipse con semiejes a y b es irab. En 
particular, tomando a = b = r, se demuestra la famosa formula del area de un 
cfrculo de radio r, irr 2 . 

NOTA Dado que la del ejemplo 2 es una integral definida, cambiamos los lfmites de 
integracion, y no tuvimos que regresar a la variable x. 


m 


EJEMPLO 3 


Encuentre 


1 


■ dx. 


X 2 y/x 2 + 4 

S0LUCI0N Seax = 2 tan 6, — 77/2 < 6 < tt/2. Entonces dx = 2 sec 2 0 dd y 
s/ x 2 + 4 = V4(tan 2 6 + 1 ) = sec^f? = 2 | sec 6 \ = 2 sec 6 
Asf, tenemos 

C 2 sec 2 6 d6 1 r sec 6 


dx 


d6 


' x 2 -\/ x 2 + 4 •' 4tan 2 0 • 2 sec 6 4 ' tan 2 0 

Para evaluar esta integral trigonometrica, ponemos todo en terminos de sen 6 y cos 6: 

sec 6 1 cos 2 # cos 6 

tan 2 # cos # sen 2 # sen 2 # 

Por tanto, haciendo la sustitucion u = sen #, tenemos 


dx 1 r cos # 1 c du 

4 •' sen 

1 l 1 


1 r du 

x 2 yjx 2 + 4 4 J sen 2 # ^ 4 J u 2 


1 


4 y u 
esc # 


=- — +c=- 


4 sen # 


C 


C 


Utilizamos la figura 3 para determinar que esc # = Jx 2 + 4 /x y, por tanto, 

r dx \!x 2 + 4 


x 2 \j x 2 + 4 


4x 


+ C 
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EJEMPLO 4 


Encuentre 


.f 


X 

y/x 2 + 4 


dx. 


SO LUC I ON Aquf podria utilizarse la sustitucion trigonometrica x = 2 tan 9 (como en el 
ejemplo 3), pero es mas simple la sustitucion directa u = x 2 + 4, porque du = 2x dx, y 


six 1 + 4 


dx = j ~j= = yfu + C = yfx 

2 J JVi 


+ 4 + C 


NOTA En el ejemplo 4 se ilustra el hecho de que, aun cuando sean posibles las sustitu- 
ciones trigonometricas, no necesariamente dan la solucion mas facil. Por eso, hay que 
buscar la opcion de solucion mas sencilla. 


EJEMPLO 5 


Evalue 


Ll£ 'J 


dx 


y/x 2 — 


r, donde a > 0. 


SOLUCION 1 Sea x = a sen 9, donde 0 < 9 < 7t/2 o bien it < 9 < 3tt/2. Entonces 
dx = a sec 9 tan 9 d9 y 


y/x 2 — a 2 = - v /a 2 (sec 2 0 — 1) = V a 2 tan 2 9 = a \ tan 9 \ = a tan 9 


Por tanto. 


r dx r 

J Jx 2 - a 2 ~ j 


sj X 1 — 


a sec 9 tan 9 
a tan 9 


d9 = sec 9 d9 = In I sec 9 + tan 9 I + C 



FIGURA 4 

sec 0 = — 
a 


El triangulo de la figura 4 da tan 9 = \J x 2 — a 2 / a, asf que tenemos 
r dx 


x J x 2 — a 2 

= In h — 

a 


C 


y/ x 2 — a 2 a a 

= In | x + y/ x 2 — a 2 | — In a + C 


Escribiendo Cj = C — In a, tenemos 
r dx 


m 


yjx 2 ~ 


= In | x + \jx 2 — a 2 | + C i 


SOLUCION 2 Para x > 0, tambien puede utilizarse la sustitucion hiperbolica x = a cosh t. 
Con la identidad coslry — senh 2 y = 1, tenemos 


y/x 2 — a 2 — y/a 2 {cosh 2 t — 1) = y/a 2 senh 2 t = a senh t 


Dado que dx = a senh t dt, obtenemos 


J 



a senh t dt 
a senh t 


— \ dt — t + C 


Puesto que cosh t = x/ a, tenemos t = cosh \x/a) y 


0 



cosh 1 



+ C 


Aunque las formulas 1 y 2 parecen muy diferentes, en realidad son equivalentes por la 
formula 3.11.4. 
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NOTA Como se ve en el ejemplo 5, las sustituciones hiperbolicas pueden utilizarse en 
vez de las sustituciones trigonometricas y, algunas veces, conducen a respuestas mas simples; 
pero por lo general, se utilizan trigonometricas porque sus identidades son mas conocidas que 
las hiperbolicas. 


Como se muestra en el ejemplo 6, a veces es 
buena idea utilizar la sustitucion trigonometrica 
cuando se presenta ( x 2 + a 1 )"' 2 en una integral, 
donde n es cualquier entero. Lo mismo 
es verdadero cuando aparece (a 2 — x 2 )" /2 o 
(x 2 — a 2 )” /2 . 


EJEMPLO 6 


Encuentre 


f 

Jo 


3 y/3/2 


(4x 2 + 9) 3/2 


dx. 


Primero observe que (4x 2 + 9) 3/2 = {\/4x 2 + 9 ) 3 , asf que lo adecuado es la 
sustitucion trigonometrica. Aunque yj4x 2 + 9 no es realmente una de las expresiones 
de la tabla de sustituciones trigonometricas, se convierte en una de ellas si hacemos la 
sustitucion preliminar u = 2x. Cuando combinamos esto con la sustitucion de la tangente, 
se tiene x = \ tan 0, lo cual da dx = § see 2 # dd y 


^J4x 2 + 9 = a/ 9 tan 2 0 + 9 = 3 sec 0 

Cuando x = 0, tan 0 = 0, asf que 0 = 0; cuando x = 3^3/2, tan 0 = *J3 , asf que 
0 = tt/3. 


f 

Jo 


3^3/2 


27 , 3 n 

t /3 -g-tan 0 3 2 

(4x 2 + 9) 3/2 Jo 27 sec 3 0 2 


■ dx = 


sec 2 0d0 


3 1 77/3 tan 3 0 3 rn / 3 sen 3 0 

Jo 


16 


f 

Jo 


-d0 = 


& 


sec 0 

"77-/ 3 1 — cos 2 0 
0 cos 2 0 


16 


COS'0 


dO 


sen 0dO 


Ahora sustituimos w = cos 0, asf que du = —sen 0 d0. Cuando 0 = 0, u = 1; cuando 
0 = tt/3, u = \\ por tanto. 


I 


3 - 73/2 


3 | V2 1 - K , 

CIX — i6 | o 


n/2 t - 

0 (4x 2 + 9) 3/2 _ 16 ji u 

j' /2 (1 - u 2 ) di 


h 


u H 

u 


1/2 


[Q + 2) - (1 + 1)] - — 


EJEMPLO 7 


Evalue 


aej 


s/3 — 2x — 


- dx. 


SOLUCION Podemos transformar el integrando en una funcion para la cual es apropiada la 
sustitucion trigonometrica, completando el cuadrado bajo el signo de rafz: 


3 — 2x — x 2 = 3 — (x 2 + 2x) = 3 + 1 — (x 2 + 2x + 1) 
= 4 - (x + l) 2 


Esto sugiere que hagamos la sustitucion u = x + 1. Entonces du = dxyx = u— 1, 
asf que 
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La figura 5 muestra la grafica del integrando 
en el ejemplo 7 y su integral indefinida (con 
C = 0). iCual es cual? 



-5 

FIGURA 5 


Ahora sustituimos u = 2 sen 9 y se obtiene du = 2 cos 9 d9 y — u 2 = 2 cos 0; asf 
que 

r x r 2 sen 9 — 1 

, dx = 2 cos 9 d9 

J V3 - 2x - x 2 J 2 cos 9 

= j (2 sen 9 — 1) d9 

— —2 cos 9 — 9 + C 

= —y/4 — u 2 — sen -1 ^— ^ + C 

= — V3 — 2x — x 2 — sen _1 ( — — — j + C 


Ejercicios 


1-3 Evalue las siguientes integrales utilizando la sustitucion 
trigonometrica indicada. Dibuje y etiquete el triangulo rectangulo 
asociado. 

dx 


1. 


J 


jcV 4 - x 2 

_3 


x = 2 sen 9 


f , 

J s/x 2 + 4 


dx x = 2 tan 6 


dx x = 2 sec 9 


4-30 Evalue las siguientes integrales. 
4. P xV 1 - x 2 dx 

JO 


ri 1 
dx 


dt 


r 3 X 

6. | _ =- dx 


7 ' Jo (a 2 + x 2 ) 3 / 2 ’ 

r dx 

J six 2 + 16 

11. ) Vl - 4x 2 dx 


a > 0 


£ 

"I 


V36 - . 
dt 

t 2 sjt 2 - 16 


10 . 




11 1 


Vt 2 + 2 

du 


dt 






15. I x 2 \[a} 
Jo 




19 


■( 


V* 2 - 7 
Vl + x 2 


x 2 dx 


dx 


•£ 

■j; 


dx 


(x 2 + l) 2 

2/3 dx 


18. 


v^/3 xV9x 2 - 1 
dx 

[(ax) 2 - 0 2 ] 3/2 


- dx 


20 


■J 


-\/l + ■ 


- dx 


r o.6 x 

21 . . dx 

Jo V9 - 25x 2 

23. j V5 + 4x — x 2 dx 


■J- 


25. , 

i Jx 2 + x + 1 

27. j V* 2 + 2x dx 
29. J Xi/l — x 4 dx 


dx 




22 . Vx 2 + 1 dx 


21 J 
26. ( 

28. I 


dt 


sit 1 - 6t + 13 

jc 2 

(3 + 4x - 4 x 2 ) 3/2 
x 2 + 1 


dx 


(x 2 — 2x + 2) 2 


dx 


(•ir /2 cos t 

30. , dt 

Jo VI + sen 2 t 


31. a) Utilice una sustitucion trigonometrica para demostrar que 


! 


dx 

six 2 + a 2 


ln(x + six 2 + a 2 ) + C 


b) Utilice la sustitucion hiperbolica x = a senh t para demos- 
trar que 


I 


dx 

six 2 + a 2 



+ C 


Estas formulas estan conectadas a la formula 3.1 1.3. 

32. Evalue 

f X —dx 

J (x 2 + a 2 ) 2 ' 2 

a) por sustitucion trigonometrica. 

b) por la sustitucion hiperbolica x = a senh t. 

33. Encuentre el valor promedio de /(x) = s/x 2 — 1/x, 1 =£ x 7. 

34. Determine el area de la region limitada por la hiperbola 
9x 2 — 4y 2 = 36 y la recta x = 3. 


HI Se requiere calculadora graficadora o computadora 


1. Tareas sugeridas disponibles en stewartcalculus.com 
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35. Demuestre la formula A = \r 2 d para el area de un sector de 
un cfrculo de radio r y angulo central 6. [ Sugerencia : suponga 
que 0 < 6 < tt/ 2 y coloque el centra del cfrculo en el origen 
de manera que se ocupe la ecuacion x 2 + v 2 = r 2 . Asf, A es la 
suma del area del triangulo POQ y el area de la region PQR en 
la figura.] 



Q R x 


36. Evalue la integral 


f 


dx 


x'fx 2 - 2 


40. La parabola y = \x 2 divide al disco x 2 + y 2 ^ 8 en dos partes. 
Encuentre las areas de ambas partes. 

41. Un toro se genera al rotar la circunferencia x 2 + (y — R) 2 = r 2 
alrededor del eje x. Encuentre el volumen encerrado por el toro. 

42. Una varilla cargada de longitud L produce un campo electrico 
en un punto P(a, b ) dado por 


E ( p ) = r 

J —a 


A b 

4tts 0 (x 2 + b 2 f /2 


dx 


donde A es la densidad de carga por unidad de longitud de la 
varilla y e 0 es la permitividad del espacio libre (vease la figura). 
Evalue la integral para determinar una expresion para el campo 
electrico E(P). 




Grafique el integrando y su integral indefinida en la misma 
pantalla y verifique que su respuesta sea razonable. 

37. Encuentre el volumen del solido obtenido al rotar la region 
delimitada por la curvas y = 9/(x 2 + 9), y = 0, x = 0 

y x = 3. 

38. Determine el volumen del solido obtenido al rotar alrededor de 
la recta x = 1, la region bajo la curva y = X\J 1 — x 2 , para 

0 =S x =£ 1. 

39. a) Utilice una sustitucion trigonometrica para verificar que 

f -Ja 2 — t 2 dt = \a 2 sen ^ l (x/a) + \xJa 2 — x 2 
Jo 

b) Utilice la figura para dar una interpretacion trigonometrica 
de ambos terminos del lado derecho de la ecuacion del 
inciso a). 



0 


•P(a,h) 


L 


x 


43. Encuentre el area de la region sombreada (llamada tuna) 

limitada por los arcos de circunferencia de radios r y R (vease 
la figura). 



44. Un tanque de almacenamiento de agua tiene la forma de un 
cilindro de 10 pies de diametro. Esta montado de manera que 
las secciones transversales circulares quedan verticales. Si 
la profundidad del agua es de 7 pies, (,que porcentaje de la 
capacidad total se esta utilizando? 


Integracion de funciones racionales mediante fracciones parciales 

En esta seccion mostraremos como integrar cualquier funcion racional (una razon de 
polinomios) al expresarla como una suma de fracciones simples, llamadas fracciones 
parciales , que ya sabemos como integrar. Para ilustrar el metodo, observe que al tomar el 
denominador comun de las fracciones 2/ (x — 1) y \/(x + 2), obtenemos 

2 1_ _ 2(x + 2) - (x - 1) _ x + 5 

x — 1 x + 2 (x — l)(x + 2) x 2 + x — 2 

Ahora, si invertimos el procedimiento, vemos como integrar la funcion del lado derecho 
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de esta ecuacion: 


x + 5 
x 2 + x — 2 


dx = 


/(A 


1 


dx 


x + 2 1 

= 2 In I jc — 1 I — In I x + 2 I + C 


Para ver como funciona en general el metodo de fracciones parciales, consideremos la 
funcion racional 


fix) 


Pjx) 

Q(x) 


donde P y Q son funciones polinomiales. Es posible expresar/como una suma de fraccio- 
nes simples, siempre que el grado de P sea menor que el grado de Q. A una funcion racio- 
nal de este estilo se le llama propia. Recuerde que si 


P(x) = a„x" + a„-ix" 1 + • • • + aix + «o 


donde a„ 0, entonces el grado de P es n y lo expresamos como gr(P) = n. 

Si/es impropia, esto es, gr(P) gr(0, entonces debemos tomar el paso prelimi- 
nar de dividir P entre Q (por division larga) hasta obtener el residuo R(x) de manera que 
gr(R) < gr (Q). El enunciado de la division es 


m 


fix) = 


Pjx) 

Q(x) 


S(x ) + 


P(x) 

Q(x) 


donde S y R tambien son funciones polinomiales. 

Como se ilustra en los siguientes ejemplos, algunas veces este paso preliminar es todo 
lo que se necesita. 


x-ljx 5 +x 
x 3 -x 2 
x 2 + x 
x 1 — X 
2x 

2x - 2 
2 




EJEMPLO 1 


„ r x + x r 

Encuentre dx. 

J x — 1 


SO LUC I ON Dado que el grado del numerador es mayor que el grado del denominador, 
primero ejecutamos la division larga. Esto nos permite escribir 




— I I x~ + x + 2 4- 


x — \ 


dx 


3 2 

= — + — + 2x + 2 In I jc — 1 I + C 
3 2 11 


El siguiente paso es factorizar el denominador Q(x) tanto como sea posible. Puede 
demostrarse que cualquier polinomio Q puede factorizarse como un producto de factores 
lineales (de la forma ax + b) y factores cuadraticos irreductibles (de la forma ax 2 + bx + c, 
donde b 2 — 4 ac < 0). Por ejemplo, si Q(x) = x 4 — 16, podrfamos factorizar como 

Q(x) = (x 2 - 4)(jc 2 + 4) = (x - 2)(x + 2)(x 2 + 4) 

El tercer paso es expresar la funcion racional propia R(x)/Q(x) (de la ecuacion 1) como 
una suma de fracciones parciales de la forma 


A 


Ax + B 


(ax + b )' 


o bien 


(ax 2 + bx + c) J 
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Existe un teorema que garantiza que esto siempre es posible. Enseguida se explican los 
detalles de los cuatro posibles casos. 

CASO 1 El denominador Q(x) es un producto de factores lineales distintos. 

Esto significa que podemos escribir 

Q(x) = (aix + bi){a 2 x + b 2 ) • • ■ (a k x + b k ) 

donde no hay factores repetidos (y ningun factor es un multiplo constante de otro). En 
este caso, el teorema de fracciones parciales establece que existen constantes A u A 2 ,...,A t 
tales que 


K(x) _ Ai A 2 At 

Q(x) aix + bi a 2 x + b 2 a k x + b k 


Estas constantes pueden determinarse como en el siguiente ejemplo. 


□ 


EJEMPLO 2 


Evalue 


f 


x 2 + 2x — 1 

— ; z ax. 

2x 3 + 3x 2 — 2x 


SO LUC I ON Ya que el grado del numerador es menor que el grado del denominador, no 
necesitamos dividir, asf que pasamos a factorizar el denominador como 


2x 3 + 3x 2 — 2x = x(2x 2 + 3x — 2) = x(2x — l)(x + 2) 

Puesto que el denominador tiene tres factores lineales diferentes, la descomposicion en 
fracciones parciales del integrando [2] tiene la forma 


a 


x 2 + 2x — 1 
x(2x — l)(x + 2) 


B 


C 


2x — 1 x + 2 


Despues de este ejemplo, se proporciona otro Para determinar los valores de A, B y C, multiplicamos ambos lados de esta ecuacion por 
metodo para determinar A, B y C. el comun denominador, x(2x — l)(x + 2) para obtener 

|~4~| x 2 + 2x — 1 = A(2x — l)(x + 2) + Bx(x + 2) + Cx(2x — 1) 

Al desarrollar el lado derecho de la ecuacion 4 y escribirlo en la forma polinomial estandar, 
obtenemos 


5] x 2 + 2x — 1 = (2 A + B + 2 C)x 2 + (3A + 2 B - C)x - 2A 


Las formas polinomiales de la ecuacion 5 son identicas, asf que sus coeficientes deben 
ser iguales. El coeficiente de x 2 del lado derecho, 2A + B + 2 C, debe ser igual al coefi- 
ciente de x 2 del lado izquierdo, 1 . Del mismo modo, los coeficientes de x son iguales y 
los terminos constantes son iguales. Esto plantea el siguiente sistema de ecuaciones para 
A, B y C: 


2 A + B + 2C = 1 
3A + 2B - C = 2 


— 2A 


= -1 
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Podriamos verificar nuestro trabajo llevando los 
terminos a un denominador comun y luego 
sumandolos. 

La figura 1 muestra las graficas del integrando 
del ejemplo 2 y su integral indefinida 
(con K = 0). jCual es cual? 


2 



-2 

FIGURA 1 


Resolviendo, obtenemos A = \, B = \yC = — asi que 
c x 2 + 2x — 1 

J 2x 3 + 3x 2 — 2x 

= | In | x | + In | 2 jc — 1 1 — ^ In | x + 2 | + K 

En la integration del termino de en medio hicimos mentalmente la sustitucion u = 2x — 1 , lo 
cual da du = 2 dx y dx = \du. 


1111 11 

_l_ — 

2 x 5 2x - 1 10 x + 2 


NOTA Podemos utilizar un metodo alternativo para encontrar los coeficientes A, B y C 
del ejemplo 2. La ecuacion 4 es una identidad y, por tanto, es verdadera para todo valor de 
x. Elegimos valores para x que simplifiquen la ecuacion. Si hacemos x = 0 en la ecuacion 
4, entonces el segundo y tercer terminos del lado derecho desaparecen y la ecuacion se 
reduce a — 2A = — 1 , o A = Del mismo modo, x = j da 5 B/ 4 = jyi = — 2 da 1 0C 
= — 1, asi que B = , y C = — i' n . (Se podrfa objetar la validez de la ecuacion 3 para x = 0, 
\ o bien —2, asi que, ypor que la ecuacion 4 es valida para estos valores? De hecho, la 
ecuacion 4 es verdadera para todos los valores de x, aun x = 0, ' y —2. Vease el argumento 
en el ejercicio 71.) 


EJEMPLO 3 


Encuentre 


J 


dx 

2 T, donde a ¥= 0. 

x~ — a~ 


S0LUCI0N El metodo de fracciones parciales da 


1 


2 2 
x — a 


1 

(x — a){x + a) 


A B 

E 

x — a x + a 


y, por tanto, 


A(x + a) + B(x — a) = 1 


Utilizando el metodo de la nota anterior, hacemos x = a en esta ecuacion y obtenemos 
A(2a) = 1, asi que A = l/(2a). Si ponemos x = —a, obtenemos B( — 2a) = 1, asi 
que B = — l/(2a). De este modo 


f 




1 \ 

I dx 

x + a ) 

— ln|x + a|) + C 


Puesto que In x — In y = ln(x/y), podemos escribir la integral como 


E 


J 




x — a 
x + a 


+ C 


En los ejercicios 57-58 se muestran las formas de uso de la formula 6. 

CASO II Q(x ) es un producto de factores lineales, algunos de los cuales se repiten. 

Suponga que el primer factor lineal (a,x + /;,) se repite r veces; esto es, («ix + b, )' apare- 
ce en la factorization de Q(x). Entonces, en lugar del termino simple Ajiux + /?,) de la 
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ecuacion 2, usariamos 


0 


•Al 


A r 


d\X + b\ (flix + b i ) 2 

Como ejemplo, podrfamos escribir 

x 3 — x + 1 A B C 


(aix + b{) r 


D 


x 2 (x — l) 3 X X 2 X — 1 (x — l) 2 (x — l) 3 
pero preferimos trabajar un ejemplo simple en mas detalle. 

x 4 — 2x 2 + 4x + 1 


EJEMPLO 4 


Encuentre 


X 3 — X~ — X + 1 


- dx. 


SO LUC I ON El primer paso es dividir. El resultado de la division larga es 
x 4 — 2x 2 + Ax + 1 4x 

3 3 = X + 1 + — ^ ; 

X — X — X + l X — X — X + l 

El segundo paso es factorizar el denominador Q(x ) = x 3 — x 1 — x + 1 . Puesto que 
<2( 1 ) =0, sabemos que x — 1 es un factor y obtenemos 

x - x 2 — x + 1 = (x — 1 ) ( jc 2 — 1) = (x — l)(x — l)(x + 1) 

= {x — l) 2 (x + 1) 

Puesto que el factor lineal x — 1 se presenta dos veces, la descomposicion en fracciones 
parciales es 

4x _ A B C 

(x — l) 2 (x +1) x — 1 (x — l) 2 x + 1 


Multiplicando por el minimo comun denominador (x — l) 2 (x +1), obtenemos 

|~8~| 4x = A(x — l)(x + 1) + B(x + 1) + C(x — l) 2 

= (A + C)x 2 + (B — 2 C)x + (-A + B + C) 

Otro metodo para encontrar los coeficientes: Ahora, igualando coeficientes: 

Sea x = 1 en [8]: B = 2. 

Sea a- = -1: C = -1. A + C = 0 

Sea a = 0: A = B + C = 1. 

B — 2C = 4 
—A + B + C = 0 


Resolviendo, obtenemos A = \. B = 2 y C = — l.asf que 


x 4 — 2x 2 + 4x + 1 


' 1 f 

— dx = 

1 J 


x + 1 + 


X — 1 (x — l) 2 X + 1 


dx 


x 2 2 

= h x + In I x — 1 I In I x + 1 I + K 

2 x — 1 


x 

~2 


x — 1 


In 


x — 1 


K 
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CASO III Q(x) contiene factores cuadraticos irreductibles, de los que ninguno se repite. 

Si Q(x ) tiene el factor ax 2 + bx + c donde b 2 — 4 ac < 0, entonces, ademas de las fraccio- 
nes parciales de las ecuaciones 2 y 7, la expresion para R(x)/ Q(x) tendra un termino de la 
forma 


9 


Ax + B 
ax 2 + bx + c 


donde Ay B son constantes que han de determinarse. Por ejemplo, la funcion dada por 
/(x) = x/[(x — 2)(x 2 + I )(x 2 + 4)] tiene una descomposicion por fracciones parciales de 
la forma 


x A 

(x — 2)(a' 2 + l)(x 2 + 4) x — 2 


Bx + C 
x 2 + 1 


Dx + E 
x 2 + 4 


El termino dado en [9] puede integrarse completando el trinomio cuadrado (si es necesario) 
y utilizando la formula 





El 


EJEMPLO 5 


Evalue 


uej 


2x~ — x + 4 


dx. 


x + 4x 

S0LUCI0IM Dado que x 3 4- 4x = x(x 2 + 4) no puede factorizarse mas, escribimos 

2x 2 — x + 4 A Bx + C 

x(x 2 + 4) x x 2 + 4 

Multiplicando por x{x 2 + 4), tenemos 

2x 2 — x + 4 = A(x : + 4) + (Bx + C)x 

= (A + B)x 2 + Cx + 4A 

Igualando coeficientes, obtenemos 

A + B = 2 C = - 1 4A = 4 
Asi A = 1,5= 1 y C = — 1, asf que 

r 2x 2 — x + 4 


4x 




x — 1 
x 2 + 4 


dx 


Para integrar el segundo termino, lo repartimos en dos: 


x — 1 
x 2 + 4 


dx = 


x 2 + 4 


dx — 




x 2 + 4 


- dx 


Hacemos la sustitucion u = x 2 4- 4 en la primera de estas integrales, de modo que du = 2x dx. 
La segunda integral se evalua por medio de la formula 10 con a = 2: 


2x“ — x + 4 
x(x 2 + 4) 


-dx = — 


\~x dX + \ 


x 2 + 4 


dx — 




x 1 + 4 


dx 


= In | x | +| ln(x 2 + 4) — \ tan ‘(x/2) + K 
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EJEMPLO 6 


Evalue 


iej 


4x 2 — 3x + 2 
4x 2 - 4x + 3 


dx 


SO LUC I ON Ya que el grado del numerador no es menor que el grado del denominador, 
primero dividimos para obtener 


4x' — 3x + 2 
4x 2 — 4x + 3 


= 1 + 


x — 1 


4x 2 - 4x + 3 


Observe que la cuadratica 4x 2 — 4.v + 3 es irreductible porque su discriminante es 
b 2 — 4 ac = — 32 < 0. Esto significa que no puede factorizarse, asi que no necesitamos 
utilizar la tecnica de fracciones parciales. 

Para integrar la funcion dada, completamos el cuadrado en el denominador: 


4x 2 - 4x + 3 = (2x - l) 2 + 2 

Esto sugiere que podemos hacer la sustitucion u = 2x — 1 . Entonces du = 2 dx y 
x = \(u + 1), asf que 


Ax' — 3x + 2 
4x 2 — 4x + 3 


dx = 


!( 


i + 


X — 1 


— X + 


— X + 


4x 2 — 4x + 3 
i r + 1 ) - 1 


dx 


r 2l« + b - i , , i r u - l 

J u 2 + 2 j u 2 + 2 


du 


i f i U du j f — — 
J r + 2 J u 2 + 


■ du 


= x + | ln(zr + 2) — 


1 1 


tan 


4 V2 \ \[2 


= x + | ln(4.v 2 — 4x + 3) — 


472 


tan 


+ C 


2x - 1 


+ C 


NOTA El ejemplo 6 ilustra el procedimiento general para interpretar una fraccion par- 
cial de la forma 


Ax + B 


ax' + bx + c 


donde b 2 — 4 ac < 0 


Completamos el cuadrado en el denominador y despues hacemos una sustitucion para 
llevar la integral a la forma 


Cu + D 
u 2 + a 2 


■ du = C 


h 


+ a 1 


du + D 


i u 2 + a 2 


du 


Entonces, la primera integral es un logaritmo y la segunda se expresa en terminos de 
tan -1 . 


CASO IV Q(x) contiene un factor cuadratico irreductible repetido. 

Si Q(x ) tiene el factor (ax 2 + bx + c) r , donde b 2 — 4 ac < 0, entonces en lugar de una unica 
fraccion parcial [9], la suma 


A\X + B\ A 2 x + B 2 


A r x + B r 


ax 2 + bx + c (ax 2 + bx + c) 2 


1] 


+ • ■ ■ + 


(ax 2 + bx + c) r 
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ocurre en la descomposicion en fracciones parciales de R(x)/ Q(x). Cada uno de los termi- 
nos en |TT| puede integrarse utilizando una sustitucion o primero completando el cuadrado 
si es necesario. 


Serfa muy tedioso determinar a mano los valores 
numericos de los coeficientes del ejemplo 7. 

La mayoria de los sistemas algebraicos 
computarizados pueden encontrar los valores 
numericos muy rapidamente. Por ejemplo, el 
comando de Maple 

convert(f, parfrac, x) 
o el comando de Mathematica 
Apart [f ] 
da los siguientes valores: 

A = -1, B = t, C = D = -1, 
£=T. F=-i G = H = l 

/=- 5 , j = 5 


EJEMPLO 7 


Exprese la forma de descomposicion de fracciones parciales de la funcion 

x 3 + x 2 + 1 

x(x — l)(x 2 + X + l)(x 2 + l) 3 


SOLUCION 


x 3 + X" + 1 


x(x — l)(x 2 + X + l)(x 2 + l) 3 

B Cx + D 


A- 

x 


+ 


+ 


Ex + F 


Gx + H lx + J 

+ 


EJEMPLO 8 


Evalue 


X — 1 x 2 + X + 1 x 2 + 1 (x 2 + l) 2 (x 2 + l) 3 

1 — x + 2x 2 — x 3 


fiej 


x(x 2 + l) 2 


- dx. 


SOLUCION La forma de descomposicion en fracciones parciales es 


1 — x + 2x“ — x 3 
x(x 2 + l) 2 

Multiplicando porx(x 2 + l) 2 , tenemos 


A- 

x 


Bx 


x 2 + 1 


C Dx + E 

+ 


(x 2 + l) 2 


—x 3 + 2x 2 — x + 1 = A(x 2 + l) 2 + (Bx + C)x(x 2 + 1) + (Dx + E)x 

= A(x 4 + 2x 2 + 1) + B(x 4 + x 2 ) + C(x 3 + x) + Dx 2 + Ex 
= (A + B)x a + Cx 3 + (2A + B + D)x 2 + (C + E)x + A 
Si igualamos coeficientes, obtenemos el sistema 

A + B = 0 C = — 1 2A + B + D = 2 C + E = - 1 A = 1 
que tiene la solucion A = 1 , B = — 1 , C = — 1 , D = 1 y E = 0. Asi, 
r 1 — x + 2x 2 — x 3 f / 1 x + 1 x \ 

J x(x 2 + l) 2 dx = J \7~ ^TT + (x 2 + l ) 2 ) dx 

r dx r x r dx r x dx 

= J T “ J x 2 + \ dx ~ J ^TT + J (x 2 + i) 2 

En el segundo y cuarto terminos hicimos la 
sustitucion mental u = x 1 + 1. 


= In | x | — \ ln(x 2 + 1) — tan *x — 


1 

2(x 2 + 1) 


K 


Observe que algunas veces pueden evitarse las fracciones parciales cuando integramos 
una funcion racional. Por ejemplo, aunque la integral 


r x 2 + 1 
J x(x 2 + 3) 


dx 
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puede determinarse por el metodo del caso III, es mucho mas facil observar que si 
u = x(x 2 + 3) = x 3 + 3x, entonces du = (3x 2 + 3) dx, por lo que 

r x 2 + 1 , . , . 

— dx = | In x 3 + 3x + C 

J x(x 2 + 3) 1 1 


Racionalizacion de sustituciones 


Algunas funciones no racionales pueden cambiarse a funciones racionales por medio de 
una sustitucion adecuada. En particular, cuando un integrando contiene una expresion 
de la forma y/g(x), puede ser eficaz la sustitucion u = yjg(x). En los ejercicios aparecen 
otros ejemplos. 


EJEMPLO 9 


Evalue 


yj X + 4 


dx. 


SOLU Sea u = yj x + 4 . Entonces u 1 = x + 4, asi que x = u 1 — 4 y dx = 2u du. Por 
tanto. 



Podemos evaluar esta integral, ya sea factorizando u 1 — 4 como (m — 2)(u + 2) y usando 
fracciones parciales, o bien utilizando la formula 6 con a = 2: 


yjx + 4 


dx = 2 


j* du + 8 j" 


du 


1 


u~ — 4 


= 2y/x + 4 + 2 In 


= 2m + 8 • — — — In 
yj X + 4 — 2 


yj x + 4 + 2 


2 ■ 2 

+ C 


u — 2 
u ~ E 2 


C 


Ejercicios 


1-6 Exprese en la forma de descomposicion de fracciones parciales 
las siguientes funciones (como en el ejemplo 7). No determine el 
valor numerico de los coeficientes. 


1. a) 


1 + 6x 

(Ax - 3)(2x + 5) 


2 . a) 

3. a) 

4. a) 


x 2 + x — 2 

x 4 + 1 
x 5 + 4x 3 

x 4 — 2x 3 + x 2 + 2x — 1 
x 2 — 2x + 1 


b) 

b) 

b) 

b) 


10 

5x 2 - 2x 3 
x 2 

x 2 + x + 2 
1 

(x 2 - 9) 2 
x 2 - 1 


5. a) — ; 

x 2 - 4 

t 6 + 1 

6 . a) r 

t 6 + t 3 


b) 

b) 


(x 2 - x + l)(x 2 + 2 f 
x 5 + 1 

(x 2 — x)(x 4 + 2x 2 + 1) 


7-38 Evalue cada una de las siguientes integrales. 


7. 

9. 


.( 

I 



5x + 1 
(2x + l)(x — 


-dx 


8 . 

10 . 


f y — 

' (y + 4)(2y 


1) 


dy 


Se requiere calculadora graficadora o computadora 1 SAC Se requiere sistema algebraico computarizado 1. Tareassugeridasdisponiblesenstewartcalculus.com 
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11 . f‘ 


2x 2 + 3x + 1 


- dx 


C ax 

13. , dx 

J x — h r 


r4 x 3 — 2x 2 — 4 
15. ; ; — dx 


l 

»■ £ 


3 x 3 - 2x 2 

2 4y 2 - ly - 12 
y(y + 2)(y - 3) 


dy 


19. 




x 2 + l 


(x — 3)(x — 2) 1 


dx 


r x 3 + 4 

21 . | , , dx 


x 2 + 4 


23. 


J' 


10 


25. 


{x - l)(x 2 + 9) 
4x 


x 3 + x 1 + x + 1 


dx 


- dx 


r x 3 + x 2 + 2x + 1 
27. | , t , , . — dx 


(x~ + l)(x 2 + 2) 


29 




x + 4 


x 2 + 2x + 5 
r 1 

31. — : dx 

J x 3 - 1 

i x 3 + 2x 


dx 


33. 


j; 


o x 4 + 4x 2 + 3 
dx 

x(x 2 + 4) 2 
x 2 — 3x + 7 


dx 


35. J 

37. I 

J (x 2 — 4x + 6) 2 


dx 


11 £ 

£ 

£ , 
J 


x - 4 


14. 


16 


x 2 — 5x + 6 
1 

(x + a)(x + fe) 

i x 3 — 4x — 10 
o x 2 — x — 6 

x 2 + 2x — 1 


- dx 


dx 


dx 


- dx 


r x 2 - 5x +16 

20 . — — — dx 


22 . 


24. 


26. 


(2x + l)(x — 2) 2 
ds 


s 2 (s - l) 2 

x 2 — x + 6 
x 3 + 3x 

x 2 + X + 1 


dx 


dx 


28 


■J' 


(x 2 + l) 2 
x 2 — 2x — 1 


(x - l) 2 (x 2 + 1) 

r 3x 2 + x + 4 

30. — ; dx 

J x 4 + 3x 2 + 2 


dx 


32. 


£ 


34. 


x 2 + 4x + 13 

x 5 + X — 1 


dx 


dx 


■J 

■J 


x 3 + 1 

x 4 + 3x 2 + 1 
x 5 + 5x 3 + 5x 


- dx 


x 3 + 2x 2 + 3x — 2 
(x 2 + 2x + 2) 2 


dx 


39-52 Haga una sustitucion para expresar el integrando como una 
funcion racional y despues evalue las siguientes integrales. 


39. | 


dx 


41. 


■Jx + 1 

X 

dx 

x 1 + xJx 


40 


■i 


dx 


42. 


2^/x + 3 + x 

r—^dx 

Jo i + 


43 


■J- 


- dx 


44 


■J, 


1/3 X + X 


- dx 


i/x^n 

45. I — = —= dx [Sugerencia: Sustituya u = \[x \ 

J y X — yl 

\/l + y[x 


46 


- dx 


47. J 
49. J 
5!. J 


—z dx 

e 2x + 3e x + 2 

sec 2 f 

tan 2 t + 3 tan t + 2 
dx 

1 + e x 


48. 


■J 


50. 


sen x 

cos 2 x — 3 cos x 
e x 


(e x - 2)(e 2x + 1) 


dx 

dx 


52 


■ f 

J senh 2 / 


cosh t 


+ senh 4 / 


dt 


53-54 Utilice integration por partes, junto con las tecnicas de esta 
section, para evaluar las siguientes integrales. 

53. J ln(x 2 — x + 2) dx 54. J xtan~’x<7x 


FH 55. Use la grafica de/(x) = l/(x 2 — 2x — 3) para saber si 

Jo f ( x ) dx es positiva o negativa. Use la grafica para dar una 
estimation del valor de la integral y despues utilice fracciones 
parciales para encontrar el valor exacto. 


56. Evalue 


x 2 + k 


- dx 


considerando diversos casos para la constante k. 


57-58 Evalue las siguientes integrales completando el cuadrado y 
utilizando la formula 6. 


57. 



58. 


■J 


2x + 1 


4x 2 + 12x - 7 


- dx 


59. El matematico aleman Karl Weierstrass (1815-1897) observo 
que la sustitucion 1 = tan(x/2) convierte cualquier funcion 
racional del sen x y cos x en una funcion racional ordinaria 
de t. 

a) Si t = tan(x/2), —7 t < x < tt, dibuje un triangulo rectan- 
gulo o utilice identidades trigonometricas para demostrar 
que 


cos — = 


vTTT 2 


b) Demuestre que 

1 - t 2 

cos X = X 

1 + 1 - 

c) Demuestre que 


sen — I = 


2 1 


■Jl + t 2 


1 + t 2 


dx = 


1 + f 2 


- dt 


60-63 Utilice la sustitucion del ejercicio 59 para transformar el 
integrando en una funcion racional de t y despues evalue las 
siguientes integrales. 


60. 


61 


r dx 
•' 1 — cos x 

1 


•J 


3 sen x — 4 cos x 


- dx 


62 


IV 2 _ 

J T7-/3 1 


1 


+ sen x — cos x 


- dx 
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63. 




r /2 sen 2x 
o 2 + cos x 


dx 


64-65 Encuentre el area de la region bajo la curva dada de 1 a 2. 


64. y = 


1 

x 3 + x 


65. y = 


x 2 + 1 
3x - x 2 


66. Encuentre el volumen del solido resultante, si la region bajo 
la curva v = 1 /(x 2 + 3x + 2) desde x = 0 hasta x = 1 rota 
alrededor de a) el eje x y b) el eje y. 

67. Un metodo para desacelerar el crecimiento de una poblacion 
de insectos sin usar pesticidas, es introducir en la poblacion 
varios machos esteriles que se aparean con hembras fertiles, 
pero no producen descendencia. Si P representa el numero de 
insectos hembra en una poblacion, S el numero de machos 
esteriles introducidos cada generation y r la tasa de 
crecimiento natural de la poblacion, entonces la poblacion 

de hembras se relaciona con el tiempo t mediante 

r P + S 

t = — — dP 

J P[(r - 1 )P - S ] 

Suponga que una poblacion de insectos con 10000 hembras 
crece a una tasa de r = 0. 10 y se agregan 900 machos 
esteriles. Evalue la integral para obtener una ecuacion que 
relacione la poblacion de hembras con el tiempo. (Observe 
que la ecuacion resultante no puede resolverse de manera 
expllcita para P.) 

68. Factorice x 4 + 1 como una diferencia de cuadrados, sumando y 
restando primero la misma cantidad. Utilice esta factorization 
para evaluar [ l/(x 4 + 1) dx. 

69. a) Utilice un sistema algebraico computarizado para encontrar 

la descomposicion en fracciones parciales de la funcion 

, s 4x 3 — Tlx 2 + 5x - 32 

f( x ) = 

J 30x 5 - 13x 4 + 50x 3 - 286x 2 - 299x - 70 


b) Utilice el inciso a) para encontrar f /(x) dx (a mano) y 
comparela con el resultado al utilizar el SAC para integrar 
/directamente. Comente en relation con cualquier 
discrepancia. 

70. a) Encuentre la descomposicion en fracciones parciales de la 
funcion 


12x 5 - lx 3 - 13x 2 + 8 

fix) = 

1 v ’ 100x 6 - 80x 5 + 116x 4 - 80x 3 + 41x 2 - 20x + 4 

b) Utilice en inciso a) para encontrar J'/(x) dx y grafique/y su 
integral indefinida, en la misma pantalla. 

c) Utilice la grafica de/para descubrir las caracterfsticas 
principales de la grafica de | /(x) dx. 

71. Suponga que F. G y Q son funciones polinomiales y que 

Fjx) _ Gjx) 

Q(x) Qix) 

para toda x, excepto cuando Q(x) = 0. Demuestre que 
Fix) = G(x) para toda x. \Sugerencia: utilice la continuidad.] 

72. Si/es una funcion cuadratica tal que/(0) = 1 y 


.( 


fix) 

x\x + l) 3 


dx 


es una funcion racional, encuentre el valor de/'(0). 

73. Si a # 0 y n es un numero entero positivo, encuentre la 
descomposicion en fracciones parciales de 


fix) 


1 

x"(x - a) 


Sugerencia: primero encuentre el coeficiente de 1 /(x — a). 
Despues reste el termino resultante y simplifique lo que le 
queda. 



Estrategias para la integracion 


Como hemos visto, la integracion es mas desafiante que la derivacion. Para obtener la 
derivada de una funcion, resulta evidente cual formula de derivacion debe aplicarse. Pero 
podrfa no ser obvio que tecnica utilizar para integrar una funcion dada. 

Hasta ahora hemos aplicado tecnicas individuales en cada seccion. Por ejemplo, nor- 
malmente utilizamos la sustitucion en los ejercicios 5.5, integracion por partes en los 
ejercicios 7.1, y fracciones parciales en los ejercicios 7.4. Pero en esta seccion presenta- 
mos una coleccion de diferentes integrales al azar, y el principal reto es reconocer cual 
tecnica o formula utilizar. No es posible disponer de una regia precisa y rapida que se 
aplique en una situacion dada, pero podemos seguir algunos consejos. 

Una condicion para aplicar una estrategia es conocer las formulas basicas de integra- 
cion. En la siguiente tabla hemos reunido las integrales de nuestra lista previa junto con 
varias formulas adicionales que hemos aprendido en este capitulo. La mayorfa de ellas 
debemos memorizarlas. Es util conocerlas todas, pero las marcadas con un asterisco no 
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necesitan memorizarse porque se deducen con facilidad. La formula 19 puede evitarse 
utilizando fracciones parciales y, en lugar de la formula 20, pueden usarse sustituciones 
trigonometricas. 


Tabla de formulas de integracion Las constantes de integracion se han omitido. 


1 . 


J x"dx 


n + 1 
3. | e x dx = e x 

5. sen x dx = — cos x 


(n ¥= -1) 


2. | — dx = In I x I 
x 


r , a 

4. a x dx = 

J In a 

6. j cos x dx = sen x 

j - 


7. J sec 2 xdx = tan x 8. | esc 2 xdx = — cot x 

9 . j sec x tan x dx — sec x io. j" esc x cot x dx = —esc x 

11 . sec x dx = In I sec x + tan jc I 12 . esc x dx = In I esc x — cot x I 


13. tan idx = In I sec x I 


15. senh x dx = cosh x 


17. 


*19. 


dx 


, 2 = — tan | — 

x + a a 


(f ) ‘ / 


14. | cot x dx — In | sen x \ 
16. | cosh x dx = senh x 
dx 


sja 1 — 


dx 


= — In 


x~ — a 2 2 a 


x — a 


x + a 


* 20 . 


dx 


yj x 2 ± a 2 


= sen M — 1, a > 0 


= In lx + sj x 2 ± 


Una vez que contamos con estas formulas basicas de integracion, si no se ve inmedia- 
tamente como atacar una integral dada, podemos ensayar la siguiente estrategia de cuatro 
pasos. 


1. Si es posible, simplifique el integrando Algunas veces, el uso de manipulaciones 
algebraicas o identidades trigonometricas pueden simplificar el integrando y hacer 
obvio el metodo de integracion. He aqui algunos ejemplos: 


j V* (l + V* ) dx = j ( y/x + x) dx 


J 


tan 0 
sec 2 0 


d6 


J 


(sen x + cos x) 2 dx 


I 

I 

.f 

.f 


sen 6 
cos 6 


cos 2 0 dd 


sen 0 cos 6 dO = 


\ 


sen 29 d 9 


(sen 2 x + 2 sen x cos x + cos 2 x) dx 
(1+2 sen x cos x) dx 


496 CAPITULO 7 TECNICAS DE INTEGRACION 

2. Busque una sustitucion obvia Intente encontrar alguna funcion u = g(x) en el integran- 
do cuya diferencial du = g'(x) dx tambien este presente, ademas de un factor constan- 
te. Por ejemplo, en la integral 


f 



dx 


observamos que si u = x 2 — 1, entonces du = 2x dx. Por tanto, utilizamos la sustitucion 
u — x 2 — 1, en vez del metodo de fracciones parciales. 

3. Clasifique el integrando de acuerdo con su forma Si los pasos 1 y 2 no conducen a la 
solucion, entonces analizamos la forma del integrando /(x). 

a) Funciones trigonometricas. Si fix) es un producto de potencias del sen x y cos x, 
de tan x y sec x, o de cot x y esc x, entonces utilizamos las sustituciones recomenda- 
das en la seccion 7.2. 

b) Funciones racionales. Si/es una funcion racional, utilizamos el procedimiento 
de la seccion 7.4 que involucra fracciones parciales. 

c) Integracion por partes. Si fix) es un producto de una potencia de x (o una 
polinomial) y una funcion trascendente (tal como una funcion trigonometrica, 
exponencial o logaritmica), entonces ensayamos integracion por partes, eligiendo 
u y dv de acuerdo con las recomendaciones dadas en la seccion 7.1. Si consideramos 
las funciones de los ejercicios 7.1, veremos que la mayorfa de estas son del tipo 
que se describe. 

d) Radicales. Los tipos particulares de sustituciones se recomiendan cuando 
aparecen ciertos radicales. 

i) Si aparece yj ±x 2 ± a 2 , utilizamos sustituciones trigonometricas de acuerdo 
con la tabla de la seccion 7.3. 

ii) Si aparece {/ax + b , utilizamos la rationalization de la sustitucion 
n = y/ax + b . Mas a menudo, a veces esto funciona para y/ g{x) . 

4. Intente una vez mas Si los primeros tres pasos no conducen a la solucion, recuerde que 
basicamente solo existen dos metodos de integracion: sustitucion y por partes. 

a) Intente la sustitucion. Aun si ninguna sustitucion es obvia (paso 2), cierta 
inspiration o inventiva (o incluso desesperacion) pueden sugerirle una sustitucion 
apropiada. 

b) Intente por partes. Aunque la integracion por partes se utiliza en la mayorfa de las 
veces sobre productos de la forma descrita en el paso 3c), a veces es eficaz en 
funciones linicas. En la seccion 7.1 vemos que funciona para tan ] x, sen 'x y In x, 
y todas estas son funciones inversas. 

c) Manipule el integrando. Las manipulaciones algebraicas (tal vez racionalizando 
el denominador o utilizando identidades trigonometricas) pueden ser utiles para 
transformar la integral a una forma mas facil. Estas transformaciones pueden ser 
mas sustanciales que en el paso 1 y pueden requerir cierto ingenio. He aquf un 
ejemplo: 


f 


dx 

1 — COS X 


s 

J- 


1 1 + COS X f 1 + COS X 

• dx = t- dx 

1 — cos x 1 + cos x J 1 - cos x 

1 + cos x T / 2 cos x i 

2 dx = I esc x 3 dx 

sen x J \ sen x / 


d) Relacione el problema con problemas previos. Cuando se ha adquirido cierta 
experiencia en integracion, puede utilizarse un metodo en una integral dada similar 
a uno que ya se haya utilizado en una integral previa. O incluso podrfa expresarse 
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la integral dada en terminos de una previa. Por ejemplo, | tan 2 x sec x dx es 
una integral desafiante, pero si utilizamos la identidad tarr.r = sec 2 x — 1 , podemos 
escribir 


tan 2 x sec x dx = 


j" sec 3 x dx — sec x dx 


y si | sec'x dx se ha evaluado previamente (ejemplo 8 de la seccion 7.2), entonces 
este resultado puede utilizarse en el presente problema. 
e) Utilice varios metodos. Algunas veces se requieren dos o tres metodos para 
evaluar una integral. La evaluacion podrfa involucrar varias sustituciones sucesivas 
de diferentes tipos, o podrfa combinarse la integracion por partes con una o mas 
sustituciones. 

En los siguientes ejemplos se muestra un metodo de ataque, pero no resuelve por com- 
pleto la integral. 

r tan 3 x 


EJEMPLO 1 


J COS a 

En el paso 1 reescribimos la integral: 


r tan 3 x r , , 

r— dx = tan x sec x dx 

J COS X J 

La integral es ahora de la forma | tan"'x sec"x dx con m impar, asr que podemos utilizar 
la recomendacion de la seccion 7.2. 

Alternativamente, si en el paso 1 escribimos 


J 


tan 3 * r sen 3 * 1 

dx = 7 — dx 

cos x J cos x cos x 


f 


senlr 

cos 6 x 


dx 


entonces tenemos que continuar como sigue, con la sustitucion u = cos x: 


■ dx = 


1 — cos 2 x 


sen x dx = 


1 


1 — ir 


(— du ) 


- 1 


■ du = 


j (m 4 — u 6 )du 


□ 


EJEMPLO 2 



De acuerdo con ii) en el paso 3d), sustituimos u = *Jx . Entonces x = u 2 , asf que 
dx = 2 m du y 




ue" du 


El integrando es ahora un producto de u y una funcion trascendente e“ asf que puede ser 
integrada por partes. 
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EJEMPLO 3 


f 


x 5 + 1 

x J — 3x 2 — lOx 


dx 


Aquf, ninguna simplificacion o sustitucion es obvia, asf que los pasos 1 y 2 no son 
adecuados. El integrando es una funcion racional asf que aplicamos el procedimiento de 
la seccion 7.4, recordando que el primer paso es dividir. 


13 


EJEMPLO 4 


dx 

c-v/ln - 


Aquf todo lo que se necesita es el paso 2. Sustituimos u = In x porque su diferencial es 
du = dx/ x, que aparece en la integral. 


□ 


EJEMPLO 5 



dx 


Aunque aquf funciona la racionalizacion de sustitucion 


u = 



[ii) en el paso 3d)], nos lleva a una funcion racional muy complicada. Un metodo mas 
facil es por medio de algunas manipulaciones algebraicas [ya sea como en el paso 1 o 
como en el paso 4c)]. Multiplicando el numerador y el denominador por — x, 
tenemos 



= sen 'x + — x 2 + C 


iPueden integrarse todas las funciones continuas? 

Surge la pregunta: ^nuestras estrategias de integracion nos permitiran determinar la inte- 
gral de toda funcion continua? Por ejemplo, <,podemos utilizarlas para obtener | e x dx! La 
respuesta es no; al menos no en terminos de las funciones con las que estamos familiari- 
zados. 

Las funciones con las que tratamos en este libro se Hainan funciones elementales. 
Estas funciones son las polinomiales, racionales, potencias (x"j, exponenciales ( a x ), loga- 
rftmicas, trigonometricas y sus inversas, hiperbolicas y sus inversas, y todas las funciones 
que pueden obtenerse por las cinco operaciones: suma, resta, multiplicacion, division y 
composicion. Por ejemplo, la funcion 


/(*) = 



x 2 - 1 
+ 2x — 1 


+ ln(cosh x) — xe sea2x 


es una funcion elemental. 

Si / es una funcion elemental, entonces f es una funcion elemental, pero ( /(x) dx no 
necesariamente es una funcion elemental. Considere /(x) = e x . Puesto que/es continua, 
su integral existe, y si F se define como 

F{x) = f e' dt 
Jo 
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entonces, sabemos de la parte 1 del teorema fundamental del calculo, que 

F'(x) = e* 1 

Asf, f(x) = e x tiene una antiderivada F, pero se ha demostrado que F no es una funcion 
elemental. Esto significa que no importa el esfuerzo que se haga, ya que nunca se lograra 
evaluar )' e x dx en terminos de las funciones que conocemos. (Sin embargo, en el capltulo 
11, veremos como expresar |' e x dx como una serie infinita.) Lo mismo puede decirse de 
las siguientes integrales: 


f — dx 

sen {x 2 )dx 

cos (e x )dx 

J X 

J 

J 

j" \J x 3 + 1 dx 

[ — dx 
J In x 

r senx 

dx 

J X 


De hecho, la mayorfa de las funciones elementales no tienen antiderivadas elementales. 
Sin embargo, puede usted estar seguro que todas las integrales en los siguientes ejercicios 
son funciones elementales. 


Ejercicios 


1-82 Evalue las siguientes integrales. 
1. j cosx(l + sen 2 x) dx \ 

sen x + sec x 


tan x 


- dt 


- dx 


t 4 + 2 


arctan v 

7. y jdv 

J - 1 1 + y 1 ■ 

9. ) r 4 In r dr 

r X — 1 


x 2 — 4x + 5 


dx 


13. | sen 5 1 cos 4 1 dt 
r dx 

15 - J (i _ x yn 

17. | t cos 2 tdt 
19. [ e x+ ‘ x dx 
21. | arctan yfx dx 

| (l + yfjc) s dx 

r 3x 2 — 2 
J x 2 — 2x — 8 


23 


25 


- dx 


cos x 
1 X 


dx 


10 . 


12 . 


1 (2x + l) 3 
j" t sen t cos t dt 

j* 4 X ~ 1 

~dx 

Jo x - 4x — 5 


1 


x 4 + x 2 + 1 

„3 


- dx 


14. 


16. 


18. 


f: 


-\/l + x 2 
V2/2 X 2 


- dx 




- dx 


f 


4 ^ .dt 




20. e 2 dx 


22 . 


24. 


26. 


f 7 lnX dx 

J Jt-v/l + 0 n x) 2 

/•4 6z + 5 

dz 

Jo 2z + 1 

r 3x 2 - 2 

- dx 


x 3 — 2x - 8 



r dx 

27. 

28. j sen ~Jat dt 

1) ^ dx 

J 1 + e x 


29. j ln(x + yjx 2 — 1 ) dx 

30. | e x ~ 1 | dx 


31. | il^—^dx 


Nr 

33. j y/3 — 2x — x 2 dx 

35. J cos 2x cos 6.r dx 

37. 1 77/4 tan 3 0 sec 2 f? d6 
Jo 

r sec d tan 6 

39. r de 

J sec 6 — sec 0 

41. J 6 tan 2 f? dd 


43. 


| VX 3 dx 

J l + x 3 
| x 3 e^dx 

47. j" x 3 (x — l) -4 dx 


45. 


49. I' — . 1 dx 

J xj^x + 1 

51. f — 1 

J x^4x 2 + 1 


dx 


32. 


V 2x - 1 
2x + 3 


dx 


34. 


36. 


38. 


40. 


■1 


r/2 1 + 4 COt JC 


tt/A 

4 — cotx 

dx 

7t/4 

x 2 tan x 

dx 

-7t/4 

1 + cos 4 x 

tt/3 

sen 6 cot d 

de 

n/6 

sec 8 


1 



dy 


42. 


■J 


- dx 


44. |' V 1 + e x dx 

r ( x — l)e x 

A* 


48. 


!. j" X\/2 — — X 1 


dx 


50. | =dx 

J x-JAx + 1 


52. 


x 2 \[Ax ■ 
dx 

x(x 4 + 1) 


1. Tareas sugeridas disponibles en stewartcalculus.com 
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53. j x 2 senh mx dx 
r dx 

55. = 

J X + XyJX 

57. J xljx + c dx 

59. j cos x cos 3 (sen x) dx 
dd 


61, 


Jr 


+ cos 0 
63. I -Jx e ^ dx 


r sen 2x 
65. | -j— —dx 


+ COS X 


67. 


■J 


69. 


J; 

"■Jt 


•sjx + 1 + \[x 
v3 V 1 + . 


dx 


- dx 


+ e x 


-dx 


54. 

56. 

58. 

60. 

62. 

64. 

66 . 

68 . 

70. 

72. 


j' (x + sen x) 2 dx 

r dx 

' yfx + Xyfx 

r x In x 
— , dx 

J 

r dx 


Jt 


x 2 J4x 2 - 1 
d6 

+ cos 2 6 


1 


Vv* + 1 


dx 


J, 


ir/3 ln(tan x) 
■*h * sen x cos x 


dx 


dx 


f * 

J x 6 + 3x 3 + 2 

f dx 

J 1 + 2e x - e x 

f ln(x + 1) 

)—^ dx 


r x + arcsen x 

73. | — — dx 


vT^ 


75. 


f 1 

J (x — 2)(x 


-J 


(x — 2)(x 2 + 4) 
xe ' 


dx 


Vi + 


- dx 


9 -| 


79. x sen 2 x cos x dx 


81. 


(’ Vl - sen x dx 


74 | 


4 ^ + 10 1 


- dx 


76. 


J' 


rfx 


V*"(2 + pxY 


r 1 4- senx 

78. | dx 


— senx 


r sec x cos 2x 
80. | : dx 


82. 


sen x + sec x 
sen x cos x 


- dx 


83. Las funciones y = e x y y = x 2 e x no tienen antideriva- 
das elementales, pero sf y = (2x 2 + l)e ' . Determine 
J (2x 2 + \)e x * dx. 

84. Sabemos que F(x) = J„ e‘ dt es una funcion continua por el 
TFC1, aunque no es una funcion elemental. Las funciones 

f —dx y f — dx 
J x J In x 

tampoco son elementales, pero pueden expresarse en terminos 
de F. Obtenga las siguientes integrates en terminos de F. 

i '2 e x n 1 

a) — dx b) dx 

Ji x J 2 lnx 


Integration utilizando tablas y sistemas algebraicos computarizados 

En esta seccion describimos como utilizar tablas y sistemas algebraicos computarizados 
para integrar funciones que tienen antiderivadas elementales. Sin embargo, debemos tener 

en mente que aun el sistema algebraico computarizado mas poderoso, no puede encontrar 

2 

formulas explicitas para las antiderivadas de funciones como e x o de las otras funciones 
descritas al final de la seccion 7.5. 

Tablas de integrales 

Las tablas de integrales indefinidas son muy utiles cuando abordamos una integral diffcil 
de determinar a mano y no tenemos acceso a un sistema algebraico computarizado. En las 
paginas de referencia al final de este libro, se exhibe una tabla relativamente breve de 120 
integrales, categorizada por forma. Tablas mas extensas estan disponibles en el CRC Stan- 
dard Mathematical Tables and Formulae, 31a. ed. de Daniel Zwillinger (Boca Raton, FL, 
2002) (709 elementos) o en el de Gradshteyn and Ryzhik Table of Integrals, Series, and 
Products, 7e (San Diego, 2007), que contiene cientos de paginas de integrales. Sin embar- 
go, hay que recordar que las integrales no surgen frecuentemente en la forma exacta en la 
que aparecen en las tablas. Normalmente necesitamos utilizar la regia de sustitucion o 
manipulaciones algebraicas para transformar una integral dada en una de las formas de la 
tabla. 


EJEMPLO 1 


La region limitada por las curvas y = arctan x, y 
dor del eje y. Encuentre el volumen del solido resultante. 


0 y x = 1 rota alrede- 


S0LUCI0N Utilizando el metodo de cascarones cilfndricos, vemos que el volumen es 


V = 


f 2ttx arctan x dx 
Jo 
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La tabla de integrales aparece en las paginas 
de referenda 6-10 al final del libro. 


En la seccion de la tabla de integrales titulada “Formas trigonometricas inversas” localiza- 
mos la formula 92: 


u + 1 , u 

it tan u du = tan u EC 

2 2 


Asf, el volumen es 


f 1 1 

x 2 + 1 . X 

x tan x dx = lit 

tan .v 

Jo 

2 2 J 


= tt\(x 2 + 1) tan ‘x — x] 0 = n(2 tan 1 1 — 1) 


= 7t[2(7t/4) 


1] = ^7T 2 — 77 


□ 


EJEMPLO 2 


Utilice la tabla de integrales para encontrar 


x/5 - 4x 2 


dx. 


SO LUC I ON Si revisamos en la seccion de la tabla titulada “Formas que involucran 
V« 2 - it 2 ” vemos que la forma mas cercana es la numero 34: 




it 2 it i— - a 2 

du = Ja 2 — u 2 H sen - 

0 0 o v o 


,1 “ 


C 


Esto no es exactamente lo que tenemos, pero la podremos utilizar si primero hacemos la 
sustitucion u = 2x: 

r x 2 r ( m/2 ) 2 du 1 r u 2 

J V5 - 4x 2 dX ~ i ~2 ~ ¥ J V5 ~ u 2 U 

Despues utilizamos la formula 34 con a 2 = 5 (de modo que a = V5): 


, =dx = — , , 

V5 - 4x 2 8 J u 


1 r u 2 1 ( u / 

i-J 4 -?r2^ 


V? 


---V5-4^+-se„-^- r 


2x 


C 


+ c 


EJEMPLO 3 


Utilice la tabla de integrales para evaluar x 3 sen x dx. 


SOLUCION Si revisamos la seccion “Formas trigonometricas”, vemos que ninguna de 
las formas incluye explfcitamente a u' como factor. Sin embargo, podemos utilizar la 
formula de reduccion en la forma 84 con n = 3 : 


’sen x dx = — x 3 cosx + 3 x 2 cos x dx 


Ahora necesitamos evaluar | x 2 cos x dx. Podemos utilizar la formula de reduccion de la 
forma 85 con n = 2, seguido de la forma 82: 


85 


. j" u" cos u 


dii 


= u sen u — 


u — n j u" 1 sen u du 


j x 2 cos x dx = x 2 sen x — 2 j" x sen x dx 

— x 2 sen x — 2(sen x — x cos x) + K 
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Combinando estos calculos, obtenemos 


f 


x 3 sen x dx = — x 3 cos x + 3x 2 sen x + 6x cos x — 6 sen x + C 


donde C = 3 K. 


□ 


EJEMPLO 4 


Utilice la tabla de integrales para encontrar j Xsf. 


x 2 + 2x + 4 dx. 


SO LUC I ON Puesto que la tabla da las formas que involucran sja 2 + x 2 , s/a 2 — x 2 y 
s/x 2 — a 2 , pero no s/ax 1 + bx + c , primero completamos el cuadrado: 


x 2 + 2x + 4 = (x + l) 2 + 3 


Si hacemos la sustitucion u = x + 1 (de modo que x = u — 1), el integrando involucrara 
el patron s/a 2 + u 1 : 

j X\jx 2 + 2x + 4 dx = j (m — 1) V u 2 + 3 du 

= j" u^/u 2 + 3 du — j" u 2 + 3 du 
La primera integral se determina utilizando la sustitucion t = u 2 + 3: 

j u^Ju 1 + 3 du = | j" yft dt = \ • \t 2/2 = \(u 2 + 3) 3/2 

21 . j si a 1 + u 2 du = — s/a 2 + u 2 P ara l a segunda integral utilizamos la formula 21 con a = s/3: 

2 

1u(m + - + m ■ ) + C j" sju 2 + 3 t/n = — -y/n 2 + 3 + | ln(n + -y/n 2 + 3 ) 

Asf 


j" xsjx 2 + 2x + 4 c/x 

= l(x 2 + 2x + 4) 3/2 — — s/x 2 + 2x + 4 — |ln(x + 1 + s/x 2 + 2x + 4 ) + C 


Sistemas algebraicos computarizados 

Hemos visto que el uso de las tablas implica la comparacion de la forma del integrando 
dado con las formas del integrando en las tablas. Las computadoras son particularmente 
aptas para comparar patrones. Asf como utilizamos sustituciones conjuntamente con las 
tablas, un SAC puede ejecutar sustituciones que transforman una integral dada en una 
que aparece almacenada en la memoria. Asf, no es de sorprender que un sistema algebrai- 
co computarizado destaque en la integracion. Esto no significa que la integracion a 
mano sea una habilidad obsoleta. Veremos que el calculo manual algunas veces produce 
una integral indefinida en una forma que es mas conveniente que la respuesta dada por una 
maquina. 

Para empezar, veamos que pasa cuando le pedimos a una maquina que integre la rela- 
tivamente simple funcion y = l/(3x — 2). Utilizando la sustitucion n = 3x — 2, un facil 
calculo a mano da 


[ dx = \ In I 3x — 2 I + C 

J 3x - 2 31 1 
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mientras Derive, Mathematica y Maple regresan la respuesta 

fln(3x — 2) 

La primera cuestion que notamos es que el sistema algebraico computarizado omite la 
constante de integracion. En otras palabras, produce una antiderivada particular, no la mas 
general. Por tanto, cuando hacemos uso de una maquina de integracion, se tendrfa que 
agregar una constante. Segundo, los signos de valor absoluto se omiten en la respuesta 
dada por la maquina. Esto esta bien si a nuestro problema solo le conciernen valores de x 
mayores que Pero si estamos interesados en otros valores de x, entonces necesitamos 
insertar el sfmbolo de valor absoluto. 

En el siguiente ejemplo reconsideramos la integral del ejemplo 4, pero esta vez le pedi- 
mos la respuesta a una maquina. 


EJEMPLO 5 


Utilice un sistema algebraico computarizado para encontrar 



+ 2x + 4 dx. 


Esta es la ecuacion 3.11.3. 


SO LUC I ON Maple proporciona la respuesta 

|(x 2 + 2x + 4) 3 ^ 2 — \{2x + 2)y/x 2 + 2x + 4 — — arcsenh— — (1 + x) 

Esta parece diferente de la respuesta encontrada en el ejemplo 4, pero es equivalente 
porque el tercer termino puede reescribirse utilizando la identidad 

arcsenh x = ln(x + -Jx 1 + l) 

Asf 


V3~ 

arcsenh (1 + x) = In 

3 


(1 + x) + V|(l + xf + 1 


— In — ~j= [ 1 + x + -y/(l + x) 2 + 3 ] 

v 3 

= In —j= + ln(x + 1 + sjx 2 + 2x + 4 ) 


El termino resultante adicional — § ln( l/yA") puede absorberse por la constante de integracion. 
Mathematica aporta la respuesta 

/ 5 X X 2 \ fr~ 3 

1 1 Jx 2 + 2x + 4 arcsenh 

\ 6 6 3 / v 2 

Mathematica combina los dos primeros terminos del ejemplo 4 (y el resultado de Maple) 
en un solo termino mediante factorizacion. 

Derive da la respuesta 



\\!x 2 + 2x + 4 (2x 2 + x + 5) — \ In (\/x 2 + 2x + 4 + x + l) 


El primer termino se parece al primer termino en la respuesta de Mathematica, y el 
segundo termino es identico al ultimo termino del ejemplo 4. 


EJEMPLO 6 


Utilice un SAC para determinar j x(x 2 + 5 'f dx. 
S0LUCI0N Maple y Mathematica dan la misma respuesta: 

8 , 218 750 6 


± r 18 , 5 16 

l 8 X T 2 X 


50x 14 + ‘fV 2 


4375x 


21 875x 8 + ^^x" + 156250x 4 + ^^x 2 
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Es claro que ambos sistemas deben haber desarrollado (* 2 + 5) 8 mediante el teorema del 
binomio y despues integrado cada termino. 

Si integramos a mano utilizando la sustitucion u = x 2 + 5, obtenemos 

El programa Derive y TI-89 y TI-92 tambien dan 
la misma respuesta. 


| *(* 2 + 5 Y dx = jx(x 2 + 5) 9 + C 


Para la mayorfa de los propositos, esta es la forma mas conveniente de la respuesta. 


EJEMPLO 7 


Utilice un SAC para encontrar j sen 5 * cos 2 * dx. 
S0LUCI0IM En el ejemplo 2 en la seccion 7.2 encontramos que 


□ 


j sen 5 * cos 2 * dx = —\ cos 3 * + f cos 5 * — y cos 7 * + C 


Derive y Maple reportan la respuesta 

— 7 sen 4 * cos 3 * — ^ sen 2 * cos 3 * — cos 3 * 

mientras que Mathematica produce 

— ^ cos * — X52 cos 3* + 3I0 cos 5* — 4^8 cos 7* 

Sospechamos que existen identidades trigonometricas que demuestran que estas tres 
respuestas son equivalentes. De hecho, si le pedimos a Derive, Maple y Mathematica 
que simplifique sus expresiones utilizando identidades trigonometricas, finalmente 
produciran la misma forma de la respuesta que en la ecuacion 1. 


Ejercicios 


1-4 Utilice la forma indicada en la tabla de integrales en las 
paginas de referenda para evaluar las integrales. 


j-ir/2 

Jo 


cos 5* cos 2* dx: forma 80 


2. I Jx — x 2 dx\ forma 113 
Jo 

3. j t/4* 2 — 3 dx: forma 39 

4. I tan 3 (irx/6) dx: forma 69 
Jo 


5-32 Utilice la tabla de integrales de las paginas de referenda 6-10 
para evaluar las siguientes integrales. 


j‘77/8 

arctan 2* dx 
Jo 


r cos * 

7. y dx 

J sen'* — 9 


I" * 2 a/4 — x 2 dx 
Jo 


8 ‘.f 


ln(l + 


dx 


11 . 


13. 


15. 


17. 


21 


dx 


I x 2 V4x 2 + 9 

.Ti fle ‘ 

tan 3 (l/z) 

)^^ dz 

j" e lx arctan(e r ) dx 
j" yV 6 + 4y — 4y 2 dy 


19 | sen 2 * cos * ln(sen *) dx 


J' 


3 - e lx 
a J' sec 5 * dx 


dx 


10 . 


12 . 


14. 


16. 


18. 


20 . 


22 


f V2y 2 - 3 , 

J / dy 

j" * 2 csch(* 3 + 1) dx 

J sen^’v* 7 dx 

j" * sen(x 2 ) cos(3* 2 ) dx 


J 


dx 

2x 3 — 3* 2 
sen 2 


v$—- 


sen 


f x i jAx 2 — * 4 dx 
Jo 

24. J sen 6 2xrfx 


SAC | Se requiere sistema algebraico computarizado 


1. Tareas sugeridas disponibles en stewartcalculus.com 
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25 . 

27 . 

29 . 

31 . 


.( 

I 

f 

1 


V 4 + (In x) 2 , 

dx 

x 


cos * l (x 2 ) 

; ax 

X 


yje 2x — 1 dx 


x 4 dx 


V* 10 - 2 


26 . 

f x 4 e x dx 
Jo 

39 . 

j" x 2 \]x 2 + 4 dx 

40 . 

f dx 

) e x (3e x + 2) 

28 . 

f (t + 1 )y/t 2 - 2t - 1 dt 

41 . 

j" cos 4 x dx 

42 . 

j" x 2 \/l — x 2 dx 



43 . 

j" tan 5 xdx 

44 . 

f 1 rtr 

30 . 

j" e' sen (at — 3) dt 



sec 2 d tan 2 0 

/ ~ do 

V9 — tan 2 0 45 . a) Utilice la tabla de integrales para evaluar F(x) = | fix) dx, 

donde 


33 . La region bajo la curva y = sen 2 x desde 0 hasta tt rota alrededor 
del eje x. Encuentre el volumen del solido resultante. 

34 . Encuentre el volumen del solido obtenido cuando la region 
bajo la curva y = arcsen x, x 3= 0, rota alrededor del eje y. 

35 . Verifique la formula 53 en la tabla de integrales a) por 
derivation y b) utilizando la sustitucion t = a + bu. 


fix) = 


1 


X\j 1 — x 2 


^,Cual es el dominio defy de FI 
b) Utilice un SAC para evaluar F(x) ^Cual es el dominio de la 
funcion F que produce el SAC? ^Hay una discrepancia entre 
este dominio y el dominio de la funcion F que encontro en 
el inciso a)? 


36 . Verifique la formula 31a) por derivation y b) por la sustitucion 
u = a sen 8. 


SAC 46 . A veces los sistemas algebraicos computarizados necesitan 
ayuda de la mano del ser humano. Intente determinar 


[SAC] 37-44 Utilice un sistema algebraico computarizado para evaluar la f (1 + In x) i/l + (x In x) 2 dx 

integral. Compare la respuesta con el resultado utilizando tablas. Si 
las respuestas no son las mismas, demuestre que son equivalentes. 

con un sistema algebraico computarizado. Si no obtiene 
respuesta, haga una sustitucion que cambie la integral en 
una que el SAC pueda evaluar. 


37 | 


sec 4 x dx 


B -.f 


38 . csc 5 x dx 


PROYECTO PARA 

UN DESCUBR M PATRONES EN INTEGRALES 

En este proyecto se utiliza un sistema algebraico computarizado para investigar integrales 
indefinidas de familias de funciones. Observando los patrones que ocurren en la integral de varios 
miembros de la familia, conjeture primero, y despues demuestre, una formula general para la 
integral de cualquier miembro de la familia. 

1. a) Utilice un sistema algebraico computarizado para evaluar las siguientes integrales. 

° I (x + 2)(x + 3) U) 1 (x+lKx + 5)^ 

Ui) I (x + 2)(x - 5) ^ iV> f ^ 

b) Basado en el patron de sus respuestas del inciso a), conjeture el valor de la integral 

I" dx 

J (x + a)(x + b) 

si a # b. ^Que pasa si a = bl 

c) Verifique su conjetura pidiendo a su SAC que evalue la integral del inciso b). Despues, 
demuestrela utilizando fracciones parciales. 


\C| Se requiere sistema algebraico computarizado 
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2. a) 

b) 

c) 

3. a) 

b) 

c) 

4. a) 

b) 

c) 

d) 


Utilice un sistema algebraico computarizado para evaluar las siguientes integrales 
i) | sen x cos 2x dx ii) J sen 3x cos lx dx iii) J sen 8* cos 3* dx 
Basado en el patron de sus respuestas del inciso a), conjeture el valor de la integral 


J' 


sen ax cos bx dx 


Verifique su conjetura con un SAC. Despues demuestrela utilizando las tecnicas de la 
seccion 7.2. ^Para que valores de a y b es valida? 

Utilice un sistema algebraico computarizado para evaluar las siguientes integrales. 


».( 


In x dx 

ii) 

j" x In x dx 

x 3 In x dx 

v) 

j x 7 lnx dx 


in) J 


x 2 In x dx 


Basado en el patron de sus respuestas del inciso a), conjeture el valor de 


J 


x" In x dx 


Utilice integracion por partes para demostrar la conjetura que hizo en el inciso b). ^Para 
que valores de n es esto valido? 

Utilice un sistema algebraico computarizado para evaluar las siguientes integrales. 


i) 

iv) 


xe x dx 

ii) 

| x V dx 

iii) J x 3 e x dx 

* V dx 

v) _ 

j" x 5 e x dx 



Basado en el patron de sus respuestas del inciso a), conjeture el valor de § x 6 e x dx. 
Despues, utilice su SAC para verificar su conjetura. 

Basado en los patrones de los incisos a) y b), haga una conjetura en relacion con el valor 
de la integral 

| xVdx 

cuando n es un entero positivo. 

Utilice induccion matematica para demostrar la conjetura que hizo en el inciso c). 


Integracion aproximada 

Hay dos situaciones en las cuales es imposible encontrar el valor exacto de una integral 
definida. 

La primera de ellas surge del hecho de que, al evaluar \'’f(x) dx utilizando el teorema 
fundamental del calculo, necesitemos conocer una antiderivada de/. Sin embargo, algunas 
veces es diffcil, o aun imposible, encontrar una antiderivada (vease la seccion 7.5). Por 
ejemplo, es imposible evaluar exactamente las siguientes integrales: 

f e x dx 
Jo 


j v/l + x 1 dx 
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y > 







0 

x 0 J 

i 

c 2 a : 

3 ■' 

4 X 


a) Aproximacion por el punto 
extremo izquierdo 


y - 







0 

o 

j* 


b) Aproximacion por el punto 
extremo derecho 


La segunda situation surge cuando la funcion es producto de un experimento cientffico, 
obtenida a traves de lecturas en un instrumento o de una coleccion de datos. Podrfa no 
haber formula para la funcion (vease el ejemplo 5). 

En ambos casos necesitamos encontrar valores aproximados de la integral definida. 
Ya se conoce un metodo. Recordemos que la integral definida se define como el lfmite 
de una suma de Riemann, por lo que podrfa utilizarse cualquier suma de Riemann 
como una aproximacion a la integral: si dividimos [a, b\ en n subintervalos de igual 
longitud Ax = ( b — a)/n, entonces tenemos 

\ b fix) dx ~ 2/(xf) Ax 

Ja i= i 

donde xf es cualquier punto en el f-esimo subintervalo [x,-i, x,]. Si se elige xf en el extre- 
mo izquierdo del intervalo, entonces xf = x, i y tenemos 

[~T| f f(x) dx ~ L„ = 2/(x ; -i) Ax 

Ja i=l 

Si/(x) 0, entonces la integral representa un area y |T| representa una aproximacion a esta 
area mediante los rectangulos que se muestran en la figura la). Si elegimos xf en el extre- 
mo derecho del intervalo, entonces xf = x, y tenemos 



c) Aproximacion por el punto medio 

FIGURA 1 


2 


f /(x) dx ~ R„ = 2 f(xd Ax 

Ja ;=1 


[Vease la figura lb).] Las aproximaciones L„ y R„ definidas por las ecuaciones 1 y 2 se 
llaman aproximacion por el punto extremo izquierdo y aproximacion por el punto 
extremo derecho, respectivamente. 

En la section 5.2 tambien consideramos el caso donde se elige xf como el punto medio 
x, del subintervalo [x, i,x,]. La figura lc) muestra la aproximacion por el punto medio M„ 
que parece ser mejor que L„ o R„. 


Regia del punto medio 

I /(x) dx ~ M„ = Ax [/(x i) + f(x 2 ) + ■ • ■ + /(x„)] 

Ja 


donde Ax = 

n 


y x,- = ](x;_ i + Xi) = punto medio de [x,-i,x,] 


Otra aproximacion, llamada regia del trapecio, resulta de promediar las aproximaciones 
de las ecuaciones 1 y 2: 



2 


1=1 


) Ax + 2 /(x, ) Ax 

i-l 


Ax 

T" 


2 (/(*/- 1 ) + f{.Xi)) 

i= 1 


= ~^“ [(/(■* o) +f(x l)) + {f(x i) +/(x 2 )) + • • • + if(x„- 1 ) +/(x„))] 


— \f(x 0 ) + 2/(xi) + 2/(x 2 ) + • • ■ + 2/(x„-i) +/(x„)] 
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FIGURA2 

Aproximacion trapezoidal 


Regia del trapecio 

£/(•*) dx ~ T n = ^j-\f{x 0 ) + 2 f(xi) + 2 f(x 2 ) + ■ ■ ■ + 2f(x n -i ) + /(x„)] 
donde Ax = {b — a)/n y jc, = a + i Ax. 


La razon para el nombre de la regia del trapecio puede verse de la figura 2, que ilustra 
el caso con/(x) 5* 0 y n = 4. LI area del trapezoide que esta encima del i-esimo subinter- 
valo es 


Ax 


/(■*.■- 1 ) +f(xd 


Ax 

T~ 


[/(x,-i) +/(x;)] 


y si sumamos las areas de todos los trapezoides, obtenemos el lado derecho de la regia del 
trapecio. 



FIGURA 3 


EJEMPLO 1 


Utilice a) la regia del trapecio y b) la regia del punto medio con n = 5 para 
aproximar la integral j^ 2 (1/x) dx. 


S0LUCI0N 

a) Con n = 5, a = 1 y b = 2, tenemos Ax = (2 — l)/5 = 0.2, por lo que la regia del 
trapecio da 

\ 2 -dx « T 5 = ^ [f ( 1) + 2/(1. 2) + 2/(1. 4) + 2/(1. 6) + 2/(1. 8) +/( 2)] 
x 2 



« 0.695635 



FIGURA 4 


Esta aproximacion se ilustra en la figura 3. 

b) Los puntos medios de los cinco subintervalos son 1.1, 1.3, 1.5, 1.7 y 1.9, asf que la 
regia del punto medio da 

1 2 ~ dx ~ Ax [/(l.l) +/(1.3) +/( 1.5) +/(1.7) +/(1.9)] 
x 

1 / 1 1 1 1 1 \ 

— — I H 1 + + I 

5 \ 1.1 1.3 1.5 1.7 1.9/ 

« 0.691908 

Esta aproximacion se ilustra en la figura 4. 


En el ejemplo 1 elegimos deliberadamente una integral cuyo valor puede calcularse 
explicitamente, asf que podemos ver cuan precisas son las reglas del trapecio y del punto 
medio. Por el teorema fundamental del calculo, 

P — dx = In x]' = In 2 = 0.693147 . . . 

Ji x 

j h fix) dx = aproximacion + error El error al usar una aproximacion se define como la cantidad que debe sumarse a la 

aproximacion para que sea exacta. De los valores en el ejemplo 1, vemos que los errores 
en las aproximaciones por las reglas del trapecio y del punto medio para n = 5 son 


E t = -0.002488 y E M * 0.001239 
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En general, tenemos 


E t = f f(x) dx — T„ y E m = f f(x) dx — M„ 

Ja Ja 

EQ3 Module 5.2/7.7 le permite comparar Las siguientes tablas muestran el resultado de calculos similares a los del ejemplo 1, 

metodos de aproximacion. pero para n = 5, 10 y 20 y para las aproximaciones por el extremo izquierdo y el derecho 

asf como las reglas del trapecio y del punto medio. 


Aproximaciones a 



n 

L„ 

Rn 

T„ 

M„ 

5 

0.745635 

0.645635 

0.695635 

0.691908 

10 

0.718771 

0.668771 

0.693771 

0.692835 

20 

0.705803 

0.680803 

0.693303 

0.693069 


Errores correspondientes 


Estas observaciones son verdaderas en 
la mayoria de los casos. 


n 

e l 

e r 

E t 

Em 

5 

- 0.052488 

0.047512 

- 0.002488 

0.001239 

10 

- 0.025624 

0.024376 

- 0.000624 

0.000312 

20 

- 0.012656 

0.012344 

- 0.000156 

0.000078 


De estas tablas pueden hacerse varias observaciones: 

1. En todos los metodos se obtuvieron aproximaciones mas exactas cuando se incre- 
menta el valor de n. Pero valores muy grandes de n requieren de tantas operaciones 
aritmeticas que se debe considerar del error de redondeo acumulado. 

2 . Los errores en las aproximaciones del punto extremo izquierdo y el derecho son de 
signo opuesto y al parecer disminuyen por un factor de aproximadamente 2 cuando 
se duplica el valor de n. 

3. Las reglas del trapecio y del punto medio son mucho mas exactas que las aproxi- 
maciones de punto extremo. 

4. Los errores en las reglas del trapecio y del punto medio son de signo opuesto y al 
parecer disminuyen por un factor de alrededor de 4 cuando se duplica el valor de n. 

5. El tamano del error en la regia del punto medio es casi la mitad del tamano del 
error en la regia del trapecio. 

La figura 5 muestra por que usualmente podemos esperar que la regia del punto 
medio sea mas exacta que la del trapecio. El area de un rectangulo representativo en la 
regia del punto medio es la misma que la del trapecio ABCD cuyo lado superior es 
tangente a la grafica de P. El area de este trapezoide es mas proxima al area bajo la 
grafica de lo que es el area del trapezoide AQRD empleado en la regia del trapecio. [El 
error el punto medio (sombreado en rojo) es mas pequeno que el error trapezoidal 
(sombreado en azul).] 



FIGURA 5 
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Estas observaciones se corroboran en las siguientes estimaciones de error y que se 
demuestran en textos de analisis numerico. Note que la observation 4 corresponde a n 2 en 
cada denominador porque (2 n) 2 = 4 n 2 . El hecho de que las estimaciones dependan del 
tamano de la segunda derivada no es de sorprender si se considera la figura 5, porque /"(x) 
mide cuanto se curva la grafica. [Recuerde que f"(x) mide que tan rapido cambia la pen- 
diente de y = f(x).] 


3 Cotas de error Suponga que | /"(x) | =£ K para a s£ x b. Si E T y E M son los errores 
en las reglas del trapecio y el punto medio, respectivamente, entonces 


K(b - af 
12n z 


K(b - af 
24 n 2 


Aplicaremos esta estimacion del error para la aproximacion por la regia del trapecio del 
ejemplo 1. Si/(x) = 1/x, entonces/' (x) = — 1/x 2 y/"(x) = 2/x 3 . Como 1 ^ x ^ 2, tene- 
mos 1/x 2 r £ 1, asf que 


f"{x) 




2 


Por tanto, tomando K = 2, a = l,£> = 2yn = 5enla estimacion de error [3], vemos 
que 

K puede ser cualquier numero mas grande que 
todos los valores de | f"(x) |, pero valores mas 
pequenos que K dan mejores cotas de error. 

Comparando esta estimacion de error de 0.006667 con el error real de casi 0.002488, 
vemos que es posible que el error real sea sustancialmente menor que la cota superior para 
el error dado por [31 . 


2(2 - l) 3 

12(5) 2 


150 


0.006667 


EJEMPLO 2 


del trapecio y 
0 . 0001 ? 


^Cuan grande deberfa tomarse n a fin de garantizar que las reglas 
del punto medio para [ 2 (1/x) dx tengan una exactitud dentro de 


S0LUCI0N En el calculo precedente, vimos que |/"(x)| =£ 2 para 1 ^ x 2, asf que 
podemos tomar K = 2, a = 1 y h = 2 en [3], La exactitud dentro de 0.0001 significa que el 
tamano del error deberfa ser menor que 0.0001. Por tanto, elegimos n de manera que 


2(1) 3 

12n 2 


< 0.0001 


Resolviendo la desigualdad para n, obtenemos 


12 ( 0 . 0001 ) 

Es muy posible que un valor menor para n sea 
suficiente, pero 41 es el valor mas pequeno 
para el cual la formula de la cota del error 
puede garantizar exactitud hasta dentro de 
0 . 0001 . 


o bien 


n > 


1 


V0 .0006 

Asf, n = 41 asegurara la exactitud deseada. 


40.8 
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FIGURA6 


Para la misma exactitud con la regia del punto medio, elegimos n de manera que 

29 


2(1) 3 1 
< 0.0001 asfque n > 


24 n 1 


VO. 0012 


EJEMPL0 3 


fl 2 

a) Utilice la regia del punto medio con n = 10 para aproximar la integral J 0 e x ax. 

b) Proporcione una cota superior para el error involucrado en esta aproximacion. 

S0LUCI0N 

a) Dado que a = 0, b = 1 y n = 10, la regia del punto medio da 

£ e x2 dx = Ax [/(0.05) +/( 0.15) + ■ • • +/(0.85) +/(0.95)] 

_ q ^0.0025 _|_ ^ 0.0225 _|_ ^0.0625 _|_ g 0.1225 _|_ ^0.2025 _j_ ^0.3025 
_|_ e 0.4225 _|_ £ 0.5625 _|_ £ 0.7225 _|_ g 0.9025 j 

= 1.460393 


La figura 6 ilustra esta aproximacion. 

b) Ya que f(x) — e x , tenemos /'(x) = 2xe x y /"(x) = (2 + 4x 2 )e x . Tambien, puesto 
que 0 =£ x < 1 , tenemos x 2 < 1 v asf 


El error estimado da la cota superior para el 
error. Son escenarios teoricos del peor de los 
casos. El error real en este caso resulta ser de 
cerca de 0.0023. 


0 </"(x) = (2 + 4x 2 )e* 2 < (>e 

Tomando K = 6e, a = 0, b = 1 y n = 10 en el error estimado [3], vemos que una cota 
superior para el error es 


6e(l) 3 _ e 
24(1 0) 2 _ 400 


0.007 


La regia de Simpson 

Otra regia para la integracion aproximada resulta del uso de parabolas en lugar de seg- 
mentos de recta para aproximar la curva. Como antes, dividimos [a, b\ en n subintervalos 
de igual longitud h = Ax = (b — a)/n, pero esta vez suponemos que n es un rnimero par. 
Entonces aproximamos la curva y =/(x) 3= 0 sobre cada par consecutivo de intervalos, por 
una parabola como se muestra en la figura 7. Si y, =/(x,), entonces P,(x„ y,) es el punto en 
la curva que esta sobre x,. Una parabola representativa pasa por tres puntos consecutivos 

P ■ Pi+U y P i+2. 



y 


Po(~h,y a ) ... 

yr 

/ i 


i 

i 

i 

i 

i 

i 

i 

i 

'y • Pi >'2) 

1 v 

—h 0 

h X 


FIGURA 7 


FIGURA 8 


Para simplificar nuestros calculos, primero consideramos el caso donde xo = —h, Xi = 0 
y x 2 = h (vease la figura 8). Sabemos que la ecuacion de la parabola que pasa por P 0 , Pi y Pi 
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es de la forma y = Ax 2 + Bx + C y, por tanto, el area bajo la parabola desde x = — h hasta 
x = h es 


Aqui, empleamos el teorema 5.5.7. Observe 
que Ax 2 + C es par y Bx es impar. 


I (Ax 2 + Bx + C) dx = 2 I (Ax 2 + C ) r/x 
J A Jo 


= 2 


A h Cx 

3 


, h 3 \ h , 

= 2[A — + Chj =— (2 Ah 2 + 6 C) 


Pero, dado que la parabola pasa por P 0 (~h, y 0 ), P i (0, yq) y P 2 (h, y 2 ), tenemos 

y 0 = A(-hf + B(-h) + C = Ah 2 — Bh + C 
yr = C 

_y 2 = Ah 2 + Bh + C 

y, por tanto, y 0 + 4y, + y 2 = 2 Ah 2 + 6 C 

Asl, podemos reescribir el area bajo la parabola como 

h 

~ (yo + 4 yr + y 2 ) 

Ahora, si desplazamos esta parabola horizontalmente, el area bajo esta no cambia. 
Esto significa que el area bajo la parabola que pasa por P 0 , P i y P 2 desde x = Xo hasta 
x = x 2 en la figura 7 es aun 


J (.Vo + 4vi + y 2 ) 

De manera similar, el area bajo la parabola que pasa por P 2 , Pi y Pa desde x = xo hasta x = xa es 

h 

~ (j2 + 4y 3 + y4j 

Si calculamos de esta manera las areas bajo todas las parabolas y sumamos los resultados, 
obtenemos 


£/(*) (yo + 4y! + y 2 ) + y (y 2 + 4y 3 + y 4 ) 


+ •••+” (y «-2 + 4y„-i + y„) 


— y (yo + 4yi + 2y 2 + 4y 3 + 2y 4 + • • • + 2y„_ 2 + 4y„_i + y„) 


Aunque hemos deducido esta aproximacion para el caso en el que/(x) 0, es una aproxi- 
macion razonable para cualquier funcion continua/y se le conoce como regia de Simpson 
en honor del matematico ingles Thomas Simpson (1710-1761). Observe el patron de coefi- 
cientes: 1, 4, 2, 4, 2, 4, 2, ... , 4, 2, 4, 1. 
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Simpson 

Thomas Simpson fue un tejedor autodidacta en 
matematicas que llego a ser uno de los mejores 
matematicos ingleses del siglo xvw. Lo que 
conocemos como regia de Simpson, ya era del 
dominio de Cavalieri y Gregory en el siglo xvii, 
pero Simpson la popularizo en su muy vendido 
libro de calculo A New Treatise of Fluxions. 


Regia de Simpson 


I b fix) dx ~ S n = — ^ [/(.* o) + 4/(xi) + 2f{x 2 ) + 4 f(x 3 ) + • • • 

Ja J 

+ 2 fiXn-i) + 4/(x„-l) + f(x„)] 


donde n es par y Ax = {b — a)/n. 


EJEMPLO 4 


Utilice la regia de Simpson con n = 10 para aproximar if ( I /x) dx. 


SO LUC I ON Escribiendo f(x) = l/x, n = 0 y Ax = 0.1 en la regia de Simpson, obtenemos 


i'2 1 

— dx~ 5io 

■E X 

\x 

= ^-[/(l) + 4/(1. 1) + 2/(1. 2) + 4/(1. 3) + • • • + 2/(1. 8) + 4/(1. 9) +/(2)] 

0.1 / 1 4 2 4 2 4 2 4 2 4 l\ 

— I — + + 4- + + + + + + + — ) 

3 \ 1 1.1 1.2 1.3 1.4 1.5 1.6 1.7 1.8 1.9 2/ 

= 0.693150 

Observe que, en el ejemplo 4, la regia de Simpson da una mucha mejor aproximacion 
(Sio ~ 0.693150) para los valores verdaderos de la integral (In 2 ~ 0.693147. . .) que los de 
la regia del trapecio (7’ l0 ~ 0.693771) o de la regia del punto medio (M w ~ 0.692835). 
Resulta (vease el ejercicio 50) que las aproximaciones en la regia de Simpson son prome- 
dios ponderados de los de las reglas del trapecio y del punto medio: 

S 2 ,, = 1 T„ + f M„ 

(Recuerde que usualmente E T y E M tienen signos opuestos y \E m \ es casi la mitad del 
tamano de |£r|). 

En muchas aplicaciones de calculo necesitamos evaluar una integral aun cuando no se 
conoce ninguna formula explicita para y como funcion de x. Una funcion puede darse en 
forma grafica o como una tabla de valores de una coleccion de datos. Si hay evidencia de 
que los valores no cambian con rapidez, entonces todavfa puede utilizarse la regia del 
trapecio o la regia de Simpson para hallar un valor aproximado de f* y dx, la integral de y 
respecto a x. 


La figura 9 muestra el trafico de datos en la conexion de Estados 
Unidos a SWITCH, la red suiza universitaria y de investigacion, el 10 de febrero de 1998. 
D(t ) es el gasto de informacion, medido en megabits por segundo (Mb/s). Utilice la 
regia de Simpson para estimar la cantidad total de datos transmitidos en la conexion de 
la medianoche hasta el mediodia de ese dia. 


FIGURA 9 
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TECNICAS DE INTEGRACION 


SO LUC I ON Puesto que deseamos que las unidades sean congruentes y D(t) se mide en 
megabits por segundo, convertimos las unidades de t de horas a segundos. Si A(f) es la 
cantidad de datos en megabits, transmitida en el instante t, donde t se mide en segundos, 
entonces A'(t ) = /)(>). Asf, por el teorema del cambio neto (vease la seccion 5.4), la 
cantidad total de datos transmitidos a mediodfa (cuando t = 12 X 60 2 = 43 200) es 

, , r 43 200 

A (43 200) = D(t)dt 

Jo 

Estimamos los valores de D(t ) a intervalos de una hora a partir de la grafica y los compi- 
lamos en la tabla. 


t (horas ) 

t (segundos) 

D(t) 

t (horas) 

t (segundos) 

m 

0 

0 

3.2 

7 

25 200 

1.3 

1 

3 600 

2.7 

8 

28 800 

2.8 

2 

7200 

1.9 

9 

32400 

5.7 

3 

10 800 

1.7 

10 

36000 

7.1 

4 

14400 

1.3 

11 

39600 

7.7 

5 

18000 

1.0 

12 

43 200 

7.9 

6 

21600 

1.1 





Despues, utilizamos la regia de Simpson con n = 12 y At = 3 600 para estimar la integral: 


f 43200 A(t)dt * — [£>(0) + 4D(3 600) + 2D(7200) + • • ■ + 4D(39600) + £>(43200)] 
'o 3 

« -^y^[3.2 + 4(2.7) + 2(1.9) + 4(1.7) + 2(1.3) + 4(1.0) 

+ 2(1.1) + 4(1.3) + 2(2.8) + 4(5.7) + 2(7.1) + 4(7.7) + 7.9] 


= 143 880 


Asf, la cantidad total de datos transmitida de la medianoche hasta el mediodfa es de 
alrededor de 144000 megabits, o 144 gigabits. 


n 

M„ 

Sn 

4 

0.69121989 

0.69315453 

8 

0.69266055 

0.69314765 

16 

0.69302521 

0.69314721 


n 

Em 

E s 

4 

0.00192729 

-0.00000735 

8 

0.00048663 

-0.00000047 

16 

0.00012197 

-0.00000003 


La tabla en el margen muestra como se compara la regia de Simpson con la regia del 
punto medio para la integral | 2 ( 1 /x) dx, cuyo valor es de cerca de 0.69314718. La segun- 
da tabla muestra como decrece el error E s en la regia de Simpson, por un factor de casi 
16 cuando n se duplica. (En los ejercicios 27 y 28 se le pide comprobar esto para dos 
integrales adicionales.) Esto es consistente con la aparicion de n 4 en el denominador de 
la siguiente estimacion de error para la regia de Simpson. Esto es similar a las estimacio- 
nes dadas en [3] para las reglas del trapecio y del punto medio, pero se emplea la cuarta 
derivada de /. 


pi] Cota de error para la regia de Simpson Suponga que | f m (x) \ =£ K para a *£ x =£ b. 

Si E s es el error involucrado al utilizar la regia de Simpson, entonces 


E s 


K(b - a) 5 
180 n 4 
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Muchas calculadoras y sistemas algebraicos 
computarizados tienen un algoritmo integrado 
que calcula una aproximacion de una integral 
definida. Algunas de estas maquinas utilizan la 
regia de Simpson; otras utilizan tecnicas mas 
complejas como la integracion numerica 
adaptativa. Esto significa que si una funcion 
fluctua mucho mas en cierta parte del 
intervalo que en cualquier otra parte, entonces 
esta parte se divide en mas subintervalos. 

Esta estrategia reduce el numero de calculos 
requeridos para lograr la exactitud prescrita. 


La figura 10 ilustra los calculos del ejemplo 7. 
Observe que los arcos parabolicos son muy 
cercanos a la grafica de y = e x que son 
practicamente indistinguibles de esta. 



FIGURA 10 


EJEMPLO 6 


(i Que tan grande debemos tomar n a fin de garantizar que la aproximacion 
de la regia de Simpson para | 2 (1/x) dx sea exacta dentro de O.OOOl? 


SOLUCION Sif(x ) = l/x, entonces f w (x) = 24/jc 5 . Dado que x 3= 1, tenemos 1/x 1, 

asf 


|/ ( 4 ) M| 



St 24 


Por tanto, podemos tomar K = 24 en [4], En consecuencia, para un error menor que 
0.0001, deberfamos elegir n de manera que 


Esto da 


o bien 


24(1) 5 

180« 4 


n > 


< 0.0001 
24 

’ 180(0.0001) 
1 


-^0. 00075 


6.04 


Por tanto, n = 8 (n debe ser par) da la exactitud deseada. (Compare esto con el ejemplo 2, 
donde obtuvimos n = 41 para la regia del trapecio y n = 29 para la regia del punto 
medio.) 


EJEMPLO 7 


a) Utilice la regia de Simpson con n = 10 para aproximar la integral e x dx. 

b) Estime el error involucrado en esta aproximacion. 

SOLUCION 

a) Si n = 10, entonces A.r = 0.1 y la regia de Simpson da 

£ e'dx « -y-[/(0) + 4/(0. 1) + 2/(0. 2) + • • • + 2/(0.8) + 4/(0.9) +/( 1)] 

= — [e° + 4e om + 2e om + 4 e 009 + 2e 016 + 4e 025 + 2 e 036 

3 L 

+ 4e°' 49 + 2e 0 ' 64 + 4e°' 81 + e 1 ] 

« 1.462681 

b) La cuarta derivada de f{x) = e x es 

/ <4, ( x) = (12 + 48x 2 + 16x 4 )e x2 
por ende, dado que O^x^ 1, tenemos 

0 «/ (4) (x) ss (12 + 48 + 16)e‘ = 76e 

Por tanto, escribiendo K = 76e, a = 0, b = 1 y n = 10 en [4], vemos que el error es a 
lo mas 


76e(l) 5 

180(10) 4 


0.000115 


(Compare esto con el ejemplo 3.) Asf, con una aproximacion a tres decimales, tenemos 


r 

Jo 


dx « 1.463 
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Ejercicios 

1. Sea 1 = L f(x) dx, donde/es la funcion cuya grafica se 
muestra. 

a) Utilice la grafica para encontrar h 2 , R 2 y M 2 . 

b) iSon estas sobrestimaciones o subestimaciones de 11 

c) Utilice la grafica para encontrar T 2 . ^Como se compara esta 
con 11 

d) Para cualquier valor de n, liste los numeros L„, R„, M n , T „ , 
e 7, en orden creciente. 



2. Se utilizaron las aproximaciones por la izquierda, por la 
derecha, la regia del trapecio y la regia del punto medio para 
estimar f 0 2 /(x) dx, donde/es la funcion cuya grafica se 
muestra. Las estimaciones fueron 0.781 1, 0.8675, 0.8632 y 0.9540, 
y se utilizo el mismo numero de subintervalos en cada caso. 

a) ^Cual regia produce cual estimacion? 

b) ^Entre cuales dos aproximaciones esta el valor verdadero de 

Jo/M dxl 



3. Estime |’| cos (x 2 )dx utilizando a) la regia del trapecio y 
b) la regia del punto medio, cada una con n = 4. A partir 
de una grafica del integrando, decida si sus respuestas son 
subestimadas o sobrestimadas ^Que se puede concluir 
acerca del valor verdadero de la integral? 

4. Dibuje la grafica de f{x) = sen(^x 2 ) en el rectangulo de vista 
[0, 1] por [0, 0.5] y sea I = J*/( x) dx. 

a) Utilice la grafica para decidir si L 2 , R 2 , M 2 y T 2 son 
subestimaciones o sobrestimaciones de 1. 

b) Para cualquier valor de n, liste los numeros L n , R„, M„, T„ 
e 1, en orden creciente. 


c) Calcule L 5 , Rs, M 5 y T). A partir de la grafica, f,cual piensa 
usted que da la mejor estimacion de 11 

5-6 Utilice a) la regia del punto medio y b) la regia de Simpson 
para aproximar cada una de las integrales dadas, con el valor 
especificado de n. (Redondee sus respuestas a seis decimales.) 
Compare sus resultados con el valor verdadero para determinar 
el error en cada aproximacion. 

f2 X fir 

5. ^ dx, n = 10 6. x cos x dx, n = 4 

Jo 1 + X 2 Jo 


7-18 Utilice a) la regia del trapecio, b) la regia del punto medio y 
c) la regia de Simpson para aproximar las integrales dadas con 
el valor especificado de n. (Redondee sus respuestas a seis 
decimales.) 


7. f V* 3 — 1 dx, n = 10 8. | t dx, n — 8 

Ji Jo 1 + x 6 

f 2 e X fir/2 

9. x dx, n = 10 10. ^1 + cos x , n = 4 

Jo 1 + x 2 Jo 


11 . | Vl n x dx, n = 6 12 . j sen (x 3 4 * ) dx, n 


= 10 


13. | e'd sen t dt, n = 8 14. I J^e 2 dz, n = 10 

Jo Jo 


f 5 COS X f6 , , 

15. dx, n = 8 16. ln(x 3 + 2) dx, n = 10 

Jl X J4 


17. j e € *dx. 


n — 10 18. 


j" cos Jx dx, n = 10 
Jo 


19. a) Encuentre las aproximaciones T% y M% para la integral 

I’d' cos(x 2 ) dx. 

b) Estime los errores en las aproximaciones del inciso a). 

c) iQue tan grande debemos elegir n de modo que las 
aproximaciones T n y M„ para la integral del inciso 
a) tengan una exactitud dentro de 0.0001? 

20. a) Encuentre la aproximaciones T m y M i0 para J 2 e 1/x dx. 

b) Estime los errores en la aproximacion del inciso a). 

c) (,Que tan grande debemos elegir n de manera que las 
aproximaciones T„ y M„ para la integral del inciso a) 
tengan una exactitud dentro de 0.0001? 

21. Encuentre las aproximaciones Tw, Sio para sen x dx y 
los errores correspondientes E T , E M y E s . 


KH Se requiere calculadora graficadora o computadora Se requiere sistema algebraico computaiizado 1. Tareas sugeridas disponibles en stewaitcalculus.com 
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b) Compare los errores reales de inciso a) con las estimaciones 
del error dadas por [3] y [4], 

c) ^Que tan grande se tiene que elegir n para que las 
aproximaciones T,„ M„ y S„ para la integral del inciso 

a) esten dentro de una exactitud de 0.00001? 


22. ^Que tan grande deberfa ser n para garantizar que la 
aproximacion por la regia de Simpson para f 1 e x dx este 
dentro de 0.00001? 

23. La dificultad con las estimaciones de error es que suele ser 
muy dificil calcular cuatro derivadas y obtener a rnano una 
buena cota superior K para | / <4> (x) |. Pero los sistemas 
algebraicos computarizados no tienen problema para calcular 
/ <4) y graficarla, asf que es posible hallar con facilidad un valor 
de A - a partir de una grafica hecha por la maquina. Este ejercicio 
trata con las aproximaciones a la integral I = |’ 0 2,r /(jc) dx, 
donde/(x) = e C0SJI . 

a) Utilice una grafica para obtener una buena cota superior 
para | f"(x) |. 

b) Utilice M i 0 para aproximar I. 

c) Use el inciso a) para estimar el error en el inciso b). 

d) Utilice la capacidad de integracion numerica integrada en su 
SAC para aproximar I. 

e) ^Como se compara el error real con la estimacion de error 
del inciso c)? 

f) Utilice una grafica para obtener una buena cota superior 
Para|/ (4) (jc)|. 

g) Use Si„ para aproximar I. 

h) Utilice el inciso f) para estimar el error en el inciso g). 

i) ^Como se compara el error verdadero con el error estimado 
en el inciso h)? 

j) iQne tan grande deberfa ser n para garantizar que el tarnano 
del error al utilizar S„ sea menor que 0.0001? 

24. Repita el ejercicio 23 para la integral J ^/4 — x 3 dx. 

25-26 Encuentre las aproximaciones L,„ R„, T„ y M„ para n = 5, 10 
y 20. Despues, calcule los errores correspondientes E L , E R , E T y E M . 
(Redondee sus respuestas a seis decimales. Si lo desea, puede utili- 
zar el comando SUM de un sistema algebraico computarizado.) 
^Que observaciones puede hacer? En particular, ^.que sucede con 
los errores cuando se duplica w? 



27-28 Encuentre las aproximaciones T„, M„ y S„ para n = 6 y 12. 
Despues calcule los correspondientes errores E T , E M y E s . 
(Redondee sus respuestas a seis decimales. Si lo desea, puede 
utilizar el comando SUM de su sistema algebraico computarizado.) 
^Que observaciones puede hacer? En particular, ^.que pasa con los 
errores cuando n se duplica? 



29. Estime el area bajo la grafica en la figura utilizando 

a) La regia del trapecio, b) la regia del punto medio y 
c) la regia de Simpson, cada una con n = 6. 



30. Los anchos (en metros) de una piscina en forma de rinon se 
midieron a intervalos de dos metros como se indica en la figura. 
Utilice la regia de Simpson para estimar el area de la piscina. 



31. a) Utilice la regia del punto medio y los datos dados para 
estimar el valor de la integral jff{x) dx. 


X 

/to 

X 

fix) 

1.0 

2.4 

3.5 

4.0 

1.5 

2.9 

4.0 

4.1 

2.0 

3.3 

4.5 

3.9 

2.5 

3.6 

5.0 

3.5 

3.0 

3.8 




b) Si se sabe que —2 =£/"( x ) =£ 3 para toda x, estime el error 
involucrado en la aproximacion en el inciso a). 

32. a) Se proporciona una tabla de valores de una funcion g. 
Utilice la regia de Simpson para estimar J 0 ' 6 g(x ) dx. 


X 

9 ix ) 

X 

Six ) 

0.0 

12.1 

1.0 

12.2 

0.2 

11.6 

1.2 

12.6 

0.4 

11.3 

1.4 

13.0 

0.6 

11.1 

1.6 

13.2 

0.8 

11.7 




b) Si — 5 =S g li \x) =£ 2 para 0 =£ x =£ 1.6 estime el error 
involucrado en la aproximacion en el inciso a). 

33. Se muestra una grafica de temperatura en la ciudad de Nueva 
York el 19 de septiembre de 2009. Utilice la regia de Simpson 
con n = 12 para estimar el promedio de temperatura de ese dfa. 
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34. Se empleo una pistola de radar para registrar la rapidez de un 
corredor durante los primeros 5 segundos de una competencia 
(vease la tabla). Utilice la regia de Simpson para estimar la 
distancia que cubrio el corredor durante ese lapso. 


f(s) 

v (m/s) 

f(s) 

v (m/s) 

0 

0 

3.0 

10.51 

0.5 

4.67 

3.5 

10.67 

1.0 

7.34 

4.0 

10.76 

1.5 

8.86 

4.5 

10.81 

2.0 

9.73 

5.0 

10.81 

2.5 

10.22 




35. Se muestra la grafica de la aceleracion a(t) de un automovil 
medida en pies/s 2 . Utilice la regia de Simpson para estimar el 
aumento de velocidad del automovil durante el intervalo de 
seis segundos. 



a las 8:00 a.m. D es el flujo de datos medido en megabits por 
segundo. Utilice la regia de Simpson para estimar la cantidad 
total de datos transmitidos durante ese periodo. 



39. Utilice la regia de Simpson con n = 8 para estimar el 

volumen del solido obtenido al rotar la region que se muestra 
en la figura, alrededor de a) el eje x y b) el eje y. 



36. El agua se fuga de un deposito con una rapidez de r(f) litres 
por hora, donde la grafica de r es como se muestra. Utilice la 
regia de Simpson para estimar la cantidad total de agua que 
escapa durante las primeras seis horas. 


40. La tabla muestra valores de una funcion fuerza/Qc), donde 
x esta medido en metros y f(x) en newtons. Utilice la regia 
de Simpson para estimar el trabajo realizado por la fuerza al 
mover un objeto a una distancia de 18 metros. 



37. La tabla (proporcionada por el proveedor de energfa San Diego 
Gas and Electric) da el consumo de potencia P en megavatios en 
el condado de San Diego desde la media noche a las 6:00 a.m. 
un dfa de diciembre. Utilice la regia de Simpson para estimar la 
potencia utilizada durante ese periodo. (Use el hecho de que 
la potencia es la derivada de la energfa.) 


* 

0 

3 

6 

9 

12 

15 

18 

m 

9.8 

9.1 

8.5 

8.0 

7.7 

7.5 

7.4 


41. La region limitada por las curvas y = y = 0, x = 1 y 
x = 5 es rotada alrededor del eje x. Utilice la regia de Simpson 
con n = 8 para estimar el volumen del solido resultante. 

SAC 42 . En la figura se muestra un pendulo con longitud L que forma 
una angulo maximo do con la vertical. Utilizando la segunda 
ley de Newton, puede demostrarse que el periodo T (el tiempo 
para una oscilacion completa) esta dado por 

[Z p/2 dx 

\ g Jo yj\ — k 1 sen 2 * 


t 

P 

t 

P 

0:00 

1814 

3:30 

1611 

0:30 

1735 

4:00 

1621 

1:00 

1686 

4:30 

1666 

1:30 

1646 

5:00 

1745 

2:00 

1637 

5:30 

1 886 

2:30 

1609 

6:00 

2052 

3:00 

1604 




38. En la grafica se muestra el trafico de datos en una lfnea de 
datos TI del proveedor de servicio de internet de la medianoche 


donde k = sen(^ do) y g es la aceleracion debida a la gravedad. 
Si L = 1 m y Oo = 42°, utilice la regia de Simpson con n = 10 
para encontrar el periodo. 
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43. La intensidad de luz con longitud de onda A que viaja por una 
rejilla de difraccion con N ranuras en un angulo 6 esta dado 
por 1(8) = N I 2 sen 2 k/k 2 , donde k = (t rNd sen 8)/\ y d es la 
distancia entre ranuras adyacentes. Un laser de helio-neon con 
longitud de onda A = 632.8 X 1CL 9 m esta emitiendo una 
estrecha banda de luz, dada por — 1CL 6 < 0 < 1(L 6 a traves de una 
rejilla con 10000 ranuras espaciadas 10 4 m. Utilice la regia 
del pun to medio con n = 10 para estimar la intensidad total de 
luz 1(0) dd que emerge de la rejilla. 

44. Utilice la regia del trapecio con n= 10 para aproximar 

f 0 20 cos(ttx) dx. Compare su resultado con el valor verdadero. 
^Puede explicar la discrepancia? 

45. Trace la grafica de una funcion continua sobre [0, 2] para la 
cual la regia del trapecio con n = 2 es mas exacta que la regia 
del punto medio. 


46. Trace la grafica de una funcion continua sobre [0, 2] para la 
cual la aproximacion por el punto extremo derecho con n = 2 
es mas exacta que la regia de Simpson. 

47. Si/es una funcion positiva y f"(x) < 0 para a x =S b , 
demuestre que 

T„ < P/M dx < M„ 

J a 

48. Demuestre que si/es una funcion polinomial de grado tres 
o menor, entonces la regia de Simpson da el valor exacto de 
JT/M dx. 

49. Demuestre que \ (T„ + M„) = T ln . 

50. Demuestre que 5 T„ + § M„ = S 2 „. 


7.8 


Integrales impropias 



A1 establecer la integral definida \ ! ff(x) dx tratamos con una funcion / definida sobre un 
intervalo finito [a, b] y supusimos que /no tiene una discontinuidad infinita (vease la sec- 
cion 5.2). En esta seccion extendemos el concepto de integral definida al caso donde 
el intervalo es infinito y tambien para el caso donde /tiene una discontinuidad infinita en 
[a, b\ En cada caso la integral se llama impropia. Una de las mas importantes aplicaciones 
de esta idea se da en la distribucion de probabilidad, que sera estudiada en la seccion 8.5. 

Tipo 1: intervalos infinitos 

Considere la region infinita S que esta bajo la curva y = 1 /x 2 , por encima del eje x y a la 
derecha de la recta x = 1. Podrfa pensarse que, puesto que S se extiende al infinito, su area 
debe ser infinita, pero veamos esto con mas detalle. El area de la parte de S que esta a la 
izquierda de la recta x = t (sombreada en la figura 1 ) es 


FIGURA 1 




\_ 

t 


Observe que A(t ) < 1 sin importar que tan grande se elija t. 
Tambien observamos que 


lfmA(f) = lfm 

t — >°° t — >°° 



= 1 


El area de la region sombreada se aproxima a 1 cuando / — » °° (vease la figura 2), asf que 
decimos que el area de la region infinita S es igual a 1 y escribimos 

I — r dx = lfm I — dx = 1 

J 1 X Ji X “ 



FIGURA 2 
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TECNICAS DE INTEGRACION 


Usando este ejemplo como gufa, definimos la integral de / (no necesariamente una 
funcion positiva) sobre un intervalo infinito como el limite de las integrales sobre interva- 
los finitos. 


|~T] Definicion de una integral impropia de tipo 1 

a) Si £ fix) dx existe para todo numero t 3= a, entonces 

I fix) dx = lfm I f(x) dx 

Ja t—> oo J a 

siempre que el limite exista (como un numero finito). 

b) Si £/'(x) dx existe para todo numero t s£ b, entonces 

j" fix) dx = Km C fix) dx 
siempre que este limite exista (como un numero finito). 

Las integrales impropias | "fix) dx y 1 £ fix) dx se llaman convergentes si el limite 
correspondiente existe, y divergente si el limite no existe. 

c) Si ambas | “fix) dx y ££/(x) dx son convergentes, entonces definimos 

j fix) dx = | fix) dx + I fix) dx 

J - oo J -oo Ja 

En el inciso c) puede utilizarse cualquier numero real a (vease el ejercicio 74). 


Cualquiera de las integrales impropias en la definicion 1 puede interpretarse como 
un area, siempre que /sea una funcion positiva. Por ejemplo, en el caso a) si fix) 3= 0 
y la integral | * fix) dx es convergente, entonces definimos el area de la region 
S = {(x, y) | x 5= a, 0 ^ y ^ fix)} en la figura 3 como 

foo 

MS) = fix) dx 

Ja 

Esto es apropiado porque | “fix) dx es el limite cuando t —*■ °° del area bajo la grafica de/ 
desde a hasta t. 


FIGURA 3 



□ 


EJEMPLO 1 


Determine si la integral [” (1/x) dx es convergente o divergente. 


SOLUCION De acuerdo con el inciso a) de la definicion 1, tenemos 

[ — dx = Km [ — dx = Km In I x |1 . 

Ji x x 


= Km (In t — In 1) = Km In t = 


00 




SECCION 7.8 INTEGRALES IMPROPIAS 521 


El li'mite no existe como un numero finito y, por tanto, la integral impropia 
J“ (1/x) dx es divergente. 

Comparemos el resultado del ejemplo 1 con el ejemplo dado al principio de esta 
seccion: 


Geometricamente, esto indica que, aunque las curvas y = \/x 2 y y = 1/x se parecen 
mucho para x > 0, la region bajo y = 1/x 2 a la derecha de x = 1 (la region sombrea- 
da en la figura 4) tiene un area finita, mientras que el area de la correspondiente 
region bajo y = 1/x (figura 5) tiene un area infinita. Observe que ambas 1/x 2 y 1/x tien- 
den a 0 cuando x — » °°, pero 1/x 2 tiende a 0 mas rapido que 1/x. Los valores de 1/x no 
decrecen lo suficientemente rapido para que su integral tenga un valor finito. 



converge 




y 


o 


X 


0 


X 


FIGURA 4 {”( 1/x 2 ) dx converge 


FIGURA 5 jj (1/x) dx diverge 


i 1 f° 

Evalue xe 1 dx. 

S0LUCI0N Utilizando el inciso b) de la definicion 1, tenemos 




Integramos por partes con u = x, dv = e x dx de modo que du = dx y v = e x : 



= —te' — 1 + e 


Sabemos que e' — > 0 cuando t — > — 00 y, por la regia de 1’ Hospital, tenemos 


En Module 7.8 puede investigar visual y 
numericamente si algunas integrales impropias 
son convergentes o divergentes. 


Inn te' = lfm — — = Km 

/-»-» e ' t-*-co — e 


= Km (— e r ) = 0 


Por tanto, 



= -0 - 1 + 0 = -1 
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EJEMPLO 3 


Evalue 


leT-i- 

1 + 


dx. 


SOLUCION Es conveniente elegir a = 0 en la definicion lc): 

1 


fee 1 ro 1 Too 1 

LjT7 dx " J ~TTs dx + 1 IT 


■ dx 


Ahora debemos evaluar por separado las integrales del lado derecho: 


f 7 dx = Hm I — 

Jo 1 + x 2 Jo 1 


dx 


= Km tan 'xl n 


+ x 2 


Hm (tan l t — tan *0) = Hm tan l t = — 

*->■“ 2 


ro 1 ro 

7 dx = Hm — 

J-» 1 + x 2 »— » h 1 


o dx no 

= Hm tan xj, 


+ x 

= Hm (tank'd — tan~'f) 


. 7T \ 7 T 



FIGURA 6 


Ya que ambas integrales son convergentes, la integral dada es convergente y 


f: 


i 

1 + x 2 


dx 



77 


Puesto que 1/(1 + X 2 ) > 0, la integral impropia dada puede interpretarse como el area de 
la region infinita que esta bajo la curva y = 1/(1 + x 2 )y por arriba del eje x (vease la 
figura 6 ). 


EJEMPLO 4 


( \Para que valores de p, la integral 


f” — dx 

Ji x p 

es convergente? 

SOLUCION Sabemos del ejemplo 1 que si p = 1, entonces la integral es divergente, asf 
que demos por sentado que p 1 . Entonces 


I — dx = Hm I x p dx 

J 1 x" <^»J i 


= Hm ■ 


= Hm 


-p + 1 

-pT\ 
i 


1 - p 


x=i 

i 


t p - 1 


- i 


Si p > 1, entonces p — 1 > 0, asf que cuando 1 — » oo y \/t p 1 — » 0. 

Por tanto, 


P_i 

J i x‘ 


— dx = 


P ~ 1 


si p > 1 
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y, en consecuencia, la integral converge. Pero si p < 1 , entonces p — 1 < 0, asf que 


1 


t i-p . 


cuando t — » °° 


y la integral diverge. 


Resumiremos el resultado del ejemplo 4 para futuras referencias: 


2 


f 



es convergente si p > 1 y divergente si p =£ 1 . 



FIGURA 7 


Tipo 2: integrandos discontinues 

Suponga que/es una funcion continua positiva definida sobre un intervalo finito [a, b), 
pero tiene una asmtota vertical en b. Sea S la region no acotada bajo la grafica defy por 
encima del eje x entre ay b. (Para integrales del tipo 1 , las regiones se extienden indefini- 
damente en una direccion horizontal. Aquf la region es infinita en una direccion vertical.) 
El area de la parte de S entre ay t (la region sombreada en la figura 7) es 

A(t) = £ fix) dx 


Si sucede que A(t) se aproxima a un numero definido A cuando t — > b , entonces deci- 
mos que el area de la region S es Ay escribimos 


j fix) dx = lrm fix) dx 

Los incisos b) y c) de la definicion 3 se 

ilustran en las figuras 8 y 9 para el caso donde Utilizamos esta ecuacion para definir una integral impropia de tipo 2, aun cuando /no es 
f(x) » 0 y/tiene asintotas verticales en una funcion positiva, sin importar que tipo de discontinuidad tenga/en b. 

aye, respectivamente. 


yt 



^ ^ 


0 

at b x 


FIGURA 8 


3 


Definicion de una integral impropia de tipo 2 

a) Si/es continua sobre [a, b) y es discontinua en b, entonces 

f fix) dx = lfm [ fix) dx 

J a t~*b- Ja 

si este lfmite existe (como un numero finito). 

b) Si/es continua sobre (a, b ] y es discontinua en a, entonces 

| fix) dx = lrm I f(x) dx 

Ja t^a + Jt 


y> 

1 

\ 


/ 

/ 

/ 

\ 


/ 

\ 


s' 

r 



0 

a 

c 

x 


si este lfmite existe (como un numero finito). 

La integral impropia J */W dx se llama convergente si existe el lfmite correspondiente, 
y divergente si el lfmite no existe. 

c) Si / tiene una discontinuidad en c, donde a < c < b, y ambas \ff(x) dx y 
1 1 fix) dx son convergentes, entonces definimos 

f fix) dx = [ fix) dx + f fix) dx 

Ja Ja Jc 


FIGURA 9 
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EJEMPLO 5 


Encuentre 


yj X ~ 2 


dx. 


SOLUi Primero, notamos que la integral dada es impropia porque f(x) = \/y/x — 2 
tiene una asfntota vertical x = 2. Dado que hay una discontinuidad infinita en el extremo 
izquierdo de [2, 5], utilizamos el inciso b) de la definicion 3: 


dx 


V x — 2 


= lim 


l'm r 

->2 + Jr 


dx 


y/x ~ 2 


= lim 2yjx — 2 L 

1^2+ J 

= lim 2(73" - y/t - 2) 

t—>2 + V 

= 2y/3 

Asf, la integral impropia dada es convergente y, puesto que el integrando es positivo, 
podemos interpretar el valor de la integral como el area de la region sombreada en 
la figura 10. 


□ 


EJEMPLO 6 


Ctt/2 

Determine si j sec x dx converge o diverge. 


S0LUCI0N Observe que la integral dada es impropia porque Um x ^( w / 2 y sec x = 
Utilizando el inciso a) de la definicion 3 y la formula 14 de la tabla de integrates, tenemos 


sec x dx = 


lim I sec x dx = lim In I sec x + tan x |l n 

l-Kir/2)- JO t-*lw/2)~ JU 


= lfm [ln(sec 1 + tan t) — In 1] = 

f->(7r/2)- 


porque sec t — » °o y tan t “ cuando t — > (rr/2) . Asf la integral impropia dada es 
divergente. 


EJEMPLO 7 


Evalue 


lie f 3 
Jo 


dx 


x — 1 


si es posible. 


SO LUC I ON Observe que la recta x = 1 es una asfntota vertical del integrando. Puesto que 
aparece a la mitad del intervalo [0, 3], debe utilizarse el inciso c) de la definicion 3 con 
c = 1: 


j*3 dx ri dx r: 
Jo X — 1 Jo X 1 Jl 


dx 


X — 1 


donde 


ri dx rt 

= lfm 

Jo jc — 1 /-» i- Jo 


dx 


= lfm In I x — 1 I 


x — 1 

= lfm (in 1 1 ~ 1 1 - In | - 1 1) 


= lfm ln(l — t) = 

t — ^1 — 


porque 1 — t — >■ 0 + cuando t — > 1 . Asf, J 0 * dx/{x — 1) es divergente. Esto implica que 
| 0 3 dx/(x — 1) es divergente. [No necesitamos evaluar f 3 dx/(x — 1).] 

@ ADVERTENCIA Si no hubieramos notado la asfntota x = 1 en el ejemplo 7 y se 
hubiera confundido la integral con una integral ordinaria, entonces podrfa caerse en el 
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calculo erroneo: 


c 3 ax . . T3 

= lnbc-l|o = ln2-lnl=ln2 

Jo X — l 

Esto es incorrecto porque la integral es impropia, y debemos calcularla en terminos de 
limites. 

De ahora en adelante, siempre que se encuentre el sfmbolo [*/(x) dx debe usted decidir, 
observando la funcion/sobre [a, b], si esta es una integral definida ordinaria o una integral 
impropia. 


EJEMPLO 8 


r 

Jo 


E value In x dx. 


J 


- area = 1 


I y = In x 

FIGURA 11 


SO LUC I ON Sabemos que la funcion f(x) = In x tiene una asmtota vertical en x = 0 puesto 
que Him , >0 - In x = — asi que la integral dada es impropia y tenemos 

I In x dx = lim I In x dx 

Jo >0+ Jr 

Ahora integramos por partes con u = In x, dv = dx, du = dx/ x y v = x: 

J In x dx = x In x]* — j dx 

= 1 In 1 — t In t — (1 — t) 

= — t In t — 1 + f 

Para encontrar el limite del primer termino utilizamos la regia de 1’ Hospital: 

lim tint = lim = lim — r = lim (— t) = 0 

<^o+ I— >o+ 1 /t f^o+ —l/t t-> o+ 


Por tanto. 


I In x dx = lim (— t In t — 1 + t) = —0 — 1 + 0 = — 1 

Jo I— >o+ 


La figura 1 1 muestra la interpretacion geometrica de este resultado. El area de la region 
sombreada sobre y = In x y por debajo del eje x es I . 


Una prueba de comparacion para las integrales impropias 

Algunas veces es imposible encontrar el valor exacto de una integral impropia y aun es 
importante saber si converge o diverge. En tales casos, es util el siguiente teorema que, 
aunque se establece para integrales de tipo 1, un teorema similar es valido para integrales 
de tipo 2. 



Teorema de comparacion Suponga que/y g son funciones continuas con 

f(x ) 3 s g(x ) " 0 para x 3= a. 

a) Si \// fix) dx es convergente, entonces [” g(x) dx es convergente. 

b) Si J” g(x) dx es divergente, entonces J“/(x) dx es divergente. 


Omitimos la demostracion del teorema de comparacion, pero la figura 12 muestra su 
factibilidad. Si el area bajo la curva superior y = fix) es finita, entonces tambien lo es el 
area bajo la curva inferior y = g(x). Y si el area bajo y = g(x) es infinita, entonces el area 
bajo y = f(x) tambien lo es. [Observe que lo contrario no es necesariamente cierto: 


FIGURA 12 
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si J “ g(x) dx es convergente, J“/(x) dx puede o no ser convergente, y si J“/(x) dx es 
divergente, [“ g(x) dx puede o no ser divergente.] 


□ 


EJEMPLO 9 


Demuestre que 




dx es convergente. 


SOLI No podemos evaluar directamente la integral porque la antiderivada de e 
es una funcion elemental (como se explico en la seccion 7.5). Escribimos 


no 


I e ' dx — | e x dx + I e ' dx 

JO JO J 1 



y observe que la primera integral al lado derecho es justo una integral definida ordinaria. 
En la segunda integral, utilizamos el hecho de que para x 5* 1 tenemos x 2 3= x, y 
asf —x 2 =£ —x y, por tanto, e e x (vease la figura 13). La integral de e x se evalua 
facilmente: 


I e X dx = lfm I e X dx = lfm (e 1 — e ') = e 1 

J 1 t —> oo J 1 oo 


FIGURA 13 


Asf, tomando/(x) = e x y g(x) = e x en el teorema de comparacion, vemos que 
[” e ' dx es convergente, por lo que se sigue que |“ e ' dx es convergente. 


TABLA 1 


t 

o 

1 

0.7468241328 

2 

0.8820813908 

3 

0.8862073483 

4 

0.8862269118 

5 

0.8862269255 

6 

0.8862269255 


En el ejemplo 9 demostramos que f“ e~ x dx es convergente sin calcular su valor. En el 
ejercicio 70 indicamos como demostrar que su valor es aproximadamente 0.8862. En la 
teorfa de probabilidad es importante conocer el valor exacto de esta integral impropia, 
como se vera en la seccion 8.5; utilizando los metodos del calculo de varias variables 
puede demostrarse que el valor exacto es ^Jtt / 2. La tabla 1 ilustra la definicion de una 
integral impropia mostrando como los valores (generados por computadora) de | 0 r e 1 dx 
tienden a \frr / 2 cuando t es muy grande. De hecho, estos valores convergen muy rapido 
porque e x — > 0 muy rapidamente cuando x — » °o. 


i 


EJEMPLO 10 


porque 


r°o 1 + e 
La integral 

•h x 


dx es divergente por el teorema de comparacion 


\ + e x 1 

> — 

x x 


y J"” (1/x) dx es divergente por el ejemplo 1 [o por {2} con p = 1], 


La tabla 2 ilustra la divergencia de la integral en el ejemplo 10. Al parecer, los valores 
no tienden a un numero fijo. 


TABLA 2 


t 

1/ [(1 + e x )/x\ dx 

2 

0.8636306042 

5 

1.8276735512 

10 

2.5219648704 

100 

4.8245541204 

1000 

7.1271392134 

10000 

9.4297243064 
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Ejercicios 


1. Explique por que cada una de las siguientes integrales es 
impropia. 


(-2 X 

a) 7 

Ji x - 1 

c) r xV* 


dx 

b) lo 

dx 

d) f„ 


r- dx 

1 + x 3 

cot x dx 


2. ^Cuales de las siguientes integrales es impropia? ,-Por que? 

b) tan x dx 
Jo 

dx 


, M* 

a) tan x dx 
Jo 


=>£, 


x 2 — x — 2 


d) fV* 3 

Jo 


dx 


3. Encuentre el area bajo la curva y = 1/x 3 desde x = 1 hasta x = t 
y evaluela para t = 10, 100 y 1000. Despues encuentre el area 
total bajo esta curva para x 3= 1. 

4. a) Grafique las funciones/(x) = 1/x 1 1 y g(x) = 1/x 09 en los 

rectangulos de vista [0, 10] por [0, 1], y [0, 100] por [0, 1]. 

b) Encuentre las areas bajo las graficas defyg desde x = 1 
hasta x = t y evaluelas para t = 10, 100, 10 4 , 10 6 , 10 10 y 10 20 . 

c) Encuentre el area total bajo cada curva para x 3= 1 si esta 
existe. 


25. 

27. 

29. 

31. 

33. 

35. 

37. 

39. 


r 1 

J? x(lnx) 3 
[\dx 

J0 X 5 


dx 


i4 dx 


s. 

1 

r 9 1 

Jo ■?/ X - 1 


tjx + 2 


3 1 , 

— dx 
2 X 


dx 


dx 


o x 2 — 6x + 5 

1/x 


j: 


o e 


-dx 


f z 2 In z dz 
Jo 


26. 


28. 


/•» x arctan x 
Jo (1 + x 2 ) 2 


dx 


r 3 l 

J2 


“I 

32. r 

Jo 


i/3 — x 

4 

'6 (x - 6) 3 
i dx 


dx 


dx 




34. 


36. 


38. 


40. 


■J, 


- dw 


o w — 2 
esc x dx 


tt/2 


r i e 


1/x 


r 

Jo 


0 X 

1 In x 


- dx 


- dx 


5-40 Determine si cada una de las siguientes integrales es 
convergente o divergente. Evalue las que sean convergentes. 


I 


1 


3 (x - 2) 3/2 

0 1 


dx 


7. f 

J - 3 - 4x 
9. j’% 5p dp 

11 f 

i3. j: 


-<?x 


-/l + 


xe x dx 


- dx 


15. 


I sen 2 a da 
Jo 


i7. r^- 

Ji x 2 + 


X + X 

19. | ze 2z dz 
In x 


■ dx 


(-0 

9 J- 


21 f 


- dx 


23. 


9 + x 6 


- dx 


.C-y= 


- dx 


r — ^ 

Ji I2x + 


- dx 


(2x + l) 3 
fo 

10. I 2' Jr 

12. J '_Jy 3 - 3y 2 ) dy 

~yfx 


14. 


■ r 


- dx 


16. | cos 7 Tt dt 

dv 


18. 


JT? 


" 2 + 2v - 3 
20. J ye 3> ' dy 

22. I x 3 e~ 4 dx 


2 - I- 


24. 


Jo e 24 + 3 


- dx 


41 -46 Trace cada una de las siguientes regiones y encuentre su area 
(si el area es finita). 

41. S = {(x, y) xs 1, 0«y ^ e^} 

42. S = {(x, y) | x ss 0, 0 « y « e x } 

H 43. 5 = {(x, y) | x 3= 1, 0 « y « l/(x 3 + x)} 

H 44. 5 = {(x, v) | x & 0, 0 « y « x e - r } 

H 45. 5 = {(x, y) | 0 « x < /2, 0 =S y =S sec 2 x} 

03 46. 5 = {(x, y) | —2 <xS0, 0 « y « 1/Vx + 2 } 


03 47. a) Si g(x) = (sen 2 x)/x 2 , utilice su calculadora o computadora 
para elaborar una tabla de valores aproximados de [' g(x) dx, 
para t = 2, 5, 10, 100, 1000 y 10000. ^Parece que 
[” g{x) dx es convergente? 

b) Utilice el teorema de comparacion con/(x) = 1/x 2 para 
demostrar que J“ g(x) dx es convergente. 

c) Ilustre el inciso b) graficando/y g sobre la misma pantalla 
para 1 =S x 10. Utilice su grafica para explicar 
intuitivamente por que J“ g{x) dx es convergente. 

03 48. a) Si g{x) = 1 /(^J~x — l), utilice su calculadora o computadora 
para elaborar una tabla de valores aproximados de g(x) dx 
para t = 5, 10, 100, 1000 y 10000. ^Parece que J/ g(x) dx 
es convergente o divergente? 


03 Se requiere calculadora graficadora o computadora 


1. Tareas sugeridas disponibles en stewartcalculus.com 
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b) Utilice el teorema de comparacion con f(x) = 1 / yfx para 
demostrar que j “ g(x) dx es divergente. 

c) Ilustre el inciso b) graficando/y g sobre la misma pantalla 
para 2 ^ x =S 20. Utilice su grafica para explicar 
intuitivamente por que J “ g(x) dx es divergente. 


49-54 Utilice el teorema de comparacion para determinar si cada 
una de las siguientes integrales es convergente o divergente. 


49. 

51. 

53. 


Jo jt 3 + 1 

roo x + 1 


dx 


\Jx A — 


- dx 


P 

Jo 


\\fx 


dx 


50. 

52. 

54. 


i; 


2 + e~ 


£ 


arctan x 
2 + e x 


r 

Jo 


y[x 


■ dx 


dx 

dx 


55. La integral 

f /— dx 

Jo yfx (1 + x) 

es impropia por dos razones: el intervalo [0, °°) es infinito, y el 
integrando tiene una discontinuidad infinita en x = 0. Evaluela 
expresandola como una suma de integrales impropias de tipo 2 
y tipo 1 como sigue: 


- dx = 


o yfx (1 + x) J° yfx, (1 + x) 


f- 

Jo 


- dx + 


yfx (1 + X) 


dx 


56. Evalue 

r . 1 dx 

Jz xjx 1 - 4 

por el rnismo metodo que en el ejercicio 55. 

57-59 Encuentre los valores de p para los cuales la integral 
converge y evalue la integral para esos valores de p. 

57. [' — dx 58. P — dx 

Jo x p Je x(ln x)" 

59. I x p In x dx 

JO 


60. a) Evalue la integral f" x"e x dx para n = 0, 1, 2 y 3. 

b) Conjeture el valor de j“ x n e*dx cuando n es un entero 
positivo arbitrario. 

c) Demuestre su conjetura usando induction matematica. 

61. a) Demuestre que \“ x x dx es divergente. 
b) Demuestre que 


11m I x dx = 0 
J-r 

Esto demuestra que no podemos definir 


j” f(x) dx = lfm j” f(x) dx 


62. La rapidez promedio de las moleculas de un gas ideal es 




V i e -M,*/(2RT) dv 


donde M es el peso molecular del gas, R es la constante de los 
gases, T es la temperature del gas y v es la rapidez molecular. 
Demuestre que 


v = 



63. Del ejemplo 1, sabemos que la region 

2ft = {(x, y) | x 3= 1, 0 =S y S 1/jc} tiene un area infinita. 
Demuestre que rotando 2ft alrededor del eje x obtenemos un 
solido con volumen finito. 

64. Utilice la informacion y los datos del ejercicio 29 de la seccion 
6.4 para encontrar el trabajo requerido para impulsar un satelite 
de 1000 kg fuera del campo gravitatorio terrestre. 

65. Encuentre la velocidad de escape v 0 necesaria para impulsar 
un cohete de masa m fuera del campo gravitatorio de un 
planeta con masa M y radio R. Utilice la ley de Newton de 
gravitacion (vease ejercicio 29 de la seccion 6.4) y el hecho 
de que la energla cinetica inicial de \mvo suministra el trabajo 
necesario. 

66. Los astronomos utilizan una tecnica llamada estereografla 
estelar para determinar la densidad de las estrellas en un cumulo 
estelar a partir de la densidad observada (en dos dimensiones) 
que puede analizarse en una fotograffa. Suponga que en un 
cumulo esferico de radio R, la densidad de estrellas depende 
solo de la distancia r desde el centro del cumulo. Si la 
densidad estelar percibida esta dada por y(s), donde s es la 
distancia plana del centro del cumulo y x(r) es la densidad 
real, se puede demostrar que 




s 2 


x(r ) dr 


Si la densidad real de las estrellas en un cumulo es 
x(r ) = ^(R — r) 2 , encuentre la densidad percibida y(s). 

67. Un fabricante quiere producir lamparas que duren cerca de 
700 horas pero, por supuesto, algunas se queman mas 
rapido que otras. Sea F{t) la fraccion de las lamparas de la 
companfa que se queman antes de t horas, de modo que F(t) 
yace siempre entre 0 y 1. 

a) Trace una grafica aproximada de lo que usted piensa que es 
la forma de la grafica de F. 

b) ^Cual es el significado de la derivada r(t ) = F'(fp. 

c) ^Cual es el valor de J“r(f) dft (,Por que? 

68 . Como vimos en la seccion 3.8, una sustancia radiactiva decae 
exponencialmente: La masa en el tiempo t es m(t) = m(0)e kt , 
donde m( 0) es la masa inicial y k es una constante negativa. La 
vida media M de un atomo en la sustancia es 


M = —k I” te k 'dt 
Jo 
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Para el isotopo radiactivo 14 C, utilizado en la datacion por 
radiocarbono, el valor de k es —0.000121. Encuentre la vida 
media de un atomo de 14 C. 

69. Determine cuan grande debe ser el numero a para que 

f — r dx < 0.001 

Ja x 2 + 1 

70. Estime el valor numerico de f“ e x dx expresandolo como la 
suma de e~ x dx y |”e~' r dx. Aproxime la primera integral 
utilizando la regia de Simpson con n = 8 y demuestre que 
la segunda integral es mas pequena que e ix dx, la cual es 
menor que 0.0000001. 

71. Si/(f) es continua para t 3= 0, la transformada de Laplace de/ 
es la funcion F definida por 

F(s) = jj(t)e- s 'dt 

y el dominio de F es el conjunto que consiste en todos los 
numeros s para los cuales la integral converge. Encuentre las 
transformadas de Laplace de las siguientes funciones. 

a) f(t) = 1 b) f(t) = e‘ c) fit) = t 

72. Demuestre que si 0 =S fit) =£ Me a ' para t 3= 0, donde M y a son 
constantes, entonces la transformada de Laplace Fis) existe 
para s > a. 

73. Suponga que 0 =£/(t) «= Me a ' y 0 =£/'(?) '■« Ke“‘ para t 2* 0, 
donde/' es continua. Si la transformada de Laplace d e/(f) es 
F)s) y la transformada de Laplace de/'(f) es G(s), demuestre 
que 

G(s) = sF(s) - /(0) s > a 


74. Si J^/M dx es convergente y a y b son numeros reales, 
demuestre que 

j [£ fix) dx + £ fix) dx = ££ fix) dx + £ fix) dx 

75. Demuestre que \“ x 2 e~ x dx = \ J 0 “ e~ x dx. 

76. Demuestre que j “ e~ x dx = I’J yj— In v dy interpretando las 
integrales como areas. 

77. Encuentre el valor de la constante C para la cual la integral 

r( , 1 — l-U 

Jo \ s/x 2 + 4 x + 2J 

converge. Evalue la integral para este valor de C. 

78. Encuentre el valor de la constante C para la cual la integral 

nv — 

Jo \ + 1 3x + 1 / 

converge. Evalue la integral para este valor de C. 

79. Suponga que/es continua en [0, <») y h'm_,^oo/(.r) = 1. ^,Es 
posible que | ^ fix) dx sea convergente? 

80. Demuestre que sia> — l y b > a + l, entonces la siguiente 
integral es convergente. 

f" X b dx 
Jo 1 + x b 


Repaso 

Verificacion de conceptos 

1. Establezca la regia para la integracion por partes. En la practica, 
^corno se utiliza? 

2. i Como se evalua | sen" 1 * cos"x dx si m es impar? ^Que pasa si 
n es impar? ^Que ocurre si m y n son pares? 

3. Si la expresion yja 2 — x 2 aparece en una integral, ^,que sustitu- 
cion podemos intentar? ^Que pasa si se presenta yja 2 + x 2 ? 

si se presenta yjx 2 — a 2 ? 

4. ^Cual es la forma de la descomposicion en fracciones parciales 
de una funcion racional Pix)/Q(x) si el grado de P es menor 
que el grado de Q, y Qix) tiene factores lineales distintos? 

^Que pasa si tiene factores lineales repetidos? jY que ocurre si 
Qix) tiene una factor cuadratico irreductible (no repetido)? iY 
si el factor cuadratico se repite? 


5. Establezca las reglas para la aproximacion de la integral 
definida | b a fi x ) dx con la regia del punto medio, la regia del 
trapecio y la regia de Simpson. ^Cual esperarfa que diera 

la mejor estimation? ^Como se aproxima la estimation del 
error para cada regia? 

6. Defina las siguientes integrales impropias. 

a) £ fix) dx b) £ £ fix) dx c) J ^ fix) dx 

7. Defina la integral impropia J a fix) dx para cada uno de los 
siguientes casos. 

a) /tiene una discontinuidad infinita en a. 

b) /tiene una discontinuidad infinita en b. 

c) /tiene una discontinuidad infinita en c, donde a < c < b. 

8 . Establezca el teorema de comparacion para integrales impropias. 
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Examen rapido Verdadero-Falso 


Determine si las afirmaciones son verdaderas o falsas. Si es verdadera, explique 
por que. Si es falsa, explique por que o de un ejemplo que refute la afirmacion. 

x(x 2 + 4) A B 

1. ^ ; — puede escribirse en la forma — + 


x 2 - 4 
x 2 + 4 


x + 2 x — 2 


A B 

2 ^ puede escribirse en la forma 1 


C 


x(x - 4) 

jc 2 + 4 
x\x - 4) 


x x + 2 x — 2 


A B 

puede escribirse en la forma — + 


x x - 4 


x 2 - 4 A B 

— — — — puede escribirse en la forma 1 


x(x 2 + 4) 

f4 X 


x x 2 + 4 


r 4 X . 

— ; dx = 2 In 15 

do jc — 1 


B. | dx es convergente. 


7. Si/es continua, entonces fix) dx = h'm,^.« J' r f(x) dx. 


8 . La regia del punto medio es siempre mas exacta que la regia 
del trapecio. 

9. a) Toda funcion elemental tiene una derivada elemental. 

b) Toda funcion elemental tiene una antiderivada elemental. 

10. Si/es continua sobre [0, °°] y J”/(x) dx es convergente, 
entonces J 0 “ fix) dx es convergente. 

11. Si /es una funcion continua y decreciente en [1, °°] y 
Hindoo fix) = 0, entonces J’ x f(x) dx es convergente. 

12. Si J” fix) dx y | “ g(x) dx son ambas convergentes, entonces 
[“ [f(x) + g(x )] dx es convergente. 

13. Si J“ fix) dx y [“ g{x) dx son ambas divergentes, entonces 

[f{x) + g(x)] dx es divergente. 

14. Si/(x) =£ g( x) y J“ g(x) dx divergen, entonces f“ f[x) dx 
tambien diverge. 


Ejercicios 

Nota: en los ejercicios 7.5 se proporciona practica adicional 
en tecnicas de integracion. 

1-40 Evalue cada una de las siguientes integrales. 


2 (X + l) 2 


dx 


2t 2 + 3t + 1 

7. | / sen 1 6 cos 1 6 dd 
Jo 


r sen (In t) 

1 -S^r Adl 


2 ~Jx 2 ~ 1 


”■ r 


13. [ e rx dx 


r JC — 1 

15. , dx 


dx 


M. | x sec x tan x dx 


19 




x + 1 


9jc 2 + 6x + 5 


f2 X 

2 . | - — — — dx 


■fi x Jr (x + l) 2 

3. | / sen 6 e cosB dd 4. | / tsenltdt 

Jo Jo 

r dt 

S J 


6. x 5 lnxt7x 


8 I 


dx 


Ve r - 1 

l r— 

Jo 1 


. . J arctan x 
10 . —dx 


12 ly 


+ x z 

lx 


+ e 


dx 


14 


•I 


16. 


x 2 + 2 
x + 2 

sec 6 <9 


- dx 


r sec 

i. — ^ de 

J tan 2 6 


x 2 + 2x J tan 2 6 

x 2 + 8x - 3 


18. | 


x 3 + 3x 2 


- dx 


dx 20 . j" tan 5 0 sec 1 6 d6 


21 | 


dx 


23 


■( 


Vx 2 — 4x 
dx 

Xyjx 1 + 1 


25 


■1 


(x 2 + l)(x 2 + 2) 


3x 3 - x 2 + 6x - 4 

C tt/2 ^ 

27. | cos a sen 2x dx 


n x 

29. ; — - dx 

J-3 1 


22 . | te^ dt 
24 J e x cos x dx 
dx 26. j x sen x cos x dx 

28 f . 

dx 


+ JC 


31. 


33. 


35. 


37. 


/•in 10 e x ^/e x — 1 

dx 

Jo 


Jo e x + 


(4 - x 2 ) 3/2 


I 




dx 


- dx 


ijx + 1 
'fx - 1 


dx 


30 


32 


■ t e\/r 

I 


e yj Y — e 

7r/4 x sen x 
o cos 3 * 


dx 


34 -l (arcsen x) 2 dx 
1 — tan 8 


36. 


H 


+ tan 6 
2^ 


•Jx + x 3/2 

j" (cos x + sen x) 2 cos 2x dx 38. j — -j= dx 

tt/3 Vtan 8 


dd 


f i /2 xe 

39. J £ tj .,,dx 


o (1 + 2x) 2 


40. 


I, 


*■/ 4 sen 20 


dO 


Se requiere calculadora graficadora o computadora 


Se requiere sistema algebraico computarizado 
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41-50 Evalue cada una de las siguientes integrales o demuestre que 
es divergente. 


41. 

43. 

45. 

47. 

49. 


r — i 

Ji (2x 4 


f 


(2x + l) 3 

•« dx 
2 x In x 

4 In x 


dx 


- dx 


r 

Jo 


1 X — 1 


y[x 


- dx 


dx 


4x 2 + 4x + 5 


42. 


r 


In x 


- dx 


44. 


46. 


48. 


50. 


r 6 y 

<2 ^2 

1 1 

2 — 3x 

i dx 


f 

Jo 


dy 


- dx 


L 

f; 


x" — 2x 


tan l x 


- dx 


63-64 Utilice a) la regia del trapecio, b) la regia del punto medio, y 
c) la regia de Simpson con n = 10 para aproximar la integral dada. 
Redondee sus respuestas a seis decimales. 

63. I dx 64. I Jx cos x dx 

J 2 In x Ji 


65. Estime los errores involucrados en el ejercicio 63, incisos a) y 
b). ^Cuan grande debe ser n en cada caso, para garantizar un 
error menor que 0.00001? 

66 . Utilice la regia de Simpson con n = 6 para estimar el area bajo 
la curva y = eVx de x = 1 a x = 4. 

67. La lectura en un velocimetro (v) en un automovil fue hecha 
a intervalos de un minuto y registrados en una tabla. Utilice 
la regia de Simpson para estimar la distancia recorrida por el 
automovil. 


51-52 Evalue cada una de las siguientes integrales indefinidas. 
Ilustre y verifique que su respuesta sea razonable graficando la 
funcion y su antiderivada (tome C = 0). 


51. | ln(x 2 + 2x 4- 2) dx 


52. 


A JX 2 + 1 


dx 


53. Grafique la funcion /( jc) = cos 2 x sen 3 x y utilice la grafica para 
conjeturar el valor de la integral [ ^ fix) dx. Despues evalue la 
integral para confirmar su conjetura. 

54. a) ^Como evaluaria f x 5 e~ 2x dx a mano? (No realice la 

integration.) 

b) ^Como evaluaria J x 5 e 2x dx utilizando tablas? (No realice 
la evaluation.) 

c) Utilice un SAC para evaluar J x 5 e~ 2x dx. 

d) Grafique el integrando y la integral indefinida en la misma 
pantalla. 


55-58 Utilice la tabla de integrales de las paginas de referenda para 
evaluar la integral. 


55 




4x 2 — Ax — 3 dx 


56 


■J 


csc 5 r dt 


57 


. | cosxVT + sen 2 x dx 


58 




cot X 


J 1+2 sen x 


dx 


t (min) 

v (mi/h) 

t (min) 

v (mi/h) 

0 

40 

6 

56 

1 

42 

7 

57 

2 

45 

8 

57 

3 

49 

9 

55 

4 

52 

10 

56 

5 

54 




68 . Una poblacion de abejas aumento en una proporcion de r(f) 
abejas por semana, donde la grafica de r es como se muestra. 
Utilice la regia de Simpson con seis subintervalos para estimar 
el incremento de la poblacion de abejas durante las primeras 
24 semanas. 



59. Verifique la formula 33 en la tabla de integrales a) por 
derivation y b) utilizando una sustitucion trigonometrica. 

60. Verifique la formula 62 en la tabla de integrales. 

61. ^Es posible encontrar un numero n tal que f” x" dx sea 
convergente? 

62. ^Para que valores de a es f“ e ax cos x dx convergente? Evalue 
la integral para esos valores de a. 


69. a) Si/(x) = sen(sen x), utilice una grafica para encontrar una 

cota superior para | / <4) (x)|. 

b) Utilice la regia de Simpson con n = 10 para aproximar 
JtT f ( x ) dx y utilice el inciso a) para estimar el error. 

c) (,Que tan grande debe ser n para garantizar que el tamano 
del error al utilizar S„ sea menor que 0.00001? 

70. Suponga que se le pide estimar el volumen de un balon de 
futbol. Al hacer la medicion encuentra que un balon de futbol 
mide 28 cm de largo. Con una cuerda se determina que 

la circunferencia en su punto mas amplio es de 53 cm. La 
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circunferencia a 7 cm de cada extremo es de 45 cm. Utilice 
la regia de Simpson para hacer su estimation. 



71. Utilice el teorema de comparacion para determinar si la 
integral es convergente o divergente. 


r» 2 + sen* 

a) 7= dx 

•b Jx 



1 

Vl + x* 


dx 


72. Encuentre el area de la region limitada por la hiperbola 
y 1 — x 1 = 1 y la recta y = 3. 


73. Determine el area limitada por las curvas y = cos x y 
y = cos 2 * entre x = 0 y x = tt. 


74. Halle el area de la region limitada por las curvas 

y = 1/(2 + V* 7 ), y = 1/(2 - V* ) y * = 1. 

75. La region bajo la curva y = cos 2 *, 0 =£ * =£ -77-/2, rota alrededor 
del eje x. Encuentre el volumen del solido resultante. 


76. La region en el ejercicio 75 rota alrededor del eje y. Encuentre 
el volumen del solido resultante. 


77. Si/' es continua sobre [0, °o) y Um x - >x ,f(x) = 0, demuestre que 

f fix) dx = -/( 0) 

Jo 

78. Podemos extender nuestra definicion de valor promedio de una 
funcion continua a un intervalo infinite, definiendo el valor 
promedio de/ sobre el intervalo [a, °°) como 



a) Encuentre el valor promedio de y = tan - lx sobre el 
intervalo [0, °o). 

b) Si/(*) > 0 y ) “/(*) dx es divergente, demuestre que el 
valor promedio de/ sobre el intervalo [a, <») es Um x - >as f(x) 
si este llmite existe. 

c) Si [“/(*) dx es convergente, ^cual es el valor promedio de 
/sobre el intervalo [a, »)? 

d) Encuentre el valor promedio de y = sen x sobre el intervalo 
[0, oo). 

79. Utilice la sustitucion u = 1/x para demostrar que 


In x 


Jo 1 + x 1 


-dx = 0 


80. La magnitud de la fuerza de repulsion entre dos cargas con el 
mismo signo, una de tamano 1 y la otra de tamano q es 


4-77-Eor 2 

donde r es la distancia entre las cargas y e 0 es una constante. 
El potential V en un punto debida a la carga q esta definida 
como el trabajo realizado para traer una carga unitaria a P 
desde el infinite, a lo largo de una recta que une q y P. Encuentre 
una formula para V. 


Problemas adicionales 


Cubra la solution del ejemplo e intentelo 
primero por si mismo. 


m Los principios para la resolucion de 
problemas se discuten en la pagina 75. 


Las graficas por computadora de la figura 1 , 
hacen que parezca plausible que todas las 
integrales del ejemplo tengan el mismo valor. 
La grafica de cada integrando se identifica con 
el valor correspondiente de n. 



FIGURA 1 


EJEMPLO 1 


a) Demuestre que si/es una funcion continua, entonces 

j" f(x) dx = j" f(a — x) dx 

b) Utilice el inciso a) para demostrar que 

r „/2 sen"x it 

dx = — 

Jo sen"x + cos"x 4 


para todo numero positivo n. 

SOLUCION 

a) A primera vista, la ecuacion dada podrfa parecer un poco desconcertante. ^Como 
puede relacionarse el lado izquierdo con el lado derecho? Con frecuencia, las relaciones 
pueden hacerse a traves de uno de los principios de resolucion de problemas: introduzca 
algo extra. Aquf, el ingrediente extra es una nueva variable. Es comun pensar en 
introducir una nueva variable cuando se utiliza la regia de sustitucion para integrar 

una funcion especffica. Pero esta tecnica aun es util en esta circunstancia en la que se 
tiene una funcion general /. 

Una vez que se concibe la sustitucion, la forma del lado derecho hace pensar que 
debe ser u = a — x. Entonces du = —dx. Cuando x = 0, u = a\ cuando x = a, u = 0. 
Asf, 

f{a — x) dx = — j* f(u) du = J f(u) du 

Pero esta integral del lado derecho es solo otra forma de escribir J ’"/(x) dx. Asf, la 
ecuacion dada queda demostrada. 

b) Sea I la integral dada, y apliquemos el inciso a) con a = 7t/ 2; obtenemos 


rir/2 sen"x r-ir/i sen"(7r/2 — x) 

I = dx = ; — r — ; r dx 

Jo sen"x + cos"x Jo sen"(7r/2 — x) + cos"(7r/2 — x) 

Una identidad trigonometrica bien conocida nos indica que sen(7r/2 — x) = cos x y 
cos(7r/2 — x) = sen x, asf que obtenemos 

Cir/ 2 COS"X 

I = dx 

Jo cos"jt + sen"x 

Observe que las dos expresiones para I son muy similares. De hecho, los integrandos 
tienen el mismo denominador. Esto hace pensar que deben sumarse las dos expresiones. 
Si se procede de esta manera, se obtiene 


21 


ctt /2 sen"x + cos"x 
Jo sen"x + cos"x 


dx — 


rn/2 

Jo 



Por tanto, 7 = 7 t/4. 
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Problemas 



I 14pulg H 

FIGURA PARA EL PROBLEMA 1 


y 



o 

FIGURA PARA EL PROBLEMA 6 


FF1 1. Tres estudiantes de matematicas han ordenado una pizza de 14 pulgadas. En lugar de cortar en 
la forma tradicional, deciden hacer cortes paralelos, como se ve en la figura. Debido a sus 
conocimientos de matematicas, pueden determinar donde cortar de modo que cada uno obtenga 
la misma cantidad de pizza. ^.Donde se hacen los cortes? 

2 . Evalue 


Un camino directo serfa empezar con fracciones parciales, pero eso serfa demasiado complejo. 
Ensaye una sustitucion. 

3 . Evalue £ (-^1 - x 1 - 1] 1 - x 2 ) dx. 

4 . Los centros de dos discos con radio 1 estan apartados una unidad. Encuentre el area de la 
union de ellos. 


5 . Una elipse es cortada por un cfrculo de radio a. El eje mayor de la elipse coincide con un 
diametro del cfrculo, y el eje menor dene longitud 2b. Demuestre que el area de la parte 
restante del cfrculo es la misma que el area de una elipse con semiejes a y a — b. 

6. Un hombre parado inicialmente en el punto O camina a lo largo de un muelle jalando un bote 
mediante una cuerda de longitud L. El hombre mantiene la cuerda recta y tensa. La trayectoria 
que sigue el bote es una curva llamada tractrix y tiene la propiedad de que la cuerda es siempre 
tangente a la curva (vease la figura). 

a) Demuestre que si la trayectoria seguida por el bote es la grafica de la funcion y = fix r), 
entonces 


fix) 


dy_ 

dx 


-fl 2 - x 2 


x 


b) Determine la funcion y =/( x). 

7 . Una funcion /esta definida por 

fix) = | cos t cos(x — t) dt OStS 2tt 
J o 


Encuentre el valor mfnimo de f. 

8. Si 77 es un entero positivo, demuestre que 


9 . Demuestre que 


I ’ (lnx)"dx = (-1 )"n! 
Jo 


P (1 - x 2 ) n dx 
Jo 


2 2 "(n!) 2 
(2 n + 1)! 


Sugerencia : empiece por demostrar que si /„ denota la integral, entonces 


_ 2k + 2 
~ 2k + 3 lk 


Se requiere calculadora graficadora o computadora 
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y 



o x 

FIGURA PARA EL PROBLEMA 15 


^ 10. Suponga que/es una funcion positiva tal que/' es continua. 

a) ^Como se relaciona la grafica de y = f(x) sen nx con la grafica de y = /(*)? ^Que sucede 
cuando n — » »? 

b) Haga una conjetura en cuanto al valor del li'mite 

lfm f f(x) sen nx dx 


basandose en las graficas del integrando. 

c) Por la integration por partes, confirme la conjetura que hizo en el inciso b). [Udlice el 
hecho de que, puesto que es/'(jc) continua, hay una constante M tal que \f'(x) | =£ jc =S 1 
para 0 x =S 1.] 

11. Si 0 < a < b, encuentre 1™ \ f ‘ [bx + a( 1 - x)J dx 

r—*0 I JO 

53 12. Grafique/(x) = sen(tij y utilice la grafica para esdmar el valor de t tal que | ,+1 /(x) dx es un 
maximo. Despues encuentre el valor exacto de t que maximiza esta integral. 

13. E value 

14. Evalue j y' tan x dx. 

15. El crrculo con radio 1 que se muestra en la figura, toca la curva y = \ 2x\ dos veces. Encuentre 
el area de la region que esta entre las dos curvas. 

16. Un cohete se dispara verticalmente en llnea recta quemando combustible a una razon 
constante de b kilogramos por segundo. Sea v = v{t) la velocidad del cohete en el instante t, y 
suponga que la velocidad u del gas de salida es constante. Sea M = M(t) la masa del cohete 
en el instante t, y note que M disminuye cuando se quema el combustible. Si se desprecia la 
resistencia del aire, se deduce de la segunda ley de Newton que 

dv 

F = M ub 

dt 




donde la fuerza F = —Mg. Asr 

dv 

M ub = — Mg 

dt 

Sea Mi la masa del cohete sin combustible, M 2 la masa inicial del combustible y 
Mo = Mi + M 2 . Entonces, hasta que se agota el combustible en el tiernpo t = M 2 /b, la 
masa es M = M 0 — bt. 

a) Sustituya M = M 0 — bt en la ecuacion 1 y resuelva la ecuacion resultante para v. Utilice 
la condition inicial n(0) = 0 para evaluar la constante. 

b) Determine la velocidad del cohete en el tiempo t = M 2 /b. Esta se llama velocidad de 
combustible agotado. 

c) Determine la altura del cohete y = y(t) y el tiempo en que se quema todo el combustible. 

d) Halle la altura del cohete en cualquier tiempo t. 


m 
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Aplicaciones adicionales 
de la integracion 





La presa Hoover atraviesa el rio Colorado entre Nevada y Arizona (EU). Construida de 1931 a 1936, 
tiene 726 pies de altura y esta disenada para generar energfa hidroelectrica, distribuir agua para 
fines de riego y controlar inundaciones. En la seccion 8.3 aprendera a plantear y evaluar una 
integral que le permitira calcular la fuerza sobre una presa ejercida por la presion del agua. 


© iofoto / Shutterstock 


En el capftulo 6 vimos algunas aplicaciones de las integrales: areas, volumenes, trabajo 
y valores promedio. Aquf se exploran algunas de muchas otras aplicaciones geometricas 
de la integracion: la longitud de una curva y el area de una superficie, as! como cantidades de 
interes en fisica, ingenierfa, biologfa, economla y estadfstica. Por ejemplo, se investigara 
el centra de gravedad de una placa, la fuerza ejercida por la presion del agua en una presa, el 
flujo sangumeo desde el corazon humano y el tiempo promedio en espera durante una llamada 
telefonica. 
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Longitud de arco 



FIGURA 1 


DU Visual 8.1 muestra una animacion de la 
figura 2. 



FIGURA 3 


(i Que se entiende por longitud de una curva? Podrfamos pensar en ajustar un trozo de 
cuerda a la curva de la figura 1 , y despues medir la cuerda con una regia. Pero eso podrfa 
ser dificil de hacer con mucha exactitud si se tiene una curva complicada. Necesitamos una 
definicion precisa para la longitud de un arco de una curva, en el mismo sentido que 
las definiciones desarrolladas para los conceptos de area y volumen. 

Si la curva es un polfgono, podemos determinar con facilidad su longitud; solo nece- 
sitamos sumar las longitudes de los segmentos de recta que forman el polfgono (puede 
usarse la formula de la distancia para hallar esta entre los puntos extremos de cada 
segmento). Con esta estrategia, podemos definir la longitud de una curva general 
aproximandola primero mediante un polfgono y luego tomando un lfmite cuando se 
incrementa el numero de segmentos del polfgono. Este proceso es conocido para el caso 
de un cfrculo, donde la circunferencia es el lfmite de longitudes de polfgonos inscritos 
(vease la figura 2). 

Ahora supongamos que una curva C se define mediante la funcion y = /(x), donde /es 
continua y a =S x =£ b. Podemos obtener una aproximacion poligonal a C dividiendo el 
intervalo [«, b\ en n subintervalos con puntos extremos x fh xi , . . . , x„ y de igual ancho a Ax. 
Si y, =/(x,), entonces el punto P,(x„ y , j esta sobre C, y el polfgono con vertices P 0 , Pi,..., P„, 
ilustrado en la figura 3, es una aproximacion a C. 




La longitud L de C es aproximadamente la longitud de este polfgono y la aproximacion 
es mejor cuando se incrementa n. (Vease la figura 4, donde se ha ampliado el arco de la 
curva entre P, i y P, y se muestran las aproximaciones con valores sucesivamente mas 
pequenos de Ax. Por tanto, definimos la longitud L de la curva C con la ecuacion y =/(x), 
a s£ x b, como el lfmite de las longitudes de estos polfgonos inscritos (si el lfmite existe): 


m 


L = lfm 2 | Pi \Pi 

;=i 


Observe que el procedimiento para definir la longitud de arco es muy similar al utiliza- 
do para definir area y volumen: se divide la curva en un gran numero de partes pequenas. 
Luego, se determinan las longitudes aproximadas de estas y se suman. Por ultimo, se toma 
el lfmite cuando n — » °°. 

La definicion de la longitud de arco expresada en la ecuacion 1 no es muy conveniente 
para propositos de calculo, pero puede deducirse una formula integral para L en el caso 
donde / tiene una derivada continua. [Tal funcion se denomina suave porque un cambio 
pequeno en x produce un cambio pequeno en/'(x).] 

Si Ay, = y t — y,-i, entonces 


FIGURA 4 


I Pi iPi I = VC*.- - Xi- 1 ) 2 + (y, - y,_! ) 2 = V (Ax) 2 + (Ay,-) 2 
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-^(b 1) 

0 

FIGURA 5 


A1 aplicar el teorema del valor medio a/en el intervalo [x, i, xj, encontramos que hay un 
numero x* entre x, i y x, tal que 

f(*i) ~ f(Xi-l) =f'(x*){Xi ~ Xi- 1 ) 
es decir, Ay, = f'(xf) Ax 

Asf, se tiene 

| Pi-iPi | = V(Ax ) 2 + (Ay ;) 2 = V(Ax ) 2 + [/'(x*) Ax ] 2 

= \/i a [/’(-V )] 2 V (Ax) 2 — Via [/’(-V )] 2 Ax 

Por tanto, por la definicion 1 , 


L = lfm ^ \Pi-iPi 

” i-i 

Esta expresion se reconoce como igual a 

r vi + [/'wj 2 

Ja 

por la definicion de una integral definida. Esta integral existe porque la funcion 
g(x) = V 1 + [/TV ] 2 es continua. Con esto, se ha demostrado el siguiente teorema: 


n 

= lfm 2 Vl + [/'(*,*)] 2 Ax 

...j 


Formula de la longitud de arco Si /' es continua sobre [a, b], entonces la longitud 
de la curva y = /(x), a x =£ b, es 


L = ( ? Vl + [/'W] 2 dx 

Ja 


Si usamos la notacion de Leibniz para derivadas, podemos expresar la formula de la 
longitud de arco como: 


3 



’( 4 , 8 ) 


EJEMPLO 1 


Halle la longitud del arco de la parabola semicubica y 2 = x 3 entre los 
puntos (1, 1) y (4, 8). (Vease la figura 5.) 


SO LUC I ON Para la mi tad superior de la curva se tiene 


y = x 3/2 


dy 

dx 


— - r 1 / 2 

2 X 


y, por tanto, la formula de longitud de arco da 


L = 


t:V 


i + iVV*- 

dx 


j> 


+ \x dx 


Si sustituimos u = 1 + |x, entonces du = \ dx. Cuando x = 1, m = ' 4 3 ; cuando x = 4, 
u = 10. 
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Como comprobacion de nuestra respuesta al 
ejemplo 1, observe en la figura 5 que la longitud 
de arco debe ser un poco mas grande que la 
distancia de (1, 1) a (4, 8), que es 

V58 = 7.615773 

De acuerdo con nuestro calculo del ejemplo 1, 
se tiene 

L = jj(80/io - 13VT3) « 7.633705 

Con certeza suficiente, esta es un poco mas 
grande que la longitud del segmento de recta. 


Por tanto, 


L = 



i • f« 3/2 J 


10 

13/4 


= Ml0 3/2 - iff' 2 ] = ^(BOTIO - 13713 ) 


Si una curva tiene la ecuacion x = g(y), c s£ y =£ d, y g'(y) es continua, entonces al 
intercambiar los papeles de x y y en la formula 2 o en la ecuacion 3, se obtiene la formula 
siguiente para su longitud: 


s 


EJEMPLO 2 


Encuentre la longitud del arco de la parabola y 2 = x de (0, 0) a (1, 1). 


□ 

SOLUCION Puesto que x = y 2 , se tiene dx/dy = 2 y, y la formula 4 da 

dy = 71 + Ay 2 dy 


L = 


cV 


i + i£ 

dy 


Hacemos la sustitucion trigonometrica y = \ tan 6, que da dy = ! sec 2 6 df) y 
7l + 4 y 2 = 71 + tan 2 6 = sec 6. Cuando y = 0, tan 6 = 0; por tanto, 0 = 0; 
cuando y = 1, tan 9 = 2, asf que 6 = tan ' 2 = a, por ejemplo. Asl, 


L = { sec 0 • \ sec 2 0d0 = \ f sec 3 
Jo Jo 


de 


2 


\ [sec 9 tan 9 + In | sec 9 + tan 0 \ 


(del ejemplo 8 de la seccion 7.2) 


= l(sec a tan a + In sec a + tan a |) 

(Podriamos haber usado la formula 21 de la tabla de integrales.) Puesto que tan a = 2, 
se tiene que sec 2 a = 1 + tan 2 a = 5, de modo que sec a = v /7 y 

L 75 | ln(75 + 2) 

2 4 


En la figura 6 se muestra el arco de la parabola 
cuya longitud se calculo en el ejemplo 2, 
junto con las aproximaciones poligonales que 
tienen segmentos de recta n = 1 y n = 1, 
respectivamente. Para n = 1 la longitud 
aproximada es Li = y/2, la diagonal de 
un cuadrado. En la tabla se muestran las 
aproximaciones L„ que se obtienen al dividir 
[0, 1] en n subintervalos iguales. Observe 
que cada vez que duplicamos el numero de 
lados de un poligono, nos aproximamos mas 
a la longitud exacta, que es 


y/5 ln(V5 + 2) 
2 + 4 


1.478943 



n 

L n 

i 

1.414 

2 

1.445 

4 

1.464 

8 

1.472 

16 

1.476 

32 

1.478 

64 

1.479 


FIGURA 6 
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Debido a la presencia del signo rafz cuadrada en las formulas 2 y 4, el calculo de una 
longitud de arco a menudo conduce a una integral que es muy diffcil o incluso imposible 
de evaluar de manera explicita. Asf, algunas veces nos tenemos que conformar con hallar 
una aproximacion de la longitud de una curva, como en el siguiente ejemplo. 


EJEMPLO 3 


a) Plantee una integral para la longitud del arco de la hiperbola xy — l del punto (1,1) 
al punto (2, 2 )- 

b) Use la regia de Simpson con n = 10 para estimar la longitud de arco. 

S0LUCI0N 

a) Se tiene 


_ J_ dy__ 1_ 

^ x dx x 2 

y, por tanto, la longitud de arco es 



b) Por medio de la regia de Simpson (vease la seccion 7.7) con a = 1, b = 2, n = 10, 
Ax = 0.1 y f(x) = >J 1 + 1/jc 4 , tenemos 

L ' f dx 

A y 

= —[/(!) + 4/(1. 1) + 2/(1. 2) + 4/(1. 3) + ■ ■ ■ + 2/(1. 8) + 4/(1.9) +/( 2)] 
= 1.1321 


Al verificar el valor de la integral definida con 
una aproximacion mas exacta producida por un 
sistema algebraico computarizado, se ve que la 
aproximacion por medio de la regia de Simpson 
es exacta con una aproximacion de cuatro 
decimales. 


Funcion de la longitud de arco 

Encontraremos util tener una funcion que mida la longitud de arco de una curva de un 
determinado punto de partida a cualquier otro punto sobre la curva. Asf, si una curva suave 
C tiene la ecuacion y = fix), a =£ x b, sea ,v(v) la distancia a lo largo de C del punto 
inicial P 0 (a,f(a )) al punto Q(x,f(x)). Entonces s es una funcion, llamada funcion longitud 
de arco y, por la formula 2, 


~5~| s(x) = | ' Vl + \f'(t)Y dt 

Ja 

(Se ha reemplazado la variable de integracion por t para que x no tenga dos significados.) 
Podemos usar la parte 1 del teorema fundamental del calculo para derivar la ecuacion 5 
(puesto que el integrando es continuo): 


£ = yrrw=^ + (fj 
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En la ecuacion 6 se muestra que la razon de cambio de s respecto axes siempre por lo 
menos 1 y es igual a 1 cuando/'U'), la pendiente de la curva, es 0. La derivada de la longitud 
de arco es 


0 


ds = 




dx 



FIGURA 7 


y esta ecuacion se escribe a veces en la forma simetrica 

|~ 8 ~| (ds) 2 = (dx) 2 + (dy) 2 

La interpretation geometrica de la ecuacion 8 se muestra en la figura 7. Puede usarse como 
recurso nemotecnico para recordar las formulas 3 y 4. Si escribimos L = f ds, entonces de la 
ecuacion 8 podemos resolver para obtener \T\, que da [3], o para obtener 


ds = 



dy 


que da [T], 


□ 


EJEMPLO 4 


Encuentre la funcion longitud de arco para la curva y = x 2 — l In x 


tomando a P 0 ( 1,1) como el punto de partida. 
SO LUCK Si f(x) = x 2 — l In x, entonces 


f'(x) = 2x 

J w 8x 


1 + [f'(x)f = 1 + \2x - — = 1 + 4x 2 - - + 


8x 


1 1 


2 64x 


1 1 


— 4x~ + — + — — I 2x + ~ — 


2 64x 


1 


8x 


Vl + [f'(x)f =2x + — 

QX 


Asi, la funcion longitud de arco esta dada por 


s(x) = I" Vl + dt 

" J,‘ ( 2 ' + i) 


2t + Jt ) dt = {2 + 


= x 2 + I In x — 1 


Por ejemplo, la longitud de arco a lo largo de la curva de (1, 1) a (3,/(3)) es 

In 3 

8 


^(3) = 3 2 + l In 3-1=8 + 


= 8.1373 
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En la figura 8 se muestra la interpretacion de la 
funcion longitud de arco del ejemplo 4. En la 
figura 9 se ilustra la grafica de esta funcion de 
longitud de arco. iPor que ,s(x) es negativa 
cuando x es menor que 1? 




FIGURA 8 


FIGURA 9 


8.1 


Ejercicios 


1. Use la formula de longitud de arco [3] para hallar la longitud 
de la curva y = 2x — 5, — 1 =S x ^ 3. Compruebe su respuesta 
observando que la curva es un segmento de recta y calculando 
su longitud mediante la formula de la distancia. 

2. Use la formula de la longitud de arco para hallar la 
longitud de la curva y = y/2 — x 2 , jS 1 . Compruebe 
su respuesta observando que la curva es parte de una 
circunferencia. 


3-6 Plantee una integral que represente la longitud de las siguientes 
curvas. Despues, utilice su calculadora para encontrar la longitud 
con una aproximacion de cuatro decimales. 

3. y = sen x, 0 =S x =£ 7r 

4. y = xe x , 0SrS2 

5. x = S ~ 1 s£ y s£ 4 

6 . x = y 2 — 2y, 0 =S y =S 2 


17. y = ln(l - x 2 ), 0=Sx«j 

18. y = 1 - e x , 0 =£ x =£ 2 


Fff 19-2(1 Halle la longitud de arco de la curva desde el punto P hasta 
el punto Q. 


19- y = h 2 , p(-iJ_), G(i.s) 

20. X 2 = (y - 4) 3 , P( 1, 5), Q( 8, 8) 


^ 21-22 Grafique la curva y estime visualmente su longitud. 

Despues utilice su calculadora para determinar la longitud con una 
aproximacion de cuatro decimales. 

21 . y = x 2 + x 3 , UiS2 

22 . y = x + cos x, 0 =£ x «£ tt/2 


7-11 Determine la longitud exacta de las siguientes curvas. 

7. y = 1 + 6x 3/2 , 0 x 1 

8 . y 2 = 4(x + 4) 3 , 0 « x « 2, y>0 

x 3 1 

9. y = — H , Ur«2 

7 3 4x 


y 4 1 

10. x = — + — , 

8 4y 2 


1 « y : 


11. x = IVy(y - 3), l«y«9 

12 . y = ln(cosx), tt/3 

13. y = ln(sec x), 0 =£ x it/ 4 

14. y = 3 + j cosh 2x, 0 =£ x 1 

15. y = 5 X 2 — jinx, l^x^2 

16. y = yjx — x 2 + sen _1 (i/x ) 


23-26 Use la regia de Simpson con n = 10 para estimar la longitud 
de arco de las siguientes curvas. Compare su respuesta con el 
valor de la integral que obtiene con su calculadora. 

23. y = x sen x, 0 =£ x =£ 2 tt 

24. y = tfx, 1 =£ x =£ 6 

25. y = ln(l + x 3 ), 0 =S x ^ 5 

26. y = e~ x \ 0 x 2 


27. a) Grafique la curva y = X\j4 — x , 0^ xS4. 

b) Calcule las longitudes de poligonos inscritos con n = 1,2, 
y 4 lados. (Divida el intervalo en subintervalos iguales.) 
Ilustre bosquejando estos poligonos (corno en la figura 6). 

c) Plantee una integral para la longitud de la curva. 

d) Use su calculadora para hallar la longitud de la curva con 
una aproximacion de cuatro decimales. Compare con las 
aproximaciones del inciso b). 


Se requiere calculadora graficadora o computadora 


Se requiere sistema algebraico computarizado 1. Tareas sugeridas disponibles en stewartcalculus.com 
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28. Repita el ejercicio 27 para la curva 

y = x + sen x 0 =£ x =£ 277 

29. Use un sistema algebraico computarizado o una tabla de 
integrales para hallar la longitud exacta del arco de la curva 
y = In x que esta entre los puntos (1, 0) y (2, In 2). 

30. Emplee un sistema algebraico computarizado o una tabla 
de integrales para hallar la longitud exacta del arco de la 
curva y = x 4/3 que esta entre los puntos (0, 0) y (1, 1). Si su 
SAC tiene problemas para evaluar la integral, haga una 
sustitucion que cambie la integral en una que el SAC pueda 
evaluar. 

31. Bosqueje la curva con ecuacion x 2/3 + y 2/ 3 = 1 y emplee la 
simetrfa para hallar su longitud. 

32. a) Bosqueje la curva y 3 = x 1 . 

b) Use las formulas 3 y 4 para plantear dos integrales para la 
longitud de arco de (0, 0) a (1, 1). Observe que una de estas 
es una integral impropia y evaluelas. 

c) Determine la longitud de arco de esta curva de ( — 1, 1) 
a (8, 4). 

33. Encuentre la funcion longitud de arco para la curva v = 2* 3/2 
con pun to inicial P 0 (L 2). 

34. a) Encuentre la funcion longitud de arco para la curva 

y = ln(sen x), 0 =£ x =£ it, con inicial (ir/2, 0). 
b) Grafique la curva y su funcion longitud de arco en la misma 
pantalla. 

35. Halle la funcion longitud de arco para la curva 

y = sen -1 * + — x 2 con punto inicial (0, 1). 

36. Un viento continuo arrastra un cometa hacia el oeste. La 
altura del cometa por encima de la superficie de la tierra desde 
la position horizontal x = 0 hasta * = 80 pies esta dada 

por y = 150 ~ yo(x — 50) 2 . Halle la distancia recorrida por 
el cometa. 

37. Un halcon que vuela a 15m/s a una altitud de 180m deja caer 
su presa accidentalmente. La trayectoria parabolica de la presa 
en descenso se describe mediante la ecuacion 


hasta que choca con el suelo, donde y es la altura sobre del 
suelo, y * es la distancia horizontal recorrida en metros. 
Calcule la distancia que recorre la presa desde el momenta en 
que es dejada caer hasta que choca con el suelo. Exprese su 
respuesta correcta hasta el decfmetro mas proximo. 


38. El arco Gateway en San Luis (EU) (vease la foto en la pagina 
259) fue construido aplicando la ecuacion 

y = 211.49 - 20.96 cosh 0.03291765* 

para la curva central del arco, donde * y y se rniden en metros 
| x | =£ 91.20. Establezca una integral para la longitud de arco 
y utilice su calculadora para estimar su longitud al metro mas 
cercano. 

39. Un fabricante de techos de metal corrugado quiere producir 
paneles que miden 28 pulgadas de ancho y 2 pulgadas de 
espesor, procesando laminas planas de metal como se ilustra en 
la figura. El perfil del techo toma la forma de una onda seno. 
Verifique que la curva seno tiene ecuacion y = sen(Tr*/7) y 
determine el ancho w de una lamina de metal plana requerida 
para construir un panel de 28 pulgadas. (Con su calculadora 
evalue la integral con una aproximacion de cuatro dlgitos 
significativos.) 



40. a) En la figura se muestra un cable telefonico que cuelga entre 
dos postes en * = — b y * = b. El cable toma la forma de 
una catenaria con ecuacion y = c + a cosh(x/a). Halle la 
longitud del cable. 

FFj b) Suponga que dos postes de telefono estan apartados entre 
sf 50 pies y que la longitud del cable entre los postes es 
de 51 pies. Si el punto nunimo del cable debe estar a 
20 pies sobre el suelo, ^a que altura debe estar atado el 
cable en cada poste? 



-h Oi b x 


Encuentre la longitud de la curva 

y = £ Vf 3 “ 1 dt 1 =£ * =S 4 

42. Las curvas con ecuaciones x n + y" = 1, n = 4, 6, 8, . . . , se 
llaman circunferencias gordas. Grafique las curvas con 
n = 2, 4, 6, 8 y 10 para ver por que. Plantee una integral para la 
longitud L 2 k de la circunferencia gorda con n = 2k. Sin intentar 
evaluar esta integral, establezca el valor del lrnu^oo L 2k . 


41. 


y = 180 - — 
7 45 
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PROYECTO PARA 

CONCURSO DE LA LONGITUD DE ARCO 

Las curvas que se muestran son ejemplos de graficas de funciones continuas /que tienen las 
siguientes propiedades. 

1. m = 0 y/(l) = 0 

2. fix) 3= 0 para 0 =£ x =S 1 

3. El area bajo la grafica de /desde 0 a 1 es igual a 1. 

Sin embargo, las longitudes L de estas curvas son diferentes. 






Intente descubrir las formulas para dos funciones que satisfagan las condiciones dadas 1, 2 y 3. 
(Sus graficas podrfan ser similares a las mostradas o podrian parecer bastante diferentes). Despues 
calcule la longitud de arco de cada grafica. El elemento ganador sera el que tenga la longitud de 
arco mas pequena. 


8.2 


Area de una superficie de revolucion 


corte 



h 


h I 
I 
I 


2m' 


Una superficie de revolucion se forma cuando se hace girar una curva en torno a una recta. 
Tal superficie es la frontera lateral de un solido de revolucion del tipo analizado en las 
secciones 6.2 y 6.3. 

Se desea definir el area de una superficie de revolucion de tal manera que corresponda 
con nuestra intuicion. Si el area de la superficie es A, podemos imaginar que pintar la 
superficie requerirfa la misma cantidad de pintura que una region plana con area A. 

Comencemos con algunas superficies simples. El area superficial lateral de un cilindro 
circular con radio r y altura h se toma como A = 2ttHi porque puede imaginarse como si 
se cortara el cilindro para despues desenrollarlo (como en la figura 1) para obtener un 
rectangulo con dimensiones 2i rrh y h. 

De igual manera, podemos tomar un cono circular con base de radio r y de altura incli- 
nada /, cortarlo a lo largo de la lfnea discontinua en la figura 2, y aplanarlo para formar un 


FIGURA 1 




FIGURA 2 
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sector de un cfrculo con radio / y angulo central 0 = 'lirrl l. Sabemos que, en general, el 
area de un sector de un cfrculo con radio / y angulo 0 es \l 2 0 (vease el ejercicio 35 en la 
seccion 7.3) y, por tanto, en este caso es 


A = \l 2 0 = 



irrl 


Por ende, definimos el area de la superficie lateral de un cono como A = mi. 

iQue hay acerca de las superficies de revolucion mas complicadas? Si se sigue la estra- 
tegia que se uso con la longitud de arco, podemos aproximar la curva original mediante un 
polfgono. Cuando este se hace girar en torno a un eje, crea una superficie mas simple cuya 
area superficial se aproxima al area superficial real. Si se toma un lfmite, podemos deter- 
minar el area superficial exacta. 

Entonces, la superficie de aproximacion consta de varias bandas, cada una formada al 
hacer girar un segmento de recta en torno a un eje. Para hallar el area superficial, cada una 
de estas bandas puede ser considerada la porcion de un cono circular, como se muestra en 
la figura 3. El area de la banda (o cono truncado) con una altura inclinada l y radios supe- 
rior e inferior n y r 2 , respectivamente, se encuentra al restar las areas de los dos conos: 

[T| A = vr 2 (h + /) - 777 \li = 77[(r 2 - n)h + r 2 l] 

Considerando los triangulos semej antes se tiene 

h_ _ h + / 

7 1 7 2 


que da 


7 2 /i = 7i/i + i'd o bien (r 2 — 7i)/i = rj 
Si se sustituye esto en la ecuacion 1, se obtiene 

A = 77 ( 71 / + r 2 Z) 


o bien, 



a) Superficie de revolucion 



b) Banda de aproximacion 


2 


A = 2777 / 


donde 7 = 2 (ri + r 2 ) es el radio promedio de la banda. 

Ahora aplicaremos esta formula a nuestra estrategia. Consideremos la superficie mos- 
trada en la figura 4, que se obtiene al hacer girar la curva y = f(x), a ^ x =£ b, en torno al 
eje x, donde/es positiva y tiene una derivada continua. A fin de definir su area superficial, 
dividimos el intervalo [a, h\ en n subintervalos con puntos extremos xo, Xi, . . . , x„ e igual 
ancho Ax, como se hizo para determinar la longitud de arco. Si y, =/(x,j, entonces el punto 
Pt(Xi, yi) esta sobre la curva. La porcion de la superficie entre x, -i y x, se aproxima al tomar 
el segmento de recta P, iP„ y hacerlo girar en torno al eje x. El resultado es una banda con 
altura inclinada / = | Pi- 1 P, \ y radio promedio r = \ (_v, 1 + y, ) de modo que, por la formu- 
la 2, su area superficial es 


277 


yt - 1 + yt 


\Pi-iPi\ 


FIGURA 4 


Como en la demostracion del teorema 8.1.2, tenemos 


Pi-iP, I = Vl + UWT 2 Ax 
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donde x* es algun numero en [x,\, x,]. Cuando Ax es pequeno, tenemos y-, = fix,) — fix*) 
y tambien y, i = fix, i) ~ fix*), puesto que/es continua. Por tanto. 


277 — I Pi \Pi | ~ 27 r/(x*) y/l + [f'{x*)] 2 Ax 

y de este modo una aproximacion a lo que se considera el area de la superficie de revolu- 
cion completa es 


3 


2 277 f( X f) y/l + [/W)P Ax 

i= 1 


Esta aproximacion al parecer mejora cuando n — » °° y, reconociendo a [3] como una suma 
de Riemann para la funcion g(x) = 27 r/(x) y/l + \J\xfY , se tiene 


lfm 2 277 f{xf) y/l + [/'(x*)] 2 Ax = [ 277 ; /(x) V 1 + [/X *)] 2 ^ 

n— j- = j 

Por tanto, en el caso donde /es positiva y tiene una derivada continua, el area superficial 
de la superficie obtenida se define al hacer girar la curva y =/(x), a =£ x b, en torno 
al eje x como 


s 


S = | ' 2t7/(x) V 1 + [ dx 

Ja 


Con la notacion de Leibniz para derivadas, esta formula se convierte en 


5 


S = 



dx 


Si la curva se describe como x = giy), c =£ y < d, entonces la formula para el area super- 
ficial se transforma en 


H 


s -i* 2 W i+ (t) ^ 


y ambas formulas 5 y 6 pueden resumirse simbolicamente, utilizando la notacion para la 
longitud de arco dada en la seccion 8.1, como 


m 


5 = 1 2Try ds 
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Para la rotation en torno al eje y, la formula del area superficial se convierte en 


a 


5 = 


I 


27 TX ds 


donde, como antes, puede usarse 


dS= + I < ± k ) dx ° bien ds= V 1+ dy 


Estas formulas pueden recordarse si se considera a 2iry o 2ttx como la circunferencia de 
un tirculo trazado por el punto (x, y ) sobre la curva cuando se hace girar en torno al eje x 
o al eje y, respectivamente (vease la figura 5). 




FIGURA5 a) Rotation en torno al eje x: 5 = J 2iry ds 


b) Rotation respecto al eje y: S = j 27 tx ds 



La curva y = V 4 — x 2 , — 1 =£ x =£ 1 es un arco de la circunferencia 
x 2 + y 2 = 4. Encuentre el area de la superficie obtenida al hacer girar este arco en torno 
al eje x. (La superficie es una portion de una esfera de radio 2. Vease la figura 6.) 


SOLUCION Setiene 


d ^ = \{4-x 2 )~V\-2x)= n =^= 
dx V 4 - x 


y, por tanto, por la formula 5, el area superficial es 


S = 


1 + I — V dx 
dx 


En la figura 6 se muestra la porcion de la esfera 
cuya area superficial se calculo en el ejemplo 1 . 


L 2iry 4 

277 JV 4 -* 2 \j 


4 — x 2 


dx 


2tt j y/A — x 2 


74 ^" 


dx 


= 477 


J 1 dx = 47t( 2) = 8t 
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En la figura 7 se muestra una superficie de 
revolucion cuya area se calcula como en el 
ejemplo 2. 



FIGURA 7 


Para comprobar la respuesta al ejemplo 2, 
observe en la figura 7 que el area superficial 
debe ser cercana a la de un cilindro circular 
con la misma altura y radio a la mitad entre el 
radio superior e inferior de la superficie: 
27 t( 1.5)(3) 28.27. Se calculo que el area 

superficial era 

— ( 17/17 - 5y/5) <= 30.85 

6 

que parece razonable. De manera alternativa, 
el area superficial debe ser un poco mas grande 
que el area de un cono truncado con la misma 
base y tapa. De la ecuacion 2, esto es 
2 t7(1.5)(VTo) « 29.80. 


EJEMPLO 2 


□ 

eje y. Encuentre el area de la superficie resultante. 


El arco de la parabola y = x 2 de (1, 1) a (2, 4) se hace girar en torno al 


SO LUC I ON 1 Utilizando 


j = x 2 y 



se tiene, de la formula 8, 


S = 2ttx ds 



= 2tt j x i/l + 4x 2 dx 


Al sustituir u = 1 + 4x 2 , se tiene du = 8x dx. Recuerde que al cambiar los lfmites de 
integration, se tiene 


SOLUCION 2 Utilizando 


7 7 

5 = 


lu du 



= ^(17^17 -5V5) 

6 


se tiene 


x = \fy y 


dx 1 
dy 2 Jy 


S = j 2ttx ds = j 2 ttx "\ / 1 ( ~y~ ) dy 


j ” 277 x ds = j ' 


= 277 


W'fi ^+^dy=ir^4y+ldy 


TT r 17 j~~ 

— J -y u du 


— — (l7 yfvi — 

6 


Encuentre el area de la superficie generada al hacer girar la curva 
y = e x , 0 x < 1, en torno al eje x. 


SOLUCION Utilizando la formula 5 con 


dy 

dx 


X 


Otro metodo: utilice la formula 6 con a- = In y. 


y = e 


y 
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se tiene 


0 utilice la formula 21 de la tabla de integrals. 


5 = 


i 2iry 


1 + | — ^ dx = 2 tt 
dx 


jVVT" 


+ e lx dx 


= 2tt 
= 2tt 


| s/l + u 2 du 

I sec 3 # dO (donde u = tan 0 y a = tan -1 

J 7t/4 


— 2tt ' ^[sec 0 tan 6 + In | sec 9 + tan 6 J . . 

= 77-[sec a tan a + ln(sec a + tan a) — <J2 — ln(i/2~ + l)] 

Puesto que a = e, se tiene sec 2 a- = 1 + tan 2 a = 1 + e 2 y 

5 = 7r[eVl + e 2 + ln(e + Vl + e 2 ) ln(V2 + l)] 


8.2 


Ejercicios 


1-4 

a) Plantee una integral para el area de la superficie obtenida al 
hacer girar la curva en torno al i) eje x y ii) el eje y. 

b) Utilice la capacidad numerica de su calculadora para evaluar 
las areas de superficie con una aproximacion de cuatro 
decimales. 

1. y = tan x, 0 =£ x =£ tt/3 2. y = x~ 2 , 1 =S x =£ 2 

3. y = e x \ -1 =S x =S 1 4. x = ln(2_v +1), 0 =S y s= 1 


5-12 Determine el area de la superficie obtenida al hacer girar la 
curva en torno al eje x. 

5. y = x 3 , 0 =£ x =£ 2 

6. 9x = y 2 + 18, 2«rS6 

7. y = Vl + 4x, 1 *= x =s 5 

8. y = Vl + e\ 0 =S x =S 1 

9. y = sen irx, 0 x =S 1 

10 - y = ~ + 5***1 

6 2x 

11. x = \(y 2 + 2) 3/2 , 1 «y 2 

12. x = 1 + 2y 2 , 1 y *£ 2 


13-16 La curva dada se hace girar en torno al eje y. Encuentre el 
area de la superficie resultante. 

13. y = Vx, 1 s? y 2 

14. y = 1 - x 2 , 0 x =£ 1 

15. x = *Ja 2 — y 2 , 0 =£ y =S a/2 

16. y = }x 2 — | In x, 1 =S x 2 


17-20 Use la regia de Simpson con n = 10 para aproximar el area 
de la superficie obtenida al hacer girar la curva en torno al eje x. 
Compare su respuesta con el valor de la integral producido por su 
calculadora. 

17. y = 5 X 5 , 0 « x « 5 18. y = x + x 2 , 0 =S x =S 1 

19. y = xe x , 0 € x 1 20. y = x In x, NxS2 


SAC 21-22 Use un SAC o una tabla de integrales para hallar el area 
exacta de la superficie obtenida al hacer girar la curva dada en 
tomo al eje x. 

21. y = 1/x, 1 ss x « 2 22. y = V * 2 + 1 . 0 s= x s= 3 


SAC 23-24 Use un SAC para hallar el area exacta de la superficie 
obtenida al hacer girar la curva en torno al eje y. Si su SAC tiene 
problema para evaluar la integral, exprese el area superficial como 
una integral en la otra variable. 

23. y = x 3 , O^ySl 24. y = ln(x +1), 0 =S x 1 


25. Si la region 2ft = {(x, y) | x 2= 1, 0 y =£ 1/x} se hace girar 
en torno al eje x, el volumen del solido resultante es finito 
(vease el ejercicio 63 en la seccion 7.8). Demuestre que el area 
superficial es infinita. (La superficie se muestra en la figura y se 
conoce como trompeta de Gabriel.) 



SAC Se requiere sistema algebraico computarizado 


1. Tareas sugeridas disponibles en stewartcalculus.com 
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26. Si la curva infinita y = e *, x 3= 0, se hace girar en torno al eje sac 32 
x, encuentre el area de la superficie resultante. 

27. a) Si a > 0, encuentre el area de la superficie generada al 

hacer girar el bucle de la curva 3 ay 2 = x(a — x) 2 en torno al 
eje x. 

b) Determine el area superficial si el bucle se hace girar en 
torno al eje y. 

28. Un grupo de ingenieros esta construyendo un plato de satelite 
parabolico cuya forma se obtiene al hacer girar la curva 
y = ax 2 en tomo al eje y. Si el plato tiene un diametro de 
10 pies y una profundidad maxima de 2 pies, encuentre el 
valor de a y el area superficial del plato. 

29. a) La elipse 



se hace girar en torno al eje x para formar una superficie 
llamada elipsoide o esferoide prolato. Determine el area 
superficial de este elipsoide. 

b) Si la elipse del inciso a) gira en torno a su eje menor (el 
eje y), la elipsoide resultante se le conoce como esferoide 
oblato. Halle el area de la superficie de este elipsoide. 

30. Calcule el area superficial del toroide del ejercicio 61 en la 
section 6.2. 

31. Si la curva y = f(x), a =£ x =S b, se hace girar en torno a la 
recta horizontal y = c, donde /(.v) =£ c, encuentre una formula 
para el area de la superficie resultante. 


Use el resultado del ejercicio 31 para plantear una integral que 
permita hallar el area de la superficie generada al hacer girar la 
curva y = ~Jx , 0 =£ x =£ 4 en tomo a la recta y = 4. Despues, 
use un SAC para evaluar la integral. 

33. Encuentre el area de la superficie obtenida al hacer girar la 
circunferencia x 2 + y 2 = r 2 en tomo a la recta y = r. 

34. a) Demuestre que el area superficial de una zona de una esfera 

ubicada entre dos pianos paralelos es S = 2irRh, donde R 
es el radio de la esfera y h es la distancia entre los pianos. 
(Observe que S solo depende de la distancia entre los 
pianos, y no sobre su ubicacion, siempre que ambos pianos 
intersequen la esfera). 

b) Demuestre que el area de la superficie de una zona de un 
cilindro con radio R y altura h es la misma que el area de la 
superficie de la zona de una esfera en el inciso a). 

35. La formula 4 es valida solo cuando/Lr) 3= 0. Demuestre que 
cuando/fir) no necesariamente es positiva, la formula para el 
area superficial se transforma en 

5 = £ 2tt I f(x) | VI + \.f'(x)] 2 dx 

36. Sea L la longitud de la curva y = /( x), a =£ x =£ b, donde /es 
positiva y tiene una derivada continua. Sea S f el area superficial 
generada al hacer girar la curva en tomo al eje x. Si c es una 
constante positiva, defina g(x) = f(x) + c y sea S g el area 
superficial correspondiente generada por la curva y = g(x), 

a =S x =£ b. Exprese S „ en terminos de S f y L. 


PROYECTO PARA 

UN DESCUBR IMIENT0 ROTACION SOBRE UNA PENDIENTE 


Se sabe como hallar el volumen de un solido de revolution obtenido al hacer girar una region en 
tomo a una recta horizontal o vertical (vease la section 6.2). Tambien se sabe como determinar el 
area de una superficie de revolution si se gira una curva en tomo a una recta horizontal o vertical 
(vease la section 8.2). Pero, a que pasa si se hace girar en tomo a una recta inclinada, es decir, una 
recta que no sea horizontal ni vertical? En este proyecto se le pide descubrir formulas para el 
volumen de un solido de revolution y para el area de una superficie de revolution cuando 
el eje de rotation es una recta inclinada. 

Sea C el arco de la curva y =/( x) entre los puntos P(p,f(p)) y Q(q,f(q)) y sea 9ft la region 
limitada por C, por la recta y = mx + b (la cual esta totalmente por debajo de C) y por las 
perpendiculares a la recta desde P y Q. 
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1. Demuestre que el area de 91 es 

“T—- — 2 \ q [/(*) - rnx - fo][l + mf'(x)] dx 
1 + m Jp 

\Sugerencia: esta formula puede verificarse restando areas, pero sera util en el proyecto 
derivarla aproximando primero el area por medio de rectangulos perpendiculares a la recta, 
como se muestra en la figura. Use la figura para ayudarse a expresar A u en terminos de A.v]. 




2. Determine el area de la region mostrada en la figura a la izquierda. 

3. Encuentre una formula (similar a la del problema 1) para el volumen del solido obtenido al 
hacer girar 2 ft en torno a la recta y = mx + b. 

4. Halle el volumen del solido obtenido al hacer girar la region del problema 2 en torno a la 
recta y = x — 2. 

5. Obtenga una formula para el area de la superficie obtenida al hacer girar C en tomo a la 
recta y = mx + b. 

6. Use un sistema algebraico computarizado para hallar el area exacta de la superficie obtenida 

al hacer girar la curva y = , 0 =S x 4, en tomo a la recta y = \x. Luego aproxime su 

resultado a tres decimales. 


[sac] 


Se requiere sistema algebraico computarizado 


8.3 


Aplicaciones a la fisica y a la ingenieria 


Entre las muchas aplicaciones del calculo integral a la ffsica y a la ingenieria, aquf se 
consideran dos: la fuerza debida a la presion del agua y los centros de masa. Como con las 
aplicaciones previas a la geometrfa (areas, volumenes y longitudes) y el trabajo, la estra- 
tegia es descomponer la cantidad ffsica en un gran numero de partes pequenas, aproximar 
cada parte pequena, sumar los resultados, tomar el ffmite y despues evaluar la integral 
resultante. 


superficie del fluido 



Fuerza y presion hidrostaticas 

Los buceadores de aguas profundas saben que la presion del agua se incrementa al aumen- 
tar la profundidad. Esto se debe a que aumenta el peso del agua sobre ellos. 

En general, suponga que una placa horizontal delgada con area de A metros cuadrados 
se sumerge en un fluido de densidad p kilogramos por metro cubico a una profundidad de 
d metros debajo de la superficie del fluido como en la figura 1. El fluido directamente 
arriba de la placa tiene volumen V = Ad, de modo que su masa es m = pV = pAd. La 
fuerza ejercida por el fluido sobre la placa es 


FIGURA 1 


F = mg = pgAd 
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donde g es la aceleracion debida a la gravedad. La presion P sobre la placa se define como 
la fuerza por unidad de area: 


P = 


F 

~A 


pgd 


Al usar unidades inglesas estandares, se 
escribe P = pgd = Sd, donde 8 = pg e s 
el peso especifico (en oposicion a p, que 
es la masa especifica). Por ejemplo, el 
peso especifico del agua es S = 62.5 lb/pies 3 . 


La unidad SI para medir la presion es newtons por metro cuadrado, llamada pascal (abre- 
viatura: 1 N/m 2 = 1 Pa). Puesto que esta es una unidad pequena, se emplea con frecuencia 
el kilopascal (kPa). Por ejemplo, debido a que la densidad del agua es p = 1000 kg/m 3 , la 
presion en el fondo de una alberca de 2 m de profundidad es 


P = pgd = 1000 kg/m 3 X 9.8 m/s 2 X 2m 
= 19 600 Pa = 19.6 kPa 


Un importante principio de la presion del fluido es el hecho comprobado experimental- 
mente de que en cualquier punto en un liquido, la presion es la misrna en todas direccio- 
nes. (Un buzo siente la misma presion en la nariz y en ambos ofdos.) Asf, la presion en 
cualquier direction a una profundidad d en un fluido con masa especifica p esta dada por 

|T| P = pgd = Sd 


Esto ayuda a determinar la fuerza hidrostatica contra una placa o pared vertical en un 
fluido. Este no es un problema directo porque la presion no es constante, sino que crece a 
medida que aumenta la profundidad. 


50m 


30 m 


20 m 


FIGURA2 



b) 


□ 


EJEMPLO 1 


Una presa tiene la forma del trapecio mostrado en la figura 2. La altura 
es 20 m y el ancho es 50 m en la parte superior y 30 m en el fondo. Determine la fuerza 
sobre la presa debida a la presion hidrostatica si el nivel del agua es 4 m desde la parte 
superior de la presa. 


SO LUC I ON Se elige un eje x vertical con origen en la superficie del agua y dirigido 
hacia abajo como en la figura 3a). La profundidad del agua es 16m, asf que se divide 
el intervalo [0, 16] en subintervalos de igual longitud con puntos extremos x, y se 
elige x* E [x,-i, x,]. La f-esima banda horizontal de la presa se aproxima mediante 
un rectangulo con altura Ax y ancho to,, donde, de los triangulos semejantes de la 
figura 3b), 


y, por tanto. 


a _ _H1 
16 - x* ~ 20 


o bien 



xi 


2 


w, = 2(15 + a) = 2(l5 + 8 - \xf) = 46 - xf 


Si A, es el area de la i-esima banda, entonces 

A,- = Wj Ax = (46 — x*) Ax 

Si Ax es pequena, entonces la presion P, sobre la i-esima banda es casi constante y puede 
usarse la ecuacion 1 para escribir 


P, = lOOO^x* 

La fuerza hidrostatica F, que actua sobre la i-esima banda es el producto de la presion y el 
area: 


FIGURA 3 


F, = P, A , = 1000gx*(46 - x,*) Ax 
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Si sumamos estas fuerzas y tomamos el lfmite cuando n — > °o, obtenemos la fuerza hidros- 
tatica total sobre la presa: 


F = 


lfm 2 1 OOOgx* (46 — x*) Ax = I 1000gx(46 — x) dx 

;= l Jo 


ri6 , 

x 3 

(46x - jc 2 )Jjc = 9800 

23x 2 

Jo 

3 _ 


4.43 X 10 7 N 


EJEMPLO 2 


Determine la fuerza hidrostatica sobre un extremo de un tambor cilindrico 
con radio 3 pies si el tambor es sumergido 10 pies en agua. 



SOLUCION En este ejemplo es conveniente elegir los ejes como en la figura 4 de modo 
que el origen este colocado en el centra del tambor. Por tanto, la circunferencia tiene una 
ecuacion simple: x 2 + y 2 = 9. Como en el ejemplo 1, dividimos la region circular en 
bandas horizontales de igual ancho. De la ecuacion de una circunferencia se ve que la 
longitud de la /-esima banda es 2 s/9 — (y*) 2 y, P°r tanto, su area es 

A,- = 2V9 - (y?) 2 Ay 

La presion sobre esta banda es aproximadamente 


Sd, = 62.5(7 - y,*) 


y, por ende, la fuerza aproximada sobre la banda es 


8d,A, = 62.5(7 - yf)2V9 - (yf) 2 Ay 


La fuerza total se obtiene sumando las fuerzas sobre todas las bandas y tomando el Hmite: 
F = Km 1 62.5(7 - y,*)2V9 - (y,*) 2 Ay 

«^o° i=l 

= 125 f 3 3 (7 - y) V9 - y 2 dy 
= 125-7 f 3 V9 - y 2 dy - 125 | 3 y V9 - y 2 dy 


La segunda integral es 0 porque el integrando es una funcion impar (vease el teorema 
5.5.7). La primera integral puede evaluarse por medio de la sustitucion trigonometrica 
y = 3 sen 6, pero es mas simple observar que es el area de un disco semicircular con 
radio 3. Asf, 


F = 875 f 3 V9 - y 2 dy = 875 • ^7r(3) 2 



7875t7 

2 


123701b 


Momentos y centros de masa 

Nuestro principal objetivo aquf es hallar el punto P sobre el que una placa delgada de 
cualquier forma se mantiene horizontal como en la figura 5. El punto se llama centro 
de masa (o centro de gravedad) de la placa. 


FIGURA 5 
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h d I •+• d 2 



fulcro 

FIGURA 6 


Primero se considera la situation mas simple ilustrada en la figura 6, donde dos masas 
mi y ni 2 se fijan a una varilla de masa insignificante en lados opuestos de un fulcro (punto 
de apoyo) y a distancias di y d 2 de este. La varilla se estabilizara si 


2 


midi = m 2 d 2 


Este es un hecho experimental que descubrio Arqufmedes y se llama ley de la palanca. 
(Imagine una persona de poco peso que pone en equilibrio a una persona mas pesada en 
un balancfn, sentandose a una mayor distancia en relation con el centro.) 

Ahora suponga que la varilla esta a lo largo del eje x con /??, en Xi y m 2 en x 2 y el centro 
de masa en x. Si se comparan las figuras 6 y 7, se ve que di = x — X\ y d 2 = x 2 — x, 
entonces, la ecuacion 2 da 


3 


nii(x — Xi) = m 2 (x, 2 ~ x) 


ni\X + m 2 x = miXi + m 2 x 2 


m 1 X 1 + m 2 x 2 
x = 

777 1 + m 2 


Los numeros m, Xi y m 2 x 2 se llaman momentos de las masas m, y m 2 (respecto al origen), 
y la ecuacion 3 indica que el centro de masa x se obtiene al sumar los momentos de las 
masas y dividir entre la masa total m = m, + m 2 . 


FIGURA 7 


0 




x 


En general, si se tiene un sistema de n partfculas con masas m,, m 2 , .... m„ localizadas 
en los puntos x u x 2 , x„ sobre el eje x, puede demostrarse de manera similar que el cen- 
tro de masa del sistema se localiza en 


n 

miXi 2 rriiXi 
_ i= 1 

m 

mi 


donde m = 2 m f es la masa total del sistema, y la suma de los momentos individuales 

n 

M = 2 m i x i 

1=1 




se llama momento del sistema respecto al origen. La ecuacion 4 podrfa reescribirse 
como mx = M, que indica que si se considerara a la masa total como si estuviera concen- 
trada en el centro de masa x, entonces su momento serfa el mismo que el del sistema. 

Ahora consideremos un sistema de n partfculas con masas m u m 2 , m„ localizadas en 
los puntos (xi, Vi), (x 2 , >'2), . . . , (x„, y n ) en el piano xy como se muestra en la figura 8. Por 
analogfa con el caso unidimensional, se define el momento del sistema respecto al eje y 
como 


0 


n 

M v = 2 niiXi 
1=1 


FIGURA 8 


556 


CAPITULO 8 


APLICACIONES ADICIONALES DE LA INTEGRACION 


y el momento del sistema respecto al eje x como 

n 

|~ 6 ~| M x = 2 m,y, 

i=l 

Entonces M y mide la tendencia del sistema a girar respecto al eje y y M x mide la tendencia 
a girar respecto al eje x. 

Como en el caso unidimensional, las coordenadas ( x , y) del centro de masa estan dadas 
en terminos de los momentos por las formulas 

M y _ M x 

m ^ m 

donde m = 2 m, es la masa total. Puesto que nix = M y y my = M x , el centro de masa 
(x, y ) es el punto donde una sola particula de masa m tendria los mismos momentos que 
el sistema. 


a 


□ 


EJEMPLO 3 


Encuentre los momentos y el centro de masa del sistema de objetos que 


tienen masas 3, 4 y 8 en los puntos (—1, 1), (2, —1) y (3, 2), respectivamente. 


SOLUCION Se usan las ecuaciones 5 y 6 para calcular los momentos: 



FIGURA9 


M y = 3( — 1) + 4(2) + 8(3) = 29 
M x = 3(1) + 4(— 1) + 8(2) = 15 


Puesto que m = 3 + 4 + 8 = 15, usamos las ecuaciones 7 para obtener 

^_A/_29 M x 15 i 

m 15 ‘ m 15 


Asf, el centro de masa es (l{f, l). (Vease figura 9.) 




Ahora, consideremos una placa plana (llamada lamina) con densidad uniforme p que 
ocupa una region 2ft. del piano. Se desea localizar el centro de masa de la placa, llamado 
centroide de 2 It. Para esto utilizamos los siguientes principios fisicos: el principio de 
simetria senala que si 2ft es simetrica respecto a la recta /, entonces el centroide de 2 ft esta 
sobre /. (Si 2ft se refleja respecto a /, entonces 2 ft no cambia, y su centroide permanece fijo. 
Pero los unicos puntos fijos yacen sobre /.) Asf, el centroide de un rectangulo es su centro 
geometrico. Los momentos deben definirse de modo que si toda la masa de una region se 
concentra en el centro de masa, entonces sus momentos permanecen sin cambio. Asimis- 
mo, el momento de la union de dos regiones que no se traslapan debe ser la suma de los 
momentos de cada una de las regiones. 

Suponga que la region 2ft es del tipo mostrado en la figura 10a); es decir, 2ft se situa 
entre las rectas x = a y x = b, arriba del eje x y debajo de la grafica de/, donde /es una 
funcion continua. Dividimos el intervalo [a, /;] en n subintervalos con puntos extremos x (h 
Xi,..., x n e igual ancho Ax. Elegimos el rnisrno punto muestra x* como el punto medio x, 
del i-esimo subintervalo; es decir, x, = (x, , + x,)/2. Esto determina la aproximacion poli- 
gonal a 2ft mostrada en la figura 10b). El centroide del ;-esimo rectangulo de aproximacion 
Ri es su centro C,(x,, )/(x,)). Su area es /(x,) Ax, de modo que su masa es 

Pfixt ) Ax 


FIGURA 10 


El momento de x respecto al eje y es el producto de su masa y la distancia desde C, 
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al eje y, que es x,. Asf 


M y (Ri) = \pf{xi) Ax] Xi = pxif(xj) Ax 

Al sumar estos momentos, se obtiene el momento de la aproximacion poligonal a 2ft, y 
luego tomando el lfmite cuando n — > °° se obtiene el momento de 2ft mismo respecto al 
eje y: 



En un modo similar se calcula el momento de R, respecto al eje x como el producto de 
su masa y la distancia de C, al eje x: 

M x (Ri) = [pm) Ax] \f(x t ) = p • i[/(x,)] 2 Ax 

De nuevo se suman estos momentos y se toma el lfmite para obtener el momento de 2ft 
respecto al eje x: 



Al igual que para sistemas de partfculas, el centra de masa de la placa se define de modo 
que mx = M y y my = M x . Sin embargo, la masa de la placa es el producto de su densidad 
y su area: 


y, por tanto. 


m = pA —pi fix) dx 

Ja 

My p 1 */(*) dx J a xfix) dx 
P f h .fix) dx [ fix) dx 

Ja Ja 


Q. 

as 

\[fix)fdx f 

Ja 

\[fix)fdx 

m p 

\ b fix) dx 

Ja 

[fix) dx 

Ja 


Observe la cancelacion de las p. La ubicacion del centro de masa es independiente de la 
densidad. 

En resumen, el centro de masa de la placa (o el centroide de 2ft) se localiza en el punto 
(x, y), donde 



a 


EJEMPLO 4 


Encuentre el centro de masa de una placa semicircular de radio r. 


A fin de usar [8] se coloca el semicfrculo como en la figura 1 1 de modo que 
fix) = -Jr 2 — x 2 y a = —r, b = r. Aquf no es necesario usar la formula para calcular 
x porque, por el principio de simetrfa, el centro de masa debe estar sobre el eje y. 


FIGURA 11 
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por consiguiente, x = 0. El area del semicfrculo es A = rr 2 , asf que 


1 C r i 




dx 


= i — 2 • \ f (V r2 — x 2 ) 2 dx 

2 7 77 J-r 

= j f (r 2 — x 2 )dx = j 

irr Jo 77 r 

_2_2 r^__ 4r_ 

7rr 2 3 377 

El centra de masa se localiza en el punto (0, 4 rj (377)). 


EJEMPLO 5 


Encuentre el centroide de la region acotada por las curvas y = cos x, y — 0, 
x = 0 y x = 77/2. 

S0LUCI0N El area de la region es 



cos x dx = sen x 


I 7t/2 


asf, con las formulas de 8, se obtiene 


i = jSo' 2xf(x)dX = So 


. -/2 

= x cos x ax 


= x sen X l n — 


7 T 


W2 [*/ 2 

Jo — I seme ax 


y = — )' k[f(x)] 2 dx = k [ / cos 2 x dx 

A Jo “Jo 

= \ ' (1 + cos lx) dx = \ [x + \ sen 2r] 0 / 


FIGURA 12 


El centroide es (,77 — 1, ^77) y se muestra en la figura 12. 



Si la region 2 It se localiza entre dos curvas y = f(x) y y = g( x), donde /Tx) g(x), como 

se ilustra en la figura 13, entonces puede usarse la misma clase de argumento que condujo 
a las formulas 8 para demostrar que el centroide de < 3i es (i, y ), donde 


0 



FIGURA 13 


(Vease el ejercicio 47.) 
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FIGURA 14 


EJEMPLO 6 


y = x 1 . 


Encuentre el centroide de la region acotada por la recta y = x y la parabola 


SOLUCIOIM La region se bosqueja en la figura 14. Se toma/(.xj = x, g(x) = x 2 , a = 0 y 
b = 1 en las formulas 9. Primero observamos que el area de la region es 


Por tanto, 



x 2 )dx 


2 



J_ 

6 



g(x)] dx 



— x 2 ) dx 


= 6 



x 3 ) dx = 6 


x 

T 



2 


y = - : £ \{Ui.x)f - [^W] 2 } dx = x £ \{x 2 - X 4 ) dx 


= 3 




2_ 

I 


El centroide es Q, ^ j. 

Se concluye esta seccion mostrando una conexion sorprendente entre centroides y volu- 
menes de revolucion. 


Este teorema Neva el nombre del matematico 
griego Pappus de Alejandrfa, qulen vivid en el 
siglo iv despues de Cristo. 


Teorema de Pappus Sea 2ft la region plana que esta completamente en un lado de una 
recta I en el piano. Si se hace girar a 2ft en torno a /, entonces el volumen del solido 
resultante es el producto del area A de 2ft y la distancia d recorrida por el centroide 
de 2ft. 


DEMOSTRACION Se da la demostracion para el caso especial en que la region esta entre 
y = f{x) y y = g(x) como se ilustra en la figura 13, y la recta / es el eje y. Con el metodo 
de los cascarones cilindricos (vease la seccion 6.3), se tiene 

V = I" 2 t Tx\f{x) — g{x)\ dx 

Ja 

= 2tt [ x\f(x) — £/(x)] dx 

Ja 

— 2it(xA) 

= {2ttx)A = Ad 

donde d = 2ttx es la distancia recorrida por el centroide durante una rotacion en torno 
al eje y. 
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□ 


EJEMPLO 7 


Un toro se forma al hacer girar un cfrculo de radio r en torno a una 
recta en el piano del cfrculo que es una distancia R (> r ) desde el centro del cfrculo. 
Encuentre el volumen del toro. 


S0LUCI0N El cfrculo tiene area A = irr 2 . Por el principio de simetrfa, su centroide es 
su centro geometrico y, por tanto, la distancia recorrida por el centroide durante una 
rotation es d = 2 ttR. Asi, por el teorema de Pappus, el volumen del toro es 


V = Ad = ( 27t7?)(ttt 2 ) 


El metodo del ejemplo 7 debe 
section 6.2. 


compararse 


con el metodo del ejercicio 61 en la 


8.3 


Ejercicios 


1. Un acuario de 5 pies de largo, 2 pies de ancho y 3 pies de 
profundidad se llena de agua. Determine a) la presion hidrostatica 
en el fondo del acuario, b) la fuerza hidrostatica en el fondo y 
c) la fuerza hidrostatica en un extremo del acuario. 

2. Un estanque de 8m de largo, 4m de ancho y 2m de profundidad 
se llena con queroseno de densidad 820 kg/m 3 hasta una 
profundidad de 1.5 m. Encuentre a) la presion hidrostatica en 
el fondo del estanque, b) la fuerza hidrostatica en el fondo y 
c) la fuerza hidrostatica en un extremo del estanque. 

3-11 Una placa vertical se sumerge en agua (o parcialmente sumer- 
gida) y tiene la forma indicada. Explique como aproximar la fuerza 
hidrostatica contra un extremo de la placa mediante una suma de 
Riemann. Luego exprese la fuerza como una integral, y evaluela. 







12. Un camion cisterna con tanque en forma de cilindro horizontal 
con diametro de 6 pies transporta leche cuya densidad es 
64.6 lb/pie 3 . 

a) Encuentre la fuerza ejercida por la leche sobre uno de los 
extremos del tanque, cuando este esta lleno. 

b) i Y cuando esta a la mitad? 

13. Una pileta se llena con un lfquido de densidad 840 kg/m 3 . Los 
extremos de la pileta son triangulos equilateros con lados de 

8 m de largo y vertice en la parte de abajo. Determine la fuerza 
hidrostatica en un extremo de la pileta. 

14. Una presa vertical tiene una compuerta semicircular como 

se muestra en la figura. Encuentre la fuerza hidrostatica que se 
ejerce contra la compuerta. 


12m 



4 m 


/f/ Se requiere calculadora graficadora o computadora 


1. Tareas sugeridas disponibles en stewaitcalculus.com 
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15. Un cubo con lados de 20 cm de largo esta asentado sobre el 
fondo de un acuario en el que el agua tiene un metro de 
profundidad. Estime la fuerza hidrostatica sobre a) la parte 
superior del cubo y b) uno de los lados del cubo. 

16. Una presa esta inclinada en un angulo de 30° desde la vertical 
y tiene la forma de un trapecio isosceles de 100 pies de ancho 
en la parte superior y 50 pies de ancho en el fondo y con una 
altura inclinada de 70 pies. Encuentre la fuerza hidrostatica 
sobre la presa cuando esta llena de agua. 

17. Una alberca mide 20 pies de ancho y 40 pies de largo, y su 
fondo es un piano inclinado. El extremo poco profundo tiene 
una profundidad de 3 pies y el extremo profundo, 9 pies. Si la 
alberca se llena de agua, estime la fuerza hidrostatica sobre 

a) el extremo poco profundo, b) el extremo profundo, c) uno 
de los lados y d) el fondo de la alberca. 

18. Suponga que una placa se sumerge verticalmente en un 
fluido con densidad p y el ancho de la placa es w(x), a 

una profundidad de x metros debajo de la superficie del fluido. 
Si la parte superior de la placa esta a una profundidad a y 
el fondo esta a una profundidad b, demuestre que la fuerza 
hidrostatica en un lado de la placa es 


F = 


pgxw(x) dx 


19. Una placa metalica se sumerge verticalmente en el mar, cuya 
agua esta a una densidad de 64 lb/pie 3 . En la tabla se muestran 
las medidas de su ancho, tomadas a las profundidades indicadas. 
Use la regia de Simpson para estimar la fuerza del agua contra 
la placa. 


23-24 Las masas m, se localizan en los puntos P,. Encuentre los 
momentos M x y M, y el centra de masa del sistema. 

23. mi = 4, m 2 = 2, m 3 = 4; 

Pi (2, -3), P 2 (- 3, 1), P 3 (3, 5) 

24. mi = 5, m 2 = 4, m 3 = 3, m 4 = 6; 

Pi(-4,2), P 2 (0,5), P 3 ( 3,2), P 4 (l, -2) 


25-28 Bosqueje la region acotada por las curvas y estime en forma 
visual la ubicacion del centroide. Despues encuentre las coordenadas 
exactas del centroide. 

25. y = 2x, y = 0, x = 1 

26. y = *Jx , y = 0, x = 4 

27. y = e x , y = 0, x = 0, x = 1 

28. y = sen x, y = 0, 0 =£ x «£ tt 


29-33 Encuentre el centroide de la region acotada por las curvas 
dadas. 


29. y = x 2 , 

7 

x = y 

30. y = 2 

II 

31. y = senx, y = cos x, x = 

32. y = x\ 

x + y = 2, y = 0 

33. x + y = 

II 

* 

of 


Profundidad (m) 

7.0 

7.4 

7.8 

8.2 

8.6 

9.0 

9.4 

Ancho de la placa (m) 

1.2 

1.8 

2.9 

3.8 

3.6 

4.2 

4.4 


20. a) Use la formula del ejercicio 18 para demostrar que 
F = (pgx)A 

donde x es la coordenada x del centroide de la placa y A es 
su area. Esta ecuacion muestra que la fuerza hidrostatica 
contra una region plana vertical es la misma que si la region 
estuviera horizontal a la profundidad del centroide de la 
region. 

b) Use el resultado del inciso a) para dar otra solution al 
ejercicio 10. 

21-22 Masas puntuales m, se localizan sobre el eje x como se 
ilustra. Determine el momenta M del sistema respecto al origen y 
el centra de masa x. 

21- m, = 6 m 2 = 9 

—I 1 1 1 1 1 1 1 ! » 

0 10 30 x 

22. nij = 12 m 2 = 15 m 3 = 20 

—i — ♦ — i — i — i — i — ♦ — i — i — i — i — i — ♦ — i — *■ 

-302 8 x 


34-35 Calcule los momentos M x y M y y el centra de masa de una 
lamina con la densidad y forma dadas. 

34. p = 3 35. p = 10 


y ■ 


y> 

l 



0 

l * 


0 

-l 




36. Utilice la regia de Simpson para estimar el centroide de la 
region que se muestra. 
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37. Encuentre el centroide de la region acotada por las curvas 
y = x 3 — xyy = x 1 — 1. Bosqueje la region y grafique el 
centroide para ver si su respuesta es razonable. 

FH 38. Use una grafica para hallar coordenadas .v aproximadas de 

los puntos de interseccion de las curvas y = e x y y = 2 — x 1 . 
Despues determine (de manera aproximada) el centroide de la 
region acotada por estas curvas. 

39. Demuestre que el centroide de cualquier triangulo se localiza 
en la interseccion de las medianas. [ Sugerencias : coloque 
los ejes de modo que los vertices sean (a, 0), (0, b) y ( c , 0). 
Recuerde que una mediana es un segmento de recta desde 
un vertice al punto medio del lado opuesto. Recuerde que las 
medianas se intersecan en un punto a dos tercios del tramo de 
cada vertice (a lo largo de la mediana) al lado opuesto.] 

40-4' Encuentre el centroide de la region mostrada, no por integration, 
sino mediante la localization de los centroides de los rectangulos 
y triangulos (del ejercicio 39) y por medio de la suma de los 
momentos. 


y 

41. y 


2 _ 

2 - 

■ A 

1 

■ \ / V 

/ \ 

1 o 

12 * -2 -1 0 

1 I 2 *x 


-1 



42. Un rectangulo R con lados a y b se divide en dos partes Ri y 
R 2 mediante un arco de la parabola que tiene sus vertices en las 


esquinas de R y que pasa a traves de la esquina opuesta. Halle 
el centroide en ambos Rt y Rz. 



43. Si x es la coordenada x del centroide de la region que se 
encuentra bajo la grafica de una funcion continua/, donde 
a =£ x =£ b, demuestre que 

[ ( cx + d)f(x) dx = ( cx + d) [ f(x ) dx 

Ja Ja 

44-46 Use el teorema de Pappus para hallar el volumen del solido. 

44. Una esfera de radio r. (Use el ejemplo 4.) 

45. Un cono con altura h y radio de base r. 

46. El solido obtenido al hacer girar el triangulo con vertices (2, 3), 
(2, 5) y (5, 4) en tomo al eje x. 


47. Demuestre las formulas 9. 

48. Sea la region 91 localizada entre las curvas y = x m y y = x", 
0 =£ x =£ 1 , donde m y n son enteros con 0 =£ n =£ m. 

a) Bosqueje la region 91. 

b) Encuentre las coordenadas del centroide de 91. 

c) Trate de hallar los valores de m y n tales que el centroide 
est tfuera de 91. 


PR0YECT0 PARA 

UN DESCUBRIM TAZAS DE CAFE COMPLEMENTARIAS 


Suponga que de dos tazas de cafe tiene que elegir del tipo que se muestra, una que se curva hacia 
fuera y una hacia dentro, y observe que tienen la misma altura y sus formas se ajustan entre si. 

Le sorprenderfa saber que una taza contenga mas cafe. Naturalmente podrfa llenar una taza con 
agua y verter el contenido en la otra, pero como estudiante de calculo, decide un planteamiento 
mas matematico. Despreciando el asa de cada una, observe que ambas tazas son superficies de 
revolution, de esta manera puede pensar el cafe como un volumen de revolution. 



Taza B 


yf x = k 



Taza A 
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1. Suponga que las tazas tienen altura li, la tazaA se forma por la rotation de la curva x = f{y) 
en torno del eje y, y la taza B se forma por la rotation de la misma curva en torno de la recta 
x = k. Halle el valor de k tal que las dos tazas contengan la misma cantidad de cafe. 

2. ^Que le indica el resultado del problema 1 respecto a las areas Ai y A 2 que se muestran en la 
figura? 

3. Utilice el teorema de Pappus para explicar su resultado en los problemas 1 y 2. 

4. Basandose en sus medidas y observaciones, sugiera un valor para h y una ecuacion para 
x = f(y) y calcule la cantidad de cafe que contiene cada una de las tazas. 


8.4 


Aplicaciones a la economia y a la biologia 


En esta section se consideran algunas aplicaciones de la integration a la economia (supe- 
ravit del consumidor) y la biologia (flujo sanguineo, ritmo cardiaco). Otras se describen en 
los ejercicios. 


Superavit de consumo 

Recuerde de la section 4.8 que la funcion de demanda p(x) es el precio que una compania 
tiene que cargar a fin de vender a unidades de un articulo. Por lo comun, vender cantidades 
mas grandes requiere bajar los precios, de modo que la funcion de demanda sea una fun- 
cion decreciente. La grafica de una funcion de demanda representativa, llamada curva de 
demanda, se muestra en la figura 1 . Si X es la cantidad del articulo que actualmente esta 
disponible, entonces P = p(X) es el precio actual de venta. 


FIGURA 1 

Una curva representativa 
de la demanda 


p=p(x) 


(X,P) 



Dividimos el intervalo [0, X] en n subintervalos, cada uno de longitud Ax = X/n, y sea 
x* = x, el punto extremo derecho del i-esimo subintervalo, como en la figura 2. Si, des- 
pues de que se vendieron las primeras x,-i unidades, hubiera estado disponible un total de 
x, unidades y el precio por unidad se hubiera establecido en p(x,) dolares, entonces podrian 
haber vendido Ax unidades adicionales (pero no mas). Los consumidores que habrian paga- 
do p(x) dolares le dieron un valor alto al producto; habrian pagado lo que valia para ellos. 
Asi, al pagar solo P dolares han ahorrado una cantidad de 

(ahorros por unidad)(numero de unidades) = \ p(x, ) — l’\ Ax 

Al considerar grupos similares de consumidores dispuestos para cada uno de los subinter- 
valos y sumar los ahorros, se obtiene el total de ahorros: 

n 

S [p(xi) - P] Ax 
1=1 


(Esta suma corresponde al area encerrada por los rectangulos de la figura 2.) Si n — > 
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esta suma de Riemann se aproxima a la integral 

OH J* W*) ~ P] dx 

que los economistas llaman superavit de consumo para el artfculo. 

El superavit de consumo representa la cantidad de dinero que ahorran los consumidores 
al comprar el artfculo a precio P, correspondiente a una cantidad demandada de X. En la 
figura 3 se muestra la interpretacion del superavit de consumo como el area bajo la curva 
de demanda y por encima de la recta p = P. 


E3 


EJEMPLO 1 


La demanda para un producto, en dolares, es 


p = 1200 - 0.2x - O.OOOIjc 2 


Determine el superavit de consumo cuando el nivel de ventas es 500. 

SO LUC I ON Puesto que la cantidad de productos vendida es X = 500, el precio 
correspondiente es 


p = 1200 - (0.2X500) - (0.000 1)(500) 2 = 1075 
Por tanto, de la definition 1 , el superavit de consumo es 

\p( x) - P] dx = (1200 - 0.2x - O.OOOIjc 2 - 1075) dx 

Jo Jo 

r 500 , 0x 

= (125 — 0.2x — 0.0001x 2 )Xx 

Jo 


= 125jc - O.lx 2 - (0.0001) — 


= (125)(500) - (0.1)(500) 2 - 
= $33 333.33 


, (0.0001)(500) 3 



Flujo sancjumeo 

En el ejemplo 7 de la seccion 3.3, se analizo la ley de flujo laminar: 

v(r) = -JJ— (R 2 - r 2 ) 

417/ 

que da la velocidad v de la sangre que fiuye a lo largo de un vaso sangufneo con radio R y 
longitud / a una distancia r del eje central, donde P es la diferencia de presion entre los 
extremos del vaso y 17 es la viscosidad de la sangre. Ahora, a fin de calcular la razon del 
flujo sangufneo (volumen por unidad de tiempo), se consideran radios mas pequenos igual- 
mente espaciados r u r 2 , . . . El area aproximada del anillo (o arandela) con radio interno /'■ , 
y radio externo r, es 


27 rr, A r donde Ar = r,- — r, 1 

(Vease la figura 4.) Si Ar es pequeno, entonces la velocidad es casi constante en este anillo, 
y puede aproximarse mediante v(n). Asf, el volumen de sangre por unidad de tiempo que 
fluye por el anillo es 


FIGURA 4 


(27 rr, Ar) «(r,) = 27 rr, u(r,) Ar 




SECCION 8.4 APLICACIONES A LA ECONOMIA Y A LA BIOLOGIA 565 


y el volumen total de sangre que fluye por una seccion transversal por unidad de tiempo es 


n 

2 2-777-, v(ri) A r 

i - 1 



Esta aproximacion se ilustra en la figura 5. Observe que la velocidad (y, por tanto, el 
volumen por unidad de tiempo) se incrementa hacia el centra del vaso sangufneo. La 
aproximacion es mejor cuando se incrementa n. Cuando se toma el li'mite se obtiene el 
valor exacto del flujo (o descarga ), que es el volumen de sangre que pasa una seccion 
transversal por unidad de tiempo: 

" C R 

F = lfm 2 277?-/ «(/,-) A r = 2Trrv{r) dr 

i=i 


= | 2-777- ( R 1 — r 2 )dr 

Jo 477/ V ’ 


-ttP 
2 V 



r 3 )dr 




r=R 
r= 0 


ttP R*_ 

~2 ' [T 


R*_ _ 7 tPR 4 

Tj _ 8 J)l 


La ecuacion resultante 


2 


7 tPR 4 
877/ 


se llama ley de Poiseuille y muestra que el flujo es proporcional a la cuarta potencia del 
radio del vaso sangumeo. 


Rendimiento cardiaco 



vena 


arterias 
pulmonares 


aorta 

arterias 
pulmonares 
venas 

pulmonares 


venas 

pulmonares 


derecha 


izquierda 


En la figura 6 se muestra el sistema cardiovascular humano. La sangre retorna del cuerpo 
por las venas, entra a la auricula derecha del corazon y es bombeada para oxigenacion a 
los pulmones por las arterias pulmonares. Despues regresa a la auricula izquierda por las 
venas pulmonares y sale hacia el resto del cuerpo por la aorta. El rendimiento cardiaco 
del corazon es el volumen de sangre que bombea este por unidad de tiempo, es decir, la 
razon del flujo sangumeo hacia la aorta. 

El metodo de dilution de colorante se emplea para medir el rendimiento cardiaco. Se 
inyecta colorante hacia la auricula derecha y fluye por el corazon hacia la aorta. Una 
sonda insertada en la aorta mide la concentracion del colorante que sale del corazon 
a tiempos igualmente espaciados en un intervalo [0, 7] hasta que se ha eliminado el colo- 
rante. Sea c(t ) la concentracion del colorante en el tiempo t. Si se divide [0, 7] en subin- 
tervalos de igual extension At, entonces la cantidad de colorante que fluye mas alia del 
punto de medicion durante el subintervalo de t = U~i a t = r, es aproximadamente 


FIGURA 6 


(concentracion)(volumen) = c(t,)(F At) 


donde F es la razon del flujo que se trata de determinar. Asf, el monto total de colorante es 
aproximadamente 


2 c{u)F At = F 2 c(ti) At 

;-i i=t 

y, haciendo que 77 — > se encuentra que la cantidad de colorante es 


A = F [ c(t ) dt 
Jo 
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Asf, el rendimiento cardiaco esta dado por 


a 


F = 


A 



dt 


donde se conoce la cantidad de colorante A y la integral puede aproximarse a partir de las 
lecturas de concentracion. 


t 

c(t) 

t 

c(f) 

0 

0 

6 

6.1 

1 

0.4 

7 

4.0 

2 

2.8 

8 

2.3 

3 

6.5 

9 

1.1 

4 

9.8 

10 

0 

5 

8.9 




m 


EJEMPLO 2 


Un bolo de colorante de 5 mg se inyecta hacia la auricula derecha. La 
concentracion del colorante (en miligramos por litro) se mide en la aorta a intervalos de 
un segundo, como se muestra en la tabla. Estime el rendimiento cardiaco. 


SOLUCION Aquf A = 5, At = 1 y T = 10. Use la regia de Simpson para aproximar la 
integral de la concentracion: 


J o 10 c(t) dt = i[0 + 4(0.4) + 2(2.8) + 4(6.5) + 2(9.8) + 4(8.9) 
+ 2(6.1) + 4(4.0) + 2(2.3) + 4(1.1) + 0] 


« 41.87 


Asf, la formula 3 da el rendimiento cardiaco 


F = 



5 

41.87 


0.12L/s = 7.2L/min 


8.4 


Ejercicios 


1. La funcion de costo marginal C'(x) se definio como la derivada 
de la funcion costo. (Veanse las secciones 3.7 y 4.7.) Si el 
costo marginal de fabricar x galones de jugo de naranja es 
C'(x) = 0.82 — 0.00003x + 0.000000003-r 2 (medido en dolares 
por galon). El costo de arranque fijo es C(0) = $18000. Use 

el teorema del cambio neto para hallar el costo de producir los 
primeros 4000 galones de jugo. 

2. Una companfa estima que el ingreso marginal (en dolares 
por unidad) por la venta de x unidades de un producto es 
48 — 0.0012X Suponiendo que la estimation es exacta, 
encuentre el aumento en los ingresos si aumentan las ventas 
de 5000 unidades a 10000 unidades. 

3. Una comparua minera estima que el costo marginal por extraer 
x toneladas de cobre de una mina es 0.6 + 0.008.r, medida 

en miles de dolares por tonelada. Los costos iniciales son 
$100000. (.Cual es el costo de extraer las primeras 50 toneladas 
de cobre? cual el de extraer las siguientes 50 toneladas? 

4. La funcion de demanda para cierto artfculo es p = 20 — 0.05x. 
Determine el superavit de consumo cuando el nivel de ventas 
es 300. Ilustre dibujando la curva de demanda e identificando al 
superavit de consumo como un area. 

5. Una curva de demanda esta dada por p = 450/(jc + 8). Determine 
el superavit de consumo cuando el precio de venta es $10. 


6. La funcion de suministro ps(x) para un artfculo da la relation 
entre el precio de venta y el numero de unidades que los 
fabricantes produciran a ese precio. Para un precio mas alto, 
los fabricantes produciran mas unidades, asf que p s es una funcion 
creciente de x. Sea X la cantidad del artfculo que se produce 
actualmente, y sea P = p s (X) el precio actual. Algunos 
productores estarfan dispuestos a fabricar y vender el artfculo 
por un precio de venta menor y, por tanto, recibir mas que 

su precio mfnimo. Este exceso se llama superavit de 
produccion. Un argumento similar a ese para el superavit 
de consumo, muestra que el excedente esta dado por la integral 

| ' X [P - p s (x )] dx 

Calcule el superavit de produccion para la funcion de 
suministro p s {x) = 3 + O.OLt 2 al nivel de ventas X = 10. Ilustre 
dibujando la curva de suministro e identificando el excedente 
del productor como un area. 

7. Si una curva de suministro se modela mediante la ecuacion 
p = 200 + 0.2x 3/2 , determine el superavit de produccion 
cuando el precio de venta es $400. 

8 . Para un determinado artfculo y competencia pura, el numero 
de unidades producidas y el precio por unidad se determinan 
como las coordenadas del punto de intersection de las curvas 
de suministro y demanda. 


Se requiere calculadora graficadora o computadora 


1. Tareas sugeridas disponibles en stewartcalculus.com 
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Dada la curva de demanda p = 50 — y la curva de 
suministro p = 20 + jgX, determine el superavit de consumo 
y el superavit del productor. Ilustre dibujando las curvas 
de suministro y de demanda e identifique los superavits como 
areas. 

9. Una companfa modelo la curva de demanda para su producto 
(en dolares) mediante 

_ 800000e^ /50 °° 

P ~ x + 20000 


15. Use la ley de Poiseuille para calcular la razon del flujo sangufneo 
en una pequena arteria humana donde puede tomarse 

rj = 0.027, R = 0.008 cm, / = 2 cm y P = 4 000 dinas/cm 2 . 

16. La presion sangulnea alta resulta de la obstruction de las 
arterias. Para mantener un flujo normal, el corazon tiene que 
bombear mas fuerte, de modo que se incrementa la presion 
arterial. Use la ley de Poiseuille para demostrar que si Ro y Pa 
son valores normales del radio y la presion en una arteria, y 
los valores obstruidos son R y P, respectivamente, entonces 
para que el flujo permanezca constante, P y R se relacionan 
mediante la ecuacion 


Use una grafica para estimar el nivel de ventas cuando el precio 
de venta es $16. Despues determine (en forma aproximada) el 
superavit de consumo para este nivel de ventas. 

10. Un cine ha estado cobrando $10.00 por persona y vendiendo 
alrededor de 500 boletos en las noches de sabado y domingo. 
Despues de encuestar a sus clientes, los propietarios del cine 
estiman que por cada 50 centavos que bajen el precio, la cantidad 
de asistentes se incrementara en 50 por noche. Encuentre la 
funcion de demanda y calcule el superavit de consumo cuando 
los boletos se venden a $8.00. 

11. Si la cantidad de capital que una companfa tiene en el tiempo t 
es/(f), entonces la derivada,/'(f), se llama el flujo de inversion 
neto. Suponga que el flujo de inversion neto es \[t millones 
de dolares por ano (donde t se mide en anos). Determine el 
incremento de capital (la formation de capital) del cuarto ano 
al octavo. 

12. El flujo de ingreso de una companfa es a razon de 

f(t) = 9000V1 + 2 f, donde t se mide en anos y /(f) se mide 
en dolares por ano, halle el ingreso total obtenido en los primeros 
cuatro anos. 

13. La ley de Pareto de la utilidad establece que el numero de 
personas con ingresos entre x = a y x = b es N = f* Ax~ k dx, 
donde Ay k son constantes con A > 0 y k > 1.E1 ingreso 
promedio de estas personas es 

x = — I ’’ Ax'~ k dx 
N Ja 

Calcule x. 

14. Un verano humedo y calido causa una explosion en la 
poblacion de mosquitos en un area lacustre de descanso. El 
numero de mosquitos se incrementa a una rapidez estimada 
de 2200 + 10e 08 ' por semana (donde t se mide en semanas). 
<<En cuanto se incrementa la poblacion de mosquitos entre las 
semanas quinta y novena del verano? 



Deduzca que si el radio de una arteria se reduce a tres cuartos 
de su valor anterior, entonces la presion es mas que el triple. 

17. El metodo de dilution de colorante se emplea para medir 
el rendimiento cardiaco con 6 mg de colorante. Las 
concentraciones de colorante, en mg/L, se modelan mediante 
c(t) = 20 ?e~ 06 ', 0 =£ t =£ 10, donde t se mide en segundos. 
Determine el rendimiento cardiaco. 

18. Despues de una inyeccion de colorante de 5.5 mg, las lecturas 
de concentration de colorante, en mg/L, a intervalos de dos 
segundos son como se muestra en la tabla. Use la regia de 
Simpson para estimar el rendimiento cardiaco. 


t 

c(t) 

t 

c{t) 

0 

0.0 

10 

4.3 

2 

4.1 

12 

2.5 

4 

8.9 

14 

1.2 

6 

8.5 

16 

0.2 

8 

6.7 




19. Se muestra la grafica de la funcion concentration c(t) despues 
de inyectar 7 mg de tintura dentro de un corazon. Aplique la 
regia de Simpson para estimar el rendimiento cardiaco. 
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8.5 


Probabilidad 


El calculo desempena un papel en el analisis del comportamiento aleatorio. Suponga que 
se considera el nivel de colesterol de una persona elegida al azar de un cierto grupo de 
edad, o la estatura de una mujer adulta elegida al azar o la duracion de una baterfa 
de cierto tipo elegida en forma aleatoria. Tales cantidades se llaman variables aleatorias 
continuas porque sus valores varfan en realidad en un rango de numeros reales, aunque 
podrfan medirse o registrarse solo hasta el entero mas proximo. Quiza se desee conocer la 
probabilidad de que el nivel de colesterol sea mayor que 250, o la probabilidad de que 
la estatura de una mujer adulta este entre 60 y 70 pulgadas o la probabilidad de que la 
duracion de la baterfa que se esta comprando sea de entre 100 y 200 horas. Si X represen- 
ta la duracion de ese tipo de baterfa, su probabilidad se denota como sigue: 

P(100 200) 

De acuerdo con la interpretacion de frecuencia de probabilidad, este nil mem es la propor- 
tion a largo plazo de todas las baterfas del tipo especificado cuyos tiempos de vida estan 
entre 100 y 200 horas. Puesto que esto representa una proporcion, la probabilidad cae 
naturalmente entre 0 y 1 . 

Toda variable aleatoria continua X tiene una funcion de densidad de probabilidad 
/. Esto significa que la probabilidad de que X este entre ay b se encuentra integrando / 
de a a b. 


m 


P(a =£ X *£ b) = J f(x) dx 


Por ejemplo, en la figura 1 se muestra la grafica de un modelo de la funcion de densidad 
de probabilidad / para una variable aleatoria X definida como la estatura en pulgadas de 
una mujer adulta en Estados Unidos (de acuerdo con los datos de la National Health Sur- 
vey, Encuesta Nacional de Salud). La probabilidad de que la estatura de una mujer elegida 
al azar de esta poblacion este entre 60 y 70 pulgadas es igual al area bajo la grafica de /de 
60 a 70. 


FIGURA 1 

Funcion de densidad de probabilidad 
para la estatura de una mujer adulta 



En general, la funcion de densidad de probabilidad / de una variable aleatoria X satis- 
face la condition f(x) 3= 0 para toda x. Debido a que las probabilidades se miden en una 
escala de 0 a 1, se tiene que 


a 



i 


EJEMPLO 1 


Sea f(x) = 0.006a'(1 0 — x) para 0 =£ x =£ 10 y f(x) = 0 para todos los otros 


valores de x. 

a) Verifique que/es una funcion de densidad de probabilidad. 

b) Determine P(4 sS X sS 8). 
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SOLUCION 

a) Para 0 =S x s£ 10 se tiene 0.006x(10 — x) S* 0, por tanto, /(x) 3= 0 para toda x. 
Necesitamos verificar tambien que se satisface la ecuacion 2: 

I f(x ) dx — [ 0.006x(10 — x) dx — 0.006 I (lOx — x 2 ) dx 
J- co JO Jo 

= 0.006[5x 2 - ix 3 ]o° = 0.006(500 - "f ) = > 


Por ende,/es una funcion de densidad de probabilidad. 
b) La probabilidad de que X este entre 4 y 8 es 

P ( 4 ^ X ^ 8) = [ 8 /W dx = 0.006 J 8 (lOx - x 2 ) dx 


= 0.006[5x 2 - 


0.544 


m 


EJEMPL0 2 


Fenomenos como los tiempos de espera y los tiempos de falla de 
equipo se modelan por lo cornun mediante funciones de densidad de probabilidad que 
decrecen en forma exponencial. Determine la forma exacta de tal funcion. 


SOLUCION Considere a la variable aleatoria como el tiempo de espera en una llamada 
antes de que conteste un agente de una companfa a la que usted esta llamando. Asf que, 
en lugar de x, utilizaremos f para representar en minutos el tiempo. Si/es la funcion de 
densidad de probabilidad y usted llama en el tiempo t = 0, entonces, de la definicion 1, 
dt representa la probabilidad de que un agente conteste dentro de los primeros dos 
minutos, y J’ 3 /(f) dt es la probabilidad de que la llamada sea contestada durante el minuto 
cinco. 

Es claro que /(f) = 0 para f < 0 (el agente no puede contestar antes de que usted llame). 
Para f > 0 se nos indica que hay que usar una funcion que decrece en forma exponencial, 
es decir, una funcion de la forma /(f) = Ae donde Aye son constantes positivas. Asf, 




0 si f < 0 

Ae~ c ' si f Ss 0 


Usamos la condicion 2 para determinar el valor de A: 


o 


m= 


0 si t < 0 
ce~ cl si 1 3=0 


1 = 


= f fif) dt = [° /(f) dt + ( /(f) dt 

J —00 J- OO Jo 


= Ae~ c, dt = lfm Ae^'dt 


£ 


f 


e 

c 


= lim — (1 — e cx ) 

x^co c 


= lim 

X— 

_ A_ 
c 


Por tanto, A/c = 1 y asf A = c. En estos terminos, toda funcion de densidad exponencial 
tiene la forma 


= i 


0 si f < 0 

^ce~ cf si f 3= 0 

FIGURA2 

Una funcion de densidad exponencial En la figura 2 se ilustra una grafica representativa. 
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FIGURA 3 


Tradicionalmente, denotamos la media por la 
letra griega /x {mu). 


y 



0 M t 


FIGURA 4 

2ft se equilibra en un punto sobre 
la recta x = p 


Valores promedio 

Supongamos que esta usted en espera de que una companfa conteste su llamada telefonica 
y se pregunta cuanto tiempo, en promedio, esta dispuesto a esperar. Sea /(f) la funcion de 
densidad correspondiente, donde t se mide en minutos, y considere una muestra de N per- 
sonas que han llamado a esta companfa. Es muy probable que ninguno de ellos tuviera que 
esperar mas de una hora, asf que se restringe la atencion al intervalo 0 t =£ 60. Divida- 
mos ese intervalo en n intervalos de longitud A f y puntos extremos 0, t u t 2 , . . t 60 . (Supon- 
ga que At dura un minuto, o medio minuto, o 10 segundos o incluso un segundo.) La 
probabilidad de que la llamada de alguien sea contestada durante el periodo de tiempo de 
ti - 1 a f, es el area bajo la curva y = /(f) de f, i a f, que es aproximadamente igual a f( t, ) At. 
(Esta es el area del rectangulo de aproximacion en la figura 3, donde f, es el punto medio 
del intervalo.) 

Puesto que la proporcion a largo plazo de llamadas que son contestadas en el periodo 
de U -i a ti es /(?,-) At, se espera que, de la muestra de N personas que Hainan, la cantidad 
cuya llamada fue contestada en ese periodo es aproximadamente tV/(f,-) At y el tiempo que 
cada uno espero es de alrededor de t,. Por tanto, el tiempo total que esperaron es el pro- 
ducto de estos numeros: aproximadamente f,[tV/(t,) At]. Al sumar todos estos intervalos se 
obtiene el total aproximado de los tiempos de espera de todos: 

n 

2 Ntif{ti) At 

i=i 

Si ahora se divide entre el numero N de personas que llamaron, se obtiene el tiempo de 
espera promedio aproximado: 


S tif{ti) At 

;=i 

Esto lo reconocemos como una suma de Riemann para la funcion t/(t). Conforme se 
acorta el intervalo (es decir, At — » 0 y n — » °°), esta suma de Riemann se aproxima a la 
integral 


(•6 0 

lo tf(t)dt 

Esta integral se llama la media del tiempo de espera. 

En general, la media de cualquier funcion de densidad de probabilidad se define como 


P = 


(•oo 

j_xf(x) 


dx 


La media puede interpretarse como el valor promedio a largo plazo de la variable aleatoria 
X. Puede interpretarse tambien como una medida de la posicion central de la funcion de 
densidad de probabilidad. 

La expresion para la media se asemeja a una integral que se ha visto antes. Si 9k es la 
region que yace bajo la grafica de/, se sabe de la formula 8.3.8 que la coordenada x del 
centroide de 2ft es 


x = 


j" x f(x) dx 

J ^ fix) dx 





debido a la ecuacion 2. De modo que una placa delgada en la forma de 2ft se equilibra en 
un punto sobre la recta vertical x = p. (Vease la figura 4.) 
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EJEMPLO 3 


Encuentre la media de la distribucion exponencial del ejemplo 2: 


fit) 


0 si t < 0 

ce~ cl si t 3* 0 


SO LUC I ON De acuerdo con la definicion de media, se tiene 


[i = J tf(t) dt = j" tee c 'dt 


Para evaluar esta integral usamos la integration por partes, con u = t y dv = ce dt: 
j t ce c, dt = Km j tce~ c, dt = Km ( — te~ c '] 0 + j e~ a dt 


El limite del primer termino es 0 por la regia de 
I'Hospital. 

La media es /r = 1/c, asf que podemos reescribir la funcion de densidad de probabilidad 
como 



fit) 


f 0 si t < 0 

\n 'e sir^O 


Suponga que el tiempo de espera promedio para que la llamada de un 
cliente sea contestada por un representante de la compafua es cinco minutos. 

a) Encuentre la probabilidad de que una llamada sea contestada durante el primer minuto. 

b) Determine la probabilidad de que un cliente espere mas de cinco minutos a que sea 
contestada su llamada. 


SOLUCION 

a) Se tiene como dato que la media de la distribucion exponencial es p, = 5 min y, 
por tanto, del resultado del ejemplo 3, se sabe que la funcion de densidad de 
probabilidad es 


f 0 si t < 0 

[0.2e-' /5 si t 3= 0 


Por esto, la probabilidad de que una llamada sea contestada durante el primer minuto es 
P(0 =£ T 1) = |’/(0 dt 


= £ 0.2 e- ,/5 dt = 0.2(— 5)<r' /5 ]o 
= 1 - e - lf 5 = 0.1813 


Por consiguiente, cerca de 18% de las llamadas de los clientes seran contestadas durante 
el primer minuto. 

a) La probabilidad de que un cliente espere mas de cinco minutos, es 

P(T > 5) = £/(f) dt = j” 0.2 e - ,/5 dt 

= Km j’ l 0.2e 1/5 <* = Km (e~ l - e^ /5 ) 

= — « 0.368 
e 

Cerca de 37% de los clientes espera mas de cinco minutos antes de que su llamada sea 
contestada. 
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APLICACIONES ADICIONALES DE LA INTEGRACION 


La desviacion estandar se denota con la letra 
griega a [sigma] minuscula. 


FIGURA 5 

Distribuciones normales 



FIGURA 6 

Distribution de puntuaciones de Cl 


Observe el resultado del ejemplo 4b): aim cuando el tiempo promedio de espera es 5 
minutos, solo 37% de las personas que llaman esperan mas de 5 minutos. La razon es que 
algunas de las personas que llaman tienen que esperar mucho mas tiempo (quiza 10 o 15 
minutos), y esto hace subir el promedio. 

Otra medida central de una funcion de densidad de probabilidad es la mediana. Esta es 
un numero m tal que la mitad de las personas que llaman tienen un tiempo de espera menor 
que m y la otra mitad tiene un tiempo de espera mas largo que m. En general, la mediana 
de una funcion de densidad de probabilidad es el numero m tal que 

f fix) dx = 2 

Jm 

Esto significa que la mitad del area bajo la grafica de/se localiza a la derecha de m. En el 
ejercicio 9 se le pidio demostrar que el tiempo de espera promedio para la compafua des- 
crita en el ejemplo 4 es aproximadamente 3.5 minutos. 

Distribuciones normales 

Muchos fenomenos aleatorios importantes — como las puntuaciones en pruebas de aptitud, 
estaturas y pesos de individuos de una poblacion homogenea, precipitation pluvial anual 
en un determinado lugar — se modelan mediante una distribution normal. Esto significa 
que la funcion de densidad de probabilidad de una variable aleatoria X es un miembro de 
la familia de funciones 


0 

O-y/7 T 

Puede verificarse que la media para esta funcion es fi. La constante positiva cr se llama 
desviacion estandar, que mide que tan dispersos estan los valores de X. De las graficas en 
forma de campana de miembros de la familia de la figura 5, se ve que para valores peque- 
nos de cr los valores de X estan agrupados respecto a la media, mientras que para valores 
mas grandes de cr los valores de X estan mas dispersos. Los estadfsticos se sirven de metodos 
que les permiten usar conjuntos de datos para estimar /r y cr. 



El factor l/( cr^/T/rr) es necesario para hacer de /una funcion de densidad de proba- 
bilidad. De hecho, puede comprobarse por medio de los metodos de calculo de varias 
variables que 

r “ 1 -U~tf/(.2v*) dx = X 


Las puntuaciones del cociente intelectual (Cl) tienen una distribution 
normal con media 100 y desviacion estandar 15. (En la figura 6 se muestra la funcion de 
densidad de probabilidad correspondiente.) 

a) ^Que porcentaje de la poblacion tiene una puntuacion de Cl entre 85 y 115? 

b) cQue porcentaje de la poblacion tiene un Cl arriba de 140? 
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SOLUCION 

a) Puesto que las puntuaciones Cl tienen una distribution normal, se usa la funcion de 
densidad de probabilidad dada por la ecuacion 3 con j± = 100 y cr = 15: 

P ( 85 =sX=s 115) = f 115 \= e ^ loom2 ' 152) dx 

Jss 15 v / 27 t 

Recuerde de la seccion 7.5 que la funcion y = e " 1 2 3 4 no tiene una antiderivada elemental, 
asf que no puede evaluarse la integral de manera exacta. Pero se puede usar la capacidad 
de integration numerica de una calculadora o computadora (o la regia del punto medio o 
la regia de Simpson) para estimar la integral. A1 hacerlo se encuentra que 

P(85 =SX=S 115) « 0.68 

Por tanto, cerca de 68% de la poblacion tiene un Cl entre 85 y 1 15, es decir, dentro de 
una desviacion estandar de la media. 

b) La probabilidad de que la puntuacion del Cl de una persona elegida al azar sea mas 
de 140 es 


P(X > 140) = 


f -=e-^- lm)2/450 dx 

j 140 15V277 


Para evitar la integral impropia, se podrfa aproximarla mediante la integral de 140 a 200. 
(Es bastante seguro decir que las personas con un Cl de mas de 200 son muy pocas.) 
Entonces 


P(X > 140) = p 00 \= e -(*- 100 > 2 / 450 dx » 0.0038 

Jl40 15^/277 

Por ende, cerca de 0.4% de la poblacion tiene un Cl de mas de 140. 


8.5 


Ejercicios 


1. Sea f(x) la funcion de densidad de probabilidad para la 
duration de la llanta de automovil de la mas alta calidad 
de un fabricante, donde x se mide en millas. Explique el 
significado de cada integral. 

(•40000 , , foo 

a) f(x ) dx b) f(x ) dx 

J30000 J25000 

2. Sea /(f) la funcion de densidad de probabilidad para el tiempo 
que le toma conducir a la escuela en la manana, donde t se 
mide en minutos. Exprese las siguientes probabilidades como 
integrales. 

a) La probabilidad de que llegue a la escuela en menos de 
15 minutos. 

b) La probabilidad de que tarde mas de media hora en llegar a 
la escuela. 

3. Sea f(x) = 30x 2 (l — x) 2 para 0 =£ x =£ 1 yf(x) = 0 para los 
otros valores de x. 

a) Compruebe que/es una funcion de densidad de probabilidad. 

b) Encuentre p(x =S j). 

4. Sea f(x) = xe x six ^ 0 y f(x) = 0 si x < 0. 

a) Verifique que/es una funcion de densidad de probabilidad. 

b) Halle P(1 =S X =S 2). 


5. Sea f{x) = c/( 1 + x 2 ). 

a) ^Para que valor de c,/es una funcion de densidad de 
probabilidad? 

b) Para este valor de c, halle P( — 1 < X < 1). 

6. Sea/(x) = k( 3 — x 2 ) si 0 x =£ 3 y f(x) = 0 si x < 0 o bien 
x > 3. 

a) ^Para que valor de k es /una funcion de densidad de 
probabilidad? 

b) Para ese valor de k, determine P{X > 1 ). 

c) Encuentre la media. 


7. Una perinola de un juego de mesa indica al azar un numero real 
entre 0 y 10. La perinola es justa en el sentido de que indica un 
numero en un intervalo dado con la misma probabilidad que indica 
un numero en cualquier otro intervalo de la misma longitud. 
a) Explique por que la funcion 


fix) 


0.1 si 0 =£ x =£ 10 
0 si r < 0 o x > 10 


es una funcion de densidad de probabilidad para los valores 
de la perinola. 

b) ^Que le dice su intuition acerca del valor de la media? 
Verifique su intuition evaluando una integral. 


Se requiere calculadora graficadora o computadora 


1. Tareas sugeridas disponibles en stewartcalculus.com 
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8 . a) Explique por que la funcion cuya grafica se muestra es una 

funcion de densidad de probabilidad. 

b) Use la grafica para hallar las siguientes probabilidades: 

i) P{X < 3) ii) P ( 3 « X =£ 8) 

c) Calcule la media. 

y> 

0.2 

0.1 

0 

9 . Demuestre que el tiempo de espera promedio para una 
llamada telefonica a la compania descrita en el ejemplo 4 es 
de alrededor de 3.5 minutos. 

10. a) Cierto tipo de lampara lleva una marca que indica una 

duracion promedio de 1000 horas. Es razonable modelar 
la probabilidad de falla de estas lamparas mediante una 
funcion de densidad exponencial con media p. = 1000. Use 
este modelo para hallar la probabilidad de que la lampara 

i) falle dentro de las primeras 200 horas, 

ii) se quema para mas de 800 horas. 

b) /,Cual es la duracion promedio de estas lamparas? 

11 . El gerente de un restaurante de comida rapida determina que 
el tiempo promedio que sus clientes esperan a ser atendidos es 
2.5 minutos. 

a) Encuentre la probabilidad de que un cliente tenga que esperar 
durante mas de 4 minutos. 

b) Encuentre la probabilidad de que un cliente sea atendido 
dentro de los primeros dos minutos. 

c) El gerente quiere anunciar que cualquier persona que no 
sea atendida dentro de cierto numero de minutos tiene 
derecho a una hamburguesa gratis, pero no quiere dar 
hamburguesas gratis a mas de 2% de sus clientes. /,Que 
debe decir el anuncio? 

12. De acuerdo con la National Health Survey, las estaturas de 
varones adultos en Estados Unidos tienen una distribucion 
normal con media de 69.0 pulgadas y desviacion estandar de 
2.8 pulgadas. 

a) /,Cual es la probabilidad de que un varon adulto elegido al 
azar tenga una estatura de entre 65 y 73 pulgadas? 

b) ^Que porcentaje de la poblacion de varones adultos tiene 
una estatura de mas de 6 pies? 

13 . El “Proyecto basura” en la Universidad de Arizona informa que 
la cantidad de papel que se desecha en los hogares por semana 
tiene una distribucion normal con media de 9.41b y desviacion 
estandar de 4.21b. /.Que porcentaje de los hogares tira por lo 
menos 101b de papel a la semana? 

14 . La etiqueta de unas cajas indica que contiene 500g de cereal. 
Una maquina que llena las cajas introduce pesos que tienen una 
distribucion normal con desviacion estandar de 12g. 

a) Si el peso deseado es 500 g, /,cual es la probabilidad de que 
la maquina llene una caja con menos de 480 g de cereal? 

b) Suponga que una ley establece que no mas de 5% de las 
cajas de cereal de un fabricante puede contener menos del 



peso establecido de 500 g. /,En que peso debe fijar el 
fabricante su maquina de llenado? 

15. La rapidez de los vehiculos en una autopista con limite de 
velocidad de 100 km/h usualmente estan distribuidas con una 
media de 112km/h y una desviacion estandar de 8 km/h. 

a) /.Cual es la probabilidad de que un vehiculo elegido al azar 
este viajando con una velocidad dispuesta por ley? 

b) Si los policias estan instruidos para infraccionar a los 
automovilistas que conduzcan a 125 km/h o mas, i,que 
porcentaje de automovilistas estan senalados? 

16. Demuestre que la funcion de densidad de probabilidad para 
una variable aleatoria normalmente distribuida tiene puntos de 
inflexion en x = pt ± cr. 

17. Para cualquier distribucion normal, encuentre la probabilidad 
de que la variable aleatoria se localice dentro de dos desviaciones 
estandar de la media. 

18 . La desviacion estandar para una variable aleatoria con funcion 
de densidad de probabilidad /y media /jl se define por 


|-o= ~~ dx 


1/2 


Encuentre la desviacion estandar para una funcion de densidad 
exponencial con media /jl. 

19. El atomo de hidrogeno se compone de un proton en el nucleo 
y un electron, que se mueve respecto al nucleo. En la teorfa 
cuantica de la estructura atomica, se supone que el electron 
no se mueve en una orbita bien definida. En cambio, ocupa 
un estado conocido como orbital, que puede considerarse 
como una “nube” de carga negativa en torno al nucleo. En el 
estado de menor energla, llamado estado basal, o ls-orbital, 
la forma de esta nube se supone como una esfera centrada en 
el nucleo. Esta esfera se describe en terminos de la funcion de 
densidad de probabilidad 

4 

p(r) = — rV 2rA, ° r == 0 
a o 


donde a 0 es el radio de Bohr ( a 0 ~ 5.59 X 10 * 11 m). La integral 
P(r) = f r —r s 2 e- 2s,a ° ds 

J o On 

da la probabilidad de que el electron se encuentre dentro de la 

esfera de radio r metros centrada en el nucleo. 

a) Compruebe que p(r) es una funcion de densidad de 
probabilidad. 

b) Determine lfm r ^«,p{r). ^Para que valor de r la expresion 
p(r) tiene su valor maximo? 

FR c) Grafique la funcion de densidad. 

d) Encuentre la probabilidad de que el electron este dentro de 
la esfera de radio 4 a 0 centrada en el nucleo. 

e) Calcule la distancia media del electron desde el nucleo en el 
estado basal del atomo de hidrogeno. 
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Repaso 


Verification de conceptos 

1. a) ,;C6mo se define la longitud de una curva? 

b) Escriba una expresion para la longitud de una curva suave 
dada por y = f(pc), a =£ x =£ b. 

c) iQue pasa si x se da como una funcion de _y? 

2 . a) Escriba una expresion para el area superficial de la superficie 

obtenida al hacer girar la curva y = f(x), a =£ x b, en 
tomo al eje x. 

b) ^Que pasa si x se da como una funcion de y? 

c) iQue pasa si la curva se hace girar en torno al eje y? 

3 . Describa como puede determinarse la fuerza hidrostatica 
contra una pared vertical sumergida en un fluido. 

4 . a) ^,Cual es el significado ffsico del centra de masa de una 

placa delgada? 

b) Si la placa esta entre y =f(x) y y = 0, donde a =£ x =£ b, 
escriba expresiones para las coordenadas del centra de 
masa. 

5. ^Que establece el teorema de Pappus? 


6 . Dada una funcion de demanda p(x), explique lo que se entiende 
por superavit de consumo cuando la cantidad de un articulo 
actualmente disponible es X y el precio de venta actual es P. 
Ilustre con un bosquejo. 

7 . a) ^Que es el rendimiento cardiaco del corazon? 

b) Explique como puede medirse el rendimiento cardiaco por 
el metodo de dilution de colorante. 

8 . t,Que es la funcion de densidad de probabilidad? ^Que propiedades 
dene tal funcion? 

9 . Suponga que/(x) es la funcion de densidad de probabilidad para 
el peso de una alumna universitaria, donde x se mide en libras. 

a) ^Cual es el significado de la integral f 0 I30 /( x) dx 1 . 

b) Escriba una expresion para la media de esta funcion de 
densidad. 

c) ^Como puede hallarse la mediana de esta funcion de densidad? 

10 . ^Que es una distribution normal? ^Cual es el significado de la 
desviacion estandar? 


Ejercicios 

1-2 Encuentre la longitud de la curva. 

1. y = l(x 2 + 4) 3/2 , 0 =S x =S 3 

2 . y = 2 ln(sen \ x ), ir/3 x tt 


3 . a) encuentre la longitud de la curva 



b) Determine el area de la superficie obtenida al hacer girar la 
curva del inciso a) en tomo al eje y. 

4. a) La curva y = x 2 , 0 =S x =£ 1 se hace girar en tomo al eje y. 

Encuentre el area de la superficie resultante. 
b) Determine el area de la superficie obtenida al hacer girar la 
curva del inciso a) en tomo al eje x. 

5. Use la regia de Simpson con n = 10 para estimar la longitud de 
la curva y = sen x, 0 =S x =£ tt . 

6 . Utilice la regia de Simpson con n = 10 para estimar el area de 
la superficie obtenida al hacer girar la curva seno del ejercicio 
5 en torno al eje x. 

7 . Encuentre la longitud de la curva 

y = J y/yft — 1 dt 1 =£ x =£ 16 

8 . Determine el area de la superficie obtenida al hacer girar la 
curva del ejercicio 7 en tomo al eje y. 


9 . Una compuerta en un canal de irrigation se construye en la forma 
de un trapecio de 3 pies de ancho en el fondo, 5 pies de ancho 
en la parte superior y 2 pies de altura. Se coloca verticalmente en 
el canal, de manera que el agua cubre hasta su parte superior. 
Determine la fuerza hidrostatica sobre un lado de la compuerta. 

10 . Un canal se llena con agua, y sus extremos verticales tienen la 
forma de la region parabolica en la figura. Encuentre la fuerza 
hidrostatica en un extremo del canal. 

H 

'T 

4 pies 

1 

11-12 Determine el centroide de la region acotada por las curvas 

dadas. 

11. y = \x, y = \fx 

12 . y = senx, y = 0, x = tt/4, x = 3tt /4 



13-14 Encuentre el centroide de la region mostrada. 


13 . 



x 
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15. Encuentre el volumen obtenido cuando el circuit} de radio 1 
con centro (1, 0) se hace girar en tomo al eje y. 

16. Use el teorema de Pappus y el hecho de que el volumen de una 
esfera de radio r es 3 irr 3 para encontrar el centroide de la region 
semicircular acotada por la curva y = •Jr 2 — x 1 y el eje x. 

17. La funcion de demanda para un artfculo se da por 

p = 2000 - 0.1 * - 0.0 lx 2 

Encuentre el superavit del consumo cuando el nivel de ventas 
es 100. 

18. Despues de una inyeccion de 6 mg de colorante al corazon, 
las lecturas de concentration de colorante a intervalos de dos 
segundos se muestran en la tabla. Use la regia de Simpson para 
estimar el rendimiento cardiaco. 


t 

c(t) 

t 

c{t) 

0 

0 

14 

4.7 

2 

1.9 

16 

3.3 

4 

3.3 

18 

2.1 

6 

5.1 

20 

1.1 

8 

7.6 

22 

0.5 

10 

7.1 

24 

0 

12 

5.8 




19. a) Explique por que la funcion 


fix) = 


77 

\x\ 



— sen 

— 

si 0 =£ x 


20 

10 / 



0 


si x < 0 

0 


es una funcion de densidad de probabilidad. 

b) Encuentre P(X < 4 ). 

c) Calcule la media. ^Es el valor que esperarfa? 


20. Los lapsos de embarazos humanos tienen una distribution 
normal con media de 268 dfas y una desviacion estandar de 
15 dfas. i-.Que porcentaje de embarazos dura entre 250 dfas y 
280 dfas? 


21. El tiempo de espera en la fila de cierto banco se modela 
mediante una funcion de densidad exponential con media 
de 8 minutos. 

a) ^Cual es la probabilidad de que un cliente sea atendido en 
los primeros 3 minutos? 

b) ^,Cual es la probabilidad de que un cliente tenga que esperar 
mas de 10 minutos? 

c) ^,Cual es la mediana del tiempo de espera? 


Problemas adicionales 



P Q 

FIGURA PARA EL PROBLEMA 6 


1. Encuentre el area de la region S = {(x, y) | x > 0, y ^ 1, x 2 + y 2 ^ 4 y} 

2. Halle el centroide de la region encerrada por el bucle de la curva y 2 = x 3 — x 4 . 

3. Si la esfera de radio r se corta mediante un piano cuya distancia desde el centra de la esfera es 
d, entonces la esfera se divide en dos piezas llamadas segmentos de una base. Las superficies 
correspondientes se llaman zonas esfericas de una base. 

a) Determine las areas superficiales de las dos zonas esfericas indicadas en la figura. 

b) Calcule el area aproximada del oceano Artico suponiendo que su forma es aproximadamente 
circular, con centra en el Polo Norte y “circunferencia” a 75° latitud norte. Use r = 3960 millas 
para el radio de la Tierra. 

c) Una esfera de radio r se inscribe en un cilindro circular recto de radio r. Dos pianos 
perpendiculares al eje central del cilindro y apartados una distancia h cortan una zona 
esferica de dos bases en la esfera. Demuestre que el area superficial de la zona esferica es 
igual al area superficial de la region que los dos pianos cortan en el cilindro. 

d) La Zona torrida es la region sobre la superficie de la Tierra que esta entre el Tropico de 
Cancer (23.45° latitud norte) y el Tropico de Capricomio (23.45° latitud sur). ^Cual es el 
area de la Zona torrida? 



4. a) Demuestre que un observador a la altura H por encima del Polo Norte de una esfera de 
radio r puede ver una parte de la esfera que tiene un area 

2tt r 2 H 
r + H 

b) Dos esferas con radios r y R se colocan de modo que la distancia entre sus centros es d, 
donde d > r + R. ^Donde debe colocarse una luz sobre la recta que une los centros de 
las esferas, a fin de iluminar la superficie total mas grande? 


5. Suponga que la densidad del agua de mar, p = (z), varfa con la profundidad z debajo de la 
superficie. 

a) Demuestre que la presion hidrostatica esta gobemada por la ecuacion diferencial 


dP 

dz 


p(z)g 


donde g es la aceleracion debida a la gravedad. Sea P 0 y p 0 la presion y la densidad en 
z = 0. Exprese la presion a profundidad z como una integral, 
b) Suponga que la densidad del agua de mar a la profundidad z esta dada por p = p 0 e l/H , donde 
H es una constante positiva. Encuentre la fuerza total, expresada como una integral, ejercida 
sobre un orificio circular vertical de radio r cuyo centra se localiza a una distancia L> r 
debajo de la superficie. 

6. En la figura se muestra un semicirculo con radio 1 , diametro horizontal PQ y rectas tangentes 
en P y Q. £ A que altura arriba del diametro debe colocarse la recta horizontal para minimizar 
el area sombreada? 


7. Sea P una piramide con una base cuadrada de lado 2b y suponga que S es una esfera con su 
centra en la base de P y S es tangente a los ocho lados de P. Determine la altura de P. Despues 
calcule el volumen de la intersection de 5 y P. 
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8 . Considere una placa metalica plana que se colocara verticalmente bajo el agua con la parte 
superior sumergida 2 m debajo de la superficie del agua. Determine una forma para la 
placa de rnodo que si esta se divide en cierto numero de bandas horizontales de igual altura, 
la fuerza hidrostatica en cada banda es la misma. 

9. Un disco uniforme con radio 1 se cortara mediante una lfnea de modo que el centro de 
masa de la pieza mas pequena se localice a la mitad a lo largo de un radio. ^Que tan cerca 
del centro del disco debe hacerse el corte? (Exprese su respuesta con una aproximacion 
de dos decimales.) 

10. Un triangulo con area 30 cm 2 se corta desde una esquina de un cuadrado con lado 10 cm, como 
se ilustra en la figura. Si el centroide de la region restante es 4 cm desde el lado derecho del 
cuadrado, ^que tan lejos esta del fondo del cuadrado? 



L 


11. En un famoso problema del siglo xvm conocido como problema de la aguja del bufon, se 
deja caer una aguja de longitud h sobre una superficie plana (por ejemplo, una mesa) en la que 
se han dibujado rectas paralelas apartadas L unidades, h. El problema es determinar la 
probabilidad de que la aguja llegue al reposo cortando una de las rectas. Suponga que las rectas 
van de este a oeste, paralelas al eje x en un sistema coordenado rectangular (como en la figura). 
Sea y la distancia del extremo sur de la aguja a la recta mas proxima al norte. (Si el extremo 
sur de la aguja esta sobre una recta, sea y = 0. Si la aguja yace de este a oeste, sea el extremo 
“oeste” el extremo “sur”.) Sea 6 el angulo que la aguja forma con un rayo que se extiende 
hacia el este desde el extremo “sur”. Entonces O^y^LyO^d^v. Observe que la aguja 
interseca una de las rectas solo cuando y < h sen 6. Ahora, el conjunto total de posibilidades 
para la aguja se puede identificar con la region rectangular 0 ^ y L, O=S0=Sir, yla proportion 
de veces que una aguja corta una recta es la razon 


area debajo de y = h sen 8 
area del rectangulo 


Esta razon es la probabilidad de que la aguja corte una recta. Encuentre la probabilidad de que 
la aguja interseque una recta si h = L. ^Que pasa si h = \U1 

FIGURA PARA EL PROBLEM? 1 11 12. Si la aguja del problema 11 tiene longitud h > L, e s posible que la aguja corte mas de una 

recta. 

a) Si L = 4, encuentre la probabilidad de que una aguja de longitud 7 corte por lo menos una 
recta. [ Sugerencia : proceda como en el problema 11. Defina y como antes; entonces el 
conjunto total de posibilidades para la aguja puede identificarse con la misma region 
rectangular 0 ^ y =S L, 0^8^ ir. ^Que portion del rectangulo corresponde a la aguja 
que corta una recta?] 

b) Si L = 4, encuentre la probabilidad de que una aguja de longitud 7 corte dos rectas. 

c) Si 2L < h =£ 3 L, encuentre una formula general para la probabilidad de que la aguja corte 
tres rectas. 

13. Encuentre el centroide de la region encerrada por la elipse x 2 + (x + y + l) 2 = 1. 
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Ecuaciones diferenciales 



En la ultima seccion de este capitulo se explora la relacion entre 
poblaciones de presas y depredadores (tiburones y peces, pulgones y 
marlquitas, lobos y conejos) mediante pares de ecuaciones diferenciales. 


© Ciurzynski / Shutterstock 


Tal vez la mas importante de todas las aplicaciones del calculo esta en las ecuaciones 
diferenciales. Cuando los fisicos o los cientfficos que se ocupan de las ciencias sociales 
utilizan el calculo, con frecuencia lo hacen para analizar una ecuacion diferencial que ha 
aparecido en el proceso de modelado de algun fenomeno que estan estudiando. Aun cuando 
a veces es imposible hallar una formula explfcita para la solution de una ecuacion diferencial, 
veremos que hay metodos graficos y numericos que aportan la informacion necesaria. 
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Modelado con ecuaciones diferenciales 


Ahora es un buen momento para leer (o volver 
a leer) la discusion de un modelo 
matematico en la pagina 24. 


A1 describir el proceso de modelado en la seccion 1.2, se hablo acerca de la formulacion 
de un modelo matematico de un problema del mundo real, ya sea por razonamiento intui- 
tivo acerca del fenomeno o de una ley ffsica en funcion de la evidencia experimental. El 
modelo matematico con frecuencia toma la forma de una ecuacion diferencial, es decir, 
una ecuacion que contiene una funcion desconocida y algunas de sus derivadas. Esto no es 
sorprendente, porque en el problema del mundo real, es comun observar que ocurran cam- 
bios y se desea predecir el comportamiento futuro respecto a como cambian los valores 
actuales. Comenzamos por examinar varios ejemplos de como surgen las ecuaciones dife- 
renciales cuando se modelan fenomenos fisicos. 


Modelos de crecimiento poblacional 

Un modelo para el crecimiento de una poblacion se basa en asumir que la poblacion crece 
en una cantidad proporcional al tamano de la poblacion. Esa es una suposicion razonable 
para una poblacion de bacterias o animates en condiciones ideales (ambiente ilimitado, 
nutricion adecuada, ausencia de depredadores, inmunidad a enfermedad). 

Identifiquemos y denotemos las variables en este modelo: 

t = tiempo (la variable independiente) 

P = numero de individuos en la poblacion (la variable dependiente) 

La rapidez de crecimiento de la poblacion es la derivada dP/ dt. Asi que la suposicion de 
que la rapidez de crecimiento de la poblacion es proporcional al tamano de la poblacion, 
se escribe como la ecuacion 


□ 




FIGURA 1 

La familia de soluciones de dP/dt = kP 


donde k es la constante de proporcionalidad. La ecuacion 1 es nuestro primer modelo para 
el crecimiento poblacional; es una ecuacion diferencial porque contiene una funcion des- 
conocida P y su derivada dP/ dt. 

Una vez formulado un modelo, se consideran sus consecuencias. Si se descarta una 
poblacion de 0, entonces P(t) > 0 para toda t. Asf, si k > 0, entonces la ecuacion 1 
muestra que P'(t) > 0 para toda t. Esto significa que la poblacion siempre esta cre- 
ciendo. De hecho, cuando crece P(t ) la ecuacion 1 muestra que dP/dt se vuelve mas 
grande. En otras palabras, la rapidez de crecimiento se incrementa cuando crece la 
poblacion. 

Tratemos de pensar en una solucion para la ecuacion 1 . La ecuacion nos pide hallar una 
funcion cuya derivada sea un multiplo constante de sf misma. Sabemos del capitulo 3 que 
las funciones exponenciales tienen esa propiedad. De hecho, si establecemos P(t) = Ce k ', 
entonces 


P'it) = C(ke kt ) = k(Ce k ') = kP{i) 


Asi, cualquier funcion exponencial de la forma P{t) = Ce k ‘ es una solucion de la ecuacion 
1. En la seccion 9.4 veremos que no hay otra solucion. 

Si C es un numero real, se obtiene la familia de soluciones P(t) = Ce k ‘ cuyas graficas 
se muestran en la figura 1. Pero las poblaciones tienen solo valores positivos y, por 
lo tanto, se esta interesado solo en soluciones con C > 0. Y probablemente se tiene interes 
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FIGURA 2 

La familia de soluciones P(t) = Ce kt 
con C > 0 y t s* 0 


solo en valores de t mayores que el tiempo inicial t = 0. En la figura 2 se muestran las 
soluciones con significado fisico. Si se escribe t = 0, se obtiene P( 0) = Ce m = C, de 
modo que la constante C resulta ser la poblacion inicial, P(0). 

La ecuacion 1 es apropiada para modelar el crecimiento poblacional en condiciones 
ideales, pero se tiene que reconocer que un modelo mas real debe reflejar el hecho de que 
un determinado ambiente tiene recursos limitados. Muchas poblaciones comienzan incre- 
mentandose de manera exponencial, pero la poblacion se estabiliza cuando se aproxima a 
su capacidad de soporte M (o disminuye hacia M si alguna vez excede a M). Para que un 
modelo tome en cuenta ambas tendencias, se hacen dos suposiciones: 

dP 

■ ~ kP si P es pequena (al inicio, la rapidez de crecimiento es proporcional) 

dt 


■ < 0 si P > M 

dt 


(P disminuye si nunca excede a M) 


Una expresion simple que incorpora ambas suposiciones es la siguiente ecuacion 


2 

dP / 

— = kP\ 


dt \ 


Observe que si P es pequena en comparacion con M, entonces P/M se aproxima a 0 y, por 
lo tanto, dP / dt ~ kP. Si P > M, entonces 1 — P/M es negativa y, por tanto, dP/dt < 0. 

La ecuacion 2 se llama ecuacion diferencial logistica, y la propuso el biologo matema- 
tico holandes Pierrc-l rancois Verhulst en la decada de 1 840 como un modelo para el cre- 
cimiento poblacional mundial. En la seccion 9.4 se desarrollaran tecnicas que permiten 
hallar soluciones explicitas de la ecuacion logistica, pero por ahora se pueden deducir 
caracteristicas cualitativas de las soluciones directamente de la ecuacion 2. Primero obser- 
varemos que las funciones constantes P(t) = 0 y Pit) = M son soluciones porque, en 
cualquier caso, uno de los factores del lado derecho de la ecuacion 2 es cero. (Esto sin duda 
tiene sentido fisico: si la poblacion es alguna vez 0 o esta a la capacidad de soporte, per- 
manece asi.) Estas dos soluciones constantes se llaman soluciones de equilibria. 

Si la poblacion inicial P(0) esta entre 0 y M, entonces el lado derecho de la ecuacion 2 
es positivo, por lo tanto dP/dt > 0 y la poblacion crece. Pero si la poblacion rebasa la 
capacidad de soporte (P > M), entonces 1 — P/M es negativa, asi que clP/dt < 0 y 
la poblacion decrece. Observe que, en cualquier caso, si la poblacion tiende a la capacidad 
de soporte ( P — » M), entonces dP/dt 0, lo que significa que la poblacion se estabiliza. 

Asi que se espera que las soluciones de la ecuacion diferencial logistica tengan grahcas 
que se parecen a las de la figura 3. Observe que las grahcas se alejan de la solucion de 
equilibrio P = 0 y se mueven hacia la solucion de equilibrio P = M. 



FIGURA 3 

Soluciones de la ecuacion logistica 
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posicion de 
equilibrio 


-0 



" x 

FIGURA 4 


Modelo para el movimiento de un resorte 

Ahora se examina un ejemplo de un modelo de las ciencias ffsicas. Consideraremos el 
movimiento de un objeto con masa m sujeto en el extremo de un resorte vertical (como en 
la figura 4). En la seccion 6.4 se analizo la ley de Hooke que establece que si un resorte se 
estira (o comprime) x unidades desde su longitud natural, entonces ejerce una fuerza que 
es proporcional a x: 


Fuerza de restauracion = — kx 


donde k es una constante positiva (llamada constante del resorte). Si se ignoran las fuerzas 
de resistencia externas (debidas a la resistencia del aire o la friccion) entonces, por la 
segunda ley de Newton (fuerza es igual a masa por aceleracion), se tiene 


s 


d 2 x 

m — r- = — kx 

dt 2 


Este es un ejemplo de lo que se llama una ecuacion diferencial de segundo orden porque 
involucra segundas derivadas. Veamos que se puede conjeturar acerca de la forma de la 
solucion directamente de la ecuacion. Podemos reescribir la ecuacion 3 en la forma 


d 2 x k 

dt 2 m 

que dice que la segunda derivada de x es proporcional a x pero tiene signo opuesto. Se 
conocen dos funciones con esta propiedad, las funciones seno y coseno. De hecho, resulta 
que todas las soluciones de la ecuacion 3 pueden escribirse como combinaciones de ciertas 
funciones seno y coseno (vease el ejercicio 4). Esto no es sorprendente; se espera que el 
resorte oscile respecto a su posicion de equilibrio y, por tanto, es natural pensar que estan 
involucradas las funciones trigonometricas. 

Ecuaciones diferenciales generales 

En general, una ecuacion diferencial es una ecuacion que contiene una funcion descono- 
cida y una o mas de sus derivadas. El orden de la ecuacion diferencial es el de la mayor 
de las derivadas que aparecen en la ecuacion. Asf, las ecuaciones 1 y 2 son de primer 
orden, y la ecuacion 3 es de segundo. En las tres ecuaciones, la variable independiente se 
llama t y representa el tiempo, pero en general la variable independiente no tiene que 
representar tiempo. Por ejemplo, cuando se considera la ecuacion diferencial 


H y’ =xy 

se entiende que y es una funcion desconocida de x. 

Una funcion /se llama solucion de una ecuacion diferencial si la ecuacion se satisface 
cuando y = f (x) y sus derivadas se sustituyen en la ecuacion. Asf,/es una solucion de la 
ecuacion 4 si 


f'(x) = xf(x) 

para todos los valores de x en algun intervalo. 

Cuando se pide resolver una ecuacion diferencial, se espera hallar las posibles solucio- 
nes de la ecuacion. Ya se han resuelto algunas ecuaciones diferenciales particularmente 
simples, a saber, aquellas de la forma 


? =m 
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Por ejemplo, sabemos que la solucion general de la ecuacion diferencial 


esta dada por 



donde C es una constante arbitraria. 

Pero, en general, resolver una ecuacion diferencial no es una tarea facil. No hay tecnica 
sistematica que permita resolver todas las ecuaciones diferenciales. Sin embargo, en la 
seccion 9.2 se vera como dibujar graficas aproximadas de soluciones aun cuando no se 
tiene formula explfcita. Tambien se aprendera como hallar aproximaciones numericas a 
soluciones. 


EJEMPLO 1 


Demuestre que cualquier miembro de la familia de funciones 


y = 


1 + ce' 
1 — ce ' 


es una solucion de la ecuacion diferencial y' = \{y 2 — 1). 


SOLUCION Utilizamos la regia del cociente para derivar la expresion para y: 


En la figura 5 se muestran las graficas de siete 
miembros de la familia del ejemplo 1. La 
ecuacion diferencial muestra que siy = ±1, 
entonces y' = 0. Esto se confirma por lo 
alisado de las graficas cerca de y = 1 y 

y— — 1 ■ 



—5 


FIGURA 5 


, (1 — ce'fce') — (1 + ce'f—ce') 

y = (1 - ce'f 

ce' - c 2 e 2 ' + ce' + c 2 e 2 ' Ice' 

(1 - ce') 2 ~ (1 - ce'f 

El lado derecho de la ecuacion diferencial se convierte en 


j(j 2 - l)=x 


1 + ce ' 


- 1 


1 — ce' 

(1 + ce'f - (1 - ce'f 
(1 - ce'f 

4 ce' Ice' 


2 (1 - ce'f (1 - ce'f 

Por tanto, para todo valor de c, la funcion dada es una solucion de la ecuacion 
diferencial. 


A1 aplicar ecuaciones diferenciales, normalmente no se esta tan interesado en hallar una 
familia de soluciones (la solucion general) como en determinar una solucion que satisfaga 
algun requerimiento adicional. En muchos problemas frsicos se requiere hallar la solucion 
particular que satisface una condicion de la forma y(t a ) = y 0 . Esta se llama condicion 
inicial, y el problema de hallar una solucion de la ecuacion diferencial que satisface la 
condicion inicial se llama problema con valores iniciales. 

Desde el punto de vista geometrico, cuando se impone una condicion inicial, buscamos 
en la familia de curvas solucion una que pase por el punto (f 0 , >’o). Ffsicamente, esto corres- 
ponde a medir el estado de un sistema en el tiempo t 0 y usar la solucion del problema con 
valor inicial para predecir el futuro comportamiento del sistema. 
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CAPITULO 9 


ECUACIONES DIFERENCIALES 


□ 


EJEMPLO 2 


Encuentre una solucion de la ecuacion diferencial y' = \ (y 2 — 1) que 


satisface la condicion inicial v(0) = 2. 


SOLUCION A1 sustituir los valores 7 = 0 y v = 2 en la formula 


y = 


1 + ce‘ 
1 — ce‘ 


del ejemplo 1, se obtiene 


1 + ce° 1 + c 

2 = r = 

1 — ce° 1 — c 

Si esta ecuacion se resuelve para c, se obtiene 2 — 2c = 1 + c, que da c =5. Por tanto, 
la solucion del problema con valores iniciales es 

1 + \e' 3 + e’ 



Ejercicios 


1. Demuestre que y = \e x + e 2x es una solucion de la ecuacion 
diferencial y 1 + 2y = 2e x . 

2. Compruebe que y = —t cos t — t es una solucion del problema 
con valores iniciales 


t—~ = y + t 2 sent y(Tr) = 0 


3. a) ^Para que valores de r la funcion y = e rx satisface la 
ecuacion diferencial 2y" + y' — y = 0? 

b) Si r, y r 2 son los valores de r que encontro en el inciso a), 
demuestre que todo integrante de la familia de funciones 
y = ae r ' x + be riX tambien es una solucion. 


4. a) ^Para que valores de k la funcion y = cos kt satisface la 
ecuacion diferencial 4y" = — 25y? 

b) Para esos valores de k, verifique que cualquier integrante de 
la familia de las funciones y = A sen kt + B cos kt tambien 
es una solucion. 


5. ^Cuales de las siguientes funciones son soluciones de la 
ecuacion diferencial y" + y = sen x? 

a) y = senx b) y = cosx 

c) y = \x sen x d) y = — \x cos x 

6. a) Demuestre que cualquier integrante de la familia de 

funciones y = (In x + C)/x es una solucion de la ecuacion 
diferencial x 2 y' + xy = 1. 

b) Ilustre el inciso a) graficando diferentes miembros de la 
familia de soluciones en una pantalla comun. 

c) Encuentre una solucion de la ecuacion diferencial que 
satisface la condicion inicial y(l) = 2. 

d) Determine una solucion de la ecuacion diferencial que 
satisface la condicion inicial y (2) = 1. 


7. a) r,Que puede decir acerca de una solucion de la ecuacion 

y' = — y 2 con solo observar la ecuacion diferencial? 

b) Compruebe que todos los miembros de la familia 

y = I / (jc + C) son soluciones de la ecuacion del inciso a). 

c) ^Puede pensar en una solucion de la ecuacion diferencial 

y' = — y 2 que no sea un miembro de la familia del inciso b)? 

d) Encuentre una solucion del problema con valores iniciales 

y' = -y 2 y(0) = 0.5 

8 . a) ^Que se puede decir acerca de la grafica de una solucion de 

la ecuacion y' = xy 3 cuando x es cercana a 0? r,Que pasa si 
x es grande? 

b) Compruebe que todos los miembros de la familia 
y = (c — x 2 )~ I/2 son soluciones de la ecuacion 
diferencial y' = xy 3 . 

c) Grafique varios miembros de la familia de soluciones en una 
pantalla comun. ^Las graficas confirman lo que predijo en el 
inciso a)? 

d) Encuentre una solucion del problema con valores iniciales. 

y' = xy 3 y(0) = 2 

9. Una poblacion se modela mediante una ecuacion diferencial 

dP ( P 

dt \ 4200 

a) ^.Para que valores de P la poblacion es creciente? 

b) ^,Para que valores de P la poblacion es decreciente? 

c) ^Cuales son las soluciones de equilibrio? 

10. Una funcion y (f) satisface la ecuacion diferencial 

= / _ 6v 3 + 5/ 
dt 

a) ^Cuales son las soluciones constantes de la ecuacion? 


Se requiere calculadora graficadora o computadora 


1. Tareas sugeridas disponibles en stewartcalculus.com 
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b) ^Para que valores de y es y creciente? 

c) ^Para que valores de y es y decreciente? 

11. Explique por que las funciones con las graficas dadas no pueden 
ser soluciones de la ecuacion diferencial 


dy 

dt 


e'(y 


l ) 2 




12. La funcion de la grafica dada es una solution de una de las 
siguientes ecuaciones diferenciales. Decida cual es la ecuacion 
correcta y justifique su respuesta. 



A. y' = 1 + xy B. y' = -2 xy C. y' = 1 - 2 xy 

13. Relatione las siguientes ecuaciones diferenciales con las 
graficas solution I-IV. Argumente sus elecciones. 

a) y' = 1 + x 2 + y 2 b) y' = xe~ x '~ yl 

ti y ' = I + \^+y‘ d) y ' = sen ^ cos ( x y) 





14. Suponga que se sirve una taza de cafe recien preparado con 
temperatura de 95 °C en una habitation donde la temperatura 
es de 20 °C. 

a) ^Cuando considera que el cafe se enfrfa con mas rapidez? 
^Que sucede con la rapidez de enfriamiento a medida que 
pasa el tiempo? Explique. 

b) La ley de Newton del enfriamiento establece que la rapidez 
de enfriamiento de un objeto es proporcional a la diferencia de 
temperatura entre el objeto y el medio ambiente, siempre 
que esta diferencia no sea muy grande. Escriba una 
ecuacion diferencial que exprese la ley de Newton del 
enfriamiento para esta situation particular. ^Cual es la 
condition inicial? En vista de su respuesta al inciso a), 
^.considera que esta ecuacion diferencial es un modelo 
apropiado para el enfriamiento? 

c) Elabore un bosquejo aproximado de la grafica de la solution 
del problema con valores iniciales del inciso b). 

15. Los psicologos interesados en teoria de aprendizaje estudian 
curvas de aprendizaje. Una curva de aprendizaje es la grafica 
de una funcion P(t), el desempeno de alguien que aprende 
una habilidad como una funcion del tiempo de capacitacion 

t. La derivada dP/dt representa la rapidez a la que mejora el 
desempeno. 

a) ^Cuando considera que P se incrementa con mas rapidez? 
^Que sucede con dP/dt cuando t crece? Explique. 

b) Si M es el nivel maximo de desempeno del cual es capaz el 
alumno, explique por que la ecuacion diferencial 

dP 

= k(M — P) kes una constante positiva 

dt 

es un modelo razonable para el aprendizaje. 

c) Proponga un bosquejo aproximado de una posible solution 
de esta ecuacion diferencial. 


9.2 


Campos direccionales y metodo de Euler 


Desafortunadamente, es imposible resolver la mayorfa de las ecuaciones diferenciales en 
terminos de una formula explicita para la solution. En esta section se muestra que, a pesar 
de la ausencia de una solution explicita, aun se puede aprender mucho acerca de la solution 
por un metodo grafico (campos direccionales) o metodo numerico (metodo de Euler). 

Campos direccionales 

Suponga que se le pide bosquejar la grafica de la solution del problema con valores iniciales 


y' = x + y 


v(0) = 1 
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No se conoce una formula para la solucion, asi que ^como puede bosquejar su grafica? 
Considere lo que significa la ecuacion diferencial. La ecuacion y' = x + y indica que la 
pendiente en cualquier punto ( x , y) sobre la grafica (llamada curva solucion ) es igual 
a la suma de las coordenadas x y y del punto (vease figura 1). En particular, debido a que 
la curva pasa por el punto (0, 1), su pendiente ahf debe ser 0 + 1 = 1. Asf, una pequena 
porcion de la curva solucion cerca del punto (0, 1) tiene la apariencia de un corto segmen- 
to de recta que pasa por (0, 1 ) con pendiente 1 (vease figura 2). 


y> 


y. 


La pendiente 
sen (x,,y,) es 

\j:i + y\-. 

La pendiente 

J en (x 2 , y 2 ) es 
/ x 2 + y 2 - 

(0, % 

La pendiente en 
(0,1) es 0 + 1 = 1. 

0 

X 

0 

X 


FIGURA 1 FIGURA 2 

La solucion de y' = x + y Comienzo de la curva solucion que pasa por (0, 1) 


Como una guia para bosquejar el resto de la curva, se dibujan cortos segmentos de recta 
en varios puntos (x, v) con pendiente x + y. LI resultado se llama campo direccional y se 
muestra en la figura 3. Por ejemplo, el segmento de recta en el punto (1, 2) tiene pendien- 
te 1 + 2 = 3. El campo direccional permite ver la forma general de las curvas solucion 
indicando la direccion en que proceden las curvas en cada punto. 
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FIGURA 3 

Campo direccional para y 1 = x + y 


FIGURA 4 

Curva solucion a traves de (0, 1) 


Ahora se puede bosquejar la curva solucion a traves del punto (0, 1) siguiendo el campo 
direccional corno en la figura 4. Observe que se ha dibujado la curva para que sea paralela 
a segmentos de recta cercanos. 

En general, suponga que se tiene una ecuacion diferencial de primer orden de la forma 

y’ = F(x, y) 

donde F(x, v) es alguna expresion en x y y. La ecuacion diferencial dice que la pendiente 
de una curva solucion en un punto (x, y) sobre la curva es F(x, y). Si se dibujan segmentos 
cortos de recta con pendiente F(x, y) en varios puntos (x, y), el resultado se llama campo 
direccional (o campo de pendientes). Estos segmentos de recta indican la direccion en 
que apunta una curva solucion, asi que el campo direccional ayuda a ver la forma general de 
estas curvas. 
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FIGURA 6 


111*1 Module 9.2A muestra campos 
direccionales y las curvas solucion para varias 
ecuaciones diferenciales. 


EJEMPLO 1 


a) Bosqueje el campo direccional para la ecuacion diferencial y' = x 1 + y 1 — 1. 

b) Use el inciso a) para bosquejar la curva solucion que pasa por el origen. 

SOLUCION 

a) Se empieza por calcular la pendiente en varios puntos en la tabla siguiente: 


X 

-2 

-1 

0 

1 

2 

-2 

-1 

0 

1 

2 


y 

0 

0 

0 

0 

0 

1 

1 

1 

1 

1 


II 

to 

+ 

1 

3 

0 

-1 

0 

3 

4 

1 

0 

1 

4 



Ahora se dibujan cortos segmentos de recta con estas pendientes en estos puntos. El 
resultado es el campo direccional de la figura 5. 

b) Empezamos en el origen y nos movemos a la derecha en la direccion del segmento 
de recta (cuya pendiente es — 1). Continuamos con el trazo de la curva solucion de 
modo que se mueva paralela a los segmentos de recta cercanos. La curva solucion 
resultante se muestra en la figura 6. Volviendo al origen, se dibuja tambien la curva 
solucion a la izquierda. 

Mientras mas segmentos de recta se dibujen en un campo direccional, mas clara se 
vuelve la ilustracion. Por supuesto, es tedioso calcular pendientes y dibujar segmentos de 
recta para un enorme numero de puntos a mano, pero las calculadoras son muy adecuadas 
para esta tarea. En la figura 7 se muestra un campo direccional mas detallado dibujado por 
computadora para la ecuacion diferencial del ejemplo 1. Permite dibujar, con razonable 
exactitud, las curvas solucion mostradas en la figura 8 con intersecciones en y, —2, — 1, 0, 
i y 2. 
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FIGURA 7 
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FIGURA 8 
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interruptor 

FIGURA 9 


Ahora veremos como los campos direccionales dan una idea de las situaciones fisicas. 
El circuito electrico simple mostrado en la figura 9 contiene una fuerza electromotriz (por 
lo connin una baterfa o generador) que produce un voltaje de E(t) volts (V) y una corrien- 
te de I(t) amperes (A) en el tiempo t. El circuito tambien contiene un resistor con una 
resistencia de R ohms (El) y un inductor con una inductancia de L henrios (H). 

La ley de Ohm da la caida de voltaje debida al resistor como RI. La caida de voltaje 
debida al inductor es L(dl/ dt). Una de las leyes de Kirchhoff dice que la suma de las caidas 
de voltaje es igual al voltaje suministrado E(t). Asf, se tiene 

E L^ + Ri-m 

que es una ecuacion diferencial de primer orden que modela la corriente I en el tiempo t. 
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Considere que en el circuito simple de la figura 9 la resistencia es 12 ft, 
la inductancia es 4 H y la baterfa da un voltaje constante de 60 V. 

a) Dibuje un campo direccional para la ecuacion 1 con estos valores. 

b) /.Que se puede decir acerca del valor lfmite de la corriente? 

c) Identifique las soluciones de equilibrio. 

d) Si el interruptor esta cerrado cuando t = 0 de modo que la corriente empieza con 
1(0) = 0, use el campo direccional para bosquejar la curva solucion. 


SOLUCION 

a) Si hacemos L = 4, R = 12y E(t) = 60 en la ecuacion 1, obtenemos 


4— + 127 = 60 o —=15-3/ 
dt dt 


El campo direccional para esta ecuacion diferencial se muestra en la figura 10. 


FIGURA 10 
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b) Del campo direccional se ve que las soluciones se aproximan al valor 5 A, es decir, 

lfm I(t) = 5 

t — >oo 

c) En la funcion constante 7(f) = 5 se ve que es una solucion de equilibrio. De hecho, 
esto se puede comprobar de manera directa a partir de la ecuacion diferencial 

dl/dt = 15 — 37. Si 7(f) = 5, entonces el lado izquierdo es dl/dt = 0 y el lado derecho 
es 15 - 3(5) = 0. 

d) Usamos el campo direccional para bosquejar la curva solucion que pasa por (0, 0), 
como se muestra en color rojo en la figura 1 1 . 


FIGURA 11 



Observe en la figura 10 que los segmentos de recta a lo largo de cualquier recta 
horizontal son paralelos. Eso es porque la variable independiente t no aparece del lado 
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FIGURA 12 

Primera aproximacion de Euler 


Euler 

Leonhard Euler (1707-1783) fue el principal 
matematico de mediados del siglo xvm y 
el mas prolffico de todos los tiempos. Nacio 
en Suiza pero paso casi toda su camera en las 
academias de ciencias apoyadas por Catalina la 
Grande en San Petersburgo y Federico el Grande 
en Berlin. Las obras de coleccion de Euler Henan 
cerca de 100 grandes volumenes. Como dijo el 
fisico trances Arago, "Euler calculaba sin 
aparente esfuerzo como los hombres respiran o 
como las aguilas se sostienen en el aire". Los 
calculos y escritos de Euler no disminuyeron por 
cuidar de sus 13 hijos ni estartotalmente ciego 
los ultimos 17 anos de su vida. De hecho, ya 
ciego, dictaba sus descubrimientos a sus 
ayudantes gracias a su prodigiosa memoria e 
imaginacion. Sus tratados de calculo y de casi 
todos los otros temas de matematicas fueron 
gula para la instruccion en matematicas, y la 
ecuacion e" + 1 = 0 que el descubrio reune 
los cinco numeros mas famosos de todas las 
matematicas. 


derecho de la ecuacion /' = 15 — 3/. En general, una ecuacion diferencial de la forma 

y' =f(y) 

en la que falta la variable independiente en el lado derecho, se llama autonoma. Para tal 
ecuacion, las pendientes correspondientes a dos puntos distintos con la misma coordenada 
y deben ser iguales. Esto significa que si se conoce una solucion para una ecuacion dife- 
rencial autonoma, entonces se puede obtener infinitamente muchas otras desplazando solo 
la grafica de la ecuacion conocida a la derecha o a la izquierda. En la figura 1 1 se han 
mostrado las soluciones que resultan de desplazar la curva solucion del ejemplo 2 una o 
dos unidades de tiempo (a saber, segundos) a la derecha. Corresponden a cerrar el interrup- 
tor cuando t = 1 o t = 2. 

Metodo de Euler 

La idea basica detras de los campos direccionales se puede usar para hallar aproximacio- 
nes numericas a soluciones de ecuaciones diferenciales. Se ilustra el metodo en el proble- 
ma con valor inicial que se empleo para introducir campos direccionales: 

y' = x + y v(0) = 1 

La ecuacion diferencial dice que y'(0) = 0 + 1 = 1, asf que la curva solucion en el punto 
(0, 1 ) tiene pendiente 1 . Como una primera aproximacion a la solucion se podria usar la 
aproximacion lineal L(x) = x + 1 . En otras palabras, se podria usar la recta tangente en 
(0, 1) como aproximacion a la curva solucion (vease figura 12). 

La idea de Euler era mejorar esta aproximacion procediendo solo una corta distancia a 
lo largo de esta recta tangente y luego hacer una correccion a mitad de curso cambiando 
la direccion como indica el campo direccional. En la figura 13 se muestra lo que suce- 
de si se comienza a lo largo de la recta tangente pero se detiene cuando x = 0.5. (Esta 
distancia horizontal recorrida se llama tamano de paso.) Puesto que L( 0.5) ~ 1.5, se tiene 
y (0.5) ~ 1.5 y se toma (0.5, 1.5) como el punto de partida para un nuevo segmento de 
recta. La ecuacion diferencial indica que y'(0.5) = 0.5 + 1.5 = 2, de modo que se usa la 
funcion lineal 

y = 1.5 + 2(x - 0.5) = 2x + 0.5 

como una aproximacion a la solucion para x > 0.5 (el segmento verde en la figura 13). Si 
se reduce el tamano de paso de 0.5 a 0.25, se obtiene una mejor aproximacion de Euler 
mostrada en la figura 14. 




FIGURA 13 FIGURA 14 

Aproximacion de Euler con tamano de paso 0.5 Aproximacion de Euler con tamano de paso 0.25 

En general, el metodo de Euler propone empezar en el punto dado por el valor inicial y 
avanzar en la direccion indicada por el campo direccional. Detengase despues de un corto 
tiempo, examine la pendiente en la nueva ubicacion y avance en esta direccion. Continue 
deteniendose y cambiando la direccion de acuerdo con el campo direccional. El metodo de 
Euler no produce la solucion exacta para un problema con valor inicial, da aproximacio- 
nes. Pero al disminuir el tamano de paso (y por tanto se incrementa el numero de las 
correcciones de mitad de curso), se obtienen aproximaciones cada vez mejores a la solu- 
cion exacta. (Compare las figuras 12, 13 y 14.) 
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Para el problema general con valores iniciales de primer orden y' = Fix, v), y ixn) = y 0 , 
nuestro objetivo es encontrar valores aproximados para la solucion en numeros igualmen- 
te espaciados xo, Xi = Xo + h, x 2 = X\ + h, . . . , donde h es el tamano de paso. La ecuacion 
diferencial nos dice que la pendiente en (xo, vo) es y' = F(x n , y 0 ), de modo que la figura 15 
muestra que el valor aproximado de la solucion cuando x = x t es 


yi = Jo + hF(x 0 ,y 0 ) 


De manera similar, 


y 2 = yi + hF(x u yi) 


En general, 


y n = y n - 1 + hF{x„- U y n -i) 


Metodo de Euler Los valores aproximados para la solucion del problema con valor 
inicial y' = Fix, y), y (x n ) = y 0 , con tamano de paso h, en x„ = x„ , + h, son 

y n = yn - 1 + hF[x n -\,y n -\ ) n = 1, 2, 3, . . . 


EJEMPLO 3 


Use el metodo de Euler con tamano de paso 0.1 para construir una tabla de 
valores aproximados de la solucion del problema con valor inicial 


y'=x + y y(0)= 1 

SOLUCION Se tiene que h = 0.1, Xo = 0, yo = 1 y F(x, y) = x + y. Asf que tenemos 


yi = yo + hF(x 0 ,yo) = 1 + 0.1(0 + 1) = 1.1 
y 2 = yi + hF(x u yi) = 1.1 + 0. 1(0.1 + 1.1) = 1.22 
y 3 = y 2 + hF(x 2 ,y 2 ) = 1.22 + 0.1 (0.2 + 1.22) = 1.362 


EQ3 Module 9.2B muestra como funciona 
el metodo de Euler desde el punto de vista 
numerico y visual para diversas ecuaciones 
diferenciales y tamanos de paso. 


Esto significa que si y (x) es la solucion exacta, entonces y (0.3) ~ 1 .362. 
Procediendo con calculos similares, se obtienen los valores de la tabla: 


n 

x„ 

yn 

n 

Xn 

yn 

i 

0.1 

1.100000 

6 

0.6 

1.943122 

2 

0.2 

1.220000 

7 

0.7 

2.197434 

3 

0.3 

1.362000 

8 

0.8 

2.487178 

4 

0.4 

1.528200 

9 

0.9 

2.815895 

5 

0.5 

1.721020 

10 

1.0 

3.187485 


Para una tabla mas exacta de valores del ejemplo 3, se podrfa disminuir el tamano de 
paso. Pero para un gran numero de pasos pequenos, la cantidad de calculos es considerable 
y, por tanto, se requiere programar una calculadora o computadora para realizarlos. En la 
siguiente tabla se muestran los resultados de aplicar el metodo de Euler con tamano de 
paso decreciente al problema con valor inicial del ejemplo 3. 



Tamano 

Estimation de Euler 

Estimation de Euler 


de paso 

de y(0.5) 

dey(l) 

Los paquetes de software que producen 

0.500 

1.500000 

2.500000 

soluciones numericas a ecuaciones diferenciales 

0.250 

1.625000 

2.882813 

son refinaciones del metodo de Euler. Aunque 

0.100 

1.721020 

3.187485 

el metodo de Euler es simple y no es preciso, 

0.050 

1.757789 

3.306595 

se trata de la idea basica de la cual parten 

0.020 

1.781212 

3.383176 

metodos mas precisos. 

0.010 

1.789264 

3.409628 


0.005 

1.793337 

3.423034 


0.001 

1.796619 

3.433848 
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Observe que las estimaciones de Euler en la tabla al parecer son limites de aproxima- 
cion, es decir, los valores verdaderos de y (0.5) y y(l). En la figura 16 se muestran las 
graficas de las aproximaciones de Euler con tamanos de paso 0.5, 0.25, 0.1, 0.05, 0.02, 
0.01 y 0.005. Cuando el tamano de paso h se aproxima a 0, la tendencia es hacia la curva 
solucion exacta. 


FIGURA 16 

Aproximaciones de Euler que 
tienden a la solucion exacta 



EJEMPL0 4 


En el ejemplo 2 se examino un circuito electrico simple con resistencia 
12 17, inductancia de 4 H y una baterfa con voltaje de 60 V. Si el interruptor esta cerrado 
cuando t = 0, se modela la corriente I en el tiempo t mediante el problema con valor 
inicial 


— = 15 - 3/ 1(0) = 0 

dt 

Estime la corriente en el circuito medio segundo despues de que se cierra el interruptor. 

SOLUCION Usamos el metodo de Euler con F(t, 1) = 15 — 31, t 0 = 0, Iq = 0 y tamano de 
paso /; = 0.1 segundo: 


h = 0 + 0.1(15 - 3 • 0) = 1.5 
I 2 = 1.5 + 0.1(15 - 3 • 1.5) = 2.55 
h = 2.55 + 0.1(15 - 3 • 2.55) = 3.285 
h = 3.285 + 0.1(15 - 3 • 3.285) = 3.7995 
h = 3.7995 + 0.1(15 - 3 • 3.7995) = 4.15965 
Asf que la corriente despues de 0.5 s es 


7(0.5) = 4.16 A 
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9.2 


Ejercicios 


1 . Se muestra un campo direccional para la ecuacion diferencial 
y' = x cos iry. 

a) Bosqueje las graficas de las soluciones que satisfacen las 
condiciones iniciales dadas. 

i) y( 0) = 0 ii) y(0) = 0.5 

iii) ;y(0) = 1 iv) y(0) =1.6 

b) Encuentre todas las soluciones de equilibrio. 


5. y' = x + y — 1 


6 . y' = sen* sen y 


\ \ \ 
\ \ \ 
\ \ \ 
\ \ \ 
\ \ \ 
\ \ \ 


2,0 


\ \ 
\ \ 


--**✓/// 
/ / / / 




/ / 

/ / / 
/ / / 


/ / 
/ / 


1.0 


0r5 


-2 


-1 


/ / 


////// 
s' // / 


\ \ \ 
\ 


\ \ 
\ 
\ 
\ 


\ \ 
\ 
\ 


\ N \ 
\ 
\ 
\ 
\ 
\ 
\ 
\ 
\ 


N \ \ \ \ 

% s \ \ \ 


/ / / 
/ / / 
/ / / 
/ / / 



ill y> 

\\\\\\\ 4 - 

s\\\\\\\\ 

■I 

'//////// 

’//////// 

'//////// 

'//////// 

;^/////// 

x -i 0 

2 X 


IV 


w~-~- 

\\V— 

\\w- 

Iff' 

\ \ \ ■ 

iuhrn- 



w- — sy/ / 
\\\-—^// 

\\\\\~^/ 

lli 


2. Se muestra un campo direccional para la ecuacion diferencial 
/ = tan(iiry). 

a) Bosqueje las graficas de las soluciones que satisfacen las 
condiciones iniciales dadas. 

i) >'(0) = 1 ii) y(0) = 0.2 

iii) y(0) = 2 iv) y(l) = 3 

b) Encuentre todas las soluciones de equilibrio. 
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3-6 Relacione cada ecuacion diferencial con su campo direccional 
(marcado I-IV). De razones para su respuesta. 

3. y’ = 2 — y 4. y' = x(2 - y) 


7. Use el campo direccional marcado con II (arriba) para bosquejar 
las graficas de las soluciones que satisfacen las condiciones 
iniciales dadas. 

a)y(0)=l b)y(0) = 2 c) y(0) = -1 

8 . Utilice el campo direccional marcado con IV (de arriba) para 
dibujar las graficas solucion que satisfacen las condiciones 
iniciales que se proporcionan. 

a) y (0) = — 1 b) y(0) = 0 c) y(0) = 1 

9-10 Bosqueje un campo direccional para la ecuacion diferencial. 
Despues empleelo para bosquejar tres curvas solucion. 

9. y' = \y 10. y' = x — y + 1 


11-14 Bosqueje el campo direccional de la ecuacion diferencial. 
Despues utillcelo para bosquejar una curva solucion que pasa por el 
punto dado. 

11 . y'=y-2x, (1,0) 12 . y' = xy - x 1 , (0,1) 

13. y' = y + xy, (0, 1) 14. y' = x + y 2 , (0,0) 


SAC 15-16 Use un sistema algebraico computarizado para dibujar un 
campo direccional para la ecuacion diferencial dada. Imprfmalo y 
bosqueje sobre el la curva solucion que pasa por (0, 1). Despues use 
el SAC para dibujar la curva solucion y comparela con su bosquejo. 

15. y' = jc 2 seny 16. y' = x(y 2 — 4) 


Se requiere calculadora graficadora o computadora Se requiere sistema algebraico computarizado 


1. Tareas sugeridas disponibles en stewaitcalculus.com 
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17. Use un sistema algebraico computarizado para trazar un 
campo direccional para la ecuacion diferencial y' = y 3 — 4y. 
Imprfmalo y trace sobre el soluciones que satisfacen la 
condicion inicial y(0) = c para varios valores de c. (Para que 
valores de c existe lfm,^«y(f)? (Cuales son los posibles valores 
para este lfmite? 

18. Trace un bosquejo aproximado de un campo direccional para la 

ecuacion diferencial autonoma y' donde la grafica de/ 

es como se muestra. (Como depende el comportamiento lfmite 
de las soluciones del valor de y(0)? 



19. a) Use el metodo de Euler con cada uno de los siguientes 
tamanos de paso para estimar el valor de y (0.4), 
donde y es la solucion del problema con valores iniciales 

y'=y,y(0)= 1 . 

i) h = 0.4 ii) h = 0.2 iii) h = 0.1 

b) Se sabe que la solucion exacta del problema con valores 
iniciales del inciso a) es y = e ‘. Dibuje, de la manera 
mas exacta posible, la grafica de y = e x , 0 =S x =£ 0.4, 
junto con las aproximaciones de Euler usando el tamano 
de paso del inciso a). (Sus bosquejos deben asemejarse a 
las figuras 12, 13 y 14.) Use sus bosquejos para decidir 
si sus estimaciones del inciso a) son subestimaciones o 
sobreestimaciones . 

c) El error en el metodo de Euler es la diferencia entre el 
valor exacto y el valor aproximado. Encuentre los errores 
cometidos en el inciso a) al usar el metodo de Euler para 
estimar el valor verdadero de y (0.4), es decir, e 04 . (Que 
sucede con el tamano del error cada vez que el tamano de 
paso se reduce a la mitad? 


20. Se muestra un campo direccional para una ecuacion diferencial. 
Dibuje, con una regia, las graficas de las aproximaciones de 
Euler a la curva solucion que pasa por el origen. Use tamanos 
de paso h = 1 y h = 0.5. (Las estimaciones de Euler seran 
subestimaciones o sobreestimaciones? Explique. 


x 

x 

X 

X 

X 

X 


x 

X 

X 

xX- 


X 

xX- 


21 . Use el metodo de Euler con tamano de paso 0.5 para calcular 
los valores de y aproximados y< , y 2 , V 3 y ya. de la solucion del 
problema con valor inicial y' = y — 2x, y(l) = 0. 

22 . Use el metodo de Euler con tamano de paso 0.2 para estimar 
y(l), donde y(x) es la solucion del problema con valores 
iniciales y' = xy — x 2 , y(0) = 1. 

23 . Use el metodo de Euler con tamano de paso 0.1 para estimar 
y (0.5), donde y(x) es la solucion del problema con valores 
iniciales y' = y + xy, y (0) = 1. 

24 . a) Use el metodo de Euler con tamano de paso 0.2 para 

estimar y (0.4), donde y{x) es la solucion del problema con 
valores iniciales y' = x + y 2 , y(0) = 0. 
b) Repita el inciso a) con tamano de paso 0.1. 

FH 25 . a) Programe una calculadora o computadora a fin de usar 
el metodo de Euler para calcular y (1), donde y{x) es la 
solucion del problema con valores iniciales 

+ 3x 2 y = 6x 2 y(0) = 3 


i) h = 1 ii) h = 0.1 

iii) h = 0.01 iv) h = 0.001 

b) Compruebe que y = 2 + e ' es la solucion exacta de la 
ecuacion diferencial. 

c) Encuentre los errores de usar el metodo de Euler para calcular 
y(l) con los tamanos de paso del inciso a). ^Que sucede con 
el error cuando se divide entre 10 el tamano de paso? 

SAC 26. a) Programe un sistema algebraico computarizado, usando el 
metodo de Euler con tamano de paso 0.01, para calcular 
y(2), donde y es la solucion del problema con valor inicial 

y' = x 3 - y 3 y (0) = 1 

b) Compruebe su trabajo por medio del SAC para dibujar la 
curva solucion. 

27. En la figure se muestra un circuito que contiene una fuerza 
electromotriz, un capacitor con una capacitancia de C faradios 
(F) y un resistor con una resistencia de R ohms (fi). La cafda 
de voltaje en el capacitor es Q/C, donde Q es la carga (en 
coulombs, C), de modo que en este caso la ley de Kirchhoff da 


R1 + % = E w 

Pero 1 = dQ/dt , asf que se tiene 


dQ 1 


Suponga que la resistencia es 5 fl, la capacitancia es 0.05 F y 
la baterfa da un voltaje constante de 60 V. 

a) Dibuje un campo direccional para esta ecuacion diferencial. 

b) ^,Cual es el valor lfmite de la carga? 

c) (Hay una solucion de equilibrio? 

d) Si la carga inicial es Q (0) = 0 C, use el campo direccional 
para bosquejar la curva solucion. 
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e) Si la carga inicial es £9(0) = 0 C, emplee el metodo de 
Euler con tamano de paso 0. 1 para estimar la carga despues 
de medio segundo. 


C 



28. En el ejercicio 14 en la section 9.1 se considero una taza de 
cafe a 95 °C en una habitation a 20 °C. Suponga que se sabe 
que la taza de cafe se enfria a razon de 1 °C por minuto cuando 
su temperatura es 70 °C. 

a) En este caso, ^en que se convierte la ecuacion diferencial? 

b) Bosqueje un campo directional y utihcelo para trazar la 
curva solution para el problema con valores iniciales. ^Cual 
es el valor limite de la temperatura? 

c) Use el metodo de Euler con tamano de paso h = 2 minutos para 
estimar la temperatura del cafe despues de 10 minutos. 


9.3 


Ecuaciones separables 


Se han considerado ecuaciones diferenciales de primer orden desde un punto de vista 
geometrico (campos direccionales) y desde un punto de vista numerico (metodo de Euler). 
■ Que hay acerca del punto de vista simbolico? Serfa bueno tener una formula explicita 
para una solution de una ecuacion diferencial. Desafortunadamente, eso no siempre es 
posible. Pero en esta section se examina cierto tipo de ecuacion diferencial que se puede 
resolver de manera explicita. 

Una ecuacion separable es una ecuacion diferencial de primer orden en que la expre- 
sion para dy/ dx se puede factorizar como una funcion de x y una funcion de y. En otras 
palabras, se puede escribir en la forma 

y- = g(x)f(y) 
dx 

El nombre separable viene del hecho de que la expresion del lado derecho se puede “sepa- 
rar” en una funcion de x y una funcion de y. De manera equivalente, si/(y) t 4 0, se podria 
escribir 

pj-i = g(x) 

dx h(y) 

donde h(y)= I //(>’). Para resolver esta ecuacion se reescribe en la forma diferencial 


h(y) dy = g(x) dx 


La tecnica para resolver ecuaciones diferenciales 
separables fue utilizada primero por James 
Bernoulli (en 1690) para resolver un problema 
acerca de pendulos y por Leibniz (en una carta 
a Huygens en 1691). John Bernoulli explico el 
metodo general en un documento publicado 
en 1694. 


de modo que las y esten de un lado de la ecuacion y las x esten del otro lado. Despues se 
integran ambos lados de la ecuacion: 

0 j Hy) dy = j g(x) dx 


La ecuacion 2 define y implfcitamente como una funcion de x. En algunos casos se podria 
resolver para y en terminos de x. 

Se emplea la regia de la cadena para justificar este procedimiento: si h y g satisfacen [2] , 
entonces 



Asf, se satisface la ecuacion 1 . 
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La figura 1 muestra las graficas de varios 
miembros de la familia de soluciones de la 
ecuacion diferencial del ejemplo 1. La solucion 
del problema de valor inicial del inciso b) se 
muestra en rojo. 


3 



-3 

FIGURA 1 


Algunos sistemas algebraicos computacionales 
grafican curvas definidas por ecuaciones 
implicitas. En la figura 2 se muestran las 
graficas de varios miembros de la familia 
de soluciones de la ecuacion diferencial del 
ejemplo 2. Como se ve en las curvas de 
izquierda a derecha, los valores de Cson 3, 2, 
1,0, -1, —2 y —3. 


4 
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FIGURA 2 


EJEMPLO 1 


a) Resuelva la ecuacion diferencial = 

dx y 

b) Encuentre la solucion de esta ecuacion que satisface la condicion inicial y(0) = 2. 

SOLUCION 

a) Se expresa la ecuacion en terminos de diferenciales y se integran ambos lados: 

y 2 dy = x 2 dx 
J y 2 dy = J x 2 dx 

1 3 1 3 i 

3 y = 3 * + c 

donde C es una constante arbitraria. (Se podrfa haber usado una constante C i del 
lado izquierdo y otra constante C 2 del lado derecho. Pero luego se combinan estas dos 
constantes al escribir C = C 2 — C i.) 

A1 despejar y, se obtiene 

y = yjx 2 + 3 C 

Se podrfa dejar la solucion de esta manera o se podrfa escribir en la forma 

y = + K 


donde K = 3 C. (Puesto que C es una constante arbitraria, K tambien lo es.) 
b) Si hacemos x = 0 en la solucion general del inciso a), se obtiene y(0) = Jj~K . Para 
satisfacer la condicion inicial y(0) = 2, se debe tener ifK = 2, por tanto, K = 8. A si, la 
solucion del problema con valores iniciales es 

y = + 8 


EJEMPLO 2 


dy 

Resuelva la ecuacion diferencial — 

dx 


6x 2 


2 y + cos y 


SOLUCION Al escribir la ecuacion en forma diferencial e integrar ambos lados, se tiene 


(2 y + cos y)dy = 6 x 2 dx 



+ cos 


y)dy = j 


6x 2 dx 


|~3~| y 2 + seny = 2x 3 + C 

donde C es una constante. La ecuacion 3 da la solucion general en forma implfcita. En 
este caso, es imposible resolver la ecuacion para expresar y de forma explfcita como una 
funcion de x. 


EJEMPLO 3 


Resuelva la ecuacion y' = x 2 y. 


SOLUCION Primero se reescribe la ecuacion utilizando la notacion de Leibniz: 
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Si una solucion y es una funcion que satisface 
y(x) ¥= 0 para alguna x, se deduce del teorema 
de unicidad para soluciones de ecuaciones 
diferenciales que _y Cat) # 0 para toda x. 


En la figura 3 se muestra un campo direccional 
para la ecuacion diferencial del ejemplo 3. 
Comparelo con la figura 4, en la que se usa la 
ecuacion y = Ae *’ /3 para graficar soluciones 
para varios valores de A. Si emplea el campo 
direccional para bosquejar curvas solucion con 
intersecciones en y. 5, 2, 1, — 1 y -2, se 
asemejaran a las curvas de la figura 4. 


R 



interrupter 

FIGURA 5 


Si y / 0, podemos reescribirla en forma diferencial e integrar: 


— = x 2 dx y # 0 

y 

X 3 

In | y I = — + c 


Esta ecuacion define y de manera implicita como una funcion de x. Pero en este caso 
podemos resolverla de forma explicita para y como sigue: 


= e M?l = e <*73 )+c = e c e .A/ 3 


por tanto, 


Se verifica facilmente que la funcion v = 0 es tambien una solucion de la ecuacion 
diferencial dada. Asf, se puede escribir la solucion general en la forma 


y = Ae x ^ 


donde A es una constante arbitraria (A = e c o A 


-e c o A = 0). 


y 
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FIGURA 3 


FIGURA 4 


m 


EJEMPLO 4 


En la seccion 9.2 se modelo la corriente lit) en el circuito electrico 


mostrado en la figura 5 mediante la ecuacion diferencial 


L — + RI = E{t) 
dt 

Encuentre una expresion para la corriente en un circuito donde la resistencia es 12 ft, la 
inductancia es 4 H, una baterfa que da un voltaje constante de 60 V y el interruptor cierra 
el circuito en t = 0. ( ' Cual es el valor lfmite de la corriente? 

SOLUCION Con L = 4, R = 12y E(t) = 60, la ecuacion se convierte en 


4 — + 127= 60 
dt 


dl 

— =15-3/ 
dt 


o 
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En la figura 6 se muestra como la solucion del 
ejemplo 4 (la corriente) se aproxima a su valor 
limite. La comparacion con la figura 11 de la 
seccion 9.2 muestra que se pudo dibujar una 
curva solucion bastante exacta a partir del 
campo direccional. 


6 



FIGURA 6 


y el problema con valor inicial es 

dl , . 

— =15-3/ 1(0) = 0 

dt 

Esta ecuacion es de variables separables y se resuelve como sigue: 

I Ts^U “S'" 

-fin 1 15 - 3/ 1 = t + C 
1 15 - 3/ 1 = e~ 3(,+c) 

15 - 3/ = ±e~ 3C e~ 3t = Ae~ 3t 
1 = 5- | Ae 3t 

Puesto que 1(0) = 0, se tiene 5 — f A = 0, de modo que A = 15 y la solucion es 

I(t) = 5 - 5e~ 3 ' 

La corriente limite, en amperes, es 

lim /(f) = lim (5 — 5e~ 3 ') = 5 — 5 lim e~ 3 ' = 5—0 = 5 


Trayectorias ortogonales 

Una trayectoria ortogonal de una familia de curvas es una curva que corta ortogonal- 
mente cada curva de la familia, es decir, en angulos rectos (vease figura 7). Por ejemplo, 
cada miembro de la familia y = mx de rectas que pasan por el origen es una trayectoria 
ortogonal de la familia x 2 + y 2 = r 2 de circunferencias concentricas con centra en el origen 
(vease figura 8). Se dice que las dos familias son trayectorias ortogonales entre sf. 




EJEMPLO 5 


Encuentre las trayectorias ortogonales de la familia de curvas x = ky 2 , 
donde k es una constante arbitraria. 


SOLUCION Las curvas x = ky 2 forman una familia de parabolas cuyo eje de simetrfa es 
el eje x. El primer paso es hallar una sola ecuacion diferencial que sea satisfactoria 
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para todos los miembros de la familia. Si derivamos x = ky 2 , obtenemos 


1 



o 


dy_ _ 1 

dx 2 Ary 


Esta ecuacion diferencial depende de k, pero se necesita una ecuacion que sea valida 
para los valores de k de manera simultanea. Para eliminar k se observa que, de la ecuacion 
general de la parabola que se proporciona x = ky 2 , se tiene k = x/y 2 , por tanto, la 
ecuacion diferencial se puede escribir como 


o bien 


dy 

dx 


1 1 



dy _ y 
dx 2x 


Esto significa que la pendiente de la recta tangente en cualquier punto (x, y) sobre una 
de las parabolas es y' = y/(2x). En una trayectoria ortogonal la pendiente de la recta 
tangente debe ser el recfproco negativo de esta pendiente. Por tanto, las trayectorias 
ortogonales deben satisfacer la ecuacion diferencial 



dy 2x 

dx y 

Esta ecuacion diferencial es separable y se resuelve como sigue: 


s 



— | 2 x dx 
—x 2 + C 
C 


donde C es una constante positiva arbitraria. Asf, las trayectorias ortogonales son la 
familia de elipses dada por la ecuacion 4 y bosquejada en la figura 9. 


Las trayectorias ortogonales aparecen en varias ramas de la ffsica. Por ejemplo, en un 
campo electrostatico, las lmeas de fuerza son ortogonales a las lmeas de potencial cons- 
tante. Tambien, las lmeas de corriente en aerodinamica son trayectorias ortogonales de las 
curvas equipotenciales de velocidad. 

Problemas de mezclas 

Un problema de mezclas caracterfstico involucra un tanque de capacidad fija lleno con una 
solucion mezclada en todas sus partes de alguna sustancia, como una sal. Una solucion de 
una determinada concentracion entra al recipiente en una proporcion fija, y la mezcla, 
totalmente agitada, sale con una proporcion fija, que puede diferir de la proporcion entran- 
te. Si y (f) denota la cantidad de sustancia en el recipiente en el tiempo t, entonces y'(t) es 
la proporcion a la que la sustancia esta siendo anadida menos la proporcion a la cual esta 
siendo removida. La descripcion matematica de esta situacion suele llevar a una ecuacion 
diferencial separable de primer orden. Se puede usar el mismo tipo de razonamiento para 
representar diversos fenomenos: reacciones qufmicas, descarga de contaminantes en un 
lago, inyeccion de un farmaco en el torrente sangumeo. 
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En la figura 10 se muestra la grafica de la 
funcion y(t) del ejemplo 6. Observe que, 
conforme pasa el tiempo, la cantidad de 
sal se aproxima a 150 kg. 


y 



1 1 — 
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EJEMPLO 6 


Un tanque contiene 20 kg de sal disuelta en 5 000 L de agua. Se introduce 
salmuera al tanque que contiene 0.03 kg de sal por litro de agua a razon de 25 L/ min. La 
solucion se mantiene mezclada por completo y sale del recipiente con la misma razon. 
(■.Cuanta sal queda en el recipiente despues de media hora? 


SOLUCION Sea y(t) la cantidad de sal (en kilogramos) despues de t minutos. Se tiene 
como dato que y (0) = 20 y se quiere determinar y (30). Esto se hace al hallar una 
ecuacion diferencial que satisface y(t). Observe que dy/dt es la rapidez de cambio de la 
cantidad de sal, por lo que 


5 — = (razon de entrada) — (razon de salida) 

dt 

donde (razon de entrada) es la razon a la que la sal entra al recipiente y (razon de salida) 
es la razon a la que la sal sale del recipiente. Se tiene 


razon de entrada = 



0.75 


kg 

min 


El tanque contiene siempre 5 000 L de lfquido, asf que la concentracion en el tiempo t 
es y (t) /5 000 (medida en kilogramos por litro). Puesto que la salmuera sale a razon de 
25 L/ min, se tiene 


razon de salida = 


/ y(t) kg\ 

\ 5000 L ) 



y(t ) kg 

200 min 


Asf, de la ecuacion 5 se obtiene 


dy_ = 5 _ y{t) = 150 - y{t) 

dt ' 200 200 


Al resolver esta ecuacion diferencial separable, se obtiene 


r dy r dt 

J 150 - y ~ J 200 

-In 1 150 — y I = — + C 
1 7 1 200 


Puesto que y (0) = 20, se tiene — In 130 = C, asf que 


-In 1 150 - y| 


200 


- In 130 


Por tanto, 150 - y ] = 130,T' /200 

Puesto que y (t) es continua y y (0) = 20 y el lado derecho nunca es 0, se deduce que 
150 — y(t) es siempre positiva. Asf, | 150 — y | = 150 — y y tambien 

y(t) = 150 - 130e~' /20 ° 

La cantidad de sal despues de 30 minutos es 


FIGURA 10 


y(30) = 150 - 1 30 30/200 = 38.1 kg 
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Ejercicios 


1-1( Resuelva la ecuacion differencial 


1 . 


dy 


■■ xy 


dx 

3. xy 2 y' = x + 1 

5. (y + seny)y' = x + x 3 

7 dy_ _ t 

dt ye y+l 


dp . 


, dy 

2 . — = xe y 
dx 

4. (y 2 + xy 2 )y' = 1 

dv s + 1 

6 . — = 

ds sv + s 

dy e y sen 2 # 

8 . — = 

dd y sec 6 

dz 


9. — = t 2 p - p + t 1 - 1 10. — + e' +z = 0 


dt 


dt 


23. a) Resuelva la ecuacion diferencial y' = 2x^J\ — y 2 . 

FR b) Resuelva el problema con valor inicial y' = 2xJ\ — y 2 , 
y(0) = 0, y grafique la solucion. 
c) ^,E1 problema con valor inicial y' = 2x^J\ — y 2 , y(0) = 2, 
tiene una solucion? Explique. 

Fn 24. Resuelva la ecuacion e~ y y' + cos x = 0 y grafique varias 
integrantes de la familia de soluciones. ^Como cambia la 
curva solucion cuando varfa la constante C? 

SAC 25. Resuelva el problema con valor inicial y' = (sen jc)/sen y, 
y(0) = -77-/2, y grafique la solucion (si su SAC hace graficas 
implfcitas). 

SAC 26. Resuelva la ecuacion y' = Xyjx 2 + l/(ye y ) y grafique varios 
miembros de la familia de soluciones (si su SAC hace graficas 
implfcitas). ^Como cambia la curva solucion cuando varfa la 
constante C? 


11-18 Encuentre la solucion de la ecuacion diferencial que satisface 
la condition inicial que se indica. 


11 . 


dy_ 

dx 


x 

y’ 


y(0) = -3 


fWil 27-28 

a) Use un sistema algebraico computational para trazar un campo 
directional para la ecuacion diferencial. Imprfmalo y utilfcelo 
para bosquejar algunas curvas solucion sin resolver la ecuacion 
diferencial. 


12 . 


f-— . v(l) = 2 
dx xy 


du 2 1 + sec 2 f 


13. — = 

dt 


2 u 


«(0) = -5 


xy sen x , , 

14. y' = -X— — , y (0) = 1 

y + 1 

15. jcln.r = y(l + v / 3~T^)y', y(l) = 1 

dP /— 

16. = yfpi, P(l) = 2 

dt 


17. y'tanx = a + y, y(Tr/3) = a, 0 < x < 7r/2 


b) Resuelva la ecuacion diferencial. 

c) Emplee un SAC para trazar varias integrantes de la familia de 
soluciones obtenida en el inciso b). Compare con las curvas 
del inciso a). 

27. y' = y 2 28. y' = xy 


^ 29-32 Encuentre las trayectorias ortogonales de la familia de 
curvas. Use un dispositivo de graficacion para trazar varios 
miembros de cada familia en una pantalla comun. 

29. x 2 + 2y 2 = k 2 30. y 2 = kx 3 


31. y 


k 

x 


32. y = 


1 + kx 


18. = kL 2 In t, L( 1) = -1 

dt 


19. Encuentre la ecuacion de la curva que pasa por el punto (0, 1 ) 
y cuya pendiente en (x, y) es xy. 

20. Halle la funcion/tal que/'(,v) =/(*)( 1 — fix)) y /( 0) = / 

21. Resuelva la ecuacion diferencial v' = x + y haciendo el 
cambio de variable u = x + y. 

22. Resuelva la ecuacion diferencial xy' = y + xe y/ * haciendo el 
cambio de variable v = y/x. 


33-35 Una ecuacion integral es una ecuacion que contiene una 
funcion desconocida y (x) y una integral que involucra y(jc). 
Resuelva la ecuacion integral dada. [ Sugerencia : utilice una 
condition inicial obtenida de la ecuacion integral.] 

33. y(x) = 2 + | [r — ty(t)] dt 

fx dt 

34. y(x) = 2 + — — , x > 0 

Ji ty(t) 

35. y(x) = 4 + [ Q 2tijy(t) dt 


Se requiere calculadora graficadora o computadora Se requiere sistema algebraico computarizado 1. Tareas sugeridas disponibles en stewartcalculus.com 
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36. Encuentre una ecuacion /tal que/(3) = 2 y 

(t 2 + i)f(t) + + l = o t* i 

[Sugerencia: utilice la formula de la adicion para tan(x + y ) en 
la pagina de referenda 2.] 

37. Resuelva el problema con valor inicial del ejercicio 27 en la 
seccion 9.2 a fin de hallar una expresion para la carga en el 
tiempo t. Encuentre el valor lfmite de la carga. 

38. En el ejercicio 28 de la seccion 9.2, se examino una ecuacion 
diferencial que rnodela la temperatura de una taza de cafe 

a 95 °C en una habitacion a 20 °C. Resuelva la ecuacion 
diferencial, a fin de hallar una expresion para la temperatura 
del cafe en el tiempo t. 

39. En el ejercicio 15 de la seccion 9.1 se formulo un modelo para 
el aprendizaje en la forma de la ecuacion diferencial 


dP 

dt 


k(M - P) 


donde P(t) mide el desempeno de alguien que aprende una 
habilidad despues de un tiempo de entrenamiento t, M es el 
nivel maximo de desempeno y k es una constante positiva. 
Resuelva esta ecuacion diferencial con el fin de hallar una 
expresion para P(t). ^Cual es el lfmite de esta expresion? 

40. En una reaccion qufmica elemental, las moleculas simples 
de dos reactivos A y B forman una molecula del producto C: 
A + B — > C. La ley de action de masas establece que la 
velocidad de reaccion es proporcional al producto de 
las concentraciones de A y B: 

(Vease el ejemplo 4 en la seccion 3.7.) De este modo, si 
las concentraciones iniciales son [A] = a moles/L y 
[B] = b moles/L y se escribe x = [C], entonces se tiene 


dx 

dt 


k(a 


x)(b - x) 


a) Suponiendo que a b, determine x como una funcion de t. 
Use el hecho de que la concentracion inicial de C es 0. 

b) Determine x(f) suponiendo que a = b. ^Corno se simplihca 
esta expresion para x(0 si se sabe que [C] = ka despues de 
20 segundos? 


41. En contraste con la situation del ejercicio 40, los experimentos 
muestran que la reaccion H 2 + Br 2 — » 2HBr satisface la ley de 
rapidez 


d \ HBr | 
~dt 


k[ H 2 ][Br 2 ] 1/2 


y, de este modo, para esta reaccion la ecuacion diferencial se 
convierte en 


— = k(a — x)(b — x) I/2 
dt 

donde x = [HBr] y ay b son las concentraciones iniciales de 
hidrogeno y bromo. 

a) Determine x como una funcion de t en el caso donde a = b. 
Use el hecho de que x(0) = 0. 


b) Si a > b, encuentre t como una funcion de x. [Sugerencia: al 
llevar a cabo la integration, haga la sustitucion u = y /b — x .] 

42. Una esfera con radio 1 m tiene temperatura 15 °C. Esta dentro 
de una esfera concentrica con radio 2 m y temperatura 25 °C. 
La temperatura T(r) a una distancia r desde el centre comun 
de las esferas satisface la ecuacion diferencial 

d 2 T 2 dT 

— ~ — I — 0 

dr~ r dr 

Si hacemos que S = dT/ dr, entonces S satisface una ecuacion 
diferencial de primer orden. Resuelvala a fin de hallar una 
expresion para la temperatura T(r) entre las esferas. 


43. Se administra una solucion de glucosa por via intravenosa en 
el torrente sangufneo con una rapidez constante r. A medida 
que se anade la glucosa, se convierte en otras sustancias y se 
elimina del torrente sangufneo con una rapidez que es proporcional 
a la concentracion en ese momento. De esta manera, un modelo 
para la concentracion C = C{t) de la solucion de glucosa en el 
torrente sangufneo es 


donde k es una constante positiva. 

a) Suponga que la concentracion en el tiempo t = 0 es C 0 . 
Determine la concentracion en cualquier tiempo t resolviendo 
la ecuacion diferencial. 

b) Suponiendo que Co < r/k , encuentre lfm,-,* C(t) e interprete 
su respuesta. 


44. Cierto pals pequeno tiene 10000 millones de dolares en papel 
moneda en circulation, y cada dfa entran a los bancos del pafs 
50 millones. El gobierno decide introducir una nueva moneda 
y pide a los bancos que reemplacen los billetes viejos por los 
nuevos, siempre que la moneda antigua llegue a los bancos. 

Sea x = x (?) la cantidad de la nueva moneda en circulation en 
el tiempo t, con x(0) = 0. 

a) Formule un modelo matematico en la forma de un problema 
con valor inicial que represente el “flujo” de la nueva 
moneda en circulation. 

b) Resuelva el problema con valor inicial hallado en el inciso a). 

c) ^En cuanto tiempo los nuevos billetes representan 90% de la 
moneda en circulation? 


45. Un tanque contiene 1 000 L de salmuera con 15 kg de sal 
disuelta. El agua pura entra al tanque a razon de 10 L/min. 

La solucion se mantiene completamente mezclada y sale 
con la misma razon. ^Cuanta sal esta en el tanque a) despues 
de t minutos y b) despues de 20 minutos? 

46. El aire en una habitation con 1 80 m 3 de volumen contiene 
inicialmente 0.15% de dioxido de carbono. Aire fresco con 
unicamente 0.05% de dioxido de carbono circula hacia adentro 
de la habitacion a razon de 2 m 3 /min y el aire mezclado 
circula hacia fuera en la misma proportion. Halle el porcentaje 
de dioxido de carbono en la habitacion como una funcion del 
tiempo. ^Que sucede en periodos prolongados? 

47. Un tanque con 500 galones de cerveza contiene 4% de alcohol 
(en volumen). Se bombea cerveza con 6% de alcohol hacia 
adentro del tanque a razon de 5 gal/min y la mezcla se bombea 
hacia afuera en la misma proportion. ^,Cual es el porcentaje de 
alcohol despues de una hora? 
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48. Un tanque contiene 1 000 L de agua pura. La salmuera que 
contiene 0.05 kg de sal por litro de agua entra al tanque a razon 
de 5 L/min. Salmuera que contiene 0.04 kg de sal por litro de 
agua entra al tanque a razon de 10 L/min. La solution se 
mantiene totalmente mezclada y sale del tanque a razon de 

15 L/min. ^Cuanta sal esta en el tanque a) despues de t minutos 
y b) despues de una hora? 

49. Cuando cae una gota de lluvia, aumenta de tamano y, por tanto, 
su masa en tiempo t es una funcion de t, m (?). La rapidez de 
crecimiento de la masa es km (f) para alguna constante positiva 
k. Cuando se aplica la ley de Newton del movimiento a la gota 
de lluvia, se obtiene (mv)' = gin, donde v es la velocidad de la 
gota (con direction hacia abajo) y g es la aceleracion debida 

a la gravedad. La velocidad terminal de la gota de lluvia es 
lfm,^« v(t). Encuentre una expresion para la velocidad 
terminal de g y k. 

50. Un objeto de masa m se mueve horizontalmente a traves de un 
medio que resiste el movimiento con una fuerza que es una 
funcion de la velocidad; es decir. 


d 2 s dv 
m — = m -=f (v) 


donde v = v{t) y s = s(t) representan la velocidad y la 
position del objeto en el tiempo t, respectivamente. Por 
ejemplo, considere un bote que se mueve en el agua. 

a) Suponga que la fuerza de resistencia es proporcional a la 
velocidad, es decir, /(y) = —kv, k es una constante positiva. 
(Este modelo es apropiado para valores pequenos de v.) 

Sean t>(0) = v 0 y s(0) = s 0 los valores iniciales de v y s. 
Determine »ysen cualquier tiempo t. ^Cual es la distancia 
total que recorre el objeto desde el tiempo t = 0? 

b) Para valores mas grandes de v un mejor modelo se obtiene 
suponiendo que la fuerza de resistencia es proporcional 

al cuadrado de la velocidad, es decir, /(y) = —kv 2 ,k> 0. 
(Newton fue el primero en proponer este modelo.) Sean y 0 y 
s 0 los valores iniciales de y y s. Determine yyten cualquier 
tiempo t. ^Cual es la distancia total que viaja el objeto en 
este caso? 


52. La homeostasis se refiere a un estado en el que el contenido 
de nutrientes de un consumidor es independiente del contenido. 
En ausencia de la homeostasis, un modelo propuesto por 
Sterner y Elser esta dado por 


dy_ = J_ 
dx Ox 

donde x y y representan el contenido de nutrientes del alimento 
y el consumidor, respectivamente, y 6 es una constante con 

e l. 

a) Resuelva la ecuacion diferencial 

b) ^Que ocurre cuando 0 = 1? que ocurre cuando 0 —* 00 ? 

53. Sea A(t) el area de un cultivo de tejido en el tiempo t y sea 
M el area final del tejido cuando se completa el crecimiento. 

La mayor parte de las divisiones celulares ocurren en la 
periferia del tejido y el numero de celulas de la periferia es 
proporcional a \jA(t). Asf, un modelo razonable para el 
crecimiento del tejido se obtiene suponiendo que la rapidez 
de crecimiento del area es proporcional a jA(t) y M — A(t). 

a) Formule una ecuacion diferencial y empleela para demostrar 
que el tejido crece mas rapido cuando A{t) = \M. 

SAC b) Resuelva la ecuacion diferencial con el fin de hallar 
una expresion para A(t). Use un sistema algebraico 
computacional para llevar a cabo la integration. 

54. De acuerdo con la ley de Newton de la gravitation universal, 
la fuerza gravitational sobre un objeto de masa m que ha sido 
proyectado verticalmente hacia arriba desde la superficie 
terrestre es 


mgR 1 
( x + R) 1 

donde x = x(f) es la distancia del objeto arriba de la superficie 
en el tiempo t, R es el radio de la Tierra y g es la aceleracion 
debida a la gravedad. Asimismo, por la segunda ley de Newton, 
F = ma = m{dv/dt) y, por tanto. 


51. En Biologra, el crecimiento alomero se refiere a las relaciones 
entre tamanos de partes de un organismo (longitud del craneo 
y longitud del cuerpo, por ejemplo). Si Li(f) y L 2 (f) son los 
tamanos de dos organos en un organismo de edad t, entonces 
Li y L 2 satisfacen la ley alomera si sus tasas de crecimiento 
especfficas son proporcionales: 

1 dL i _ 1 dL 2 

L\ dt L 2 dt 

donde k es una constante. 

a) Utilice la ley alomera para describir una ecuacion diferencial 
que relatione Li y L 2 y resuelvala para expresar L t como 
funcion de L 2 . 

b) En un estudio de varias especies de algas unicelulares, 
la constante de proporcionalidad de la ley alomera que 
relaciona B (biomasa celular) y V (volumen celular) se 
encontro que es k = 0.0794. Exprese B como funcion de V. 


dv mqR 2 

m — = -r- 

dt {x + Ry 

a) Suponga que un cohete es lanzado verticalmente hacia 
arriba con una velocidad initial y 0 . Sea h la altura maxima 
sobre la superficie alcanzada por el objeto. Demuestre que 


I 2gRh 
V °~ V R + h 

[Sugerencia: por la regia de la cadena, m(dv/dt) = mv{dv/dx).\ 

b) Calcule v e = lfm;,^* v 0 . Este lfmite se llama velocidad de 
escape para la Tierra. 

c) Use R = 3960 mi y g = 32 pies/s 2 para calcular v e en pies 
por segundo y en millas por segundo. 
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OYECTO DE APLICAC £QUE TAN RAPIDO DRENA UN TANQUE? 


Si el agua (u otro lfquido) drena de un tanque, se espera que el flujo sea mayor al principio (cuando 
la profundidad del agua es maxima) y disminuya poco a poco a medida que disminuye el nivel del 
agua. Pero se necesita una description matematica mas precisa de como disminuye el flujo, a fin de 
contestar el tipo de preguntas que hacen los ingenieros: ^,en cuanto tiempo se drena por completo un 
tanque? ^Cuanta agua debe contener un tanque a fin de garantizar cierta presion de agua minima para 
un sistema de aspersion? 

Sea h(t) y V(t) la altura y el volumen de agua en el tanque en el tiempo t. Si el agua sale por un 
orificio con area a en el fondo del tanque, entonces la ley de Torricelli dice que 

pn = —ciyfTqh 


donde g es la aceleracion debida a la gravedad. Asi, la rapidez a la cual fluye el agua desde el tanque 
es proportional a la raiz cuadrada de la altura del agua. 

1. a) Suponga que el tanque es cilindrico con altura de 6 pies y radio de 2 pies, y el orificio es 

circular con radio de 1 pulgada. Si se toma g = 32 pies/s 2 , demuestre que h satisface la 
ecuacion diferencial 

dh__ _ J_ 
dt ~ 72 

b) Resuelva esta ecuacion para hallar la altura del agua en el tiempo t, bajo el supuesto de 
que el tanque esta lleno en el tiempo t = 0. 

c) ^Cuanto tarda en drenar por completo el agua? 

2. Como resultado de la rotation y viscosidad del lfquido, el modelo teorico dado por la ecua- 
cion 1 no es bastante exacto. En cambio, el modelo 


El problema 2b se realiza mejor como una 
demostracion de salon de clases o como un 
proyecto de grupo con tres alumnos en cada 
grupo: un cronometrador que indique los 
segundos, una persona a cargo de la altura 
cada 10 segundos y alguien que registre 
estos valores. 


— dh ta 

2 — = kyfh 

— dt 

se emplea con mas frecuencia y la constante k (que depende de las propiedades fisicas del 
lfquido) se determina de los datos relacionados con el drenado del tanque. 

a) Suponga que hacemos un orificio en el costado de una botella cilfndrica y la altura h del 
agua (arriba del orificio) disminuye de 10 cm a 3 cm en 68 segundos. Use la ecuacion 2 a 
fin de hallar una expresion para h(t). Evalue h(t) para t = 10, 20, 30, 40, 50, 60. 


b) 


3. 


© Richard Le Borne, Dept. Mathematics, 
Tennessee Technological University 



Haga un orificio de 4 mm cerca del fondo de la parte cilfndrica de una botella de plastico de 
bebida gaseosa de dos litros. Adhiera una tira de cinta adhesiva marcada en centfmetros 
de 0 a 10, con 0 que corresponde a la parte superior del orificio. Con un dedo sobre el 
orificio, llene la botella con agua hasta la marca de 10 cm. Luego quite su dedo del orificio 
y registre los valores de h{t) para t = 10, 20, 30, 40, 50, 60 segundos. (Es probable que 
encuentre que transcurren 68 segundos para que el nivel disminuya a h = 3 cm.) Compare 
sus datos con los valores de h (?) del inciso a). (,Que tan bien predice el modelo los valores 
reales? 

En muchas partes del mundo, el agua para los sistemas de aspersion en grandes hoteles y 
hospitales se suministra por gravedad desde tanques cilfndricos en o cerca de los techos 
de los edificios. Suponga que un tanque de este tipo tiene radio de 10 pies y que el 
diametro de la salida es de 2.5 pulgadas. Un ingeniero tiene que garantizar que la pre- 
sion del agua sera por lo menos 2160 lb/pie 2 por un periodo de 10 minutos. (Cuando se 
presenta un incendio, el sistema electrico podrfa fallar y podrfa tomar hasta 10 minutos la 
activation del generador de emergencia y la bomba de agua.) (,Que altura debe especificar 
el ingeniero para el tanque, a fin de garantizar la presion? (Use el hecho de que la presion 
del agua a una profundidad de d pies es P = 62.5 d. Vease la section 8.3.) 
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4. No todos los tanques de agua tienen forma cilmdrica. Suponga que un tanque tiene area 
de section transversal A(h) a la altura h. Entonces el volumen del agua hasta la altura h es 
V = J* A{u ) du y, por tanto, el teorema fundamental del calculo da dV/dh = A(h). Se deduce 
que 


dV dV dh dh 

dt dh dt A dt 

y, por consiguiente, la ley de Torricelli se convierte en 

dh , 

A(h) - = —ciy/2gh 

dt 

a) Suponga que el tanque tiene la forma de una esfera con radio 2 m y al principio esta lleno 
con agua hasta la mitad. Si el radio del orificio circular es 1 cm y se toma g = 10 m/s 2 , 
demuestre que h satisface la ecuacion diferencial 

dh 

(4/7 - h 1 ) — = -0.0001 720// 
dt 

b) y,Cuanto tarda en drenar por completo el agua? 


PR0YECT0 DE A LI C AC I C 4 QUE ES MAS RAPID0, SUBIR 0 BAJAR? 


Suponga que lanza una bola al aire. ^Considera que tarda mas en alcanzar su altura maxima o en 
regresar al suelo desde su altura maxima? En este proyecto se resolvera este problema pero, antes de 
empezar, piense en esa situation y haga una conjetura con base en su intuition ffsica. 


Al modelar la fuerza debida a la resistencia 
del aire, se han empleado varias funciones, 
dependiendo de las caracterfstlcas ffsicas y 
la rapidez de la bola. Aqui se usa un modelo 
lineal, —pv, pero un modelo cuadratico 
[-pv 2 en el camino ascendente y pv 2 en el 
camino descendente) es otra posibilidad 
para magnitudes de velocidades mas altas 
(vease el ejercicio 50 en la seccion 9.3). 

Para una pelota de golf, los experimentos 
han mostrado que un buen modelo es 
— pv L3 hacia arriba y p\ v \ 13 hacia abajo. 
Pero no importa que funcion fuerza -f(v) 
se emplee [donde/(u) > 0 para v > 0 
y f(v) < 0 para v < 0], la respuesta 
a la pregunta es la misma. Vease F. Brauer, 
"What Goes Up Must Come Down, 
Eventually," Amer. Math. Monthly 108 
(2001), pp. 437-440. 


1. Una bola con masa m se lanza hacia arriba verticalmente desde la superficie de la Tierra con 
una velocidad inicial positiva v 0 . Se supone que las fuerzas que actuan sobre la bola son la 
fuerza de gravedad y una fuerza retardadora por la resistencia del aire con direction opuesta 
a la direction del movimiento y con magnitud p \ v(t) | donde p es una constante positiva y v{t) 
es la velocidad de la bola en el tiempo t. Tanto en el ascenso como en el descenso, la fuerza 
total que actua sobre la bola es —pv — mg. [Durante el ascenso, v(t) es positiva y la resistencia 
actua hacia abajo; durante el descenso, v{t) es negativa y la resistencia actua hacia arriba.] Asf, 
por la segunda ley de Newton, la ecuacion de movimiento es 

mv' = —pv — mg 

Resuelva esta ecuacion diferencial para demostrar que la velocidad es 


v(t) 




+ _ an 

P ) P 


2. Demuestre que la altura de la bola, hasta que choca con el suelo, es 


yit) 



m , . x 

— (1 - e~ p,,m ) 
P 


mgt 

P 


/fZ Se requiere calculadora graficadora o computadora 
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3. Sea fi el tiempo que tarda la bola en alcanzar su altura maxima. Demuestre que 

mg + pv o \ 
mg / 

Determine este tiempo para una bola con masa 1 kg y velocidad inicial 20 m/s. Suponga que 
la resistencia de aire es ^ de la rapidez. 

Fn 4. Sea t 2 el tiempo que la bola cae de regreso a la Tierra. Para la bola particular del problema 
3, estime t 2 por medio de una grafica de la funcion altura y(t). ^Que es mas rapido, subir o 
bajar? 

5. En general, no es facil determinar t 2 porque es imposible resolver la ecuacion y(t) = 0 en 
forma expllcita. Sin embargo, se puede usar un metodo directo para determinar si el ascenso 
o el descenso es mas rapido: se determina si _y (2fi) es positiva o negativa. Demuestre que 

m 2 g ( 1 \ 

y(2fi) = — z- [ x - - 2 In x ] 

P V x J 

donde = e p, ' /m . Despues demuestre que x > 1 y la funcion 

fix) = x 2 In x 

x 

es creciente parax > 1. Use este resultado para decidir si y{2 q) es positiva o negativa. ^Que 
se puede concluir? ^Es mas rapido el ascenso o el descenso? 



Modelos de crecimiento poblacional 

En esta seccion se estudian ecuaciones diferenciales que se aplican para modelar el creci- 
miento de poblacion: la ley de crecimiento natural, la ecuacion logistica y otras. 


Ley de crecimiento natural 

Uno de los modelos para el crecimiento poblacional considerado en la seccion 9.1 se baso 
en la suposicion de que la poblacion crece a una tasa proporcional al tamano de la 
poblacion: 



/,Es esa una suposicion razonable? Suponga que se tiene una poblacion (de bacterias, por 
ejemplo) con tamano P = 1000 y en determinado momento crece con una rapidez de 
P’ = 300 bacterias por hora. Ahora se toman otras 1000 bacterias del mismo tipo y se 
colocan en la primera poblacion. Cada mitad de la nueva poblacion crecio en una pro- 
porcion de 300 bacterias por hora. Se esperaria que la poblacion total de 2000 se incre- 
mentara a una tasa de 600 bacterias por hora inicialmente (siempre que haya espacio 
suficiente y nutricion). De este modo, si se duplica el tamano, se duplica la proporcion de 
crecimiento. En general, parece razonable que la rapidez de crecimiento deba ser propor- 
cional al tamano. 

En general, si P(t ) es el valor de una cantidad y en el tiempo t y si la rapidez de cambio 
de P con respecto a t es proporcional a su tamano Pit ) en cualquier momento, entonces 


m 
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donde k es una constante. La ecuacion 1 se llama a veces ley de crecimiento natural. Si 
k es positiva, entonces se incrementa la poblacion; si k es negativa, decrece. 

Debido a que es una ecuacion diferencial separable se puede resolver por los metodos 
de la seccion 9.3: 


C dP r 

Si^ = S kdt 

In | P | = kt + C 
|P| = e k,+c = e c e kt 
P = Ae k ' 

donde A (= ±e c o 0) es una constante arbitraria. Para ver el significado de la constante A, 
se observa que 

P{ 0) =Ae k0 =A 

Por tanto, A es el valor inicial de la funcion. 


Los ejemplos y ejercicios de la aplicacion de [2] 
se proporcionan en la seccion 3.8 


2 


La solucion del problema con valor inicial 



P( 0) = P 0 


P(t ) = P 0 e kl 


Otra manera de escribir la ecuacion 1 es 


1 dP 
P dt 


k 


la cual dice que la rapidez de crecimiento relativo (rapidez de crecimiento dividida por 
el tamano de la poblacion) es constante. Por tanto, \2\ dice que una poblacion con creci- 
miento relativo constante debe crecer de forma exponencial. 

Se puede considerar emigracion (o “recolectores”) de una poblacion modificando la 
ecuacion 1 ; si la rapidez de emigracion es una constante m, entonces la rapidez de cambio 
de la poblacion se representa mediante la ecuacion diferencial 

i—i dP 

[3] = kP — m 

1 — 1 dt 


Vea el ejercicio 15 para la solucion y las consecuencias de la ecuacion 3. 


Modelo logistico 

Como se explico en la seccion 9.1, una poblacion suele incrementarse de forma exponen- 
cial en sus primeras etapas, pero se estabiliza finalmente y tiende a su capacidad de sopor- 
te debido a los recursos limitados. Si Pit ) es el tamano de la poblacion en el tiempo t, se 
supone que 



si P es pequena 
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Esto dice que la rapidez de crecimiento inicial esta muy cerca de ser proporcional al tama- 
no. En otras palabras, la rapidez de crecimiento relativa es casi constante cuando la pobla- 
cion es pequena. Pero tambien se quiere reflejar el hecho de que la rapidez de crecimiento 
relativa disminuye cuando se incrementa la poblacion P y se vuelve negativa si P excede 
alguna vez su capacidad de soporte M, la poblacion maxima que el ambiente es capaz de 
sostener a la larga. La expresion mas simple para la rapidez de crecimiento relativa que 
incorpora estas suposiciones es 


1 dP P 

= k 1 

P dt \ M 

Al multiplicar por P, se obtiene el modelo para el crecimiento poblacional conocido como 

ecuacion diferencial logistiea 


a 



Observe de la ecuacion 4 que si P es pequena en comparacion con M, entonces P/M es 
cercano a cero y, por tanto, dP / dt ~ kP. Sin embargo, si / J > M (la poblacion se aproxi- 
ma a su capacidad de soporte), entonces P/M —*■ 1, asi que dP/dt —> 0. Se puede deducir 
informacion acerca de si las soluciones se incrementan o disminuyen directamente de la 
ecuacion 4. Si la poblacion P esta entre 0 y M, entonces el lado derecho de la ecuacion es 
positivo, asi que dP/dt > 0 y la poblacion crece. Pero si la poblacion excede la capaci- 
dad de soporte ( P > M), entonces 1 — P/M es negativa, de modo que dP/dt < 0 y la 
poblacion decrece. 

Iniciamos el analisis mas detallado de la ecuacion diferencial logistiea considerando un 
campo direccional. 


EJEMPLO 1 


Dibuje un campo direccional para la ecuacion logistiea con k = 0.08 y 
capacidad de soporte M = 1000. <,Quc se puede deducir acerca de las soluciones? 


SO LUC I ON En este caso la ecuacion diferencial logistiea es 


dP 

= 0.08P| 1 - 

dt 



Un campo direccional para esta ecuacion se muestra en la figura 1 . Se muestra solo el 
primer cuadrante porque las poblaciones negativas no son significativas y se tiene interes 
solo en lo que sucede despues de t = 0. 


p 










1400 


\ 

\ 

\ 

\ 

\ 

\ 


\ 

' 


\ 

\ 

\ 

\ 

\ 

\ 

\ 

\ 

1200 1 


\ 

\ 

\ 

\ 

\ 

\ 

\ 

\ 

O 

O 










__ - 


— • 

— 1 • 



X- 

X- 

— ■ 




oo 

O 

p 

i 


/ 

/ 

/ 

/ 

/ 

/ 

/ 

/ 

x- 


/ 

/ 

/ 

/ 

s' 

s' 

/ 

s' 

600 


s' 

/ 

/ 

/ 

s' 

s' 

/ 

s' 



s' 

/ 

/ 

/ 

s' 

s' 

s' 

s' 

400- 


s' 

/ 

/ 

s' 

s' 

s' 

s' 

s' 



s' 

/ 

/ 

s' 

s' 

s' 

s' 

s' 

200 - 




'O'. 

oo 

'0- 

O'l 

oo 

O'l 

0 



20 


40 


60 


. o 
00 


FIGURA 1 

Campo direccional para la 
ecuacion logistiea del ejemplo 1 
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La ecuacion logfstica es autonoma [dP/ dt depende solo de P, no de t), asf que las 
pendientes son las mismas a lo largo de cualquier recta horizontal. Como se esperaba, 
las pendientes son positivas para 0 < P < 1000 y negativas para P > 1000. 

Las pendientes son pequenas cuando P se aproxima a 0 o 1000 (la capacidad de 
soporte). Observe que las soluciones se alejan de la solucion de equilibrio P = 0 y se 
mu even hacia la solucion de equilibrio P = 1000. 

En la figura 2 se usa el campo direccional para bosquejar curvas solucion con poblaciones 
iniciales P( 0) = 100, P( 0) = 400 y P( 0) = 1300. Note que las curvas solucion que 
empiezan abajo de P = 1000 son crecientes y las que empiezan arriba de P = 1000 son 
decrecientes. Las pendientes son mayores cuando P ~ 500 y, en consecuencia, las curvas 
solucion abajo de P = 1000 tienen puntos de inflexion cuando P ~ 500. De hecho, se 
puede probar que las curvas solucion que empiezan abajo de P = 500 tienen un punto de 
inflexion cuando P es exactamente 500 (vease el ejercicio 11). 


FIGURA 2 

Curvas solucion para la 
ecuacion logfstica del ejemplo 1 



La ecuacion logfstica [4] es separable y, por tanto, se puede resolver de manera explfci- 
ta con el metodo de la seccion 9.3. Puesto que 


se tiene 


dP 

dt 


= kP\ 1 



5 


J P(1 - P/M) 


\ 


k dt 


Para evaluar la integral del lado izquierdo, escribimos 

1 _ M 

P(1 - P/M) ~ P(M - P) 

Empleando fracciones parciales (vease seccion 7.4), obtenemos 

M _ ]_ 1_ 

P(M - P)~ P M - P 
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Esto permite reescribir la ecuacion 5: 


0 


+ J“' 

In | P | - In | M - P | = kt + C 
M - P 


In 


P 

M - P 


= —kt — C 


P 

M - P 


= Ae 


donde A = ±e c . Si la ecuacion 6 se resuelve para P, se obtiene 


1 


M P 

1 = Ae k => — = . 

P M 1 + Ae“*' 


por tanto, 


P = 


M 


1 + A<T 


Encontramos el valor de A si escribimos t = 0 en la ecuacion 6. Si t = 0, entonces P = P 0 
(la poblacion inicial), por tanto, 


M - P { 


— Ae° = A 


Asf, la solucion para la ecuacion logfstica es 


m 


p( t ) = 


M 


1 + A<T 


donde A = 


M - P 0 


A1 usar la expresion para P(t ) en la ecuacion 7, se ve que 

Km Pit) = M 

t — >oo 

lo cual era de esperarse. 

Escriba la solucion del problema con valor inicial 


EJEMPLO 2 


1 — I P( 0) = 100 

1000 / v 7 

y utilfcela para hallar los tamanos de poblacion P(40) y P(80). /.En que momento la 
poblacion llega a 900? 

SOLUCION La ecuacion diferencial es una ecuacion logfstica con k = 0.08, capacidad 
de soporte M = 1000, y poblacion inicial P 0 = 100. Por tanto, la ecuacion 7 da la 


dP 

dt 


= 0.08P 
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poblacion en el tiempo t cuando 


p(t) 


1000 

1 + Ae-° m ' 


donde A = 


1000 - 100 
100 


= 9 


Asl, 


Pit) 


1000 

1 + 9e-° m ' 


Por consiguiente, los tamanos de poblacion cuando t = 40 y 80 son 


P(40) 


1000 

1 + 9e~ 3 ' 2 


731.6 


P(80) 


1000 

1 + 9e~ 6 ' 4 


985.3 


La poblacion llega a 900 cuando 


1000 

1 + 9e~ 008 ' 


900 


Resolviendo esta ecuacion para f, se obtiene 


Compare la curva solucion en la figura 3 con la 
curva solucion inferior que se trazo a partir del 
campo direccional en la figura 2. 


1 + 9e~ 008 ' 


ip 

9 


e 


0.08f 


81 



FIGURA 3 


-0.08 1 
t 

De modo que la poblacion llega a 900 cuando t es aproximadamente 55. Como 
comprobacion del trabajo, se grafica la curva de poblacion en la figura 3 y se observa 
que cruza la recta P = 900. El cursor indica que t ~ 55. 


= In 8 ’, = -In 81 
In 81 


0.08 


54.9 


Comparacion del crecimiento natural y modelos logisticos 

En la decada de 1930, el biologo G. F. Gause realizo un experimento con el protozoario 
Paramecium y empleo una ecuacion logfstica para representar sus datos. En la tabla se da 
la cuenta diaria de la poblacion de protozoarios. Estimo la rapidez de crecimiento relativo 
inicial como 0.7944 y la capacidad de soporte como 64. 


t (dlas) 

0 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

11 

12 

13 

14 

15 

16 

P (observada) 

2 

3 

22 

16 

39 

52 

54 

47 

50 

76 

69 

51 

57 

70 

53 

59 

57 


EJEMPL0 3 


□ 

Compare los valores predichos con los valores observados y comente acerca del ajuste. 


Encuentre los modelos exponencial y logfstico para los datos de Gause. 


SOLUCION Dada la rapidez de crecimiento relativo k = 0.7944 y la poblacion inicial 
P 0 = 2, el modelo exponencial es 


P{t) = P 0 e k ‘ = 2e 0/7944 ' 
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Gause empleo el mismo valor de k para su modelo logfstico. [Esto es razonable porque 
P 0 = 2 es pequena comparada con la capacidad de soporte (M = 64). La ecuacion 


1 dP 
Pa dt 




~ k 


muestra que el valor de k para la ecuacion logfstica es muy cercano al valor para el 
modelo exponencial.] 

Entonces la solucion de la ecuacion logfstica en la ecuacion 7 da 


Pit) 


M 

1 + Ae~ k ‘ 


64 

1 + Ae-°- 7944 ' 


donde 


A = 


M - P o _ 64 

— K ~~ : 


= 31 


Por consiguiente, 


Pit) 


64 ^ 

1 + 31e“ 


Estas ecuaciones se emplean para calcular los valores predichos (redondeados hasta el 
entero mas proximo) y se comparan en la tabla. 


t (dfas) 

0 

i 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

11 

12 

13 

14 

15 

16 

P (observada) 

2 

3 

22 

16 

39 

52 

54 

47 

50 

76 

69 

51 

57 

70 

53 

59 

57 

P (modelo logfstico) 

2 

4 

9 

17 

28 

40 

51 

57 

61 

62 

63 

64 

64 

64 

64 

64 

64 

P (modelo exponencial) 

2 

4 

10 

22 

48 

106 













Se observa de la tabla y la grafica de la figura 4 que para los primeros tres o cuatro 
dfas el modelo exponencial da resultados comparables a los del modelo logfstico mas 
complejo. Sin embargo para f 3® 5, el modelo exponencial es inexacto, pero el modelo 
logfstico ajusta las observaciones razonablemente bien. 


FIGURA 4 

Modelos exponencial y logfstico 
para los datos de Paramecium 



Varios pafses que antes experimentaron crecimiento exponencial ahora estan encontran- 
do que su rapidez de crecimiento poblacional esta declinando y el modelo logfstico pro- 
porciona un buen modelo. 
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t 

Bit ) 

t 

Bit) 

1980 

9 847 

1992 

10036 

1982 

9 856 

1994 

10109 

1984 

9 855 

1996 

10152 

1986 

9 862 

1998 

10175 

1988 

9 884 

2000 

10186 

1990 

9962 




FIGURA 5 

Modelo logfstico para 
la poblacion de Belgica 


La tabla al margen muestra valores semestrales de Bit), la poblacion de Belgica, en miles, 
al tiempo t, desde 1980 hasta 2000. La figura 5 muestra estos puntos de informacion junto 
con una funcion logfstica desplazada que se obtiene de una calculadora con la capacidad 
de ajustar una funcion logfstica a estos puntos mediante regresion. Es observable que el 
modelo logfstico proporciona un buen ajuste. 



Otros modelos para el crecimiento poblacional 

La ley de crecimiento natural y la ecuacion diferencial logfstica no son las unicas ecuacio- 
nes que han sido propuestas para modelar el crecimiento poblacional. En el ejercicio 20 se 
trabaja con la funcion de crecimiento de Gompertz y en los ejercicios 21 y 22 se investigan 
modelos de crecimiento estacionales. 

Dos de los otros modelos son modificaciones del modelo logfstico. La ecuacion dife- 
rencial 



1 



— c 


se ha empleado para modelar poblaciones que estan sujetas a la “recoleccion” de un tipo 
u otro. (Piense en una poblacion de peces capturados en una proporcion constante.) Esta 
ecuacion se explora en los ejercicios 17 y 18. 

Para algunas especies hay un nivel mfnimo de poblacion m debajo del cual la especie 
tiende a extinguirse. (Es posible que los adultos no encuentren parejas adecuadas.) Esta 
clase de poblaciones ha sido representada mediante la ecuacion diferencial 



1 




donde el factor extra, 1 — m/P, toma en cuenta las consecuencias de una poblacion esca- 
sa (vease el ejercicio 19). 
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Ejercicios 


1. Suponga que una poblacion se desarrolla de acuerdo con la 
ecuacion logistica 

— = 0.05 P - 0.0005P 2 
dt 


donde t se mide en semanas. 

a) ^,Cual es la capacidad de soporte? ^Cual es el valor de fc? 

b) Se muestra un campo direccional para esta ecuacion. 
^Donde las pendientes son cercanas a 0? ^Donde son 
mayores? ^Que soluciones son crecientes? ^Cuales 
soluciones son decrecientes? 



100 


50- 



20 


40 


60 


c) Use el campo direccional para bosquejar las soluciones 
para poblaciones iniciales de 20, 40, 60, 80, 120 y 140. ^,Que 
tienen en comun estas soluciones? ^Como difieren? 

^Que soluciones tienen puntos de inflexion? iA que niveles 
de poblacion se presentan? 

d) ^Cuales son las soluciones de equilibrio? ^Como se 
relacionan estas soluciones con las otras? 

FH 2. Suponga que una poblacion crece de acuerdo con un modelo 

logfstico con capacidad de soporte de 6000 y k = 0.0015 por ano. 

a) Escriba la ecuacion diferencial logistica para estos datos. 

b) Dibuje un campo direccional (ya sea a mano o con un 
sistema algebraico computarizado). ^Que le dice acerca de 
las curvas solution? 

c) Use el campo direccional para bosquejar las curvas solution 
para las poblaciones iniciales de 1000, 2000, 4000 y 8000. 
^Que se puede decir acerca de la concavidad de estas curvas? 
^Cual es la importancia de los puntos de inflexion? 

d) Programe una calculadora o computadora para usar el 
metodo de Euler con tamafio de paso h = 1 para estimar 
la poblacion despues de 50 anos si la poblacion inicial es 
1000 . 

e) Si la poblacion inicial es 1000, escriba una formula para la 
poblacion despues de t anos. Empleela para determinar 

la poblacion despues de 50 anos y comparela con su 
estimation en el inciso d). 

f) Grafique la solution del inciso e) y compare con la curva 
solution que bosquejo en el inciso c). 

3. La pesca del mero del Pacifico ha sido representada por la 
ecuacion diferencial 



donde y ( t ) es la biomasa (la masa total de los integrantes de 
la poblacion) en kilogramos en el tiempo t (medido en anos), 
la capacidad de soporte se estima como M = 8 X 10 7 kg, y 
k = 0.71 por ano. 

a) Si y (0) = 2 X 10 7 kg, calcule la biomasa un ano despues. 

b) ^En cuanto tiempo la biomasa alcanza 4 X 10 7 kg? 

4. Suponga una poblacion P(t) que satisface 


= 0.4 P - 0.001P 2 P(0) = 50 

dt 

donde t se mide en anos. 

a) ^Cual es la capacidad de soporte? 

b) ^Que es P'( 0)? 

c) ^Cuando alcanzara la poblacion el 50% de su capacidad de 
soporte? 

5. Suponga que una poblacion crece de acuerdo con un modelo 
logistico con poblacion inicial de 1000 y capacidad de soporte 
de 10000. Si la poblacion crece a 2500 despues de un ano 
^,cual sera la poblacion despues de otros tres anos? 

6. En la tabla se da el numero de celulas de levadura en un nuevo 
cultivo de laboratorio. 


Tiempo (horas) 

Celulas de 
levadura 

Tiempo (horas) 

Celulas de 
levadura 

0 

18 

10 

509 

2 

39 

12 

597 

4 

80 

14 

640 

6 

171 

16 

664 

8 

336 

18 

672 


a) Grafique los datos y use la grafica para estimar la capacidad 
de soporte para la poblacion de levadura. 

b) Use los datos para estimar la tasa de crecimiento relativo 
inicial. 

c) Encuentre un modelo exponential y un modelo logfstico 
para estos datos. 

d) Compare los valores predichos con los valores observados, 
en una tabla y con graficas. Comente acerca de que tan bien 
ajustan sus modelos los datos. 

e) Use el modelo logfstico para estimar el numero de celulas 
de levadura despues de 7 horas. 

7. La poblacion del mundo fue cercana a 5.3 miles de millones 
en 1990. La tasa de nacimientos en la decada de 1990 vario 
de 35 a 40 millones por ano y la frecuencia de mortalidad 
vario de 15 a 20 millones por ano. Suponga que la 
capacidad de soporte para la poblacion mundial es 
100000 millones. 

a) Escriba la ecuacion diferencial logistica para estos datos. 
(Debido a que la poblacion inicial es pequena comparada 


Se requiere calculadora graficadora o computadora 


Se requiere sistema algebraico computarizado 1. Tareas sugeridas disponibles en stewartcalculus.com 
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con la capacidad de soporte, se puede tomar k como 
una estimacion de la rapidez de crecimiento relativo 
inicial.) 

b) Use el modelo logfstico para estimar la poblacion mundial 
en el ano 2000, y compare con la poblacion real de 6100 
millones. 

c) Use el modelo logfstico para estimar la poblacion mundial 
en los afios 2100 y 2500. 

d) ^Cuales son sus predicciones si la capacidad de soporte es 
50000 millones? 


FF1 13. La tabla proporciona la poblacion semestral de Japon, en miles, 
desde 1960 hasta 2005. 


Ano 

Poblacion 

Ano 

Poblacion 

1960 

94092 

1985 

120754 

1965 

98883 

1990 

123537 

1970 

104345 

1995 

125 341 

1975 

111573 

2000 

126700 

1980 

116807 

2005 

127417 


8 . a) Haga una suposicion en cuanto a la capacidad de soporte 

para la poblacion de Estados Unidos. Utilfcela junto con 
el hecho de que la poblacion fue de 250 millones en 1990, 
a fin de formular un modelo logfstico para la poblacion de 
Estados Unidos. 

b) Determine el valor de k en su modelo usando el hecho 
de que la poblacion en el ano 2000 fue de 275 millones. 

c) Use su modelo para predecir la poblacion de Estados 
Unidos en los anos 2100 y 2200. 

d) Por medio de su modelo, prediga el ano en que la poblacion 
de Estados Unidos pasara de 350 millones. 

9. Un modelo para la difusion de un rumor, es que la rapidez 
de difusion es proporcional al producto de la fraccion y de la 
poblacion que ha escuchado el rumor y la fraccion que no lo ha 
escuchado. 

a) Escriba una ecuacion diferencial que se satisfaga 
mediante y. 

b) Resuelva la ecuacion diferencial. 

c) Un pequeno pueblo tiene 1000 habitantes. A las 8 a.m., 

80 personas han escuchado un rumor. A mediodfa la mitad 
del pueblo lo ha escuchado. ^En que tiempo 90% de la 
poblacion ha escuchado el rumor? 


10. Unos biologos abastecieron un lago con 400 peces y estimaron 
la capacidad de soporte (la poblacion maxima para los peces 
de esa especie en ese lago) en 10000. El numero de peces se 
triplico en el primer ano. 

a) Si se supone que el tamano de la poblacion de peces 
satisface la ecuacion logfstica, encuentre una expresion 
para el tamano de la poblacion despues de t anos. 

b) ^En cuanto tiempo la poblacion se incrementa a 5 000? 

11. a) Demuestre que si P satisface la ecuacion logfstica [4] . 

entonces 



b) Deduzca que una poblacion crece mas rapido cuando 
alcanza la mitad de su capacidad de soporte. 

12. Para un valor fijo de M (por ejemplo M = 10), la familia de 
funciones logfsticas dada por la ecuacion 7 depende del valor 
inicial de P„ y la constante de proporcionalidad k. Grafique 
varios integrantes de esta familia. ^Como cambia la grafica 
cuando varfa Pol ^Como cambia cuando varfa k? 


Utilice una calculadora graficadora para ajustar tanto una funcion 
exponencial como una funcion logfstica de esta informacion. 
Grafique los puntos de informacion y ambas funciones, y 
comente sobre la exactitud de las representaciones. [Sugerencia: 
reste 94000 de cada una de las cifras de poblacion. A 
continuation, despues de obtener una representation de su 
calculadora, sume 94 000 para obtener su modelo final. Podrfa 
ser util elegir t = 0 para corresponder a 1960 o bien 1980.] 

FF1 14. La tabla proporciona la poblacion semestral de Espana, en 
miles, desde 1955 hasta 2000. 


Ano 

Poblacion 

Ano 

Poblacion 

1955 

29319 

1980 

37488 

1960 

30641 

1985 

38535 

1965 

32085 

1990 

39351 

1970 

33 876 

1995 

39750 

1975 

35 564 

2000 

40016 


Utilice una calculadora graficadora para ajustar tanto una 
funcion exponencial como una funcion logfstica de esta 
informacion. Grafique los puntos de informacion y ambas 
funciones, y comente sobre la exactitud de las representaciones. 
[Sugerencia: reste 29000 de cada una de las cifras de poblacion. 
A continuation, despues de obtener un modelo de su calculadora, 
sume 29 000 para obtener su representation final. Podrfa ser 
util elegir t = 0 para corresponder a 1955 o bien 1975.] 

15. Considere una poblacion P = P(t) con rapidez de nacimiento 
y de mortalidad constante a y /3, respectivamente y una razon 
m de emigration constante, donde a, fi y m son constantes 
positivas. Suponga que a > fi. Entonces la razon de cambio 
de la poblacion en el tiempo t se modela mediante la ecuacion 
diferencial 


= kP — m donde k = a — /3 

at 

a) Hallar la solution de esta ecuacion que satisface la condition 
inicial P( 0) = Pa- 

b) (,Que condition de m conducira a una expansion exponencial 
de la poblacion? 

c) ^Que condition de m dara como resultado una poblacion 
constante? ^Una poblacion que decline? 

d) En 1847, la poblacion de Irlanda fue de casi 8 millones y la 
diferencia entre las tasas de nacimiento relativo y la mortalidad 
fue de 1 .6% de la poblacion. Debido a la escasez de papas 
en las decadas de 1840 y 1850, casi 210000 habitantes por 
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cada ano emigraron de Irlanda. ^,En ese tiempo la poblacion 
se expandio o fue declinante? 

16. Sea c un numero positivo. Una ecuacion diferencial de la forma 


dy_ 

dt 


ky 1+c 


19. Existe evidencia considerable para apoyar la teorfa de que para 
algunas especies hay una poblacion minima m tal que las especies 
se extinguiran si el tamano de la poblacion cae por debajo de 
m. Esta condition se puede incorporar en la ecuacion logfstica 
introduciendo el factor (1 — m/P). Asf, el modelo logfstico 
modificado esta dado por la ecuacion diferencial 


donde k es una constante positiva, se le denomina ecuacion 
del dia del juicio final ya que el exponente en la expresion 
ky 1+c es mas grande que el exponente 1 para el crecimiento 
natural. 

a) Determine la solution que satisface la condition inicial 

y(0 ) = y 0 . 

b) Demuestre que existe un tiempo finito t = T (del juicio 
final) tal que h'm,^ T y(t) = °°. 

c) Una especie especialmente prolffica de conejos tiene el 
termino de crecimiento My L01 . Si 2 de tal especie de 
conejos al principio y en la madriguera tiene 16 conejos 
despues de tres meses, entonces ^cuando es el dfa del juicio 
final? 

17. La ecuacion diferencial logfstica del ejemplo 1 se modificara 
como sigue 


dP ( P \ 

— = 0.08R 1 15 

dt \ 1000 ) 

a) Suponga que Pit) representa una poblacion de peces en 
el tiempo t, donde t se mide en semanas. Explique el 
significado del termino (—15). 

b) Trace un campo direccional para esta ecuacion diferencial. 

c) ^Cuales son las soluciones de equilibrio? 

d) Use el campo direccional para bosquejar varias curvas 
solution. Describa lo que sucede a la poblacion de peces 
para diferentes poblaciones iniciales. 

SAC e) Resuelva esta ecuacion diferencial de manera explfcita, ya 
sea por medio de fracciones parciales o con un sistema 
algebraico computarizado. Use las poblaciones iniciales 200 
y 300. Grafique las soluciones y compare con sus bosquejos 
del inciso d). 

SAC 18. Considere la ecuacion diferencial 


dP 

dt 


= 0.08R 1 - 


1000 


como un modelo para una poblacion de peces, donde t se mide 

en semanas y c es una constante. 

a) Use un SAC para trazar los campos direccionales para 
varios valores de c. 

b) De sus campos direccionales del inciso a), determine los 
valores de c para los cuales hay por lo menos una solution 
de equilibrio. ^Para que valores de c la poblacion de peces 
se extingue siempre? 

c) Use la ecuacion diferencial para probar lo que descubrio en 
forma grafica en el inciso b). 

d) ^Que recomendarfa como lfmite para la captura semanal de 
esta poblacion de peces? 



a) Use la ecuacion diferencial para demostrar que cualquier 
solution es creciente si m < P < M y decreciente si 

0 < P < m. 

b) Para el caso donde k = 0.08, M = 1000 y m = 200, 
dibuje un campo direccional y utilfcelo para bosquejar 
varias curvas solution. Describa lo que sucede a la 
poblacion para varias poblaciones iniciales. ^Cuales son 
las soluciones de equilibrio? 

c) Resuelva la ecuacion diferencial de forma explfcita, ya 
sea por medio de fracciones parciales o con un sistema 
algebraico computational. Use la poblacion inicial P a . 

d) Use la solution del inciso c) para demostrar que si P 0 < m, 
entonces la especie se extingue. [Sugerencia: demuestre 
que el numerador en su expresion para P (t) es 0 para algun 
valor de f.] 

20. Otro modelo para una funcion de crecimiento de una poblacion 
limitada esta dado por la funcion de Gompertz, que es una 
solution de la ecuacion diferencial 



donde c es una constante y M es la capacidad de soporte. 

a) Resuelva esta ecuacion diferencial. 

b) Calcule lfm,^» P(t). 

c) Grafique la funcion de crecimiento de Gompertz para 
M = 1000, P 0 = 100 y c = 0.05, y comparela con la 
funcion logfstica del ejemplo 2. ^Cuales son las semejanzas? 
^Cuales son las diferencias? 

d) Se sabe del ejercicio 1 1 que la funcion logfstica crece mas 
rapido cuando P = M/2. Use la ecuacion diferencial de 
Gompertz para demostrar que la funcion de Gompertz crece 
mas rapido cuando P = M/ e. 

21. En un modelo de crecimiento estacional, se introduce una 
funcion periodica del tiempo para explicar las variaciones 
estacionales en la tasa de crecimiento. Tales variaciones 
podrfan, por ejemplo, ser causadas por cambios estacionales 
en la disponibilidad de alimento. 

a) Encuentre la solution del modelo de crecimiento estacional 
dP 

= kP cos(rf — d>) P( 0) = Po 

dt 

donde k, r y <t> son constantes positivas. 

FH b) Grafique la solution para diferentes valores de k, r y <f> y 

explique como afectan a la solution los valores de k, r y <f>. 
^Que puede decir acerca de lfm,^» P(t)l 
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22. Suponga que se modifica la ecuacion diferencial del ejercicio 

21 como sigue: 

dP 

= kP cos 2 (rt — <f > ) P(0) = Po 

dt 

a) Resuelva esta ecuacion diferencial con la ayuda de una tabla 
de integrales o un SAC. 

b) Grafique la solution para varios valores de k, r y <p. ^Como 
afectan a la solution los valores de k, r y (/>? ^Que se puede 
decir acerca de lfm,^„ P(t) en este caso? 


23. Las graficas de las funciones logfsticas (figuras 2 y 3) se ven 
sospechosamente similares a la grafica de la funcion tangente 
hiperbolica (figura 3 en la section 3.11). Explique la semejanza 
demostrando que la funcion logfstica dada por la ecuacion 7 se 
puede escribir como 

P(t) = \m[ 1 + tanh(|fc(t — c))] 

donde c = (In A)/k. Asl, la funcion logfstica es en realidad una 
tangente hiperbolica desplazada. 


9.5 


Ecuaciones lineales 


Una ecuacion diferencial lineal de primer orden es una que se puede escribir en la forma 


m 


dy 

dx 


+ P{x)y = Q{x) 


donde P y Q son funciones continuas sobre un determinado intervalo. Este tipo de ecua- 
cion se presenta con frecuencia en varias ciencias, como se vera. 

Un ejemplo de una ecuacion lineal es xy' + y = 2x porque, para x 0, se puede escri- 
bir en la forma 


0 y'+-y = 2 

x 

Observe que esta ecuacion diferencial no es separable porque es imposible factorizar la 
expresion para y' como una funcion de x por una funcion de y. Pero aun se puede resolver 
la ecuacion si se observa, por la regia del producto, que 

xy' + y = (xy)' 

y, por tanto, la ecuacion se puede reescribir como 

(xy)' = 2x 

Si ahora se integran ambos lados de esta ecuacion, se obtiene 

2 c 

xy = x + C o y = x 

x 

Si se hubiera tenido la ecuacion diferencial en la forma de la ecuacion 2, se habrfa tenido 
que tomar el paso preliminar de multiplicar cada lado de la ecuacion por x. 

Resulta que toda ecuacion diferencial lineal de primer orden se puede resolver de un 
modo similar al multiplicar ambos lados de la ecuacion 1 por una funcion adecuada I(x) 
llamada factor integrante. Se intenta hallar I de modo que el lado izquierdo de la ecuacion 
1, cuando se multiplique por I(x), se convierta en la derivada del producto I(x)y: 


0 


I(x){y' + P(x)y ) = (/(x)y)' 


Si se puede hallar tal funcion I, entonces la ecuacion 1 se convierte en 


[l(x)y)' = I(x)Q(x) 
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A1 integrar ambos lados, se debe tener 


I(x)y = j I(x) Q(x) dx + C 


de modo que la solucion serfa 


s 



Para hallar tal /, se desarrolla la ecuacion 3 y se cancelan terminos: 


I(x)y' + I(x)P(x)y = (/(x)v)' = I'{x)y + /(x)y' 

I(x) P(x) = P(x) 

Esta es una ecuacion diferencial separable para I, que se resuelve como sigue: 


f y = f P(x) dx 
In | / 1 = j P(x) dx 


/ = A e S H^)dx 


donde A = ±e c . Se busca un factor integrante particular, no el mas general, asf que se 
toma A = 1 y se usa 


Asf, la ecuacion 4 da una formula para la solucion general de la ecuacion 1, donde I se 
determina mediante la ecuacion 5. Sin embargo, en lugar de memorizar esta formula, solo 
se recuerda la forma del factor integrante. 


Para resolver la ecuacion diferencial lineal y' + P (x) y = Q(x), multiplicamos ambos 
lados por el factor integrante I{x) = e' F( ' x) dx e integramos ambos lados. 


SOLUCION La ecuacion dada es lineal, puesto que tiene la forma de la ecuacion 1 con 
P (x) = 3x 2 y Q (x) = 6 x 2 . Un factor integrante es 


5 


I{x) = e S Pix)dx 


□ 



dy t , 

Resuelva la ecuacion diferencial -y — I- 3 x~y = 6x . 

dx 



A1 multiplicar ambos lados de la ecuacion diferencial por e se obtiene 



dx 



dx 


o bien. 
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En la figura 1 se muestran las graflcas de 
varios miembros de la familia de soluciones 
del ejemplo 1. Observe que se aproximan a 2 
cuando jc — > <». 
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FIGURA 1 


A1 integrar ambos lados se tiene 


y 


j 6x 2 e x dx = 2e x ' + C 
2 + Ce * 3 


□ 


EJEMPLO 2 


Encuentre la solucion del problema con valor inicial 


x 2 y’ + xy = 1 x > 0 y(l) = 2 

SOLUCION Se deben dividir primero ambos lados entre el coeficiente de y' para escribir la 
ecuacion diferencial en la forma estandar: 


s 


, 1 1 

/ + -> = — 
x x 


x > 0 


El factor integrante es 


I(x) = e ^ l/x)dx = e lnx = x 


A1 multiplicar la ecuacion 6 por x, se obtiene 


xy 1 + y — — o (xy)' 
x 


x 


La solucion del problema de valor inicial del 
ejemplo 2 se muestra en la figura 2. 


5 
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FIGURA 2 


Entonces 


xy = ( — dx = In x + C 
J x 


y, de este modo, 

Puesto que y (1) = 2, se tiene 


lnx + C 


In 1 + C 

2 = = C 


En consecuencia, la solucion del problema con valores iniciales es 


In x + 2 


EJEMPLO 3 


Resuelva y’ + 2 xy = 1. 


SOLUCION La ecuacion dada esta en la forma estandar para una ecuacion lineal. A1 
multiplicar por el factor integrante 


se obtiene 


o bien, 


ejixdx = 


e x y' + 2xe x y = e x 
(e x2 y)' = e x 


e x \ = j" e x2 dx + C 


Por tanto 
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Aun cuando las soluciones de la ecuacion 
diferencial del ejemplo 3 se pueden expresar 
en terminos de una integral, aun se pueden 
graficar mediante un sistema algebraico 
computarizado (figura 3). 


2.5 



interruptor 


FIGURA 4 


La ecuacion diferencial del ejemplo 4 es lineal 
y separable, asi que un metodo alternativo 
es resolverla como una ecuacion separable 
(ejemplo 4 de la seccion 9.3). Sin embargo, 
si se reemplaza la baterfa por un generador, se 
obtiene una ecuacion que es lineal pero no es 
separable (ejemplo 5). 


Recuerde de la seccion 7.5 que f e x± dx no se puede expresar en terminos de funciones 
elementales. Sin embargo, es una funcion perfectamente buena y se puede dejar la 
respuesta como 

y = e~ xl J e ' 1 dx + Ce~ x2 

Otra forma de escribir la solucion es 

y = e~ xl \ X e ,2 dt + Ce xl 
Jo 

(Se puede elegir cualquier numero para el limite de integracion inferior.) 

Aplicacion a circuitos electricos 

En la seccion 9.2 se considero el circuito electrico simple mostrado en la figura 4: 
una fuerza electromotriz (por lo comun, una baterfa o generador) produce un voltaje de 
E(t) voltios (V) y una corriente de / (t) amperes (A) en el tiempo t. El circuito tambien 
contiene un resistor con una resistencia de R ohms fl y un inductor con una inductancia 
de L henrios (H). 

La ley de Ohm da la cafda de voltaje debida al resistor como RI. La cafda de voltaje 
debida al inductor es L(cLI/dt). Una de las leyes de Kirchhoff dice que la suma de las cafdas 
de voltaje es igual al voltaje suministrado E(t). Asf, se tiene 

i — i dl , , 

[ 7 ] L— + RI = E(t) 

que es una ecuacion diferencial lineal de primer orden. La solucion da la corriente 7 en el 
tiempo t. 


EJEMPLO 4 


Suponga que en el circuito simple de la figura 4 la resistencia es 12 O y 
la inductancia es 4 H. Si una baterfa da un voltaje constante de 60 V y el interruptor se 
cierra cuando t = 0 de modo que la corriente empieza con 7(0) = 0, encuentre a) 7(f), 
b) la corriente despues de 1 s y c) el valor lfmite de la corriente. 


SOLUCION 

a) Si se escribe L = 4, R = 12 y E(t) = 60 en la ecuacion 7, se obtiene el problema con 
valores iniciales 


dl 

4— + 127= 60 
dt 


o bien. 


dl 

E 37 = 15 

dt 


Al multiplicar por el factor integrante e' 3dl = e 3 


7(0) = 0 
7(0) = 0 


se obtiene 


e 3 '- - + 3c 7 = 15e 3 ' 
dt 

(e 3, I) = 15e 3 ' 
dt 

e 3 '7 = j 15e 3 '<7t = 5e 3 ' + C 


- 3 1 


7(f) = 5 + Ce 
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En la figura 5 se muestra como la corriente del 
ejemplo 4 se aproxima a su valor Ifmite. 



FIGURA 5 


Puesto que /(O) = 0, se tiene 5 + C = 0, por tanto, C = — 5 e 

m = 5(1 - e - 3 o 

b) Despues de un segundo, la corriente es 

7(1) = 5(1 - e- 3 ) = 4.75 A 

c) El valor Ifmite de la corriente esta dado por 

Km 7(f) = Km 5(1 — e~ 3 ') = 5 — 5 Km e~ 3 ' =5 — 0 = 5 


EJEMPLO 5 


Suponga que la resistencia y la inductancia permanecen como en el 
ejemplo 4 pero, en lugar de la baterfa, se usa un generador que produce un voltaje 
variable de E (f) = 60 sen 30 f volts. Encuentre 7(f). 


SO LUC I ON Esta vez la ecuacion diferencial se convierte en 


dl 

4 E 127 = 60 sen 30 f o 

dt 


El mismo factor integrante e 3 ' da 


h 37 = 15 sen 30 f 

dt 


En la figura 6 se muestra la grafica de la 
corriente cuando se reemplaza la baterla por un 
generador. 

2 



-2 

FIGURA 6 


— (e 3 '7) = e 3 ' — + 3e 3, I = 15e 3 'sen30f 
dt dt 

Por medio de la formula 98 de la tabla de integrales, se tiene 

, e 3 ‘ 

e 3 'I = 15e 3 ' sen 30 f dt = 15 (3 sen 30f — 30 cos 30 f) + C 

J 909 v ' 

7 = ifr (sen 30 f — 10 cos 30 f) + Ce 3 ' 

Puesto que 7(0) = 0 se obtiene 

~m+C = 0 

Por tanto, 7(f) = jfy(sen 30f — 10 cos 30f) + m e ~ 3 ‘ 


Ejercicios 


1-4 Determine si la ecuacion diferencial es lineal. 

1. x — y' = xy 2. y' + xy 2 = ~Jx 

1 1 , 

3. y = 1 4. y sen.* = x y — x 

x y 


11. senx= — E (cos*)y = sen(* 2 ) 12. x — 4y = x i e x 

dx J dx 


du 


13. (1 + f) — -E u — 1 -E r, f > 0 
dt 


5-K Resuelva la ecuacion diferencial. 


5- y' + y — i 

7. y' = * — y 
9. xy' + y = yfx 


6. y' — y = e x 
8 . 4x 3 y + x 4 y' = sen 3 * 
10 . y' + y = sen(e') 


14. 


dr 

t in t E r = 

dt 


te' 


15-20 Resuelva el problema con valor inicial. 
15. * 2 y' + 2xy = In*, y (1) = 2 


Se requiere calculadora graficadora o computadora 


1. Tareas sugeridas disponibles en stewartcalculus.com 
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16. 

r 3 — + 3t 2 y = 
dt 

cos t, y(Tt) = 

0 


du . 


“( 2) 


17. 

1 — = t 1 + 3m, 
dt 

t > 0, 

= 4 

18. 

2xy' + y = 6x, 

x > 0, 

y(4) 

= 20 

19. 

xy' = y + x 2 senx, y(rr) 

= 0 


20. 

(,•+!)+ + : 
ax 

My ~ n 

= 0 , 

y(0) 


21-22 Resuelva la ecuacion diferencial y utilice una calculadora 
o computadora para graficar varios miembros de la familia de 
soluciones. ^Corno cambia la curva solucion cuando varfa C? 

21 . xy' + 2y = e x 22 . xy' = x 2 + 2y 


23. Una ecuacion diferencial de Bernoulli (en honor a James 
Bernoulli) es de la forma 

y 1 + P(x)y = Q(x)y" 
ax 

Observe que, si n = 0 o 1, la ecuacion de Bernoulli es lineal. 
Para otros valores de n, demuestre que la sustitucion u = y 1- ' 
transforma la ecuacion de Bernoulli en la ecuacion lineal 

- 7 - + (1 - n)P{x)u = (1 - n)Q(x) 
ax 

24-25 Use el metodo del ejercicio 23 para resolver la ecuacion 
diferencial. 

2 2 y 3 

24. xy + y = —xy 2 25. y H y = — 5 - 

x ’ x 


26. Resuelva la ecuacion de segundo orden xy" + 2y' = 12x 2 
haciendo la sustitucion u = y' . 

27. En el circuito mostrado en la figura 4, una baterfa suministra un 
voltaje de 40 V, la inductancia es 2 H, la resistencia es 10 fl e 
7(0) = 0. 

a) Encuentre 7(7). 

b) Determine la corriente despues de 0. 1 s. 

28. En el circuito mostrado en la figura 4, un generador suministra 
un voltaje de E (t) = 40 sen 60 1 volts, la inductancia es 1 H, la 
resistencia es 20 fl e 7(0) = 1 A. 

a) Encuentre 7(7). 

b) Determine la corriente despues de 0.1 s. 

c) Use un dispositivo de graficacion para dibujar la grafica de 
la funcion corriente. 

29. En la figura se muestra un circuito que contiene una fuerza 
electromotriz, un capacitor con capacitancia C farads (F) y un 
resistor con una resistencia de R ohms (El). La cafda de voltaje 
en el capacitor es Q/C, donde Q es la carga (en coulombs), asf 


que en este caso la ley de Kirchhoff da 
RI + ^ = E(t) 

Pero 7 = dQ/dt (vease el ejemplo 3 en la seccion 3.7), de este 
modo se tiene 


dQ 1 

S l + C e - £W 


Suponga que la resistencia es 5 El, la capacitancia es 0.05 F, 
una baterfa de un voltaje constante de 60 V y la carga inicial es 
2(0) = 0 C. Encuentre la carga y la corriente en el tiempo t. 



C 



R 


30. En el circuito del ejercicio 29, R = 2 El, C = 0.01 F. 

2(0) = 0y£(7) = 10 sen 60 1. Encuentre la carga y la 
corriente en el tiempo t. 

31. Sea P(t) el nivel de desempeno de alguien que aprende una 
habilidad como una funcion de tiempo de entrenamiento t. La 
grafica de P se llama curva de aprendizaje. En el ejercicio 15 
de la seccion 9.1 se propuso la ecuacion diferencial 

d ^ = k[M- 7>(f)] 

como un modelo razonable para el aprendizaje, donde k es una 
constante positiva. Resuelvala como una ecuacion diferencial 
lineal y use su solucion para graficar la curva de aprendizaje. 

32. Se contrato a dos nuevos trabajadores para una lfnea de 
ensamble. Jaime proceso 25 unidades durante la primera hora 
y 45 unidades durante la segunda hora. Marco proceso 35 
unidades durante la primera hora y 50 unidades durante la 
segunda hora. Por medio del modelo del ejercicio 31, y 
suponiendo que P( 0) = 0, estime el numero maximo de 
unidades por hora que cada trabajador es capaz de procesar. 

33. En la seccion 9.3 se examinaron problemas de mezclas en los 
que el volumen de lfquido permanecio constante y se vio que 
tales problemas dan lugar a ecuaciones separables. (Vease 

el ejemplo 6 de esa seccion.) Si las relaciones de flujo hacia 
dentro y hacia fuera del sistema son diferentes, entonces el 
volumen no es constante y la ecuacion diferencial resultante es 
lineal pero no separable. 

Un tanque contiene 100 L de agua. Una solucion con una 
concentracion de sal de 0.4 kg/L se agrega en una proportion 
de 5 L/min. La solution se mantiene mezclada y se drena del 
tanque a una rapidez de 3 L/min. Si y (t) es la cantidad de sal 
(en kilogramos) despues de t minutos, demuestre que y satisface 
la ecuacion diferencial 

dy_ = 2 _ 3y 
dt 100 + 2 1 

Resuelva esta ecuacion y determine la concentracion despues 
de 20 minutos. 

34. Un tanque con una capacidad de 400 L se llena con una mezcla 
de agua y cloro con una concentracion de 0.05 g de cloro por 
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litro. A fin de reducir la concentration de cloro, se bombea 
agua nueva hacia el recipiente a razon de 4 L/s. La mezcla se 
mantiene agitada y se bombea hacia afuera a razon de 10 L/s. 
Encuentre la cantidad de cloro en el recipiente como una 
funcion del tiempo. 

35. Un objeto con masa m se deja caer desde el reposo y se supone 
que la resistencia del aire es proporcional a la rapidez del 
objeto. Si s(t) es la distancia recorrida despues de t segundos, 
entonces la rapidez es v = s'(t) y la aceleracion es a = v'{t). 

Si g es la aceleracion debida a la gravedad, entonces la fuerza 
hacia abajo sobre el objeto es mg — cv , donde c es una 
constante positiva, y la segunda ley de Newton da 

dv 

m — = mq — cv 
dt 

a) Resuelvala como una ecuacion lineal para demostrar que 

v = —{\ - e~ c,lm ) 
c 

b) ^Cual es la velocidad limite? 

c) Encuentre la distancia que ha recorrido el objeto despues de 
t segundos. 

36. Si se ignora la resistencia del aire, se puede concluir que los 
objetos mas pesados no caen mas rapido que los objetos ligeros. 
Pero si se toma en cuenta la resistencia del aire, la conclusion 
cambia. Use la expresion para la velocidad de un objeto que 
cae en el ejercicio 35a) para hallar dv/dm y demuestre que los 
objetos mas pesados caen mas rapido que los mas ligeros. 

37. a) Demuestre que la sustitucion z = 1 / P transforma la 

ecuacion diferencial logistica P' = kP( 1 — P/M) en 
la ecuacion diferencial lineal 


b) Resuelva la ecuacion diferencial lineal del inciso a) para 
obtener una expresion para P{t). Comparela con la 
cuacion 9.4.7. 

38. Para considerar la variacion estacional en la ecuacion diferencial 
logistica, tenemos que hacer que k y M sean funciones de f. 


dP 

dt 


k(t)P\ 1 



a) verifique que la sustitucion z = l/P transforma esta ecua- 
cion en la ecuacion lineal 


dz 

dt 


+ k(t)z 


Ht) 

M(t) 


b) Escriba una expresion para la solution de la ecuacion lineal 
del inciso a) y utilicela para demostrar que si la capacidad 
de carga M es constante, entonces 


P{t) = 


M 

1 + CMe-IW* 


Deduzca que si [" k{t ) dt = °°, entonces lim M * P(t) = M. 
[Esto es cierto si k(t) = ko + a cos bt con k 0 > 0, lo cual 
describe una tasa de crecimiento intrfnseco con una varia- 
cion estacional periodica.] 
c) Si k es constante pero M varia, demuestre que 

z(t) = ek, S'olkj dS + Cek ' 


z' + kz = — 
M 


y utilice la regia de l’Hospital para deducir que si M(t) tiene 
un limite cuando /—»<», entonces P (f) tiene el mismo limite. 


9.6 


Sistemas depredador-presa 


Se ha observado una variedad de modelos para el crecimiento de una sola especie que vive 
sola en un ambiente. En esta section se consideran modelos mas reales que toman en 
cuenta la interaction de dos especies en el mismo habitat. Se vera que estos modelos 
toman la forma de un par de ecuaciones diferenciales vinculadas. 

Primero consideramos la situation en que una especie, llamada presa, tiene un sumi- 
nistro amplio de alimento y la segunda especie, llamada depredador, se alimenta de la 
presa. Ejemplos de presas y depredadores incluyen conejos y lobos en un bosque aislado, 
peces y tiburones, pulgones y mariquitas y bacterias y amibas. El modelo tendra dos 
variables dependientes, y ambas son funciones del tiempo. Sea R{t) el numero de presas 
(con R que representa conejos) y W(t) el numero de depredadores (con W para lobos) en 
el tiempo t. 

En ausencia de depredadores, el suministro amplio de alimento apoyarfa el crecimiento 
exponencial de la presa, es decir, 

dR 

= kR donde k es una constante positiva 

dt 

En ausencia de la presa, se supone que la poblacion de depredadores disminuirfa con una 
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rapidez proportional a si misma, es decir, 
dW 

= — rW donde r es una constante positiva 

dt 

Sin embargo, con ambas especies presentes, se supone que la causa principal de muerte 
entre la presa que esta siendo comida por un depredador y los ritmos de natalidad y super- 
vivencia de los depredadores depende de su suministro de alimento variable, es decir, la 
presa. Se supone tambien que las dos especies se encuentran entre si con una frecuencia 
que es proporcional a ambas poblaciones y, por tanto, es proporcional al producto RW. 
(Mientras mayor sea la cantidad de cualquier poblacion, es mas probable que haya mayor 
numero de encuentros.) Un sistema de dos ecuaciones diferenciales que incorpora estas 
suposiciones, es como sigue: 


W representa el depredador. 
R representa la presa. 


m 


= kR - ciRW 

dt 


= -rW + bRW 

dt 


El matematico italiano Vito Volterra (1860-1940) 
propuso las ecuaciones de Lotka-Volterra como 
un modelo para explicar las variaciones en las 
poblaciones de tiburones y peces en el mar 
Adriatico. 


donde k, r, a y b son constantes positivas. Observe que el termino —aRW disminuye la 
rapidez de crecimiento natural de la presa y el termino bRW incrementa la rapidez de cre- 
cimiento natural de los depredadores. 

Las ecuaciones en |T] se conocen como ecuaciones depredador-presa, o ecuaciones 
de Lotka-Volterra. Una solution de este sistema de ecuaciones es un par de funciones 
R(t) y W(t) que describe las poblaciones de presa y depredador como funciones del tiempo. 
Ya que el sistema esta acoplado (/? y W aparecen en ambas ecuaciones), no se puede resol- 
ver una ecuacion y luego la otra; se tienen que resolver en forma simultanea. Desafortuna- 
damente, por lo general es imposible hallar formulas exphcitas para Ry W como funciones 
de t. Sin embargo, se pueden emplear metodos graficos para analizar las ecuaciones. 


EJEMPLO 1 


Suponga que las poblaciones de conejos y lobos se describen mediante 
las ecuaciones de Lotka-Volterra [T] con k = 0.08, a = 0.001, r = 0.02 y b = 0.00002. 
El tiempo t se mide en meses. 

a) Encuentre las soluciones constantes (llamadas soluciones de equilibrio) e interprete 
la respuesta. 

b) Use el sistema de ecuaciones diferenciales con el fin de hallar una expresion para 
dW/dR. 

c) Dibuje un campo directional para la ecuacion diferencial resultante en el piano RW. 
Despues use ese campo directional para hallar algunas curvas solution. 

d) Suponga que, en algun punto del tiempo, hay 1000 conejos y 40 lobos. Dibuje la 
curva solution correspondiente y empleela para describir los cambios en ambos niveles 
de poblacion. 

e) Use el inciso d) para bosquejar Ry W como funciones de t. 


S0LUCI0N 

a) Con los valores dados de k, a, r y b, las ecuaciones de Lotka-Volterra se convierten en 


= 0.08/? - 0.001/?W 

dt 


dW 

= — 0.02VL + 0.00002/? IV 

dt 


Tanto R como W seran constantes si ambas derivadas son 0, es decir. 


R' = /?(0.08 - 0.0011V) = 0 

1 V = w (- 0.02 + 0.00002/?) = 0 
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Una solution esta dada por R = 0 y W = 0. (Esto tiene sentido: si no hay conejos o lobos, 
las poblaciones no se incrementan.) La otra solution constante es 


0.08 

0.001 


80 


0.02 

0.00002 


= 1000 


Asf que las poblaciones de equilibrio constan de 80 lobos y 1000 conejos. Esto significa 
que 1000 conejos son suficientes para soportar una poblacion constante de 80 lobos. No 
hay ni muchos lobos (lo cual darfa como resultado menos conejos) ni pocos lobos (lo que 
producirfa mas conejos). 

b) Usamos la regia de la cadena para eliminar t: 


por consiguiente. 


dW _ dW dR 
dt dR dt 

dW 

dW _ _dt_ _ —0.02W + 0.00002/W 
dR~ dR 0.08tf - 0.00 \RW 
dt 


c) Si se considera a W como una funcion de R, se tiene la ecuacion diferencial 


dW _ —0.021U + 0.00002W 
dR ~ 0.08 R - 0.001/W 

Dibujamos el campo directional para esta ecuacion diferencial en la figura 1 y la 
empleamos para bosquejar varias curvas solution en la figura 2. Si nos movemos a lo 
largo de una curva solution, se observa como cambia la relation entre Ry W conforme 
pasa el tiempo. Observe que al parecer las curvas estan cercanas en el sentido de que si 
se viaja a lo largo de una curva, siempre se vuelve al mismo punto. Observe tambien que 
el punto (1000, 80) esta dentro de todas las curvas solution. Ese punto se llama punto de 
equilibrio porque corresponde a la solution de equilibrio R = 1000, W = 80. 



FIGURA 1 Campo directional para el sistema depredador-presa FIGURA 2 Retrato de fase del sistema 


Cuando se representan soluciones de un sistema de ecuaciones diferenciales como en 
la figura 2, nos referimos al piano RW como el piano fase, y llamamos trayectorias 
de fase a las curvas solution. Asf, una trayectoria de fase es una que se traza mediante 
las soluciones (R, W) conforme pasa el tiempo. Un retrato de fase consta de puntos 
de equilibrio y trayectorias de fase representativas, como se muestra en la figura 2. 
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d) Empezar con 1000 conejos y 40 lobos corresponde a trazar la curva solution por el 
punto P 0 (1000, 40). En la figura 3 se muestra esta trayectoria de fase sin el campo 
direccional. Si se empieza en el punto P 0 en el tiempo f = 0 y se incrementa t, /.se va 
en el sentido de las manecillas del reloj o al contrario alrededor de la trayectoria fase? 
Si se escribe R = 1000 y W = 40 en la primera ecuacion diferencial, se obtiene 

— = 0.08(1000) - 0.001 (1000) (40) = 80 - 40 = 40 
at 

Puesto que dR/dt > 0, se concluye que R es creciente en P 0 y, por tanto, se va en 
sentido contrario a las manecillas del reloj alrededor de la trayectoria de fase. 


FIGURA 3 

Trayectoria de fase por (1000, 40) 



Se ve que en P 0 no hay suficientes lobos para mantener un equilibrio entre las 
poblaciones, asf que se incrementa la poblacion de conejos. Eso da como resultado mas 
lobos y, en algun momento, hay tantos lobos que los conejos tienen dificultades para 
evitarlos. Asf, el numero de conejos comienza a disminuir (en P u donde se estima que R 
llega a su poblacion maxima de casi 2800). Esto significa que en algun tiempo posterior 
la poblacion de lobos comienza a bajar (en P 2 , donde R = 1000 y W ~ 140). Pero esto 
beneficia a los conejos, asf que su poblacion comienza a crecer despues (en P 3 , donde 
W = 80 y R ~ 210). Como consecuencia, la poblacion de lobos finalmente comienza a 
crecer tambien. Esto sucede cuando las poblaciones vuelven a sus valores iniciales de 
R = 1000 y W = 40, y el ciclo completo comienza de nuevo. 

e) De la description del inciso d) de como aumentan y disminuyen las poblaciones de 
conejos y lobos, se pueden bosquejar las graficas de R(t) y W(t). Suponga que los puntos 
Pu P 2 y Pi en la figura 3 se alcanzan en los tiempos f h t 2 y h. Entonces se pueden bosquejar 
las graficas de R y W como en la figura 4. 




FIGURA 4 Graficas de las poblaciones de conejos y lobos como funciones del tiempo 
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En Module 9.6 se pueden cambiar los 
coeficientes en las ecuaciones Lotka-Volterra y 
observar los cambios en la trayectoria de fase 
y las graficas de poblacion de conejos y lobos. 


A fin de facilitar la comparacion de las graficas, se trazan en los mismos ejes, pero 
con escalas distintas para R y W, como en la figura 5. Observe que los conejos alcanzan 
sus poblaciones maximas cerca de un cuarto de ciclo antes que los lobos. 


FIGURA 5 

Comparacion de poblaciones 
de conejos y lobos 



Una parte importante del proceso de modelado, como se analizo en la seccion 1 .2, es 
interpretar las conclusiones matematicas como predicciones del mundo real y probar las 
predicciones contra datos reales. La Hudson’s Bay Company, que comenzo a comerciali- 
zar pieles de animales en Canada en 1670, ha mantenido registros que datan de la decada 
de 1 840. En la figura 6 se muestran las graficas del numero de pieles de la liebre america- 
na y su depredador, el lince de Canada, comercializadas por la compania durante un perio- 
do de 90 anos. Se puede ver que las oscilaciones acopladas en las poblaciones de liebres 
y linces predichas por el modelo de Lotka-Volterra ocurren en realidad, y el periodo de 
estos ciclos es aproximadamente 10 anos. 


FIGURA 6 

Abundancia relativa de liebres 
y linces de los registros de la 
Hudson ’s Bay Company 



Miles 
de linces 


Aunque el modelo relativamente simple de Lotka-Volterra ha tenido cierto exito en 
explicar y predecir poblaciones acopladas, se han propuesto modelos mas complejos. Una 
manera de modificar las ecuaciones de Lotka-Volterra es suponer que, en ausencia de 
depredadores, la presa crece de acuerdo con un modelo logfstico con capacidad de carga M. 
Despues las ecuaciones de Lotka-Volterra |T| se reemplazan por el sistema de ecuaciones 
diferenciales 



1 



- aRW 


= -rW + bRW 

dt 


Este modelo se investiga en los ejercicios 11 y 12. 
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Se han propuesto modelos para describir y predecir niveles de poblacion de dos espe- 
cies que compiten por los mismos recursos o cooperan para beneficio mutuo. Esta clase de 
modelos se explora en los ejercicios 2-4. 


9.6 


Ejercicios 


1. Para cada sistema depredador-presa, determine cual de las 
variables, * o y, representa la poblacion de presas y cual 
representa la poblacion de depredadores. ^E1 crecimiento de 
la presa esta restringido solo por los depredadores o tambien 
por otros factores? ^Los depredadores se alimentan solo de la 
presa o tienen fuentes de alimento adicionales? Explique. 


a) 


b) 


dx 

dt 

dyy 

dt 

dx 

dt 

<h_ 

dt 


— 0.05* + O.OOOlxy 
O.ly — 0.005*y 

0.2* — 0.0002* 2 — 0.006*y 
— 0.015y + 0.00008*y 


2. Cada sistema de ecuaciones diferenciales se modela para dos 
especies que compiten por los mismos recursos o cooperan para 
beneficio mutuo (plantas que florecen e insectos polinizadores, 
por ejemplo). Decida si cada sistema describe la competencia 
o la cooperacion y explique por que es un modelo razonable. 
(Preguntese que efecto tiene en una especie un incremento en 
la rapidez de crecimiento de la otra.) 


a) 


b) 


dx 

dt 

dy_ 

dt 

dx 

dt 


dy_ 

dt 


0.12* - 0.0006* 2 + 0.0000 l*y 
0.08* + 0.00004*y 

0.15* - 0.0002* 2 - 0.0006*y 
0.2_y - 0.00008v 2 - 0.0002*y 


3. El sistema de ecuaciones diferenciales 


— = 0.5* - 0.004* 2 - O.OOl.yy 
dt 

— = 0.4 v - 0.00 ly 2 - 0.002*y 
dt 

es un modelo para la poblacion de dos especies. 

a) ^E1 modelo describe cooperacion o competencia, o una 
relation depredador-presa? 

b) Encuentre las soluciones de equilibrio y explique su 
significado. 

4. Moscas, ranas y cocodrilos coexisten en un ambiente. Para 
sobrevivir, las ranas comen moscas y los cocodrilos necesitan 


comer ranas. En ausencia de ranas, la poblacion de moscas 
crecera exponencialmente y la poblacion de cocodrilos caera 
exponencialmente. En ausencia de cocodrilos y moscas, la 
poblacion de ranas decaera exponencialmente. Si P{t), Q(t) 
y R(t) representan las poblaciones de estas tres especies en el 
tiempo t, escriba un sistema de ecuaciones diferenciales como 
modelo para la evolution de ellas. Si las constantes en su 
ecuacion son todas positivas, explique por que ha usado signos 
mas o menos. 

5-6 Se muestra una trayectoria de fase para la poblacion de conejos 

(R) y zorros ( F ). 

a) Describa como cambia cada poblacion a medida que pasa el 
tiempo. 

b) Use su description para dibujar un esquema aproximado de las 
graficas de R y F como funciones del tiempo. 




Se requiere sistema algebraico computarizado 


1. Tareas sugeridas disponibles en stewartcalculus.com 
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7-8 Se muestran graficas de poblacion de dos especies. Uselas para 
trazar la trayectoria de fase correspondiente. 



1200 

1000 

800 

600 

400 

200 

0 



9. En el ejemplo lb), demostramos que las poblaciones de 
conejos y de lobos satisfacen la ecuacion diferencial 


c) Se muestra el campo direccional para la ecuacion diferencial 
obtenida en el inciso b). Uselo para trazar un retrato de fase. 
^,Que tienen en comun las trayectorias de fase? 


L 


400 - 

/ 

/ 

300 - 

200 - 

1 

100 - 



/ / -' 
/ / -" 


\ \ \ 
\ \ \ 
\ \ 



.snss\N\\\\S\ 

/ ^ \ \ \ 

S —^ss////-/// / / / 



5 000 10000 15 000 A 


d) Suponga que en el tiempo t = 0 hay 1000 pulgones y 200 
mariquitas. Dibuje la trayectoria de fase correspondiente y 
empleela para describir como cambian ambas poblaciones. 

e) Use el inciso d) para construir bosquejos aproximados de 
las poblaciones de pulgones y mariquitas como funciones 
de t. ^Corno se relacionan las graficas entre si? 

11. En el ejemplo 1 se emplearon las ecuaciones de Lotka-Volterra 
para modelar poblaciones de conejos y lobos. Modifique las 
ecuaciones como sigue: 

dR 

— = 0.087?(1 - 0.0002??) - 0.0017?1V 
dt 

dW 

= —0.021V + 0.000027? IV 

dt 


dW _ -0.021V + 0. 000027? W 
dR ~ 0.087? - 0.00 17? IV 

Resuelva esta ecuacion diferencial separable para demostrar 
que 

j^OOl^yOOS 
e 0.00002ff g 0.001H' _ ^ 


a) De acuerdo con estas ecuaciones, ^que sucede con la 
poblacion de conejos en ausencia de lobos? 

b) Encuentre las soluciones de equilibrio y explique su 
significado. 

c) En la figura se muestra la trayectoria de fase que empieza en 
el punto (1000, 40). Describa que sucede finalmente con las 
poblaciones de conejos y lobos. 


donde C es una constante. 

Es imposible resolver esta ecuacion para IV como funcion 
explfcita de 7? (o viceversa). Si cuenta con un SAC que trace 
graficas de curva definidas implfcitamente, use esta ecuacion 
y su dispositivo para dibujar la curva solucion que pasa por el 
punto (1000, 40) y comparela con la figura 3. 

10. Las ecuaciones modelan las poblaciones de pulgones y de 
mariquitas 


= 2A - 0.0 1AL 

dt 


IV* 

70 - 

60 

50 

40 - 



= -0.5L + 0.000 \AL 

dt 


7 ^ 1 1 1 1 1 ► 

800 1000 1200 1400 1600 7 ? 


a) Encuentre las soluciones de equilibrio y explique sus 
significados. 

b) Halle una expresion para dL/dA. 


d) Bosqueje las graficas de las poblaciones de conejos y lobos 
como funciones del tiempo. 
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12. En el ejercicio 10 se modelaron poblaciones de pulgones y 
mariquitas con un sistema de Lotka-Volterra. Suponga que se 
modifican esas ecuaciones como sigue: 

dA 

— = 2A(1 - 0.000 1A) - 0.0 1AL 
at 

dL 

= — 0.5L + 0.0001AL 

dt 

a) En ausencia de mariquitas, ^que predice el modelo acerca 
de los pulgones? 


b) Encuentre las soluciones de equilibrio. 

c) Determine una expresion para dL/dA. 

d) Emplee un sistema computarizado algebraico para trazar un 
campo direccional para la ecuacion diferencial del inciso c). 
Despues use el campo direccional para bosquejar el retrato 
de fase. ^Que tienen en comun las trayectorias de fase? 

e) Suponga que en el tiempo t = 0 hay 1000 pulgones y 200 
mariquitas. Dibuje la trayectoria de fase correspondiente y 
utilfcela para describir como cambian ambas poblaciones. 

f) Use el inciso e) para construir bosquejos aproximados de 
las poblaciones de pulgones y mariquitas como funciones 
de t. ^Como se relacionan entre sf las graficas? 



Repaso 


Verification de conceptos 

1. a) ^ Que es una ecuacion diferencial? 

b) ^Cual es el orden de una ecuacion diferencial? 

c) ^Que es una condition inicial? 

2. ^Que se puede decir acerca de las soluciones de la ecuacion 
y' = x 2 + y 2 con solo observar la ecuacion diferencial? 

3. r,Que es un campo direccional para la ecuacion diferencial 
y' = F(x, y)? 

4. Explique como funciona el metodo de Euler. 

5. ^Que es una ecuacion diferencial separable? ^Como se 
resuelve? 

6. ^Que es una ecuacion diferencial lineal de primer orden? 

I Como se resuelve? 


7. a) Escriba una ecuacion diferencial que exprese la ley natural 

de crecimiento. ^Que dice en terminos de la rapidez de 
crecimiento relativo? 

b) ^.Bajo que circunstancias es un modelo apropiado para el 
crecimiento poblacional? 

c) ^Cuales son las soluciones de esta ecuacion? 

8 . a) Escriba la ecuacion logfstica. 

b) ^Bajo que circunstancias es un modelo apropiado para el 
crecimiento poblacional? 

9. a) Escriba las ecuaciones de Lotka-Volterra para modelar 

poblaciones de peces comestibles ( F ) y tiburones (5). 
b) ^Que dicen estas ecuaciones acerca de cada poblacion en 
ausencia de la otra? 


Examen rapido Verdadero-Falso 

Determine si el enunciado es verdadero o falso. Si es verdadero explique por 
que. Si es falso, explique por que, o de un ejemplo que refute el enunciado. 

1. Todas las soluciones de la ecuacion diferencial y' = — 1 — y 4 
son funciones decrecientes. 

2. La funcion/(jt) = (In x)/x es una solution de la ecuacion 
diferencial x 2 y' + xy = 1. 

3. La ecuacion y' = x + y es separable. 

4. La ecuacion y' = 3y — 2x + 6xy — 1 es separable. 


5. La ecuacion e*y' = y es lineal. 

6. La ecuacion y' + xy = e y es lineal. 

7. Si y es la solution del problema de valor inicial 


f=*H) 


entonces lim,^ooy = 5. 
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Ejercicios 

1. a) Se muestra un campo direccional para la ecuacion diferencial 
y' = y(y — 2 )(y — 4). Bosqueje las graficas de las soluciones 
que satisfacen las condiciones iniciales dadas. 
i) y(0) = -0.3 ii) y( 0) = 1 

iii) y(0) = 3 iv) y(0) = 4.3 

b) Si la condition inicial es y(0) = c, ^'para que valores de c es 
Him, >o=>’(/) finito? ^Cuales son las soluciones de equilibrio? 


y '• 

6 


4 


2 


0 


-+- 

% 


x 


b) Use el metodo de Euler con tamano de paso 0.1 para estimar 
_y (0.3), donde y(x) es la solution del problema con valor 
inicial del inciso a). Compare con su estimation del inciso a). 

c) ^Sobre que lineas se localizan los centros de los segmentos 
de recta horizontales del campo direccional del inciso a)? 
^Que sucede cuando una curva solution cruza estas lineas? 

4. a) Use el metodo de Euler con tamano de paso 0.2 para estimar 

y(0.4), donde y(x) es la solution del problema con valor 
inicial 

y' = 2xy 2 v(0) = 1 

b) Repita el inciso a) con tamano de paso 0.1. 

c) Encuentre la solution exacta de la ecuacion diferencial y 
compare el valor en 0.4 con las aproximaciones de los 
incisos a) y b). 

5-8 Resuelva la ecuacion diferencial. 

dx 

5. y' = xe — y cosx 6. — =1 — t + x — tx 

dt 

7. 2_ye>y = 2x + 2>s[x 8. x 2 y' - y = 2x i e~ Vl 


2. a) Bosqueje un campo direccional para la ecuacion diferencial 

y' = x/y. Despues empleelo para bosquejar las cuatro 
soluciones que satisfacen las condiciones iniciales y(0) = 1, 
y(0) = — l,y(2) = 1 yy(— 2) = 1. 
b) Compruebe su trabajo del inciso a) resolviendo la ecuacion 
diferencial en forma explicita. ^Que tipo de curva es cada 
curva solution? 

3. a) Se muestra un campo direccional para la ecuacion diferencial 

y' = x 2 — y 2 . Bosqueje la solution del problema con valor 
inicial 

y' = x 2 — y 2 y(0) = 1 
Use su grafica para estimar el valor de y (0.3). 


9-11 Resuelva el problema con valores iniciales. 
dr 

9. — + 2 tr = r, r(0) = 5 
dt 

10. (1 + cosx)y' = (1 + e~- v )senx, y(0) = 0 

11 . xy' — y = xlnx, y ( 1 ) = 2 

FH 12. Resuelva el problema con valores iniciales y' = 3x 2 e y , 
y(0) = 1, y grafique la solution. 

13-14 Encuentre las trayectorias ortogonales de la familia de curvas. 
13. y = ke x 14. y = e kx 
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15. a) Escriba la solution del problema con valor inicial 

dP ( P \ 

dt \ 2000/ ' 

y utilicela para hallar la poblacion cuando t = 20 
b) ^Cuando la poblacion alcanza 1200? 

16. a) La poblacion del mundo era de 5.28 miles de millones 

en 1990 y 6.07 miles de millones en 2000. Encuentre un 
modelo exponencial para estos datos y utillcelo para 
predecir la poblacion mundial del ano 2020. 

b) De acuerdo con el modelo del inciso a), ^cuando la 
poblacion mundial excedera los 10000 millones? 

c) Use los datos del inciso a) para hallar un modelo logistico 
de la poblacion. Suponga una capacidad de carga de 100000 
millones. Despues use el modelo logistico para predecir la 


FR Se requiere calculadora graficadora o computadora 
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poblacion en 2020. Compare con su prediccion del modelo 
exponencial. 

d) De acuerdo con el modelo logistico, ^cuando la poblacion 
mundial rebasara los 10000 millones? Compare con su 
prediccion del inciso b). 

17. El modelo de crecimiento de von Bertalanffy se usa para 
predecir la longitud L(t ) de un pez en un periodo. Si es 
la mayor longitud para una especie, entonces la hipotesis 

es que la rapidez de crecimiento de longitud es proportional 
a — L, la longitud por alcanzar. 

a) Formule y resuelva una ecuacion diferencial a fin de hallar 
una expresion para L(t). 

b) Para la merluza del mar del Norte se ha determinado 
que L. = 53 cm, L(0) = 10 cm, y la constante de 
proporcionalidad es 0.2. ^En que se convierte la 
expresion para L(f) con estos datos? 

18. Un tanque contiene 100 L de agua pura. Salmuera que contiene 
0.1 kg de sal por litro entra al recipiente a razon de 10 L/min. 
La solution se mantiene mezclada por complete y sale del 
tanque a la misma proportion. ^Cuanta sal hay en el tanque 
despues de 6 minutes? 

19. Un modelo para la dispersion de una epidemia es que la rapidez 
de dispersion es conjuntamente proportional al numero de 
personas infectadas y al numero de personas no infectadas. 

En un pueblo aislado con 5000 pobladores, 160 personas tienen 
una enfermedad al comienzo de la semana y 1200 la tienen 
al final de la semana. ^En cuanto tiempo se infecta 80% de la 
poblacion? 

20. La ley de Brentano-Stevens en psicologla modela la forma en 
que un sujeto reacciona a un estimulo. La ley expresa que si R 
representa la reaction a una cantidad S de estimulo, entonces 
las cantidades relativas de incremento son proporcionales: 

1 dR _ dS 
R dt S dt 

donde k es una constante positiva. Determine R como una 
funcion de S. 

21. El transports de una sustancia por una pared capilar en fisiologla 
pulmonar ha sido modelado mediante la ecuacion diferencial 

dh_ _ R I h \ 

dt V \k + h ) 

donde h es la concentration de hormonas en el torrente 
sangulneo, t es el tiempo, R es la tasa de transporte maximo, 

V es el volumen del capilar y k es una constante positiva que 
mide la afinidad entre las hormonas y las enzimas que ayudan 
al proceso. Resuelva esta ecuacion diferencial para hallar una 
relation entre h y t. 

22. Las poblaciones de aves e insectos se modelan por medio de 
las ecuaciones 

— = 0.4x - 0.002xy 
dt 

dy 

— = — 0.2y + 0.000008xy 
dt 

a) ^,Cual de las variables, x o y, representa la poblacion de aves 
y cual representa la poblacion de insectos? Explique. 


b) Determine las soluciones de equilibrio y explique su 
importancia. 

c) Encuentre una expresion para dy/dx. 

d) Se muestra el campo directional para la ecuacion diferencial 
del inciso c). Utilicelo para bosquejar la trayectoria de 
fase que corresponde a poblaciones iniciales de 100 aves y 
40000 insectos. Despues use la trayectoria de fase para 
describir como cambian ambas poblaciones. 
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e) Use el inciso d) para elaborar bosquejos aproximados de las 
poblaciones de aves e insectos como funciones del tiempo. 
^Como se relacionan entre si estas graficas? 

23. Suponga que el modelo del ejercicio 22 se reemplaza mediante 
las ecuaciones 

— = 0.4x(l - 0.000005x) - 0.002xy 
dt 

dy 

-p = — 0.2y + 0.000008xy 
dt 

a) De acuerdo con estas ecuaciones, £que sucede con la 
poblacion de insectos en ausencia de aves? 

b) Determine las soluciones de equilibrio y explique su 
importancia. 

c) En la figura se muestra la trayectoria de fase que comienza 
con 100 aves y 40000 insectos. Describa lo que finalmente 
sucede con las poblaciones de aves e insectos. 



d) Bosqueje las graficas de las poblaciones de aves e insectos 
como funciones del tiempo. 
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24. Barbara pesa 60 kg y esta a dieta de 1600 calorfas por dfa, 
de las cuales 850 son empleadas de forma automatica por 
el metabolismo basal. Ella gasta cerca de 15 cal/kg/dfa 
multiplicadas por su peso al hacer ejercicio. Si 1 kg de grasa 
contiene 10000 cal y se supone que el almacenaje de calorfas 
en la forma de grasa es 100% eficiente, formule una ecuacion 
diferencial y resuelvala para hallar el peso de Barbara como 
una funcion del tiempo. ^,En ultima instancia su peso se 
aproxima a un peso de equilibrio? 

25. Cuando un cable flexible de densidad uniforme se suspende 
entre dos puntos fijos y cuelga de su propio peso, la forma 

y = f(x ) del cable debe satisfacer una ecuacion diferencial de 
la forma 



donde k es una constante positiva. Considere el cable mostrado 
en la figura. 

a) Sea z = dy/dx en la ecuacion diferencial. Resuelva la 
ecuacion diferencial de primer orden resultante (en z), 
y despues integre para determinar y. 

b) Determine la longitud del cable. 



Problemas adicionales 


1. Encuentre las funciones/ tales que/' es continua y 


[f(x)f = 100 + {[/(f)] 2 + [f'(t)] 2 }dt para toda x real 

2. Un alumno olvido la regia para la derivada del producto y cometio el error de pensar que 

( fg )' =f'g'. Sin embargo, tuvo suerte y obtuvo la respuesta correcta. La funcion /que uso fue 
f(x) = e * 2 y el dominio de este problema fue el intervalo ({, oo). ^Cual fue la funcion gl 

3. Sea/una funcion con la propiedad de que/(0) = l,/'(0) = 1 y f(a + b) = f (a) f{b) para los 
numeros reales ay b. Demuestre que/'(x) =/( x) para todax y deduzca que/(_r) = e*. 

4. Encuentre todas las funciones /que satisfacen la ecuacion 




dx I = — 1 



FIGURA PARA EL PROBLEMA 9 


5. Hallar la curva y = /(. x) de tal manera que/(.r) 3= 0,/(0) = 0,/(l) = 1, y el area bajo la grafica 
de/desde 0 hasta x es proporcional a la (n + l)-esima potencia de/(jc). 

6 . Una subtangente es una portion del eje x que se encuentra directamente bajo el segmento de 
una recta tangente desde el punto de contacto hasta el eje x. Halle las curvas que pasan a traves 
del punto (c, 1) y cuyas subtangentes todas tienen longitud c. 

7. Se saca del homo un pastel de durazno a las 5:00 p.m. En ese momento esta muy caliente: 

100 °C. A las 5:10 p.m., su temperatura es 80 °C; a las 5:20 p.m. esta a 65 °C. ^.Cual es la 
temperature en la habitation? 

8 . Durante la manana del 2 de febrero comenzo a caer nieve y continuo de forma permanente 
hacia la tarde. A mediodfa, una maquina comenzo a retirar la nieve de una carretera con 
rapidez constante. La maquina viajo 6 km desde el mediodfa hasta la 1 p.m. pero solo 3 km de 
la 1 p.m. a las 2 p.m. ^Cuando comenzo a caer la nieve? [Sugerencia: para comenzar, sea t el 
tiempo medido en horas despues del mediodfa; sea x (t) la distancia que recorre la maquina 
en el tiempo t ; despues la rapidez de la maquina es dx/dt. Sea b el numero de horas antes 

del mediodfa en que comenzo a nevar. Determine una expresion para la altura de la nieve en el 
tiempo t. Despues use la informacion dada de que la tasa de remocion R (en m 3 /h) es constante.] 

9. Un perro ve un conejo que corre en lfnea recta en un campo abierto y lo persigue. En un 
sistema coordenado rectangular (como el mostrado en la figure), suponga: 

i) El conejo esta en el origen y el perro en el punto (L, 0) en el instante en que el perro 
ve por vez primera al conejo. 

ii) El conejo corre en la direccion positiva del eje y y el perro siempre directo hacia el 
conejo. 

iii) El perro corre con la misma rapidez que el conejo. 

a) Demuestre que la trayectoria del perro es la grafica de la funcion y = f(x), donde y satisface 
la ecuacion diferencial 



b) Determine la solution de la ecuacion del inciso a) que satisface las condiciones iniciales 

y = y' = 0 cuando x = L. [Sugerencia: sea z = dy/dx en la ecuacion diferencial y resuelva 
la ecuacion de primer orden resultante para hallar z; despues integre z para hallar y.] 

c) ^Alguna vez el perro alcanza al conejo? 
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10 . a) Suponga que el perro del problema 9 corre dos veces mas rapido que el conejo. Encuentre 

la ecuacion diferencial para la trayectoria del perro. Despues resuelvala para hallar el punto 
donde el perro alcanza al conejo. 

b) Suponga que el perro corre a la mitad de la velocidad del conejo. ^Que tanto se acerca el 
perro al conejo? ^Cuales son sus posiciones cuando estan mas proximos? 

11. Un ingeniero de planificacion para una nueva planta de alumbre debe presentar algunas 
estimaciones a su compafua considerando la capacidad de un silo disenado para contener 
bauxita hasta que se procese en alumbre. El mineral se asemeja al talco rosa y se vacfa de 

un transportador en la parte superior del silo. El silo es un cilindro de 100 pies de alto con un 
radio de 200 pies. El transportador lleva 60 00077 pies 3 /h y el mineral mantiene una forma 
conica cuyo radio es 1.5 veces su altura. 

a) Si, en cierto tiempo f, la pila tiene 60 pies de altura, ^en cuanto tiempo la pila alcanza la 
parte superior del silo? 

b) La administration quiere saber cuanto espacio quedara en el area de piso del silo cuando la 
pila sea de 60 pies de altura. ^Que tan rapido crece el area de piso de la pila a esa altura? 

c) Suponga que un cargador comienza a remover el mineral a razon de 2000077 pies 3 /h 
cuando la altura de la pila alcanza 90 pies. Suponga que la pila continua manteniendo su 
forma. ^En cuanto tiempo la pila alcanza la parte superior del silo en estas condiciones? 

12 . Encuentre la curva que pasa por el punto (3, 2) y tiene la propiedad de que si una recta 
tangente se dibuja en cualquier punto P de la curva, entonces la parte de la recta tangente 
que yace en el primer cuadrante se biseca en P. 

13 . Recuerde que la recta normal a una curva en un punto P sobre la curva es la recta que pasa por 
P y es perpendicular a la recta tangente en P. Determine la curva que pasa por el punto (3, 2) 

y tiene la propiedad de que si la recta normal se dibuja en cualquier punto sobre la curva, 
entonces la intersection y de la recta normal es siempre 6. 

14 . Encuentre las curvas con la propiedad de que si la recta normal se dibuja en cualquier punto P 
sobre la curva, entonces la parte de la recta normal entre P y el eje x es bisecada por el eje y. 

15 . Encuentre todas las curvas con la propiedad de que, si una recta es trazada desde el origen a 
cualquier punto ( x , y) sobre la curva, y despues se traza la recta tangente a la curva en ese 
punto extendiendola hasta cruzar el eje x, el resultado es un triangulo isosceles cuyos lados 
iguales se intersecan en (x, _y). 
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Ecuaciones parametricas 
y coordenadas polares 








El cometa Hale-Bopp, con su azulada cola de lones y polvo bianco, aparecio en el 
cielo en marzo de 1997. En la seccion 10.6 veremos como las coordenadas polares 
proporcionan una ecuacibn conveniente para la trayectoria de este cometa. 


Hasta ahora hemos descrito las curvas planas expresando a y como una funcion dc a' [ y = f(x)] 
o a x como una funcion de y [x = g(y)], o dando una relacion entre x y y que define a y 
implfcitamente como una funcion de x \f(x, y) — 0]. En este capftulo estudiaremos dos 
metodos nuevos para describir curvas. 

Algunas curvas, como el cicloide, se manejan mejor cuando x y y estan dadas en terminos 
de una tercera variable t llamada parametro [x = /(f), y = g(t)]. Otras curvas, tales como 
la cardioide, tienen una descripcion mas conveniente cuando usamos un nuevo sistema de 
coordenadas, llamado sistema de coordenadas polares. 
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636 CAPITULO 10 ECUACIONES PARAMETRICAS Y COORDENADAS POLARES 


10.1 


Curvas definidas por medio de ecuaciones parametricas 



Imagine que una partfcula se mueve a lo largo de la curva C mostrada en la figura 1. Es 
imposible describir C por una ecuacion de la forma y = fix) porque C falla en la prueba 
de la recta vertical. Pero las coordenadas x y y de la partfcula son funciones del tiempo 
t y, por tanto, se puede escribir por medio de x = fit) y y = g(t). Este par de ecuaciones 
suele ser una forma mas conveniente de describir una curva y da lugar a la siguiente defi- 
nicion. 

Suponga que x y y se dan como funciones de una tercera variable t (llamada parametro) 
mediante las ecuaciones 


x=f(t ) y = g(t ) 

(llamadas ecuaciones parametricas). Cada valor de t determina un punto (x, y), que se 
puede representar en un piano coordenado. Cuando t varfa, el punto (x, y) = (fit), g(t)) 
varfa y traza una curva C, que llamamos curva parametrica. El parametro t no necesariamen- 
te representa el tiempo y, de hecho, se podrfa usar una letra distinta a t para el parametro. 
Pero en muchas aplicaciones de curvas parametricas, t denota el tiempo y, por tanto, se 
puede interpretar a (x, y) = if it), git)) como la posicion de una partfcula en el tiempo t. 


EJEMPLO 1 


Bosqueje e identifique la curva definida por las ecuaciones parametricas 


x = t 2 — 2t y = t + 1 

SO LUC I ON Cada valor de t da un punto sobre la curva, como se muestra en la tabla. 

Por ejemplo, si t = 0, entonces x = 0, y = 1 y el punto correspondiente es (0, 1). En la figura 
2 se grafican los puntos (x, y) determinados por varios valores del parametro y se unen para 
producir una curva. 
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FIGURA 2 


Esta ecuacion en x y y describe donde ha 
estado la partfcula, pero no nos dice cuando 
ha estado la partfcula en un punto particular. 
Las ecuaciones parametricas tienen una 
ventaja, nos dicen cuando estuvo la partfcula 
en un punto y la direccion de su movimiento. 


Una partfcula cuya posicion esta dada por las ecuaciones parametricas, se mueve a 
lo largo de la curva en la direccion de las flechas a medida que t aumenta. Notese que los 
puntos consecutivos marcados en la curva aparecen en intervalos de tiempo iguales, pero 
no a distancias iguales. Esto es porque la partfcula desacelera y despues acelera cuando 
aumenta t. 

Parece, de la figura 2, que la curva trazada por la partfcula es una parabola. Esto 
se puede confirmar al eliminar el parametro t como sigue. De la segunda ecuacion 
obtenemos t = y — 1 y la sustituimos en la primera ecuacion. Esto da 

x = t 2 - 2t = (y - l) 2 - 2(y - 1) = y 2 - 4v + 3 

y por tanto la curva representada por las ecuaciones parametricas dadas es la parabola 

x = y 2 — 4y 4- 3. 
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En el ejemplo 1 no se restringe el parametro t, asf que asumimos que t puede ser cual- 
quier numero real. Pero algunas veces restringiremos afaun intervalo fmito. Por ejemplo, 
la curva parametrica 


x = t 2 - 2t y = t + 1 0 =£ f 4 

que se ve en la figura 3 es la parte de la parabola del ejemplo 1 que empieza en el punto 
(0, 1) y termina en el punto (8, 5). La punta de la flecha indica la direccion en que se ha 
trazado la curva cuando t se incrementa de 0 a 4. 

En general, la curva con ecuaciones parametricas 


x = f{t) y = g(t) a =£ r =s b 
tiene un punto inicial (/(a), g(a )) y un punto terminal (fib), g(b)). 



FIGURA 4 


EJEMPLO 2 


yQue curva representan las siguientes ecuaciones parametricas? 


x = cos t y = sen t 0 =£ t =£ 2tt 

SO LUC I ON Si ubicamos los puntos, parece que la curva es una circunferencia, lo que 
podemos confirmar eliminando t. Observe que 

x 2 + y 2 = cos 2 f + sen 2 f = 1 

Asf, el punto (x, y) se mueve sobre la circunferencia x 2 + >' 2 = I . Observe que en este 
ejemplo, el parametro t puede interpretarse como el angulo (en radianes) que se ve en la 
figura 4. Cuando t se incrementa de 0 a 2tt, el punto (x, y) = (cos t, sen t) se mueve una 
vez alrededor de la circunferencia en direccion contraria a las manecillas del reloj a 
partir del punto (1, 0). 


EJEMPLO 3 


6 Que' curva representan las ecuaciones parametricas dadas? 


x = sen 2 1 y = cos 2 1 0 t 2 tt 



FIGURA 5 


SO LUC I ON Otra vez tenemos 


x 2 + y 2 = sen 2 It + cos 2 2f = 1 

asf que nuevamente las ecuaciones parametricas representan la circunferencia unitaria 
x 2 + y 2 = 1. Pero cuando t se incrementa de 0 a 2tt, el punto (x, y) = (sen 2 1, cos 2 1) 
empieza en (0, 1) y se mueve dos veces alrededor de la circunferencia en direccion de 
las manecillas del reloj, como se indica en la figura 5. 

Los ejemplos 2 y 3 muestran que diferentes conjuntos de ecuaciones parametricas 
pueden representar la misma curva. Asf, distinguimos entre una curva, como un con- 
junto de puntos, y una curva parametrica, en la que los puntos estan trazados de un 
modo particular. 


EJEMPLO 4 


Encuentre las ecuaciones parametricas de la circunferencia con centra en 
(h, k) y radio r. 


SO LUC I ON Si tomamos las ecuaciones de la circunferencia unitaria del ejemplo 2 y 
multiplicamos las expresiones para x y y por r, obtenemos x = r cos t,y = r sen t. Es 
posible verificar que estas ecuaciones representan una circunferencia con radio r y centra 
en el origen trazado en direccion contraria a las manecillas del reloj. Ahora desplazamos 
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h unidades en la direction xy k unidades en la direction y, para obtener las ecuaciones 
parametricas de la circunferencia (figura 6) con centro (h, k ) y radio r. 

x = h + r cos t y = k + r sen ? 0 =£ ? =£ 2tt 

y* 



FIGURA 6 

x = h + r cos t,y = k + r sen t 


0 





EJEMPLO 5 


Trace la curva con ecuaciones parametricas x = sen t,y = sen 2 ?. 


SO LUC I ON Observe que y = (sen f) 2 = x 2 y por tanto el punto se mueve sobre la 
parabola y — x 2 . Pero tambien observe que, como — 1 =s sen ? =s 1, tenemos 
— 1 =s x *£ 1, por lo que las ecuaciones parametricas representan solo la parte de 
la parabola para la cual — 1 x =£ 1. Como sen ? es periodica, el punto 
(x, y) = (sen ?, sen 2 ?) se mueve infinitamente en vaiven a lo largo de la parabola 
desde (—1, 1) hasta (1, 1). (Vease figura 7.) 


EQ9 Module 10. 1A proporciona una 
animacion de la relation entre el movimiento a 
lo largo de la curva parametrica x =/(r), 
y = g(t) y el movimiento a lo largo de las 
graficas de/y g como funciones de t. 
Activando TRIG nos da la familia de curvas 
parametricas 

x = a cos bt y = c sen dt 

Si elegimos a = b = c = d= ly activamos 
animate, veremos como las graficas de 
x = cos t y y = sen t se relacionan con la 
circunferencia en el ejemplo 2. Si elegimos 
a = b = c = '\,d = 2, veremos las graficas 
como en la figura 8. Activando animate o 
moviendo t a la derecha, podremos ver del 
codigo de color como se mueve con la 
trayectoria de n: = cos t e y = sen 2 t que 
corresponden al movimiento a lo largo de la 
curva parametrica, llamada figura de 
Lissajous 




FIGURA 8 x = cos t y = sen2r 



Dispositivos de graficacion 

La mayor parte de las calculadoras y los programas de graficacion se pueden usar para 
graficar curvas dadas por ecuaciones parametricas. De hecho, es instructive observar una 
curva parametrica dibujada con una calculadora, porque los puntos se ubican en orden 
conforme se incrementan los valores del parametro correspondiente. 
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3 



FIGURA9 


EJEMPLO 6 


Utilice un dispositivo de graficacion para graficar la curva x = y 4 — 3 y 1 . 


SO LUC I ON. Sea t = y el parametro. Entonces tenemos las ecuaciones 


x = t 4 — 3t 7 y = t 

Usando estas ecuaciones parametricas para graficar la curva, obtenemos la figura 9. 
Podrfamos resolver la ecuacion dada (x = v 4 — 3 y 1 ) para y como cuatro funciones de 
x y graficarlas individualmente, pero las ecuaciones parametricas proporcionan un 
metodo mucho mas facil. 


En general, si necesitamos graficar una ecuacion de la forma x = g(y), podemos usar 
las ecuaciones parametricas 


x = g(t) y = t 

Observe tambien que las curvas con ecuaciones y = f(x) (aquellas con las que se esta 
familiarizado; graficas de funciones) tambien se pueden considerar como curvas con ecua- 
ciones parametricas 


x = t y = fit) 

Los dispositivos de graficacion son particularmente utiles para trazar curvas complica- 
das. Por ejemplo, las curvas que se muestran en las figuras 10, 11 y 12 serfan virtualmen- 
te imposibles de hacer a mano. 



-1.5 


FIGURA 10 

x = sen t + 2 cos 5t + 2 sen 13t 
y = cos t + \ sen 5t+ 3 cos 13f 


1 



-1 


FIGURA 11 

x= sen t — sen 2.3 1 

y = cos t 


1.8 



- 1.8 


FIGURA 12 

x = sen t + P sen 5? + 2 cos 2.3 1 
y = cos f + i cos 5? + i sen 2.3 1 


Uno de los mas importantes usos de las curvas parametricas es el diseno asistido por 
computadora (CAD). En el proyecto de laboratorio despues de la seccion 10.2 investiga- 
remos curvas parametricas especiales, llamadas curvas de Bezier, que son ampliamente 
utilizadas en manufactura, especialmente en la industria automotriz. Estas curvas tambien 
se emplean en formas especiales de letras y otros sfmbolos de impresion en laser. 


I1U En Module 1 0.1 B se muestra una 
animacion de la manera en que se forma 
una cicloide a partir del movimiento de un 
cfrculo. 


La cicloide 


EJEMPLO 7 


La curva trazada por un punto P sobre la circunferencia de un cfrculo 
cuando este rueda a lo largo de una recta se llama cicloide (vease figura 13). Si el cfrculo 
tiene radio r y rueda a lo largo del eje x, y si una posicion de P esta en el origen, 
determine las ecuaciones parametricas para la cicloide. 



FIGURA 13 


P 
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FIGURA 14 


SOLUCION Elegimos como parametro al angulo de rotacion 9 del cfrculo (9 = 0 cuando 
P esta en el origen). Suponga que el cfrculo ha girado 0 radianes. Debido a que el cfrculo 
ha estado en contacto con la recta, se ve de la hgura 14, que la distancia que ha rodado 
desde el origen es 


| OT | = arc PT = rO 

Por tanto, el centra del cfrculo es C(r9, r ). Sean (x, y ) las coordenadas de P. Entonces, 
de la hgura 14 vemos que 

x = | OT | — | PQ | = r 9 — r sen 9 = r(9 — sen 9) 

y = | TC — | QC | = r — r cos 9 = r( 1 — cos 9) 


Asf que las ecuaciones parametricas de la cicloide son 


|T| x = r(9 — send) y = r(l — cos 9) 06l 


A 



FIGURA 15 



Un arco de la cicloide viene de una rotacion del cfrculo y, por tanto, se describe 
mediante 0 =s 9 =£ 2tt. Aunque las ecuaciones 1 se obtuvieron de la hgura 14, que ilustra 
el caso donde 0 < 9 < 7r/2, se puede ver que son validas para otros valores de 9 
(vease el ejercicio 39). 

Aunque es posible eliminar el parametro 9 de las ecuaciones 1 , la ecuacion cartesiana 
resultante en x y y es muy complicada y no es conveniente para trabajar como con las 
ecuaciones parametricas. 


Una de las primeras personas en estudiar la cicloide fue Galileo, quien propuso que los 
puentes se construyeran en forma de cicloides, y quien trato de encontrar el area bajo un 
arco de una cicloide. Despues esta curva surgio en conexion con el problema de la bra- 
quistocrona: hallar la curva a lo largo de la cual se desliza una partfcula en el tiempo mas 
corto (bajo la inhuencia de la gravedad) de un punto A a un punto B mas bajo pero no 
directamente debajo de A. El matematico suizo John Bernoulli, quien planted este proble- 
ma en 1696, demostro que entre las curvas posibles que unen A con B, como en la hgura 
15, la partfcula tomara el menor tiempo de deslizamiento de A a B si la curva es parte de 
un arco invertido de una cicloide. 

El ffsico holandes Huygens demostro que la cicloide es tambien la solucion al proble- 
ma de la tautocrona; es decir, sin importar donde se coloque una partfcula P en una 
cicloide invertida, le toma el mismo tiempo deslizarse hasta el fondo (vease hgura 16). 
Huygens propuso que los relojes de pendulo (que el invento) oscilaran en arcos cicloidales, 
porque en tal caso el pendulo tarda el mismo tiempo en completar una oscilacion si 
oscila por un arco amplio o pequeno. 


Familias de curvas parametricas 


Q 


EJEMPLO 8 


Investigue la familia de curvas con ecuaciones parametricas 


x = a + cos t y = a tan t + sen t 

■,Quc tienen estas curvas en comun? ^Como cambia su forma cuando a crece? 

SOLUCION Se emplea un dispositivo de grahcacion para producir las grahcas para los 
casos a = —2, — 1, —0.5, —0.2, 0, 0.5, 1 y 2 que se muestran en la hgura 17. Observe 
que todas estas curvas (excepto el caso a = 0) tienen dos ramas, y ambas se aproximan a 
la asfntota vertical x = a cuando x se aproxima a a por la izquierda o por la derecha. 
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r 

a = - 0.2 

U 

J 



F I G U R A 17 Miembros de la familia 

x = a + cos t, y = a tan t + sen t, Cuando a < — 1 , ambas ramas son suaves, pero cuando a llega a — 1 , la rama derecha 

graficadas en el rectangulo de vista adquiere un punto agudo llamado cuspide. Para a entre — 1 y 0 la cuspide se convierte 

[-4, 4] por [-4, 4] en un bucle, que se vuelve mas grande conforme a se aproxima a 0. Cuando a = 0, 

ambas ramas se juntan y forman una circunferencia (vease el ejemplo 2). Para a entre 
0 y 1, la rama izquierda tiene un bucle, el cual se contrae para volverse una cuspide 
cuando a = 1 . Para a > 1 , las ramas se suavizan de nuevo y cuando a crece mas, se 
curvan menos. Observe que las curvas con a positiva son reflexiones respecto al eje y 
de las curvas correspondientes con a negativa. 

Estas curvas se Hainan concoides de Nicomedes en honor del erudito de la antigua 
Grecia, Nicomedes. Las llamo concoides porque la forma de sus ramas externas se 
asemeja a la concha de un caracol o de un mejillon. 


10.1 


Ejercicios 


1-4 Bosqueje la curva ubicando puntos por medio de las ecuaciones 
parametricas. Indique con una flecha la direccion en que se traza la 
curva cuando t crece. 


9. x = sft, y = 1 — t 
10 . x = t 2 , y = t 3 


1 . x = t 2 + t, y = t 2 — t, -2 t «£ 2 

2 . x = t 2 , y = t 3 — 4t, -3 t =s 3 

3. x = cos 2 t, y = 1 — sen t , 0 =S t rr/2 

4. x = e~' + t, y = e' — t, — 2 ^ t =£ 2 


5-10 

a) Bosqueje la curva usando las ecuaciones parametricas para 
ubicar puntos. Indique con una flecha la direccion en la cual se 
traza la curva cuando t aumenta. 

b) Elimine el parametro para hallar la ecuacion cartesiana de la 


curva. 
x = 3 

- 4 1, 

y = 2 - 3t 


x = 1 

- 2 1, 

y = \t~ E 

-2 « t =S 4 

x = 1 

- 1\ 

y = t-2. 

-2 « t « 2 

x = t 

- 1 , 

y = t 3 + 1, 

-2 « t =£ 2 


11-18 

a) Elimine el parametro para hallar una ecuacion cartesiana de la 
curva. 

b) Bosqueje la curva e indique con una flecha la direccion en que 
se traza la curva cuando crece el parametro. 

11 . x = senjd, y = cos \d, 

12. x = \ cos 9, y = 2 sen 9, 0 =£ 9 =S 77 

13. x = sen t, y = esc t, 0 < t < tt/2 

14. jc = e‘ - 1, y = e 2 ' 

15. x = e 2 ', y = t + 1 

16. y = yjt + 1, y = Jt — 1 

17. x = senhf, y = cosh t 

18. x = tan 2 0, y = sec 9, —77/2 < 9 < ttI2 


Se requiere calculadora graficadora 0 computadora 


1. Tareas sugeridas disponibles en stewartcalculus.com 
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19-22 Describa el movimiento de una partfcula con position ( x , y) 
cuando t van a en el intervalo dado. 

19. x = 3 + 2 cos t, y = 1 + 2 sen t, ir/2 € ( S 3tt/2 

20. x = 2 sen f, y = 4 + cos f, 0 =£ t =£ 3 tt/2 

21. x = 5 sen f, y = 2 cos t, -irSlS 577 

22. x = sen f, y = cos 2 t, — 2 tt =S t =£ 277 


25-27 Use las graficas de x =f(t ) y y = g{t) para bosquejar la curva 
parametrica x =f(t), y = g(t). Indique con flechas la direction en 
que se traza la curva cuando t crece. 



-1 


1 


t 


23. Suponga que una curva esta dada por las ecuaciones 

parametricas x =f(t), y = g(t), donde el rango de/es [1, 4] 
y el rango de g es [2, 3]. ^Que podemos decir acerca de la 
curva? 


24. Relacione las graficas de las ecuaciones parametricas x = f(t) y 
y = g(t) en a)-d) con las curvas parametricas etiquetadas I-IV. 
De razones para sus elecciones. 




y- 


l 


X 

N 

/ 

\ , 


1 It 
\ 




28. Relatione las curvas parametricas con las curvas etiquetadas 
I- VI. De razones para sus elecciones. (No utilice dispositivos 
de graficacion.) 

a) x = f 4 — t + 1, y = t 2 

b) x = t 1 — 2t, y — s[t 

c) x = sen 2 1, y = sen(f + sen 2t) 

d) x = cos 5 1, y = sen 2 1 

e) x = t + sen 4 f, y = t 2 + cos 3/ 


sen 2 1 cos 2 1 
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FB 29. Grafique la curva x = y — 2 sen iry. 

FB 30. Grafique las curvas y = x 3 — 4x y x = y 3 — 4y, y encuentre 
sus puntos de intersection con una aproximacion de un 
decimal. 

31. a) Demuestre que las ecuaciones parametricas 

x = xi + (x 2 - xi)t y = yi + {yi - yi)t 

donde 0 =S t =£ 1, describen el segmento de recta que une 
los puntos P,(x i, >'i) y P 2 (x 2 , >’ 2 ). 
b) Encuentre las ecuaciones parametricas para representar el 
segmento de recta de (—2, 7) a (3, —1). 

FB 32. Utilice un dispositivo de graficacion y el resultado del ejercicio 
31a) para dibujar el triangulo con vertices A(l, 1), 5(4, 2) y 
C(l, 5). 

33. Encuentre ecuaciones parametricas para la trayectoria de 
una partfcula que se mueve a lo largo de la circunferencia 
x 2 + (y — l) 2 = 4 de la manera que se describe. 

a) Una vuelta en direccion de las manecillas del reloj, 
empezando en (2, 1). 

b) Tres vueltas en direccion contraria a las manecillas del reloj, 
empezando en (2, 1) 

c) Media vuelta en direccion contraria a las manecillas del 
reloj, empezando en (0, 3). 

FB 34. a) Encuentre ecuaciones parametricas para la elipse 

x 2 /a 2 + y 2 /b 2 = 1. [Sugerencia: modifique las ecuaciones 
de la circunferencia del ejemplo 2.] 

b) Utilice estas ecuaciones parametricas para graficar la elipse 
cuando a = 3 y b = 1, 2, 4 y 8. 

c) ,(C6mo cambia la forma de la elipse cuando b varfa? 

FB 35-36 Utilice una calculadora graficadora o computadora para 
reproducir el dibujo 




37-38 Compare las curvas representadas por las ecuaciones 
parametricas ^Como difieren? 


37. 

a) 

x — t 3 , y = t 2 

b) 

x = t 6 , v = f 4 


c) 

x = «T 3f , y = e~ 2 ' 



CO 

CO 

a) 

x = t, y = U 2 

b) 

x = cos t, y = sec 2 t 


c) 

7 

II 

II 

K 



39. 

Deduzca las ecuaciones 1 ] 

para el 

caso tt/2 < 8 < tt. 


40. Sea P un punto a una distancia d del centro de una 

circunferencia de radio r. La curva trazada por P cuando el 
cfrculo rueda a lo largo de una lrnea recta se llama trocoide. 
(Piense en el movimiento de un punto sobre el rayo de una 
rueda de bicicleta.) La cicloide es el caso especial de una 
trocoide con d = r. Utilizando el mismo parametro 8 como 


para la cicloide y, asumiendo que la recta es el eje de las 
x y 8 = 0 cuando P es uno de sus puntos mmimos, demuestre 
que las ecuaciones parametricas de la trocoide son 

x = r6 — d sen 8 y = r — d cos 8 

Trace la trocoide para los casos d < r y d > r. 

41. Si a y b son numeros fijos, encuentre las ecuaciones 

parametricas para la curva que consiste de todas las posibles 
posiciones del punto P en la figura, utilizando el angulo 8 
como parametro. Despues elimine el parametro e identifique 
la curva. 



42. Si a y b son numeros fijos, encuentre las ecuaciones 

parametricas de la curva que consiste de todas las posiciones 
posibles del punto P en la figura, usando el angulo 8 
como parametro. El segmento de recta AB es tangente a la 
circunferencia mas grande. 



43. Una curva, llamada bruja de Maria Agnesi, consiste de todas 
las posibles posiciones del punto P en la figura. Demuestre 
que las ecuaciones parametricas para esta curva pueden 
expresarse como 

x = 2 a cot 8 y = 2a sen 2 # 

Trace la curva. 
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44. a) Encuentre las ecuaciones parametricas para el conjunto de 
todos los puntos P como los que se muestran en la figura, 
tales que | OP \ = \ AB |. (Esta curva se llama cisoide 
de Diodes en honor al sabio griego Diodes, quien 
introdujo la cisoide como un metodo grafico para construir 
el lado de un cubo cuyo volumen es dos veces el de un 
cubo dado.) 

b) Utilice la description geometrica para dibujar a mano un 
bosquejo de la curva. Verifique su trabajo utilizando las 
ecuaciones parametricas para graficar la curva. 



FB 45. Suponga que la posicion de una partfcula en el tiempo t esta 
dada por 

X\ = 3 sen t yi = 2 cos t 0 =£ t 2 tt 
y la posicion de una segunda particula esta dada por 

X 2 = —3 + cos t y 2 = 1 + sen t 0 =£ t =£ 2tt 

a) Grafique las trayectorias de ambas partfculas ^Cuantos 
puntos de interseccion hay? 

b) ^Algunos de estos puntos de interseccion son puntos de 
colisionl En otras palabras ^las partfculas estan en el mismo 
lugar al mismo tiempo? Si es asf, encuentre los puntos de 
colision. 

c) Describa que pasa si la trayectoria de la segunda partfcula 
esta dada por 

X 2 = 3 + cos t j 2 = 1 + sen t 0 =£ t =S 2tt 

46. Si un proyectil es disparado con una velocidad inicial de v 0 
metros por segundo a un angulo a por encima de la horizontal 
y se supone que la resistencia del aire es despreciable, entonces 


su posicion despues de t segundos esta dada por las ecuaciones 
parametricas 

x = (v 0 cos a)t y = (vo sen a)t — \gt 1 

donde g es la aceleracion debida a la gravedad (9.8 m/s 2 ), 
a) Si un arma es disparada con a = 30° y v 0 = 500 m/s, 
^cuando caera la bala al suelo? i A que distancia del arma 
llegara al suelo? ^Cual es la altura maxima que alcanzara la 
bala? 

FB b) Utilice un dispositivo de graficacion para verificar sus 

respuestas al inciso a). Despues grafique la trayectoria del 
proyectil para otros valores del angulo a para ver donde 
pegara en el suelo. Resuma sus hallazgos. 

c) Demuestre que la trayectoria es parabolica eliminando el 
parametro. 

FB 47. Investigue la familia de curvas definidas por las ecuaciones 
parametricas x = t 2 ,y = t 3 — ct. ^Como cambia la forma de 
la curva cuando c crece? Ilustre graficando varios miembros 
de la familia. 

F0 48. Las curvas catastroficas cola de golondrina estan definidas 
por las ecuaciones parametricas x = 2 ct — 4f 3 , y = —ct 2 + 3 f 4 . 
Grafique varias de estas curvas. ^Que caracterfsticas tienen en 
comun las curvas? ^Como cambian cuando c crece? 

FB 49. Grafique varios miembros de la familia de curvas con 

ecuaciones parametricas x = t + a cos t, y = t + a sen t, 
donde a > 0. ^Como cambia la forma de la curva cuando a 
crece? ^Para cuales valores de a la curva tiene un bucle? 

FB 50. Grafique varios miembros de la familia de curvas 

x = sen t + sen nt, y = cos t + cos nt donde n es un 
entero positivo. ^Que caracterfsticas tienen en comun las 
curvas? ^Que pasa cuando n crece? 

FB 51. Las curvas con ecuaciones x = a sen nt, y = b cos t se llaman 
figuras de Lissajous. Investigue como varfan estas curvas 
cuando varfan a, by n. (Tome n como un entero positivo.) 

FB 52. Investigue la familia de curvas definidas por las ecuaciones 
parametricas x = cos t,y = sen t — sen ct, donde c > 0. 
Empiece por hacer c entero positivo y vea que pasa con 
la forma cuando c crece. Despues explore algunas de las 
posibilidades que ocurren cuando c es una fraction. 


PR0YECT0 DE LAB0RAT0RI0 




CIRCUNFERENCIAS QUE CORREN ALREDEDOR DE CIRCUNFERENCIAS 



En este proyecto investigamos familias de curvas, llamadas hipocicloides y epicicloides, que son 
generadas por el movimiento de un punto sobre una circunferencia que rueda dentro o fuera de 
otra circunferencia. 


1. Una hipocicloide es una curva trazada por un punto fijo P sobre la circunferencia C de radio b 
cuando C rueda sobre el interior de la circunferencia con centra en O y radio a. Demuestre que 
si la position inicial de P es (a, 0) y el parametro 6 se elige como en la figura, entonces las 
ecuaciones parametricas de la hipocicloide son 


x = (a 


b) cos 6 + b cos 



y = ( a 


b) 


sen 0 — b sen 



Se requiere calculadora graficadora o computadora 
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I Recurra a Module 1 0.1 B para ver como 
se forman las hipocicloides y epicicloides por 
el movimiento rotatorio de cfrculos. 


2. Utilice un dispositivo de graficacion (o el graficador interacdvo en TEC Module 10. IB) para 
dibujar las graficas de hipocicloides con a entero positivo y b = 1. ^Como afecta la grafica 
el valor de a? Demuestre que si tomamos a = 4, entonces las ecuaciones parametricas de la 
hipocicloide se reducen a 

x = 4 cos 3 0 y = 4 sen ’0 

Esta curva se llama hipocicloide de cuatro cuspides, o un astroide. 

3. Ahora intente b = 1 y a = n/d, una fraction donde n y d no tienen factores comunes. Primero 
haga n = 1 e intente determinar graficamente el efecto del denominador d sobre la forma de 
la grafica. Despues haga que n vane mientras d permanece constante. ^Que pasa cuando 

n = d+ 1? 

4. iQue pasa si b = 1 y a es irrational? Experimente con un numero irracional como yjl o 

e — 2. Tome valores cada vez mas grandes para 6 y especule sobre que pasarfa si se graficara 
la hipocicloide para todos los valores reales de 6. 

5. Si la circunferencia C rueda en el exterior del tirculo fijo, la curva trazada por P se llama 
epicicloide. Encuentre las ecuaciones parametricas para la epicicloide. 

6. Investigue las posibles formas para las epicicloides. Use metodos semejantes a los problemas 2-4. 


10.2 


Calculo con curvas parametricas 


Una vez que hemos visto como representar ecuaciones parametricas, aplicaremos los 
metodos de calculo a las curvas parametricas. En particular, resolveremos problemas que 
involucran tangentes, areas, longitudes de arco y areas de superficies. 


Tangentes 

Suponga que/y g son funciones derivables y queremos encontrar la recta tangente en un 
punto sobre la curva donde y tambien es una funcion derivable de x. Entonces la regia de 
la cadena da 

dy dy dx 

dt dx dt 

Si dx/ dt 7^ 0, podemos resolver para dy/ dx: 


Si pensamos la curva como trazada por el 
movimiento de una partlcula, entonces dy/dt 
y dx/dt son las velocidades verticales y 
horizontales de la partlcula y la formula 1 dice 
que la pendiente de la recta tangente es la 
razon de estas velocidades. 


m 



La ecuacion 1 (que puede usted pensar como si se eliminaran las dt) nos posibilita para 
encontrar la pendiente dy/ dx de la recta tangente a una curva parametrica, sin tener que 
eliminar el parametro t. En Q] se ve que la curva tiene una tangente horizontal cuando 
dy/ dt = 0 (siempre que dx/ dt ^ 0) y tiene una recta tangente vertical cuando dx/ dt = 0 
(siempre que dy/dt t 4 0). Esta information es util para trazar curvas parametricas. 

Como sabemos del capftulo 4, tambien es util considerar d 2 y/dx 2 . Esto lo podemos 
encontrar reemplazando y por dy/ dx en la ecuacion 1 : 


d 2 y 

nk d 2 y dt 2 

Observe que — — ^ 

dx 2 d 2 x 


d ( dy\ 

d 2 y d ( dy^\ dt \dx ) 

dx 2 dx \ dx 


dt 


dx 

dt 
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Una curva C esta definida por las ecuaciones parametricas x = t 2 ,y = t 2 — 3 1. 


EJEMPLO 1 


a) Demuestre que C tiene dos rectas tangentes en el punto (3, 0) y encuentre sus 
ecuaciones. 

b) Encuentre el punto sobre C donde la recta tangente es horizontal o vertical. 

c) Determine donde la curva es concava hacia arriba o hacia abajo. 

d) Trace la curva. 


SOLUCIO a) Observe que y = t 3 — 3t = t(t 2 — 3) = 0 cuando f = 0o/ = ■ 

Por tanto, el punto (3, 0) sobre la curva C viene de dos valores del parametro, t = ^[3 y 
t = —^3. Esto indica que C se cruza a si misma en (3, 0). Puesto que 


dy dy/dt 3t 2 — 3 3 / 1 \ 

dx dx/dt 2 1 2 \ t ) 

la pendiente de la recta tangente cuando t = ±^3" es dy/dx = ±6/(2 1 / 3 ) = ±V3~, 
por lo que las ecuaciones de las rectas tangentes en (3, 0) son 


y=J 3 (x - 3) y y = - x /3 (x - 3) 



b) C tiene una recta tangente horizontal cuando dy/dx = 0; esto es, cuando dy/dt = 0 
y dx/dt ± 0. Puesto que dy/dt = 3 1 2 — 3, esto sucede cuando t 2 = 1, es decir, t = ±1. 
Los puntos correspondientes sobre C son (1, — 2) y (1, 2). C tiene una recta tangente 
vertical cuando dx/dt = 2t = 0, es decir, t = 0. (Observe que ahf dy/dt ± 0.) El punto 
correspondiente sobre C es (0, 0). 

c) Para determinar concavidades calculamos segundas derivadas: 

±(*y) + 

d~y dt \dx ) 2 \ t~ ) 3 (r + 1) 

dx 2 dx 2 1 4 1 3 

dt 


FIGURA 1 


Asi, la curva es concava hacia arriba cuando t > 0 y concava hacia abajo cuando t < 0. 

d) Utilizando la informacion de los incisos b) y c), trazamos C en la figura 1. 


EJEMPLO 2 


a) Encuentre la recta tangente a la cicloide x = r(6 — sen 6), y = r( 1 — cos 0) en el 
punto donde 0 = tt/3 (vease ejemplo 7 de la seccion 10.1). 

b) (i En que puntos la recta tangente es horizontal? ^Cuando es vertical? 

S0LUCI0N 

a) La pendiente de la recta tangente es 

dy dy/dO rsenO sen 9 

dx dx/dO r( 1 — cos 6) 1 — cos 6 

Cuando 9 = tt/3, tenemos 



dy = sen(7r/3) = ^3/2 = p- 

dx 1 — cos(7t/3) 1 — \ 
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FIGURA2 


Los limites de integracion para t se encuentran 
como de costumbre con la regia de sustitucion. 
Cuando x = a, t es a o f3. Cuando x = b,tes 
el valor restante. 


y*. 



FIGURA3 


El resultado del ejemplo 3 dice que el area bajo 
un arco de la cicloide es tres veces el area del 
cfrculo que al rodar genera la cicloide (ejemplo 
7 de la seccion 10.1). Galileo intuyo este 
resultado pero fue demostrado por el 
matematico trances Roberval y el matematico 
italiano Torricelli. 


Por tanto, la pendiente de la recta tangente es y su ecuacion es 



La recta tangente se traza en la figura 2. 



b) La recta tangente es horizontal cuando dy/ dx = 0, lo cual ocurre cuando sen 9 = 0 y 
1 — cos 9 7^ 0, es decir, 9 = (2 n — 1 )7r, con n un entero. El punto correspondiente sobre 
la cicloide es ((2 n — l)7rr, 2 r). 

Cuando 9 = 2nir, tanto dx/d9 como dy/d9 son cero. De la grafica, parece que hay 
rectas tangentes verticales en esos puntos. Esto es verificable por medio de la regia de 
l’Hospital como sigue: 

dy sen 9 cos 9 

lim — = Km = Km = oo 

0 -> 2 /iir+ dx e^ 2 mr+ 1 — cos 9 o^> 2 mt+ sen 9 

Un calculo semejante muestra que dy/dx — > — cuando 9 — » 2mr , asf que finalmente 
existen rectas tangentes verticales cuando 9 = 2nir, esto es, cuando x = 2mrr. 


Areas 

Sabemos que el area bajo una curva y = Fix) de a a h es A = f* Fix) dx, donde Fix) 5= 0. 
Si la curva se traza por medio de las ecuaciones parametricas x = f(t ) y y = g(t), a s t "S [F 
entonces podemos calcular una formula para el area utilizando la regia de la sustitucion 
para integrates definidas como sigue: 


A = | ydx= f ' 3 g(t)f'it) dt 

J a J a 


o bien J g{t)f'{t) dt 


□ 


EJEMPLO 3 


Encuentre el area bajo uno de los arcos de la cicloide 
x = r(9 — sen 9) y = r(l — cos 9) 


(Vease figura 3.) 

SO LUC I ON Un arco de la cicloide esta dado por 0 =£ 9 =s 2tt. Utilizando la regia de 
sustitucion con y = r(l — cos 9) y dx = r (l — cos 9) d9, tenemos 

A = I y dx = [ r( 1 — cos 9) r(l — cos 9) d9 

JO JO 

= r 2 f 77 (1 — cos 9) 1 d9 = r 2 [ (1—2 cos 9 + cos 2 #) d9 

Jo Jo 

= r 2 j [l — 2 cos 9 + 1 + cos 2#)] d9 


= r 2 [ f 9 — 2 sen 9 + ^ sen 2#]^ 
= r 2 ( | • 27 r) = 37 rr 2 
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Longitud de arco 


Ya sabemos como encontrar la longitud L de una curva C dada en la forma y = Fix), 
a =s x =s b. La formula 8.1.3 dice que si F' es continua, entonces 


2 


L = 



dx 


Suponga que C tambien se puede describir mediante las ecuaciones parametricas x = fit ) 
y y = g{t), a =s t =£ /3, donde dx/dt = fit) > 0. Esto significa que C es recorrida una vez, 
de izquierda a derecha, cuando t se incrementa de a a /3 y fa) = a.f(fi) = £>. A1 sustituir 
la formula 1 en la formula 2 y usar la regia de sustitucion, se obtiene 




FIGURA 4 


Incluso si C no se puede expresar en la forma y = Fix), la formula aun es valida pero 
se obtiene por aproximaciones poligonales. Dividimos el intervalo de parametro [a, /3] en 
n subintervalos de igual ancho At. Si to, U, t 2 , ■ ■ ■ , t„ son los puntos extremo de estos subin- 
tervalos, entonces x, = fif) y >', = g it,) son las coordenadas de los puntos P,(x,, y,j que estan 
sobre C y el polfgono con vertices P 0 , P u ..., P„ se aproxima a C (vease figura 4). 

Como en la seccion 8.1, se define la longitud L de C como el limite de las longitudes 
de estos polfgonos de aproximacion cuando n — -> r s-\ 

n 

L = lfm ^ I Pi-iPi I 

f-i 

Cuando aplicamos el teorema del valor medio a/sobre el intervalo [t, ,, r,], nos da un 
numero tf en (t, i, t,) tal que 


f{U) - fit,- 1 ) =f’(ti*)(ti ~ t,- 1 ) 

Si hacemos A;r, = x, — x, i y Av, = y, — y,~i, esta ecuacion se convierte en 

Ax, =/'(?*) At 

Del mismo modo, cuando aplicamos a g, el teorema del valor medio nos da un numero 
f, ** en it, u t ,) tal que 


Ay, = g'itf*) At 


Por tanto 


| P t l P, I = V(Ax,) 2 + (Ay,-) 2 = V[/'(^)Ar] 2 + mn^t] 2 

= Arm 2 + [</'(r)P Ar 

y asi 


l = Km i Afvm + [g'itry? a? 

- =1 


E 
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La suma en 0] se asemeja a una suma de Riemann para la funcion s/\f'(t)] 2 + [flXO] 2 pero 
no es exactamente una suma de Riemann porque, en general, U * /, **. Sin embargo, si 

/' y g' son continuas, se puede demostrar que el lfmite en 0] es el mismo como si f, * y 
ti** fueran iguales, es decir 


l= f V[/'(oi 2 + wm dt 

J a 

Asi, con la notacion de Leibniz, se tiene el siguiente resultado, el cual tiene la misma 
forma que la formula 3. 


5 Teorema Si una curva C se describe mediante las ecuaciones parametricas 
x ~ /(f), y = g(t), a =s t /3, donde/' y g' son continuas sobre [a, ji\ y C es recorrida 
una sola vez cuando t aumenta desde a hasta /3, entonces la longitud de C es 



Observe que la formula del teorema 5 es consistente con las formulas generates L = \ ds 
y (ds) 2 = ( dx ) 2 + (dy) 1 de la seccion 8.1. 


EJEMPLO 4 


Si usamos la representacion de la circunferencia unitaria dada en el ejemplo 
2 en la seccion 10.1, 


x = cos t y = sen t 0 *£ t ^ 2t t 
entonces dx/dt = —sen t y dy/dt = cos t, de modo que el teorema 5 da 

l ■ fV(f) + (f ) * ■ P -* + “ si ' d ' ■ r * - ^ 

como se esperaba. Si, por otro lado, usamos la representacion dada en el ejemplo 3 de la 
seccion 10.1, 

x = sen 2 1 y = cos 2 1 0 *£ t =£ 2tt 

entonces dx/dt = 2 cos 2 1, dy/dt = — 2 sen 2 1, y la integral del teorema 5 da 


j 2 ^ ^ dt = V4 cos 2 2f + 4 sen 2 2t dt = 2 dt = 4tt 

@ Observe que la integral da dos veces la longitud de arco de la circunferencia porque 
cuando t crece de 0 a 2tt, el punto (sen 2 1, cos 2 1) recorre la circunferencia dos veces. 
En general, cuando se encuentra la longitud de una curva C a partir de una representacion 
parametrica, debemos asegurarnos que C sea recorrida una sola vez cuando 1 crece 
de a a f3. 


□ 

y = r( 1 


EJEMPLO 5 


Encuentre la longitud de un arco de la cicloide x = r(6 — sen 6), 


cos 0). 


S0LUCI0N Del ejemplo 3, vemos que un arco se describe por el intervalo del parametro 
0 =£ 6 27 r. Como 


dx 

~d0 


= r( 1 


cos 6) 


y 


= r sen 0 
d0 
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El resultado del ejemplo 5 dice que la longitud 
de un arco de una cicloide es ocho veces el 
radio del cfrculo generador (vease la figura 5). El 
primero en demostrar esto fue Sir Christopher 
Wren, quien posteriormente fue el arquitecto de 
la catedral de Saint Paul, en Londres. 



0 2 irr x 


FIGURA 5 


tenemos 


= I"’ Jr 2 ( 1 — cosO) 2 + r 2 sen 2 6 dO 
Jo 

= f 17 fr 2 { 1 — 2 cos 6 + cos 2 0 + sen 2 #) dO 
Jo 

= r [ V2(l — cos 6) d6 
Jo 


Para evaluar esta integral utilizamos la identidad sen 2 * = ' (I — cos 2x) con 0 = 2x, la 
cual da 1 — cos 6 = 2 sen 2 (6/2). Como 0 =£ 6 277, tenemos 0 =S 6/2 =£ tt y por tanto 

sen(0/2) 5= 0. Por ende, 


V2(T 

y, por consiguiente 


— cos 6) = V4 sen 2 (0/2) = 2 1 sen(0/2) | = 2 sen(0/2) 
L = 2r j sen(0/2) d& = 2r[— 2 cos(0/2)] o 
= 2r[2 + 2] = 8 r 


Area de una superficie 

En la misma forma que para la longitud de arco, se puede adaptar la formula 8.2.5 para 
obtener una formula para el area de una superficie. Si la curva dada por las ecuaciones 
parametricas x = fit), y = g{t), a « t =£ j3, se hace rotar en torno al eje x, donde/', g' son 
continuas y g(t) 3= 0, entonces el area de la superficie resultante esta dada por 


0 




dt 


Las formulas simbolicas generates S = J 2 Try ds y S = 2irx ds (formulas 8.2.7 y 
8.2.8) aun son validas, pero para curvas parametricas usamos 


'>£ ,+ f' 2 " 


EJEMPLO 6 


Demuestre que el area de la superficie de una esfera de radio r es 4 -nr 2 . 
S0LUCI0N La esfera es obtenida al rotar el semicirculo 

x = r cos t y = rsent 0 =£ t ^ tt 

en torno al eje x. Por tanto, de la formula 6, obtenemos 

S = J 2ttt sen t — r sent) 2 + (r cos f) 2 dt 

= 2tt I r sen t JrHs&vrt + cos 2 ?) dt = 2n t I r sen t ■ r dt 
Jo Jo 

= 2i rr 2 j sent dt = 27rr 2 (— cos f)] 0 = 4m- 2 
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10.2 


Ejercicios 


1-2 Encuentre dy/dx. 

1. x = t sen t, y = t 2 + t 2 . x = l/t, y = <JT e~’ 


3-6 Encuentre la ecuacion de la recta tangente a la curva en el 
punto correspondiente al valor del parametro dado. 

3. x = 1 + 4? - t 2 , y = 2 - ? 3 ; t= 1 

4 . x = t — t~', y = 1 + t 2 \ t — 1 

5. x = t cos t, y = t sen t; t = tt 

6 . x = sen 3 #, y = cos 3 #; # = rr/6 


7-8 Encuentre la ecuacion de la recta tangente a la curva en el 
punto dado por dos metodos: a) sin eliminar el parametro y 
b) eliminando primero el parametro. 

7. x =1 + In t, y = t 1 + 2; (1, 3) 

8 . x = 1 + yft, y — e ‘ ; (2, e) 


FS 9-10 Encuentre la ecuacion de la recta tangente(s) a la curva en el 
punto dado. Despues grafique la curva y la(s) recta(s) tangente(s). 

9. x — 6 sen t, y = t 2 + t ; (0, 0) 

10 . x = cos t + cos It, y = senf + sen 2 f; (—1, 1) 


11-16 Encuentre dy/dx y d 2 y/dx 2 . ^Para cuales valores de t la curva 
es concava hacia arriba? 

11 . x = t 2 + 1, y = t 2 + t 12 . x = t 3 + 1, y = t 2 — t 

13 . x = e\ y = te~' 14 . x = t 2 + 1 , y = e' - 1 

15. x = 2 sen t, y = 3 cos t, 0 < t < 2tt 

16. x = cos 2 1, y = cos t, 0 < t < n 


17-20 Encuentre los puntos sobre la curva donde la recta tangente 
es horizontal o vertical. Si dispone de un dispositivo de graficacion, 
grafique la curva para verificar su trabajo. 

17. x = r 3 - 3t, y = t 2 - 3 

18. x = / 3 - 3f, y = t 2 - 3 1 2 

19. x = cos #, y = cos 3# 

20. x = y = e cose 


FH 21. Utilice una grafica para estimar las coordenadas del punto 
extremo derecho sobre la curva x = t — t 6 , y = e\ Despues 
utilice calculo para encontrar las coordenadas exactas. 

F8 22. Use una grafica para estimar las coordenadas del punto mas 
bajo y el de la extrema izquierda sobre la curva x = t* — 2 1, 
y = t + f 4 . Despues encuentre las coordenadas exactas. 


F5 23-24 Grafique la curva en un rectangulo de vista que muestre los 
aspectos mas importantes de la curva. 

23. x = t A - 2 1 3 - 2 1 2 , y = t 2 — t 

24. x = t A + 4 f 3 - 8f 2 , y = 2 1 2 - t 

25. Demuestre que la curva x = cos t, y = sen t cos t tiene dos 
rectas tangentes en (0, 0) y encuentre sus ecuaciones. Trace la 
curva. 

F5 26. Grafique la curva x = cos t + 2 cos 2 1, y = sen t + 2 sen 2 1 
para descubrir donde se intercepta consigo misma. Despues 
encuentre ecuaciones para ambas rectas tangentes en ese punto. 

27. a) Encuentre la pendiente de la recta tangente a la trocoide 

x = rd — d sen #, y = r — d cos # en terminos de #. (Vease 
el ejercicio 40 de la seccion 10.1.) 
b) Demuestre que si d < r, entonces el trocoide no tiene una 
recta tangente vertical. 

28. a) Encuentre la pendiente de la recta tangente al astroide 

x = a cos 3 6,y = a sen 3 # en terminos de #. (Los astroides 
se exploran en el proyecto de laboratorio de la pagina 644.) 

b) <;En que puntos la recta tangente es horizontal o vertical? 

c) <;En que puntos la recta tangente tiene pendiente 1 o — 1 ? 

29. ^En que puntos sobre la curva x = 2 1 3 , y = 1 + 4f — t 2 la recta 
tangente tiene pendiente 1 ? 

30. Encuentre ecuaciones de las rectas tangentes a la curva 
x = 3f 2 + 1, y = 2t 3 +1 que pasen por el punto (4, 3). 

31. Use las ecuaciones parametricas de una elipse x = a cos #, 

y = b sen #, 0 =£ # =£ 2tt para encontrar el area que encierra. 

32. Encuentre el area encerrada por la curva x = t 2 — 2 t, y = y[F 
y el eje y. 

33. Encuentre el area encerrada por el eje x y la curva x = 1 + e', 
y = t - t 2 . 

34. Encuentre el area de la region encerrada por el astroide 

x = a cos 3 #, y = a sen 3 #. (Los astroides son explorados en el 
proyecto de laboratorio de la pagina 644.) 



35. Encuentre el area bajo un arco del trocoide del ejercicio 40 en 
la seccion 10.1 para el caso d < r. 


FH Se requiere calculadora graficadora o computadora Se requiere sistema algebraico computarizado 1. Tareas sugeridas disponibles en stewartcalculus.com 
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36. Sea 2 ft la region encerrada por el bucle de la curva en el 
ejemplo 1. 

a) Encuentre el area de 2ft. 

b) Si 2 ft gira en torno al eje x, encuentre el volumen del solido 
resultante. 

c) Encuentre el centroide de 2ft. 

37-40 Plantee una integral que represente la longitud de la curva. 
Despues utilice su calculadora para encontrar la longitud con una 
aproximacion de cuatro decimales. 

37. x = t + e', y = t — e', 0 =£ t =£ 2 

38. x = t 2 - t, y = t 4 , 1 =s t =£ 4 

39. x = t — 2 sen t, y = 1 — 2 cos t, 0 =£ t =£ 477 

40. x = t + -ft, y = t — sft , 0 «£ 1 «£ 1 


41-44 Encuentre la longitud exacta de la curva. 

41. x = 1 + 'it 1 , y = 4 + 2 1 \ 0 =£ t =S 1 

42. x = e 1 + e\ y = 5 - 2t, 0 =£ t =s 3 

43. x = t sent, y = f cos t, 0 =£ f =£ 1 

44. x = 3 cos t — cos it, y = 3 sent — sen it, 0 =S t =£ 77 


45-46 Grafique la curva y encuentre su longitud. 

45. x = e' cos t, y = e' sen t, 0 =£ t =S 77 

46. x = cos t + ln(tan \t), y = sen t, 77/4 StS 377/4 


^ 47 Grafique la curva x = sen t + sen 1 ,5r, y = cos t y encuentre 
su longitud con una aproximacion de cuatro decimales. 

48. Encuentre la longitud del bucle de la curva x = it — t 3 , 
y = it 2 . 

49. Use la regia de Simpson con n = 6 para estimar la longitud de 

la curva x = t — e', y = t + e‘, — 6 f =£ 6 

50. En el ejercicio 43 de la section 10.1 se le pidio deducir las 
ecuaciones parametricas x = 2 a cot 6, y = 2 a sen 2 8 de la curva 
llamada bruja de Maria Agnesi. Use la regia de Simpson con 

n = 4 para estimar la longitud del arco de esta curva dada por 
77/4 =£ 6 =£ 77/2. 

51-52 Encuentre la distancia recorrida por la partfcula con position 
(x, y) cuando t varfa en el intervalo dado. Comparela con la 
longitud de la curva. 

51. x = sen 2 ?, y = cos 2 t, 0 € t =£ 377 

52. x = cos 2 t, y = cos t, 0 =£ t 477 


53. Demuestre que la longitud total de la elipse x = a sen 6, 
y = b cos 6, a > b > 0, es 

L = 4a f / J\ — e 2 sen 2 # eld 
Jo 


donde e es la excentricidad de la elipse ( e = c/a, donde 
c = s/a 2 — b 2 )• 

54. Encuentre la longitud total del astroide x = a cos 3 (9, 
y = a sen 3 ff, donde a > 0. 

SAC 55 . a) Grafique la epitrocoide con ecuaciones 

x = 1 1 cos t — 4 cos(llf/2) 
y = 1 1 sen t 4 sen(l lf/2) 

^Que intervalo del parametro da la curva completa? 
b) Use su SAC para encontrar la longitud aproximada de esta 
curva. 

SAC 55 . Una curva llamada espiral de Cornu se define por las 
ecuaciones parametricas 

x = C(t) = I cos(77W 2 /2) du 
Jo 

v = S(f) = | sen(77t< 2 /2) du 
Jo 

donde C y S son las ecuaciones de Fresnel que se introdujeron 
en el capftulo 5. 

a) Grafique esta curva. ^Que pasa cuando t — » °° y cuando 
t — » —00? 

b) Encuentre la longitud de la espiral de Cornu desde el origen 
al punto con valor de parametro t. 

57-60 Plantee una integral que represente el area de la superficie 
obtenida al rotar la curva dada en torno al eje x. Despues utilice su 
calculadora para encontrar el area de la superficie con una 
aproximacion de cuatro decimales. 

57. x = t sen t, y = t cos t, 0 t =s 77/2 

58. x = sen t, y = sen 2 1, Osts 77/2 

59. x = 1 + te', y = (t 2 + \)e\ 0 =£ t =s 1 

60. x = t 2 - t\ y = t + t 4 , 0 =S f =S 1 


61-63 Encuentre el area exacta de la superficie obtenida al rotar la 
curva dada en torno al eje x. 

61. x = r 3 , y = t 2 , 0 t 1 

62. x = 3r - t\ y = it 2 , 0 =s t 1 

63. x = a cos 2 6, y = a sen 3 0, 0 =£ 6 =£ ir/2 


FFI 64. Grafique la curva 

x = 2 cos 6 — cos 2d y = 2 sen 0 — sen 26 

Si esta curva rota en torno al eje x, encuentre el area de la 
superficie resultante. (Use la grafica para ayudarse a encontrar 
el intervalo correcto para el parametro.) 

65-66 Encuentre el area de la superficie generada al rotar la curva 
dada en torno al eje y. 

65. x = it 2 , y = 2 1 2 , 0 =£ t ^ 5 
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66. x — e‘ — t, y = Ae" 2 , 0 =s t *£ 1 

67. Si/' es continua y/'(f) ¥= 0 para a ^ t ^ b, demuestre que 
la curva parametrica x = fit), y = g(t), a =£ t =£ ft, puede 
expresarse en la forma y = F(.t). [Sugerencia: demuestre que 
/ _1 existe.] 

68. Use la formula 2 para deducir la formula 7 de la formula 8.2.5 
para el caso en el que la curva puede representarse en la forma 
y = Fix), a =s x =£ b. 

69. La curvatura en un punto P de una curva esta definida como 

d(f> 


donde tf) es el angulo de inclination de la recta tangente en P, 
como se ve en la figura. Asf, la curvatura es el valor absoluto 
de la razon de cambio de </> con respecto a la longitud de arco. 
Esto puede considerarse como una medida de la rapidez de 
cambio de la direction de la curva en P y la estudiaremos con 
mucho detalle en el capftulo 13. 

a) Para una curva parametrica jc = x(t), y = y(f), deduzca la 
formula 

= I xy - xy 

k [a 2 + y 2 ] 3 / 2 

donde los puntos indican derivadas con respecto a t, de 
manera que x = dx/dt. [Sugerencia: use (f> = ta n\dy/dx) 
y la formula 2 para encontrar df>/dt. Despues use la regia 
de la cadena para encontrar d<j>/ds .] 

b) Considerando la curva y = fix) como la curva parametrica 
x = x, y = f(x), con parametro x, demuestre que la formula 
del inciso a) resulta 

| d 2 y/dx 2 | 

K “ [1 + (dy/dxYY' 2 



70. a) Use la formula del ejercicio 69b) para encontrar la curvatura 

de la parabola y = x 1 en el punto (1, 1 ). 
b) <;En que punto esta parabola tiene curvatura maxima? 

71. Use la formula del ejercicio 69a) para encontrar la curvatura de 
la cicloide x = 6 — sen 6,y = 1 — cos 8 en la parte superior 
de uno de los arcos. 

72. a) Demuestre que la curvatura de cada punto de la lfnea recta 

es k = 0. 

b) Demuestre que la curvatura en cada punto de una 

circunferencia de radio r es k = l/r. 

73. Una cuerda se enrolla alrededor de un circulo y despues se 
desenrolla manteniendose tensa. La curva trazada por el punto 
P en el extremo de la cuerda se llama involuta del circulo. Si 
el circulo tiene radio r y centro O y la position inicial de P es 
(/•, 0), y si el parametro 6 se elige como en la figura, demuestre 
que las ecuaciones parametricas de la involuta son 

x = r { cos 8+8 sen 8) y = r(sen 8—6 cos 8) 



74. Una vaca esta atada a un silo con radio r por una cuerda lo 
suficientemente larga para alcanzar el lado opuesto del silo. 
Encuentre el area disponible para el apacentamiento de la vaca. 
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Las curvas de Bezier se emplean en el diseno auxiliado por computadora y se nombran asf en 
honor al matematico frances Pierre Bezier (1910-1999), quien trabajo en la industria automotriz. 
Una curva de Bezier esta determinada mediante cuatro puntos de control, P 0 (x 0 , y 0 ), Pfxi, y0, 
Piixi, y 2 ) y Pfx-s, y 3 ), y se define mediante las ecuaciones parametricas 

x = x 0 (l — tf + 3xif(l — if + 3x2t 2 (l — t) + x 3 f 3 
y = yo(l - tf + 3yif(l - tf + 3y 2 t 2 (\ - t) + y 3 t 3 


Se requiere calculadora graficadora o computadora 
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donde 0 =£ t =S 1 . Observe que cuando t = 0, se dene ( x , y ) = (jco, yo) y cuando t = 1 se tiene 

to y) = to, y 3 ), asf que la curva empieza en P 0 y termina en P 3 . 

1. Grafique la curva de Bezier con puntos de control P 0 (4, 1), -Pi(28, 48), P 2 (50, 42) y P 3 (40, 5). 
Enseguida, en la misma pantalla, grafique segmentos de recta P 0 P i , P,P 2 y P 2 P 3 . (El ejercicio 
31 en la seccion 10.1 muestra como hacer esto.) Observe que los puntos de control medios Pi 
y Pi no estan sobre la curva; la curva empieza en P 0 , se dirige hacia Pi y P 2 sin alcanzarlos y 
termina en P 3 . 

2. En la grafica del problema 1 parece que la recta tangente en P 0 pasa por Pi y la recta tangente 
en P 3 pasa por P 2 . Demuestrelo. 

3. Intente producir una curva de Bezier con un bucle cambiando el segundo punto de control en 
el problema 1. 

4. Algunas impresoras laser usan las curvas de Bezier para representar letras y otros sfmbolos. 
Experimente con puntos de control hasta que encuentre una curva de Bezier que de una 
representacion razonable de la letra C. 

5. Se pueden representar formas mas complicadas juntando dos o mas curvas de Bezier. Suponga 
que la primera curva de Bezier tiene puntos de control P 0 , Pi, P 2 , P 3 y la segunda tiene puntos 
de control P 3 , P 4 , P 5 , P 6 . Si se desea unir estos dos trozos de manera suave, entonces las rectas 
tangentes en P 3 deben corresponderse y, por tanto, los puntos P 2 , P 3 y P 4 tienen que estar sobre 
esta recta tangente comun. Con este principio, determine los puntos de control para un par de 
curvas de Bezier que representen la letra S. 


10.3 


Coordenadas polares 


P(r,8) 



FIGURA 1 



(~r, 8) 

FIGURA 2 


Un sistema coordenado representa un punto en el piano mediante un par ordenado de 
numeros llamados coordenadas. Por lo general usamos coordenadas cartesianas, que son 
las distancias dirigidas desde dos ejes perpendiculares. Aquf se describe un sistema coor- 
denado introducido por Newton, llamado sistema coordenado polar, que es mas conve- 
niente para muchos propositos. 

Se elige un punto en el piano que se llama polo (u origen) y se identifica con O. Luego 
se dibuja un rayo (semirrecta) que empieza en O llamado eje polar. Usualmente, este 
eje se traza horizontalmente a la derecha, y corresponde al eje x positivo en coorde- 
nadas cartesianas. 

Si P es cualquier otro punto en el piano, sea r la distancia de 0 a P y sea 9 el angulo 
(por lo regular medido en radianes) entre el eje polar y la recta OP como en la figura 1 . 
Entonces el punto P se representa mediante el par ordenado (r, 0) y r, 9 se llaman coorde- 
nadas polares de P. Se usa la convention de que un angulo es positivo si se mide en el 
sentido contrario a las manecillas del reloj desde el eje polar, y negativo si se mide en 
el sentido de las manecillas del reloj. Si P = 0, entonces r = 0 y se esta de acuerdo en que 
(0, 6) representa el polo para cualquier valor de 9. 

Extendemos el significado de las coordenadas polares (r, 6) al caso en que r es negativa 
estando de acuerdo en que, como en la figura 2, los puntos ( — r, 9) y (r, 9) estan sobre 
la misma recta que pasa por 0 y a la misma distancia | r| desde 0, pero en lados opuestos 
de 0. Si r > 0, el punto (r, 9) esta en el mismo cuadrante que 0; si r < 0, esta en el cua- 
drante sobre el lado opuesto del polo. Observe que ( — r, 9) representa el mismo punto que 
(r, 9 + 7r). 


EJEMPL0 1 


a) (1,5 tt/4) 


Grafique los puntos cuyas coordenadas polares estan dadas. 

b) (2,3? t) c) (2, -277-/3) d) (-3,3 tt/4) 
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SOLUCION Los puntos se grafican en la figura 3. En el inciso d) el punto (—3, 2m /4) se 
localiza a tres unidades del polo en el cuarto cuadrante porque el angulo 3 tt/ 4 esta en el 
segundo cuadrante y r = — 3 es negativa. 



FIGURA 3 




3-it 




O 


( 2 - 




En el sistema coordenado cartesiano todo punto tiene solo una representation, pero en el 
sistema de coordenadas polares cada punto tiene muchas representaciones. Por ejemplo, 
el punto (1, 57r/4) del ejemplo la) se podrfa escribir como (1, — 377-/4) o (1, 1377-/4) o 
(— 1, 77-/4). (Vease la figura 4.) 



FIGURA 4 


O 



13 77 ~ 
4 





13ir \ 
4 ) 



De hecho, puesto que una vuelta completa en sentido contrario a las manecillas del reloj 
esta dada por un angulo 2ir, el punto representado por coordenadas polares (r, 9) se repre- 
senta tambien por 


{r, 6 + 2n77j y (— r, 6 + (2n + 1)77) 



donde n es cualquier entero. 

La conexion entre coordenadas polares y cartesianas se puede ver en la figura 5, en la 
cual el polo corresponde al origen y el eje polar coincide con el eje x positivo. Si el punto 
P tiene coordenadas cartesianas (x, y ) y coordenadas polares (r, 9), entonces, de la figura, 
se tiene 


de modo que 


cos 9 = 


x 

r 


sen 9 = 


y_ 

r 


m 


x = r cos 9 y = r sen 9 


Aunque las ecuaciones 1 se dedujeron de la figura 5, que ilustra el caso donde r > 0 y 
0 < 9 < 77-/2, estas ecuaciones son validas para todos los valores de r y 9. (Vease la defi- 
nicion general de sen 9 y cos 9 en el apendice D.) 

Las ecuaciones 1 permiten hallar las coordenadas cartesianas de un punto cuando se 
conocen las coordenadas polares. Para determinar r y 9 cuando se conocen xyy, usamos 
las ecuaciones 
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a 


r 2 = x 2 + y 2 tan 0 = — 

x 


que pueden deducirse de las ecuaciones 1 o simplemente leyendo la figura 5. 


EJEMPLO 2 


Convierta el punto (2, tt/3) de coordenadas polares a cartesianas. 
S0LUCI0N Como r = 2 y 0 = tt/3, las ecuaciones 1 dan 


7 T 1 

x — r cos 0 — 2 cos — — 2 • — = 1 
3 2 


y = r sen 0 = 2 sen — = 2 • = J3 

3 2 


Por tanto, el punto en coordenadas cartesianas es (l, \/3^). 


EJEMPLO 3 


Represente el punto con coordenadas cartesianas (1, — 1) en terminos de 
coordenadas polares. 


SO LUC I ON Si elegimos r como positiva, entonces la ecuacion 2 da 

/- = V * 2 + y 2 = Vi 2 + (-i ) 2 = V2 

tan 0 = — = — 1 
x 

Como el punto (1, — 1) esta en el cuarto cuadrante, podemos elegir 0 = —tt/A o 
0 = 1tt/A. Asf, una de las posibles respuestas es (\f2 , — 7r/4); otra es {\[2 , 1tt/A). 


NOTA Las ecuaciones 2 no determinan de manera unica a 0 cuando se dan x y y, porque 
cuando 0 crece en el intervalo 0 0 < 2tt cada valor de tan 0 ocurre dos veces. Por tanto, 

al convertir de coordenadas cartesianas a polares, no es suficiente hallar ry 0 para satisfa- 
cer las ecuaciones 2. Como en el ejemplo 3, se debe elegir 0 de modo que el punto (r, 0) 
este en el cuadrante correcto. 


l 



Curvas polares 

La grafica de una ecuacion polar r = f{0), o de manera mas general F(r, 0) = 0, consis- 
te de todos los puntos P que tienen al menos una representacion polar (r, 0) cuyas coorde- 
nadas satisfacen la ecuacion. 


□ 


EJEMPLO 4 


( \Quc curva esta representada por la ecuacion polar r = 2? 


S0LUCI0N La curva consiste de todos los puntos ( r, 0) con r = 2. Puesto que r representa 
la distancia del punto al polo, la curva r = 2 representa la circunferencia con centra O y 
radio 2. En general, la ecuacion r = a representa una circunferencia con centra O y radio 
| a |. (Vease la figura 6.) 


FIGURA 6 
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FIGURA 7 


FIGURA 8 

Tabla de valores y 
grafica de r = 2 cos 0 


En la figura 9 se muestra una ilustracion 
geometrica de que la circunferencia del ejemplo 
6 tiene la ecuacion r= 2 cos 6. El angulo 
OPQ es un angulo recto (ipor que?), asi que, 
r/2 = cos 0. 


EJEMPLO 5 


Bosqueje la curva polar 0=1. 


SO LUC ION Esta curva consiste de todos los puntos ( r , 9) tales que el angulo polar 9 es de 
1 radian. Corresponde a la recta que pasa por O y forma un angulo de 1 radian con el eje 
polar (vease figura 7). Observe que los puntos (r, 1) sobre la recta con r > 0 estan en el 
primer cuadrante, mientras aquellos con r < 0 estan en el tercer cuadrante. 


EJEMPLO 6 


a) Trace la curva con ecuacion polar r = 2 cos 0. 

b) Encuentre una ecuacion cartesiana para esta curva. 

S0LUCI0N 

a) En la figura 8 se encuentran los valores de r para algunos valores convenientes de 
0 y se grafican los puntos correspondientes (r, 9). Despues se unen estos puntos para 
bosquejar la curva, que aparenta ser una circunferencia. Hemos usado solo valores de 6 
entre 0 y 77, porque si hacemos que 6 se incremente mas alia de 77, obtenemos de nuevo 
los mismos puntos. 


6 

r = 2 cos 9 

0 

2 

77/6 

V3 

77/4 

V2 

77/3 

1 

77/2 

0 

2 77/3 

-1 

377/4 

-V2 

577/6 

-V3 

77 

-2 



b) Para convertir la ecuacion dada en una ecuacion cartesiana usamos las ecuaciones 
1 y 2. De x = r cos 9 tenemos cos 9 = x/r, de modo que la ecuacion r = 2 cos 9 se 
convierte enr= 2 x/ r, lo cual da 

2 x = r 2 = x 2 + y 2 o bien x 2 + y 2 — 2x = 0 

Completando cuadrados obtenemos 

(x — l) 2 + y 2 = 1 

que es la ecuacion de una circunferencia con centra en ( 1 , 0) y radio 1 . 


y 






P 



e 



0 

2 

Q ' x 


FIGURA 9 
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FIGURA 10 

r = 1 + sen 8 en coordenadas cartesia- 
nas, 0 0=S 2tt 


□ 


EJEMPLO 7 


Bosqueje la curva r = 1 + sen 0. 


S0LUCI0N En lugar de graficar puntos como en el ejemplo 6, bosquejamos primero la 
grafica de r = 1 + sen 6 en coordenadas cartesianas en la figura 10, desplazando 
la curva seno hacia arriba una unidad. Esto nos permite leer de un vistazo los valores 
de r que corresponden a valores crecientes de 0. Por ejemplo, se ve que cuando 0 se 
incrementa de 0 a tt / 2, r (la distancia desde O ) se incrementa de 1 a 2, de modo que 
se bosqueja la parte correspondiente de la curva polar de la figura 1 la). Cuando 6 se 
incrementa de 7t/2 a tt, la figura 10 muestra que r decrece de 2 a 1, as! que se bosqueja 
la parte siguiente de la curva como en la figura 1 lb). Cuando 6 se incrementa de tt a 
37r/2, r decrece de 1 a 0, como se muestra en el inciso c). Por ultimo, cuando 0 se 
incrementa de 3tt/2 a 2ir, r se incrementa de 0 a 1 como se muestra en el inciso d). 

Si hacemos que 6 se incremente mas alia de 2tt o decrezca mas alia de 0, podrfamos 
simplemente volver a trazar nuestra trayectoria. Uniendo las partes de la curva de la 
figura 1 la)-d), se bosqueja la curva completa del inciso e). Esta curva se llama 
cardioide porque tiene forma de corazon. 




a) 


b) 





c) d) e) 


FIGURA 11 Etapas para bosquejar la cardioide r= 1 + sen 8 


EJEMPLO 8 


Bosqueje la curva r = cos 26. 


I Module 1 0.3 ayuda a ver como se trazan 
las curvas polares por medio de animaciones 
similares a las figuras 10-13. 


S0LUCI0N Como en el ejemplo 7, primero se bosqueja r = cos 29, 0 0 ^ 2 tt, en 

coordenadas cartesianas en la figura 12. Cuando 0 se incrementa de 0 a 7t/4, se 
observa en la figura 12 que r decrece de 1 a 0 y, de este modo, se dibuja la porcion 
correspondiente a la curva polar de la figura 13 (indicada por (X)). Cuando 0 se 
incrementa de ir/4 a 7t/2, r va de 0 a — 1. Esto significa que la distancia desde O 
se incrementa de 0 a 1, pero en lugar de estar en el primer cuadrante esta porcion 
de la curva polar (indicada por <D) se ubica en el lado opuesto del polo en el tercer 
cuadrante. El resto de la curva se traza en forma similar, con flechas y numeros 
indicando el orden en el cual se trazan las porciones. La curva resultante tiene cuatro 
bucles y se llama rosa de cuatro hojas. 




FIGURA 12 

r — cos 28 en coordenadas cartesianas 


FIGURA 13 

Rosa de cuatro hojas r — cos 28 
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Simetria 

Cuando se bosquejan curvas polares, a veces es util aprovechar la simetria. Las tres reglas 

siguientes se explican mediante la figura 14. 

a) Si una ecuacion polar permanece sin cambio cuando 9 se reemplaza por —8, la curva 
es simetrica respecto al eje polar. 

b) Si la ecuacion no cambia cuando r se reemplaza por —r, o cuando 0 se sustituye por 
8 + tt la curva es simetrica respecto al polo. (Esto significa que la curva permanece 
sin cambio si la rotamos 180° respecto al origen.) 

c) Si la ecuacion no cambia cuando 9 se reemplaza por 7r — 9, la curva es simetrica 
respecto a la recta vertical 9 = tt/ 2. 





FIGURA 14 


Las curvas bosquejadas en los ejemplos 6 y 8 son simetricas respecto al eje polar, 
porque cos( — 9) = cos 0. Las curvas de los ejemplos 7 y 8 son simetricas respecto a 
9 = 7t/2 porque sen(-7r — 9) = sen 9 y cos 2(7 r — 9) = cos 28. La rosa de cuatro hojas 
tambien es simetrica respecto al polo. Estas propiedades de simetria se podrfan haber 
usado para bosquejar las curvas. En el caso del ejemplo 6, solo se requiere hacer la grafica 
de los puntos para 0 s: 0 =£ 7t/2 y despues reflejar respecto al eje polar para obtener la 
circunferencia completa. 

Tangentes a curvas polares 

Para hallar una recta tangente a una curva polar r =f(9), se considera 9 como un parame- 
tro y escribimos sus ecuaciones parametricas como 

x = r cos 9 = f(9) cos 8 y = r sen 9 = f(9) sen 8 

Despues, con el metodo para hallar pendientes de curvas parametricas (ecuacion 10.2.1) y 
la regia del producto, tenemos 


3 


dy 


— - — sen 9 + r cos 9 

d9 dd 


dx dx dr 

— — cos 9 — r sen 9 

d9 d9 


Las rectas tangentes horizontales se localizan al determinar los puntos donde dy/d9 = 0 
(siempre que dx/d9 ¥= 0). Del mismo modo, se localizan rectas tangentes verticales en los 
puntos donde dx/d9 = 0 (siempre dy/dd t 4 0). 

Observe que si se estan buscando rectas tangentes en el polo, entonces r = 0 y la ecua- 
cion 3 se simplifica a 


= tan 8 
dx 


dr 

~d9^° 
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En el ejemplo 8 encontramos que r = cos 20 = 0 cuando 6 = 7r/4 o 3tt/ 4. Esto significa 
que las rectas 9 = 7t/ 4 y 0 = 37r/4 (o y = x y y = —x) son rectas tangentes a r = cos 20 
en el origen. 


EJEMPLO 9 


a) Para la cardioide r = 1 + sen 6 del ejemplo 7, encuentre la pendiente de la recta 
tangente cuando 6 = 7t/3. 

b) Encuentre los puntos sobre la cardioide donde la recta tangente es horizontal o 
vertical. 

SO LUC I ON A1 utilizar la ecuacion 3 con r = 1 + sen 9, se tiene 


dy 


— sen 0 + r cos 9 
d9 


cos 9 sen 9 + (1 + sen 9) cos 9 


dx dr cos 9 cos 9 — (1 + sen 9) sen 9 

— cos 9 — r sen 9 
d9 


cos 0(1+2 sen 0) cos 0(1+2 sen 0) 

1—2 sen 2 0 — sen 0 (1 + sen 0)(1 — 2 sen 0) 


a) La pendiente de la recta tangente en el punto donde 0 = tt/ 3 es 


dy cos(7t/ 3)(1 + 2 sen(7r/3)) + y/J) 

dx e-rrft (1 + sen(7r/3))(l - 2 sen(7r/3)) (l + v / 3/2)(l - y/?>) 

_ 1 + -y/3 = 1 + V3 = 

_ (2 + V3)(l - y/3) ~ -1 - s/3 ~ 


b) Observe que 


dy_ 

d9 


cos 0(1+2 sen 0) = 0 


cuando 


dx 

d0 


(1 + sen 0)(1 


2 sen 0) = 0 cuando 


0 = 

77 

377 

777 

1 1 77 

2 ’ 

2 ’ 

6 ’ 

6 

0 = 

377 

77 

577 


2 

’ 6 ’ 

6 




Debido a eso, hay rectas tangentes horizontales en los puntos (2, 

(' 2 , 11 77/6) y rectas tangentes verticales en (|, 77/6) y (|, 5tt/6)- Cuando 0 = 3 tt/ 2, 
tanto dy/d9 como dx/d6 son 0, asf que debemos tener cuidado. Usando la regia de 
1’ Hospital, tenemos 


11m 

0 ^( 371 / 2 )- 


dy 

dx 


1+2 sen 0 
11m 

0^(377/2)- 1—2 sen 0 


( 11m 

y<M37T/2)- 


COS 0 
1 + sen 0 


1 cos 0 1 — sen 0 

= 11m = lfm 

3 0-^(3ir/2)- 1 + sen 0 3 »->Pt/ 2)- cos 0 


Por simetrfa. 


lfm 

0— >(3tt/2) + 


dy 

dx 


—00 


FIGURA 15 

Rectas tangentes para r = 1 + sen 8 


En estos terminos hay una recta tangente vertical en el polo (vease figura 15). 
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NOTA En lugar de tener que recordar la ecuacion 3, se podrfa usar el metodo empleado 
para deducirla. En el caso del ejemplo 9 pudimos escribir 

x = r cos 0 = (1 + sen 0) cos 0 = cos 0 + \ sen 20 

y = r sen 0 = (1 + sen 0) sen 0 = sen 0 + sen 2 0 

Entonces tenemos 

dy dy/d0 cos 0 + 2 sen 0 cos 0 cos 0 + sen 20 
dx dx/dO — sen 0 + cos 20 — sen 0 + cos 26 

que es equivalente a nuestra expresion previa. 


Graficacion de curvas polares con dispositivos de graficacion 

Aunque es util poder bosquejar a mano curvas polares simples, necesitamos usar una 
calculadora o computadora cuando tenemos ante nosotros una curva tan complicada como 
las que se muestran en las figuras 16 y 17. 



-1 


FIGURA 16 

r = sen 2 (2.40) + cos 4 (2.40) 



-1.7 


FIGURA 17 

r = sen 2 (1.20) + cos 3 (60) 


Algunos dispositivos de graficacion tienen comandos que permiten graficar de manera 
directa curvas polares. Con otras maquinas se requiere convertir primero a ecuaciones 
parametricas. En este caso tomamos la ecuacion polar r = f(0) y escribimos sus ecuacio- 
nes parametricas como 

x — r cos 6 = f{6) cos 6 y = r sen 6 = f(6) sen 6 

Algunas maquinas requieren que el parametro se llame 1 en vez de 6. 


EJEMPLO 10 


Grafique la curva r = sen(80/5). 


SO LUC I ON Suponemos que el dispositivo de graficacion no tiene un comando de 
graficacion polar integrado. En este caso necesitamos trabajar con las correspondientes 
ecuaciones parametricas 


x = r cos 6 = sen(80/5) cos 6 y = r sen 0 = sen(80/5) send 

En cualquier caso, necesitamos determinar el dominio para 6, asf que hacemos la 
pregunta: ^cuant as rotaciones completas se requieren hasta que la curva comience a 
repetirse por sf misma? Si la respuesta es n, entonces 


sen- 


8(0 + 2mr) 


= sen 


80 

5 


16«7t 


80 


= sen- 


y, por tanto, se requiere que 16mr/5 sea un multiplo par de tt. Esto ocurrira primero 
cuando n = 5. En consecuencia, graficaremos la curva completa si se especifica que 
0^0^ 1077. 
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1 



FIGURA 18 

r = sen(80/5) 

En el ejercicio 53, se le pidio demostrar en 
forma analftica lo que ya se habfa descubierto a 
partir de graficas como la de la figura 19. 


A1 cambiar de 0 a t, se tienen las ecuaciones 


x = sen(8f/5) cos t y = sen(8f/5) sen t 0 =£ t 107 r 
cuya curva resultante se muestra en la figura 18. Note que esta rosa tiene 16 bucles. 


1 


EJEMPLO 11 


Investigue la familia de curvas polares dada por r = 1 + c sen 9. 

■ Como cambia la forma cuando c cambia? (Estas curvas se llaman limagones, palabra 
francesa para los caracoles, debido a la forma de las curvas para ciertos valores de c .) 


SO LUC I ON En la figura 19 se muestran graficas dibujadas por computadora para varios 
valores de c. Para c > 1 hay un bucle que se hace pequeno cuando c decrece. Cuando 
c = 1 el bucle desaparece y la curva se convierte en la cardioide que se bosquejo en el 
ejemplo 7. Para c entre 1 y ‘ la cuspide de la cardioide desaparece y se convierte en un 
“hoyuelo”. Cuando c decrece de \ a 0, la limagon tiene forma de ovalo. Este ovalo se 
vuelve mas circular cuando c^Oy cuando c = 0 la curva es justo la circunferencia 
con r = 1. 



FIGURA 19 

Miembros de la familia 
de limagones r = 1 + c sen 6 


Las partes restantes de la figura 19 muestran que cuando c se vuelve negativa, las 
formas cambian en orden inverso. De hecho, estas curvas son reflexiones respecto al eje 
horizontal de las curvas correspondientes con c positiva. 


Las limagones son muy utiles en el estudio del movimiento planetario. En particular, la 
trayectoria de Marte vista desde el planeta Tierra ha sido modelada con una limagon de un 
bucle, como en los incisos de la figura 19 con |c| > 1. 


10.3 


Ejercicios 


1-2 Grafique los puntos cuyas coordenadas polares estan dadas. 
Despues encuentre otros dos pares de coordenadas polares de este 
punto, uno con r > 0 y uno con r < 0. 

1. a) (2,ir/3) b) (1, -3ir/4) c) (-1, w/2) 

2. a) (1, 7 tt/ 4) b) (-3, ir/6) c) (1,-1) 


3-4 Grafique el punto cuyas coordenadas polares estan dadas. 
Luego, determine las coordenadas cartesianas del punto. 

3. a) (1, 77 ) b) (2, -2ir/3) c) (-2, 3ir/4) 


4. a) (-72,517/4) b) (1, 577-/2) c) (2, -7 77 / 6) 


5-6 Se dan las coordenadas cartesianas de un punto. 

i) Encuentre las coordenadas polares (r, 6 ) del punto, donde 
r>OyO=S0< 277. 

ii) Determine las coordenadas polares (r, 6 ) del punto, donde 
r<OyO=S0< 277. 

5. a) (2, -2) b) (-1, V3) 

6 . a) (373 , 3) b) (1, -2) 


(D Se requiere calculadora graficadora o computadora 


1. Tareas sugeridas disponibles en stewartcalculus.com 






SECCION 10.3 COORDENADAS POLARES 663 


7-12 Bosqueje la region en el piano que consiste de todos los 

puntos cuyas coordenadas polares satisfacen las condiciones 
dadas 
7. r =* 1 


41. r 2 = 9 sen 20 

42. 

r 2 = cos 46 

43. r = 2 + sen 36 

44. 

r 2 6= 1 

45. 7 = 1+2 cos 26 

46. 

7 = 3+4 cos 6 


8 . 0 ^ r < 2, ir =S 0 ^ 3ir/2 

9. r & 0, 7t/4 ^ 0 =£ 3tt/4 


47-48 La figura muestra una grafica de r como una funcion de 0 
en coordenadas cartesianas. Utilfcela para bosquejar la 
correspondiente curva polar. 


10. 1 ^ r =s 3, 77/6 < 0 < 57 t /6 

11. 2 0 <3, 5tt/3 =£ e *£ 7ir/3 

12. r 3= 1, ttS 8 S 2tt 

13. Encuentre la distancia entre los puntos con coordenadas polares 
(2, -7 t/ 3) y (4, 2-77/3). 

14. Encuentre una formula para la distancia entre los puntos con 
coordenadas polares (r u 0 0 y (r 2 , 0 2 ). 

15-20 Identifique la curva encontrando una ecuacion cartesiana para 
la curva. 

15. r 2 = 5 16. r = 4 sec 0 

17. r = 2 cos 0 18. 0 = 7 t /3 

19. r 2 cos 20 = 1 20. r = tan 0 sec 6 

21-26 Encuentre una ecuacion polar para la curva representada pot- 
las ecuaciones cartesianas dadas. 

21 . y = 2 22 . y = x 

23. y = 1 + 3x 24. 4y 2 = x 

25. x 2 + y 2 = 2cx 26. xy = 4 

27-28 Para cada una de las curvas descritas, decida con que 
ecuacion se expresana mas facilmente, con una polar o una 
cartesiana. Despues escriba una ecuacion para la curva. 

27. a) Una recta que pasa por el origen que forma un angulo de 

-77/6 con el eje x positivo. 
b) Una recta vertical que pasa por el punto (3, 3). 

28. a) Una circunferencia con radio 5 y centra (2, 3). 
b)Una circunferencia centrada en el origen con radio 4. 

29-46 Bosqueje la curva con la ecuacion polar dada, graficando 
primero r como una funcion de 6 en coordenadas cartesianas. 


29. 

r = 

—2 sen 6 

30. 

7=1— COS 6 

31. 

r = 

2(1 + cos 6) 

32. 

7=1+2 cos 6 

33. 

r = 

ft 0SO 

34. 

r = In 9, 0 3= 1 

35. 

r = 

4 sen 3 6 

36. 

7 = cos 5 6 

37. 

r = 

2 cos 4 6 

38. 

7 = 3 cos 66 

39. 

r = 

1—2 sen 6 

40. 

7 = 2 + send 



49. Demuestre que la curva polar r = 4 + 2 sec 6 (llamada 
concoide) tiene la recta x = 2 como asmtota vertical 
demostrando que lfm r _, ± ooX = 2. Utilice este hecho para 
ayudarse a dibujar la concoide. 

50. Demuestre que la curva r = 2 — esc 6 (tambien una concoide) 
tiene la recta y = — 1 como una asmtota horizontal 
demostrando que lfm r ^ ± »y = — 1. Utilice este hecho para 
ayudarse a trazar la concoide. 

51. Demuestre que la curva r = sen 6 tan 6 (llamada cisoide de 
Diodes) tiene la recta x = 1 como una asmtota vertical. Demuestre 
tambien que toda la curva esta dentro de la banda vertical 0 =£ x < 1 . 
Utilice estos hechos para ayudarse a trazar la cisoide. 

52. Bosqueje la curva (x 2 + y 2 ) 3 = 4x 2 y 2 . 

53. a) En el ejemplo 1 1, la grafica sugiere que la lima§on 

r = 1 + c sen 6 tiene un bucle interior cuando M>L 
Demuestre que esto es cierto y encuentre los valores de 
6 que corresponden a este bucle interior, 
b) En la figura 19 parece que la lima§on pierde su hoyuelo 
cuando c = 2 - Demuestrelo. 


54. Relacione las ecuaciones polares con las graficas I- VI. De 
razones para sus elecciones. (No utilice dispositivos de 
graficacion.) 
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Encuentre la pendiente de la recta tangente para la curva 
polar dada en el punto especificado por el valor de 0. 


55. r = 2 sen 6, 8 = tt/6 

57. r = 1/0, 8 = ir 

59. r = cos 20, 0 = tt/4 


56. r = 2 — sen 0, 0 = 7t/3 

58. r = cos(0/3), 8 = tt 

60. r — 1+2 cos 0, 0 = ir/3 


61-64 Encuentre los puntos sobre la curva dada donde la recta 
tangente es horizontal o vertical. 

61. r = 3cos0 62. r = 1 — sen0 

63. r = 1 + cos 0 64. r = e e 


65. Demuestre que la ecuacion polar r = a sen 8 + b cos 0. donde 
ah t 4 0, representa una circunferencia y encuentre su centro y 
radio. 

66. Demuestre que las curvas r = a sen 0 y r = a cos 0 se cortan 
en angulos rectos. 

F9 67-72 Utilice un dispositivo de graficacion para trazar la curva 

polar. Elija el intervalo para el parametro para asegurarse que se 

trace toda la curva. 

67. r = 1 + 2sen(0/2) (nefroide de Freeth) 

68. r = -J 1 — 0.8 sen * 1 2 0 (hipopede) 

69. r = e 5 '"” — 2 cos(40) (curva mariposa) 

70. r = | tan 0 | 1 cot e 1 (curva valentina) 

71. r = 1 + cos 999 0 (curva PacMan) 

72. r = sen 2 (40) + cos(40) 


FH 73. (.Como se relacionan las graficas de r = 1 + sen(0 — tt/6) y 
r = 1 + sen(0 — tj-/ 3) con la grafica de r = 1 + sen 0? En 
general, ^como se relaciona la grafica de r = f(8 — a) con la 
grafica de r = f (8)1 


74. Utilice una grafica para estimar la coordenada y de los puntos 
superiores sobre la curva r = sen 20. Despues utilice su 
calculadora para encontrar el valor exacto. 

75. Investigue la familia de curvas con ecuaciones polares 

r = 1 + c cos 0, donde c es un numero real. ^Como cambia 
la forma de la curva cuando c cambia? 

76. Investigue la familia de curvas polares 

r = 1 + cos"0 

donde n es un entero positivo. ^Como cambia la forma de la 
curva cuando n crece? ^Que pasa cuando n es muy grande? 
Explique la forma para n muy grande considerando la grafica 
de r como una funcion de 0 en coordenadas cartesianas. 


77. Sea P un numero cualquiera (excepto el origen) sobre la curva 
r = f(8). Si i/f es el angulo entre la recta tangente en P y la 
recta radial OP, demuestre que 


tan t// 


r 

dr/dd 


[Sugerencia: Observe que ifi = 4> ~ 8 en la figura.] 



78. a) Utilice el ejercicio 77 para demostrar que el angulo entre la 
recta tangente y la recta radial es ip = tt/A en todo punto 
sobre la curva r = e 

b) Ilustre el inciso a) graficando la curva y la recta tangente en 
los puntos donde 0 = 0 y tt/2. 

c) Demuestre que cualquier curva polar r = f(8) con la 
propiedad de que el angulo if/ entre la recta radial y la recta 
tangente es una constante que debe tener la forma r = Ce k6 , 
donde C y k son constantes. 


PROYECTO DE LABORATORIO 




FAMILIAS DE CURVAS POLARES 


En este proyecto descubrira lo interesante y bello que pueden ser las formas de las familias de 
curvas polares. Tambien vera como cambia la forma de las curvas cuando varfan las constantes. 


1. a) Investigue la familia de curvas definida por las ecuaciones polares r = sen nd, donde n es 

un entero positivo. ^Como se relaciona n con el numero de bucles? 
b) ^Que pasa si la ecuacion del inciso a) se reemplaza por r = \ sen n8 1? 

2. Una familia de curvas esta dada por las ecuaciones r = 1 + c sen nd, donde c es un numero 
real y n es un entero positivo. ^Como cambia la forma de la grafica cuando n crece? ^Como 
cambia cuando c cambia? Ilustre graficando suficientes miembros de la familia para apoyar sus 
conclusiones. 


Se requiere calculadora graficadora o computadora 
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3. Una familia de curvas tiene las ecuaciones polares 

1 — a cos 0 

r = 

1 + a cos 0 

Investigue como cambian las graficas cuando el numero a cambia. En particular, debe usted 
identificar la transicion de los valores de a para los cuales la forma basica de la curva cambia. 

4. El astronomo Giovanni Cassini (1625-1712) estudio la familia de curvas con ecuaciones 
polares 

r 4 — 2 c 2 r 2 cos 20 + c 4 — a 4 = 0 

donde aye son numeros reales positivos. Estas curvas se llaman ovalos de Cassini aunque 
tienen la forma de ovalo solo para ciertos valores de a y c. (Cassini penso que estas curvas 
podlan representar orbitas planetarias mejor que las elipses de Kepler.) Investigue la variedad 
de formas que estas curvas pueden tener. En particular, ^como se relacionan aye con cada una 
cuando la curva se divide en dos partes? 


10.4 


Areas y longitudes en coordenadas polares 




FIGURA 2 


En esta seccion desarrollamos la formula para el area de una region cuya frontera esta dada 
por una ecuacion polar. Necesitamos utilizar la formula para el area de un sector de un 
circulo: 


\J] A=\r 2 Q 

donde, como se ve en la figura 1, r es el radio y 6 es la medida en radianes del angulo 
central. La formula 1 se sigue del hecho de que el area de un sector es proporcional a su 
angulo central: A = (0/27r)7jr 2 = \r 2 0. (Vease tambien el ejercicio 35 de la seccion 7.3.) 

Sea 2 ft la region, ilustrada en la figura 2, acotada por la curva polar r = f(0) y por los 
rayos 6 = a y 0 = b, donde /es una funcion positiva continua y donde 0 < b — a ^ 2tt. 
Dividimos el intervalo [a, b\ en subintervalos con puntos extremos 0 lh 6 U 0 2 , ■ ■ . , 6„ e igual 
ancho A 0. Entonces los rayos 0 = 0, dividen a 2ft en n pequenas regiones con angulo cen- 
tral A 9 = 6i — 0i-i. Si elegimos 0,* en el i-esimo subintervalo [0, i, /], entonces el area 
A A, de la z'-esima region esta aproximada por el area del sector de un circulo con angulo 
central A 6 y radio f(6*). (Vease la figura 3.) 

Asf, de la formula 1 tenemos 



AA,-=4[/(0,*)] 2 A0 


y por tanto una aproximacion al area A de 2ft es 


0 a~2t[/(0] 2 A0 

i'=l 

En la figura 3 parece que la aproximacion en \2\ mejora cuando n —> °°. Pero las sumas en 
[2] son sumas de Riemann para la funcion g(0) = i[/(0)] 2 , de modo que 


ifm i l dm)TAe= \ b \um 2 de 

n^oo - =1 J a 
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Por tanto parece plausible (y de hecho puede demostrarse) que la formula para el area 
A de la region polar de la region 5ft es 


0 


A = [’kimfdd 

Ja 


Usualmente, la formula 3 se escribe como 


0 


A = j" 6 \r 2 d6 

Ja 


con el entendido de que r = f(9). Observe la semejanza entre las formulas 1 y 4. 

Cuando aplicamos la formula 3 o 4 es util pensar que el area es barrida por un rayo que 
rota alrededor de O empezando con un angulo a y terminando en un angulo b. 



FIGURA 4 



m 


EJEMPLO 1 


Encuentre el area encerrada por un bucle de cuatro petalos r = cos 20. 


S0LUCI0N La curva r = cos 20 se bosquejo en el ejemplo 8 de la seccion 10.3. Observe 
de la figura 4 que la region encerrada por el bucle de la derecha es barrido por un rayo 
que rota de d = —77/4 a 0 = 77/4. Por tanto, la formula 4 da 


A = I / \r 2 d6 = \ f 1 cos 2 2 6 dO = f / cos 2 26d0 
J-tt/4 J-tt/ 4 Jo 

A = I / ^(1 + cos 46) d6 = \\o + \ sen 40 ]q /4 = — 
Jo 8 


□ 


EJEMPLO 2 


Encuentre el area de la region que esta dentro de la circunferencia 


r = 3 sen 6 y fuera del cardioide r = 1 + sen 6. 


S0LUCI0N El cardioide (vease ejemplo 7 en la seccion 10.3) y la circunferencia estan 
trazadas en la figura 5 y la region deseada esta sombreada. Los valores de a y b en la 
formula 4 se determinan encontrando los puntos de interseccion de las dos curvas. 

La interseccion de estas se da cuando 3 sen 0=1+ sen 0, lo que da sen 0 = \, asf que 
0 = 7 t/6, 577/6. El area deseada puede encontrarse restando el area dentro del cardioide 
entre 0 = 77/6 y 0 = 577/6 del area dentro de la circunferencia de 77/6 a 577/6. Asf 


A = 



\ [ / (1 + sen 6) 2 d6 

Jn/6 


Como la region es simetrica respecto al eje vertical 0 = 77/2, podemos escribir 


A = 2 


2 f 9 sen 2 0 <70 — 5 f / (1+2 sen0 + sen 2 0) d6 

~ Jn/6 J 77/6 


= I / (8 sen 2 0 — 1 — 2 sen0) d6 

J 7t/6 

= f (3—4 COS 26~2 sen 6) do [debido a que sen 2 0 = 1(1 — cos 20)] 

J 7t/6 


= 30 — 2 sen 20 + 2 cos 0 ] = 77 
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En el ejemplo 2 se ilustra el procedimiento para hallar el area de la region acotada 
por dos curvas polares. En general, sea 2 It una region, como la que se ilustra en la 
figura 6, que esta acotada por curvas con ecuaciones polares r = /($), r = g(9), 6 = a 
y 6 = b, donde/(0) 3= g(9) 3= 0 y 0 < £> — a =£ 2tt. El area A de 2ft se encuentra res- 
tando el area bajo r = g(0) del area bajo r = f(9), de modo que utilizando la formula 
3 se tiene 


A = \ b \um 2 do- \ b \[ g m 2 do 

Ja Ja 


= \\ b (um-[gm 2 )de 

Ja 



FIGURA 7 


@ PRECAUCION El hecho de que un solo punto tenga muchas representaciones en coor- 
denadas polares, dificulta a veces hallar todos los puntos de interseccion de dos curvas 
polares. Por ejemplo, es obvio de la figura 5 que la circunferencia y la cardioide tienen 
tres puntos de interseccion; sin embargo, en el ejemplo 2 se resolvieron las ecuaciones 
r = 3 sen 6 y r = 1 + sen 9 y se hallaron solo dos puntos (§, tt/6) y (|, 5 77/6). El 
origen tambien es un punto de interseccion, pero no se puede determinar resolviendo 
las ecuaciones de las curvas porque el origen no tiene representacion unica en coorde- 
nadas polares que satisfaga ambas ecuaciones. Observe que, cuando se representa como 
(0, 0) o (0, 7r), el origen satisface r = 3 sen 9 y, por tanto, esta dentro de la circun- 
ferencia; cuando se representa como (0, 3ir/2), satisface r = 1 + sen 0 y, por consi- 
guiente, esta sobre la cardioide. Considere dos puntos que se mueven a lo largo de las 
curvas cuando el valor de parametro 9 se incrementa de 0 a 2tt. Sobre una curva el 
origen se alcanza en 9 = 0 y 9 = 77; sobre la otra curva se alcanza en 9 = 3tt/2. Los 
puntos no chocan en el origen porque llegan en diferentes tiempos, aunque alii se cortan 
las curvas. 

Asf, para hallar todos los puntos de interseccion de dos curvas polares, se recomienda 
dibujar las graficas de ambas curvas. Es especialmente conveniente usar una calculadora o 
computadora como medio auxiliar para esta tarea. 


EJEMPLO 3 


Encuentre los puntos de interseccion de la curvas r 


cos 29 y r 


S0LUCI Si resolvemos las ecuaciones r = cos 29 y r = obtenemos cos 20 = \ y, 
por tanto, 20 = 7t/3, 5tt/3, 1tt/3 , 1 Itt/3. Asf, los valores de 0 entre 0 y 277 que 
satisfacen ambas ecuaciones son 0 = 77/6, 577/6, 777/6, 1 1 77/6. Hemos encontrado 
cuatro puntos de interseccion: (i tt/6), (i 577/6), (i 777/6) y Q, 1 1 77/6)- 

Sin embargo, podemos ver de la figura 7 que las curvas tienen otros cuatro puntos de 
interseccion: (), 77/3), (j, 277/3), (i 477/3) y ( ^,577/3). Estos puntos pueden encontrarse 
utilizando la simetrfa o advirtiendo que la otra ecuacion de la circunferencia es r = ) y 

despues resolviendo las ecuaciones r = cos 29 y r — — 5. 


Longitud de arco 


Para determinar la longitud de una curva polar r = f(0), a < 9 < b, consideramos 9 como 
un parametro y escribimos las ecuaciones parametricas de la curva como 

x = r cos 6 = f{9) cos 0 y = r sen 9 = f{9) sen 0 
Usando la regia del producto y derivando con respecto a 9 obtenemos 

dx dr dy dr 

— = — cos 9 — r sen 9 = — sen 0 + r cos 9 

dO d9 dO d9 
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asf, utilizando cos 2 6 + sen 2 0 = 1, tenemos 


— 2 r — cos 9 sen 0 + r 2 sen 2 6 
dO 


sen 2 0 + 2 r — sen 9 cos 9 + r 2 cos 2 9 
d9 



Suponiendo que/' es continua, podemos utilizar el teorema 10.2.5 para expresar la longi- 
tud de arco como 




Por tanto, la longitud de una curva con ecuacion polar r = f(9), a =S 9 =£ b, es 


5 




FIGURA 8 

r = 1 + sen 9 


0 


EJEMPLO 4 


Encuentre la longitud de la cardioide r = 1 + sen 9. 


SO LUC I ON La cardioide se muestra en la figura 8. (La trazamos en el ejemplo 7 de la 
seccion 10.3.) Su longitud total esta dada por el intervalo del parametro 0 0 ^ 2ir, asf 

que la formula 5 da 



f V(1 + sen 0) 2 + cos 2 0 d9 
Jo 



+ 2 sen 9 d9 


Podrfamos haber evaluado esta integral multiplicando y dividiendo el integrando por 
V2 — 2 send , o podrfamos utilizar la computadora. En cualquier caso, encontramos 
que la longitud de la cardioide es L = 8. 


10.4 


Ejercicios 


1-4 Encuentre el area de la region acotada por las curvas dadas y 
que estan en el sector especificado. 

1. r = e~ 0/4 , rr/2 9 =S tt 

2 . r = cos 9, 0 =S 0 =£ tt/6 

3. r 2 = 9 sen 29, r 5? 0, 0 =S 0 =S ir/2 

4. r = tan 9, ir/ 6 9 'S trj 3 


5-8 Encuentre el area de la region sombreada 




r = sfi) r = 1 + cos 9 


Se requiere calculadora graficadora o computadora 


1. Tareas sugeridas disponibles en stewartcalculus.com 
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9-12 Trace la curva y encuentre el area que encierra. 

9. r = 2 sen 0 10. r = 1 — sen 0 

11. r = 3 +2 cos 0 12. r = 4 + 3 sen 8 


13-16 Grafique la curva y encuentre el area que encierra. 
13. r = 2 + sen 48 14. r = 3 — 2 cos 48 

15. r = y/\ + cos 2 (5 8) 16. r = 1 + 5 sen 68 


17-21 Encuentre el area de la region encerrada por uno de los 
bucles de la curva. 

17. r = 4 cos 38 18. r 2 = sen 28 

19. r = sen 48 20. r = 2 sen 58 

21 . r = 1+2 sen 8 (bucle intemo) 


22. Encuentre el area encerrada por el bucle de la astrofoide 
r = 2 cos 8 — sec 8. 

23-28 Encuentre el area de la region que esta dentro de la primera 
curva y fuera de la segunda curva. 

23. r = 2 cos 8, r = 1 24. r = 1 — sen 8, r = 1 

25. r 2 = 8 cos 20, r = 2 

26. r = 2 + sen 8 , r = 3 sen 0 

27. r = 3 cos 0, r = 1 + cos 0 

28. r = 3 sen 0, r = 2 — sen 0 


29-34 Encuentre el area de la region que esta dentro de ambas 
curvas. 

29. r = y/3 cos 0, r = sen 0 

30. r = 1 + cos 0, r = 1 — cos 0 

31. r = sen 20. r = cos 20 

32. r = 3+2 cos 0, r = 3 + 2 sen 0 

33. r 2 = sen 20, r 2 = cos 20 

34. r = a sen0, r = A cos 0, a > 0, A > 0 


35. Encuentre el area dentro del bucle mas grande y fuera del bucle 
mas pequeno de la limaijon r = \ + cos 0. 

36. Encuentre el area entre el bucle mas grande y el bucle mas 
pequeno encerrado de la curva r = 1 +2 cos 30 

37-42 Encuentre todos los puntos de interseccion de las curvas 
dadas. 

37. r = 1 + sen 0, r = 3 sen 0 

38. r = 1 — cos 0, r = 1 + sen 0 

39. r = 2 sen 20, r = 1 

40. r = cos 30, r = sen 30 

41. r = sen 0, r = sen 20 

42. r 2 = sen 20, r 2 = cos 20 


43. Los puntos de interseccion de la cardioide r = 1 + sen 0 y 
el bucle en espiral r = 20, — tt/2 =£ 0 =£ ir/2, no se pueden 
encontrar exactamente. Utilice un dispositivo de graficacion 
para aproximar los valores de 0 en los que se intersecan. 
Despues use estos valores para estimar el area que esta dentro 
de ambas curvas. 

44. Cuando se graban programas en vivo, es frecuente que los 
ingenieros de sonido utilicen un microfono con un fonocaptor 
en forma de cardioide porque suprime ruido de la audiencia. 
Suponga que el microfono se coloca a 4 m del frente del 
escenario (como en la figura) y la frontera de la region de 
captation optima esta dada por la cardioide r = 8 + 8 sen 0, 
donde r se mide en metros y el microfono esta en el polo. Los 
musicos quieren conocer el area que tendran en el escenario 
dentro del campo optimo de captation del microfono. Conteste 
esta pregunta. 



45-48 Encuentre la longitud exacta de la curva polar. 

45. r = 2 cos 0, 0 =S 0 =£ it 

46. r=5 e , 0 =S 0 s£ 2 tt 

47. r = 0 2 , 0 0 ss 2 tt 

48. r = 2(1 + cos 0) 


49-50 Encuentre la longitud exacta de la curva. Utilice una grafica 
para determinar el intervalo del parametro. 

49. r = cos 4 (0/4) 50. r = cos 2 (0/2) 
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51-54 Utilice una calculadora para encontrar la longitud de la curva 
con una aproximacion de cuatro decimales. Si es necesario, 
grafique la curva para determinar el intervalo del parametro. 

51. Un bucle de la curva r = cos 29 

52. r = tan 9, tt/6 =£ 9 =£ tt/3 

53. r = sen (6 sen 9) 

54. r = sen (9/ 4) 

55. a) Utilice la formula 10.2.6 para demostrar que el area de la 

superficie generada al rotar la curva polar 

r=f(9 ) a^9^b 


(donde/' es continua yO=£a<Z?=£7r)en torno al eje 
polar es 


S = |; 2w rsenfl^r*+^ <16 

b) Utilice la formula del inciso a) para encontrar el area de la 
superficie generada al rotar la lemniscata r 2 = cos 29 en 
tomo al eje polar. 

56. a) Encuentre una formula para el area de la superficie generada 
al rotar la curva polar r = f (9), a =S 6 =£ b (donde/' es 
continua y 0 =S a < b =£ 7r), en torno a la recta 9 = tt / 2 . 
b) Encuentre el area de la superficie generada al hacer rotar la 
lemniscata r 2 = cos 29 en torno a la recta 9 = tt/2. 


10.5 


Secciones conicas 


En esta seccion daremos definiciones geometricas de las parabolas, elipses e hiperbolas, y 
deduciremos sus ecuaciones estandar. Se llaman secciones conicas, o conicas, porque 
resultan de cortar un cono con un piano, como se muestra en la figura 1 . 





Parabolas 

Una parabola es el conjunto de puntos en el piano que equidistan de un punto fijo F 
(llamado foco) y una recta fija (llamada directriz). Esta definition se ilustra en la figura 2. 
Observe que el punto a la mitad entre el foco y la directriz esta sobre la parabola y se 
llama vertice. La recta perpendicular a la directriz que pasa por el foco se llama eje de 
la parabola. 

En el siglo xvi Galileo demostro que la trayectoria de un proyectil disparado al aire 
con un angulo respecto al suelo, es una parabola. Desde entonces, las formas parabolicas 
se han usado en el diseno de los faros de automoviles, telescopios reflectores y puentes 
suspendidos. (Vease en el problema 20 de la pagina 271 para la propiedad de reflexion de 
parabolas que las hace tan utiles.) 

Se obtiene una ecuacion particularmente simple para una parabola si se coloca su ver- 
tice en el origen y su directriz paralela al eje x como en la figura 3. Si el foco esta en el 
punto (0, p), entonces la directriz tiene la ecuacion y = —p. Si P(x, y ) es cualquier punto 


FIGURA 2 
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sobre la parabola, entonces la distancia de P al foco es 

| PF\ = sjx 1 + (y — p ) 2 

y la distancia de P a la directriz es | y + p |. (La figura 3 ilustra el caso donde p > 0.) La 
propiedad que define a una parabola es que estas distancias son iguales: 

sjx 2 + {y-pf = \y+p\ 

Una ecuacion equivalente se obtiene elevando al cuadrado y simplificando: 

x 2 + (y ~ p ) 2 = \y + p \ 2 = (y + p ) 2 
x 2 + y 2 - 2 py + p 2 = y 2 + 2py + p 2 
x 2 = 4 py 


|~T~| La ecuacion de la parabola con foco (0, p) y directriz y = —p es 

x 2 = 4 py 


Si escribimos a = 1/ (4 p), entonces la ecuacion estandar de una parabola |T] se convier- 
te en y = ax 2 . Abre hacia arriba si p > 0 y hacia abajo si p < 0 [vease figura 4, incisos a) 
y b)]. La grafica es simetrica con respecto al eje y porque |T] permanece sin cambio cuan- 
do x se sustituye por —x. 

Si intercambiamos x y y en [T], obtenemos 



y. 

(0> p) / 

0 

y=-p 

y. 

y. 

( (P, 0) {p,0)\ 



0 

x 

y = -p / 

X 

(0, p)\ 

■ r/ \ x = —p 

0 

^^ //////> ^ 

0 

p- 

II 


a) x 2 = 4 py, p> 0 b) x 2 = 4 py, p< 0 c) y 2 = 4 px, p> 0 d) y 2 = 4 px, p< 0 

FIGURA 4 



2 


y 2 = 4 px 


que es una ecuacion de la parabola con foco en ( p , 0) y directriz x = —p. (Intercambiar 
x y y equivale a reflejar respecto a la recta y = x.) La parabola abre hacia la derecha si 
p > 0 y hacia la izquierda si p < 0 [vease figura 4, incisos c) y d)]. En ambos casos, la 
grafica es simetrica respecto al eje x, que es el eje de la parabola. 


EJEMPLO 1 


grafica. 


Encuentre el foco y la directriz de la parabola y 2 + 1 Ox = 0 y bosqueje la 


S0LUCI0N Si se escribe la ecuacion como y 2 = — lO.r y se compara con la ecuacion 2, se 
ve que 4 p = — 10, de modo que p = — f. Asi, el foco es (p, 0) = ( — §, 0) y la directriz 
es x = f. El bosquejo se muestra en la figura 5. 


FIGURA 5 
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Elipses 

Una elipse es el conjunto de puntos en un piano cuya suma de sus distancias a dos puntos 
fijos F\ y F 2 es una constante (vease figura 6). Estos dos puntos fijos se llaman focos (plu- 
ral del lugar geometrico foco). Una de las leyes de Kepler es que las orbitas de los planetas 
en el sistema solar son elipses con el Sol en un foco. 



FIGURA 6 



Con el fin de obtener la ecuacion mas simple para una elipse, colocamos los focos en 
el eje x en los puntos (— c, 0) y (c, 0) como en la figura 7, de modo que el origen este a la 
mitad entre los focos. Sea 2a > 0 la suma de las distancias de un punto de la elipse a los 
focos. Entonces P(x, y) es un punto sobre la elipse cuando 

| PFi | + | PF 2 1 = 2 a 

es decir, VC* + c ) 2 + y 2 + VC* — c) 2 + y 2 ~ 2 a 

o bien, \/(x — c) 2 + y 2 =2 a — \J(x + c) 2 + y 2 

A1 elevar al cuadrado ambos lados, tenemos 

x 1 — 2 cx + c 2 + y 2 = 4 a 2 — 4 ay/(x + c) 2 + y 2 + x 2 + 2 cx + c 2 + y 2 

que podemos simplificar como a^/(x + c) 2 4- y 2 = a 2 + cx 

Elevando al cuadrado otra vez: 


a 2 (x 2 + 2cx + c 2 + y 2 ) = a 4 + 2 a 2 cx + c 2 x 2 
lo que resulta ( a 2 — c 2 )x 2 + a 2 y 2 = a 2 (a 2 — c 2 ) 


Del triangulo FiF 2 P de la figura 7 se ve que 2c < 2a, asf que c < a, y por tanto, a 2 — c 2 > 0. 
Por conveniencia, sea b 2 = a 2 — c 2 . Entonces la ecuacion de la elipse se convierte en 
b 2 x 2 + a 2 y 2 = a 2 b 2 o, si ambos lados se dividen entre a 2 b 2 . 



FIGURA 8 



a 



Puesto que b 2 = a 2 — c 2 < a 1 , se deduce que b < a. Las intersecciones con el eje x se 
encuentran al hacer y = 0. Entonces x 1 j a 2 = 1, o bien x 2 = a 2 , de modo que x = ±a. Los 
puntos correspondientes (a, 0) y (— a, 0) se llaman vertices de la elipse y el segmento de 
recta que une los vertices se llama eje mayor. Para hallar las intersecciones con el eje y 
hacemos r = 0y obtenemos y 2 = b 2 , de modo que y = ±b. El segmento de recta que une 
(0, b) y (0, —b) es el eje menor. La ecuacion 3 no cambia si x se sustituye por — x o v se 
reemplaza por —y, ast que la elipse es simetrica respecto a ambos ejes. Observe que si los 
focos coinciden, entonces c = 0, de modo que a = b y la elipse se convierte en una cir- 
cunferencia con radio r = a = b. 

Un resumen de esta discusion es el que se muestra (vease figura 8). 
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FIGURA 9 



|~4~| La elipse 


2 2 

^ + ^=1 
a 2 b 2 


a 3= b > 0 


tiene focos (±c, 0), donde c 2 = a 2 — b 2 y vertices (±a, 0). 


Si los focos de una elipse se localizan en el eje y en (0, ±c), entonces podemos hallar 
su ecuacion al intercambiar x y y en [4], (Vease figura 9.) 

5 La elipse 

2 2 

x y 

— H 5- =1 a 5* b > 0 

£> a 

tiene focos (0, ±c), donde c 2 = a 2 — b 2 y vertices (0, ±a). 



FIGURA 10 

9x 2 + I6y 2 = 144 


EJEMPLO 2 


Bosqueje la grafica de 9x 2 + 1 6y 2 — 144 y localice los focos. 


S0LUCI0N Dividimos ambos lados de la ecuacion entre 144: 


16 



La ecuacion esta ahora en la forma estandar para una elipse, asf que tenemos a 2 = 16, 
b 2 = 9, a = 4 y b = 3. Las intersecciones con el eje x son ±4 y las intersecciones con 
el eje y son ±3. Tambien, c 2 = a 2 — b 2 = 7 , de modo que c = yfl y los focos son 
f ± v'T, 0). La grafica se bosqueja en la figura 10. 


EJEMPLO 3 


Obtenga la ecuacion de la elipse con focos (0, ±2) y vertices (0, 


±3). 


Al usar la notacion de [5], se tiene c = 2 y a = 3. Entonces obtenemos 
b 2 = a 2 — c 2 = 9 — 4 = 5, asf que la ecuacion de la elipse es 



Otra forma de escribir la ecuacion es 9x 2 + 5v 2 = 45. 



FIGURA 11 

P esta sobre la hiperbola cuando 
\PF x \-\PF 2 \=±2a. 


Al igual que las parabolas, las elipses tienen una propiedad de reflexion interesante que 
tiene consecuencias practicas. Si se coloca una fuente de luz o sonido en un foco con sec- 
ciones transversales eh'pticas, entonces toda la luz o sonido se refleja de la superficie al 
otro foco (vease el ejercicio 65). Este principio se usa en litotripsia, un tratamiento para 
calculos renales. Un reflector con seccion transversal elfptica se coloca de tal manera que 
el calculo esta en un foco. Ondas sonoras de alta intensidad generadas en el otro foco, se 
reflejan hacia el calculo y lo destruyen sin danar el tejido circundante. Se ahorra al pacien- 
te el traumatismo de la cirugfa y se recupera en pocos dias. 

Hiperbolas 

Una hiperbola es el conjunto de todos los puntos en un piano cuya diferencia de sus dis- 
tances a dos puntos fijos f) y F 2 (los focos) es una constante. Esta definicion se ilustra en 
la figura 1 1 . 

Las hiperbolas aparecen con frecuencia como graficas de ecuaciones en qufmica, ffsica, 
biologfa y economfa (ley de Boyle, ley de Ohm, curvas de oferta y demanda). Una aplicacion 
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particularmente importante de las hiperbolas se encuentra en los sistemas de navegacion 
desarrollados en las guerras mundiales I y II (vease el ejercicio 51). 

Observe que la definicion de una hiperbola es similar a la de una elipse; el unico cambio 
es que la suma de las distancias se convirtio en una diferencia de distancias. De hecho, la 
deduccion de la ecuacion de una hiperbola es tambien similar a la que se dio antes para 
una elipse. Se deja al ejercicio 52 demostrar que cuando los focos estan sobre el eje x en 
(±c, 0) y la diferencia de distancias es | PF i | — | PF 2 \ = ±2 a, entonces la ecuacion de la 
hiperbola es 


0 



donde c 2 = a 2 + b 2 . Observe que las intersecciones con el eje x son de nuevo ±« y los 
puntos {a, 0) y (— a, 0) son los vertices de la hiperbola. Pero si hacemos x = 0 en la ecua- 
cion 6 obtenemos y 2 = — b 2 , lo cual es imposible, as! que no hay interseccion con el eje 
y. La hiperbola es simetrica respecto a ambos ejes. 

Para analizar mas la hiperbola, de la ecuacion 6 obtenemos 



FIGURA 12 



Esto demuestra que x 2 3= a 2 , de modo que | x \ = sfx 2 3= a. Por consiguiente, tenemos 
que x 2* a o x =S —a. Esto significa que la hiperbola consta de dos partes, llamadas 
ramas. 

Cuando dibujamos una hiperbola, es util dibujar primero sus aslntotas, que son las 
rectas discontinuas y = ( b/a)x y y = —(b/a)x mostradas en la figura 12. Ambas ramas de 
la hiperbola se aproximan a las aslntotas; es decir, se acercan de manera arbitraria a las 
aslntotas. [Vease el ejercicio 73 en la seccion 4.5, donde estas rectas se muestran como una 
asfntota inclinada.] 


[T] La hiperbola 



tiene focos (±c, 0), donde c 2 = a 2 + b 2 , vertices (±a, 0) y aslntotas y = ±(b/a)x. 



FIGURA 13 



Si los focos de una hiperbola estan en el eje y, entonces al invertir los roles de x y y 
obtenemos la siguiente informacion, que se ilustra en la figura 13. 


|~ 8 ~| La hiperbola 



tiene focos (0, ±c), donde c 2 = a 2 + b 2 , vertices (0, ±a) y aslntotas y = ±(a/b)x. 


EJEMPL0 4 


Encuentre los focos y las aslntotas de la hiperbola 9x 2 — 16y 2 = 144 y 
bosqueje su grafica. 
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FIGURA 14 

9x 2 - 16y 2 = 144 


SOLUCION Si dividimos ambos lados de la ecuacion entre 144, resulta 


16 



lo cual es de la forma dada en \T\ con a = 4 y b = 3. Como c 2 = 16 + 9 = 25, los 
focos son (±5, 0). Las asfntotas son las rectas y = \x y y = — 4 x. La grafica se muestra 
en la figura 14. 


EJEMPLO 5 


Encuentre los focos y la ecuacion de la hiperbola con vertices (0, ±1) y 
asmtota y = 2x. 


De [8] y la information dada, vemos que a = 1 y a/b = 2. Asf, b = a/2 = \ 
y c 2 = a 2 + b 2 = I. Los focos son (0, ± </5/2) y la ecuacion de la hiperbola es 


Ax 2 = 1 


Conicas desplazadas 

Como se discute en el apendice, las conicas se desplazan tomando las ecuaciones estandar 
[Tl . [2] , [4l , [3], m Y l~8l Y reemplazamos x y y por x — h y y — k. 


EJEMPLO 6 


Encuentre una ecuacion de la elipse con focos (2, —2), (4, — 2) y vertices 
(1, -2), (5, -2). 


SOLUCION El eje mayor es el segmento de recta que une los vertices (1, —2), (5, —2) 
y tiene longitud 4, de manera que a = 2. La distancia entre los focos es 2, por lo que 
c = 1. Asf b 2 = a 2 — c 2 = 3. Como el centra de la elipse es (3, —2), reemplazamos 
x y y en [4] por x — 3 y y + 2 para obtener 


(x-3 ) 2 | (y + 2 ) 2 
4 3 


como la ecuacion de la elipse. 



FIGURA 15 

9x 2 - 4y 2 - 72x + 8y + 176 = 0 


EJEMPLO 7 


Trace la conica 9x 2 — 4v 2 — 72x + 8y + 176 = 0 y encuentre sus 


focos. 

SOLUCION Completamos los cuadrados como sigue: 

4(y 2 - 2 y) - 9(x 2 - 8x) = 176 
4(y 2 - 2y + 1) - 9(x 2 - 8x + 16) = 176 + 4 - 144 
4 (y - l) 2 - 9(x - 4) 2 = 36 
(y ~ i) 2 (x - 4) 2 

9 4 


Esta es de la forma [8] excepto que x y y son reemplazadas por x — 4 y y — 1 . Asf a 2 = 9, 
Z? 2 = 4yc 2 = 13. La hiperbola es desplazada cuatro unidades a la derecha y una unidad 
hacia arriba. Los focos son (4, 1 + \/l3~) y (4, 1 — t/lT) y los vertices son (4, 4) y 
(4, —2). Las asfntotas son y — 1 = ±|(x — 4). El trazo de la hiperbola se da en la 
figura 15. 
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10.5 


Ejercicios 


1-8 Encuentre el vertice, focos y directriz de la parabola y trace su 
grafica. 


1. x 2 = 6y 

3. 2x = — y 1 

5. (x + 2 f = 8(y - 3) 

7. y 2 + 2y + 12x + 25 = 0 


2. 2y 2 = 5x 
4. 3x 2 + 8y = 0 
6 . x - 1 = (y + 5) 2 
8 . y + 12x - 2x 2 = 16 


9-10 Encuentre la ecuacion de la parabola. Despues determine los 
focos y la directriz. 















2 


X 







11-16 Encuentre los vertices y focos de la elipse y trace su grafica. 


x y 

11 . — + — = 1 

2 4 


x y 

12 . — + — = 1 

36 8 


13. x 2 + 9y 2 = 9 

15. 9x 2 - 18x + 4y 2 = 27 

16. x 2 + 3y 2 + 2x - 12y + 10 = 0 


14. 100x 2 + 36y 2 = 225 


17-18 Encuentre la ecuacion de la elipse. Despues encuentre sus 
focos. 




19-24 Encuentre los vertices, focos y asfntotas de la hiperbola y 
trace su grafica. 


19. 


25 





21 . x 2 - y 2 = 100 


22 . y 2 - 16x 2 = 16 


23. 4x 2 - y 2 - 24x - 4y + 28 = 0 

24. y 2 - 4x 2 - 2_v + 16x = 31 


25-30 Identifique el tipo de section conica cuya ecuacion se da y 
encuentre los vertices y los focos. 

25. x 2 = y + 1 26. x 2 = y 2 + 1 

27. x 2 = 4y - 2y 2 28. y 2 - 8y = 6x - 16 

29. y 2 + 2y = 4x 2 + 3 30. 4x 2 + 4x + y 2 = 0 


31-48 Encuentre la ecuacion para la conica que satisface las 
condiciones dadas. 

31. Parabola, vertice (0, 0), foco (1,0) 

32. Parabola, foco (0, 0), directriz y = 6 

33. Parabola, foco (—4, 0), directrizx = 2 

34. Parabola, foco (3, 6), vertice (3, 2) 

35. Parabola, vertice (2, 3), eje vertical, 
que pasa por (1,5) 

36. Parabola, eje horizontal, 

que pasa por (— 1, 0), (1, — 1) y (3, 1) 

37. Elipse, focos (±2, 0), vertices (±5, 0) 

38. Elipse, focos (0, ±5), vertices (0, ±13) 

39. Elipse, focos (0, 2), (0, 6), vertices (0, 0), (0, 8) 

40. Elipse, focos (0, —1), (8, —1), vertice (9, —1) 

41. Elipse, centra (—1, 4), vertice (— 1, 0), foco (—1,6) 

42. Elipse, focos (±4, 0), que pasa por (—4, 1.8) 

43. Hiperbola, vertices (±3, 0), focos (±5, 0) 

44. Hiperbola, vertices (0, ±2), focos (0, ±5) 

45. Hiperbola, vertices (—3, —4), (—3, 6), 
focos (-3, -7), (-3, 9) 

46. Hiperbola, vertices ( — 1, 2), (7, 2), 
focos (-2, 2), (8, 2) 

47. Hiperbola, vertices (±3, 0), asfntotas y = ±2x 

48. Hiperbola, focos (2, 0), (2, 8), 
asfntotas y = 3 + \x y y = 5 — \x 


1. Tareas sugeridas disponibles en stewartcalculus.com 
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49. El punto en una orbita lunar proxima a la superficie de la Luna 
se llama perilunio, y el punto mas alejado de la superficie se 
llama apolunio. La nave espacial Apolo 11 se coloco en una 
orbita lunar elrptica con altitud de perilunio de 1 10 km y altitud 
de apolunio de 314 km (arriba de la Luna). Encuentre una 
ecuacion para esta elipse si el radio de la Luna es de 1728 km 

y su centra esta en uno de los focos. 

50. En la figura se muestra una seccion transversal de un reflector 
parabolico. El bulbo se localiza en el foco y la abertura en el 
foco es de 10 cm. 

a) Encuentre una ecuacion de la parabola. 

b) Determine el diametro de la abertura | CD |, a 11 cm del 
vertice. 

C 



D 

51. En el sistema de navegacion por radio LORAN (LOng RAnge 
Navigation), dos estaciones de radio localizadas enAyB, 
transmiten en forma simultanea senales a un barco o un avion 
localizado en P. La computadora de a bordo convierte 
la diferencia de tiempo de recibir estas senales en una 
diferencia de distancia | PA \ — \ PB |, y esto, de acuerdo 
con la definicion de una hiperbola, localiza al barco o avion 
en una rama de una hiperbola (vease la figura). Suponga 
que la estacion B se localiza a 400 millas al este de la 
estacion A sobre la costa. Un barco recibe la serial de B 1200 
microsegundos (/us) antes de recibir la serial de A. 

a) Si se supone que la serial de radio viaja a una rapidez de 
980pies//u,s, encuentre la ecuacion de la hiperbola sobre la 
que se localiza el barco. 

b) Si el barco se dirige al norte de B, ^que tan lejos de la costa 
esta el barco? 



52. Use la definicion de hiperbola para deducir la ecuacion 6 para 
una hiperbola con focos (±c, 0) y vertices (±fl, 0). 

53. Demuestre que la funcion definida por la rama superior de la 
hiperbola y 1 / a 2 — x 2 /b 2 = 1 es concava hacia arriba. 


54. Encuentre la ecuacion para la elipse con focos (1, 1) y 
(—1, — 1) y eje principal de longitud 4. 

55. Determine el tipo de curva representada por la ecuacion 



en cada uno de los siguientes casos: a) k > 16, b) 0 < k < 16, 
y c) k < 0. 

d) Demuestre que todas las curvas en los incisos a) y b) tienen 
los mismos focos, sin importar el valor de k. 

56. a) Demuestre que la ecuacion de la recta tangente a la parabola 

y 2 = 4 px en el punto ( x 0 , yo) puede expresarse como 

yoy = 2 p{x + xo) 

b) ^,Cual es la interseccion de esta recta tangente con el eje x? 
Use este hecho para dibujar la recta tangente. 

57. Demuestre que las rectas tangentes a la parabola 

x 2 = 4 py trazadas desde cualquier punto sobre la directriz 
son perpendiculares. 

58. Demuestre que si una elipse y una hiperbola tienen los 
mismos focos, entonces sus rectas tangentes en cada punto de 
interseccion son perpendiculares. 

59. Use ecuaciones parametricas y la regia de Simpson con 
n = 8 para estimar la circunferencia de la elipse 

9x 2 + 4y 2 = 36. 

60. El planeta Pluton viaja en una orbita elfptica alrededor del 
Sol (en un foco). La longitud del eje mayor es 1.18 X 10 10 km 
y la longitud del eje menor es 1.14 X 10 10 km. Use la 
regia de Simpson con ;? = 10 para estimar la distancia 

que viaja el planeta durante una orbita completa alrededor 
del Sol. 

61. Encuentre el area de la region encerrada por la hiperbola 
x 2 /a 2 — y 2 /b 2 = 1 y la recta vertical que pasa por un 
foco. 

62. a) Si una elipse gira alrededor de su eje mayor, encuentre el 

volumen del solido resultante. 
b) Si gira alrededor de su eje menor, encuentre el volumen 
resultante. 

63. Encuentre el centroide de la region encerrada por el eje x y la 
mitad superior de la elipse 9x 2 + 4y 2 = 36. 

64. a) Calcule el area de la superficie del elipsoide generado al 

rotar una elipse en tomo a su eje mayor, 
b) ^,Cual es el area de la superficie si la elipse rota en torno 
de su eje menor? 

65. Sea P(x i, y0 un punto sobre la elipse x 2 /a 2 + y 2 /b 2 = 1 con 
focos Fi y F 2 y sean a y /3 los angulos entre las rectas 
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PFi, PF 2 y la elipse como se ve en la figura. Demuestre que 
a = p. Esto explica como funcionan las cupulas susurrantes 
y la litotricia. El sonido que viene de un foco se refleja y pasa 


por el otro foco. [ Sugerencia 
de la pagina 27 1 para demos 

y 

use la formula del problema 19 
trar que tan a = tan p.] 



y\) 

a\ 


c 

a 2 

Sea P(xi, yi) un 
con focos Fi y i 

o 

Fj 

X 

2 /a 2 — y 2 /b 2 = 1 
entre las rectas 

+S-* 

punto sobre 
" 2 y sean a y 

a hiperbola 
P los angulo 


PF i, PF 2 y la hiperbola como se ilustra en la figura. Demuestre 
que a = p. (Esta es la propiedad de reflexion de la hiperbola. 


Demuestra que la luz dirigida a un foco F 2 de un espejo 
hiperbolico, se refleja hacia el otro foco Fi.) 



10.6 


Secciones conicas en coordenadas polares 


En la seccion precedente definimos la parabola en terminos de un foco y una directriz, pero 
definimos la elipse y la hiperbola en terminos de dos focos. En esta seccion se da un tra- 
tamiento mas unificado de los tres tipos de secciones conicas en terminos de un foco y la 
directriz. Ademas, si colocamos el foco en el origen, entonces una seccion conica tiene una 
ecuacion polar simple, la cual es una description comoda del movimiento de planetas, 
satelites y cometas. 


|T| Teorema Sea F un punto fijo (llamado foco) y / una recta fija (llamada directriz) 
en un piano. Sea e un numero positivo fijo (llamado excentricidad). El conjunto de 
todos los puntos P en el piano, tales que 

PF 


(esto es, la razon de la distancia desde F a la distancia desde / es la constante e ) es 
una seccion conica. La conica es 

a) una elipse si e < 1 

b) una parabola si e = 1 

c) una hiperbola si e > 1 


DEM0STRACI0N Observe que si la excentricidad es e = 1, entonces | PF | = | PI | y, de 
este modo, la condition dada simplemente se convierte en la definition de una parabola 
segun se da en la seccion 10.5. 
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Colocamos el foco F en el origen y la directriz paralela al eje y y d unidades a la dere- 
cha. Asi, la directriz tiene ecuacion x = d y es perpendicular al eje polar. Si el punto P 
tiene coordenadas polares ( r , 9), vemos de la figura 1 que 


| PF | = r | PI | = d — r cos 9 

Asi, la condicion | PF \/\ PI \ = e o | PF | = e \ PI | resulta 

r = e[d — r cos 9) 


Si elevamos al cuadrado ambas partes de esta ecuacion polar y la convertimos a coordena- 
da rectangulares, obtenemos 


o bien. 


x 2 + y : = e 2 (d — x) 2 = e 2 (d 2 — 2 dx + x 2 ) 
(1 — e 2 )x 2 + 2 de 2 x + y 1 = e 2 d 2 


Despues de completar los cuadrados, tenemos 


3 



e 2 d 2 

(1 - e 2 ) 2 


Si e < 1 , reconocemos a la ecuacion 3 como la ecuacion de una elipse. De hecho, es de la 
forma 


donde 


(•* ~ hf y^_ 

a 2 b 2 


s 


h = — 


e 2 d 
1 - e 2 


e 2 d 2 

(1 - e 2 ) 2 


b 2 


e 2 d 2 
1 - e 2 


En la seccion 10.5 encontramos que el foco de una elipse esta a una distancia c del centra, 
donde 


5 


= a 2 — b~ 


e 4 d 2 

(1 - * 2 ) 2 


Esto demuestra que 



—h 


y confirma que el foco como se definio en el teorema 1 significa lo mismo que el foco 
definido en la seccion 10.5. Se deduce tambien de las ecuaciones 4 y 5 que la excentricidad 
esta dada por 



Si e > 1, entonces 1 — e 2 < 0 y vemos que la ecuacion 3 representa una hiperbola. Tal y 
como se hizo antes, se podrfa reescribir la ecuacion 3 en la forma 


y vemos que 


(x - Kf y 2 

a 2 b 2 


e = 


c 

a 


donde c 2 = a 2 + b 2 
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A1 resolver la ecuacion 2 para r, vemos que la ecuacion polar de la conica mostrada en 
la figura 1 se puede expresar como 

ed 

r = 

1 + e cos 6 


Si se elige que la directriz este a la izquierda del foco como x = —d, o si se elige la direc- 
triz paralela al eje polar como y = ±d, entonces la ecuacion polar de la conica esta dada 
por el siguiente teorema, que se ilustra mediante la figura 2. (Veanse los ejercicios 21-23.) 





c )r = 


ed 

1 + e sen 0 



d) r = 


ed 

1 — e sen 0 


FIGURA 2 

Ecuacion polar de la conica 


|~6~| Teorema Una ecuacion polar de la forma 

ed ed 

r = o r = 

1 ± e cos 0 1 ± e sen 0 

representa una seccion conica con excentricidad e. La conica es una elipse si e < 1, 
una parabola si e = 1 , o una hiperbola si e > 1 . 


EJEMPLO 1 


□ 

origen y cuya directriz es la recta y = — 6. 


Encuentre la ecuacion polar para una parabola que tiene su foco en el 


SOLUCION Al usar el teorema 6 con e = lyrf = 6, y emplear el inciso d) de la figura 2, 
vemos que la ecuacion de la parabola es 


r = 


6 


1 — sen 0 


□ 


EJEMPLO 2 


Una conica esta dada por la ecuacion polar 


_ 10 
3 — 2 cos 0 


Encuentre la excentricidad, identifique la conica, localice la directriz y bosqueje la 
conica. 

SOLUCION Al dividir numerador y denominador entre 3, se escribe la ecuacion como 


10 

3 

1 — f cos 9 


r — 
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Del teorema 6 vemos que esta ecuacion representa una elipse con e = \. Puesto que 
ed = y, tenemos 


d = 


10 

3 


e 



5 


de manera que la directriz tiene la ecuacion cartesiana x = —5. Cuando 9 = 0, r = 10; 
cuando 6 = tt, r = 2. Asf que los vertices tienen coordenadas polares (10, 0) y (2, n r). 
La elipse se bosqueja en la figura 3. 


EJEMPL0 3 


Bosqueje la conica r 


12 

2 + 4 sen 6 


SO LUC I ON Escribiendo la ecuacion en la forma 


_ 6 
1 + 2 sen 0 

vemos que la excentricidad es e = 2 y, por tanto, la ecuacion representa una 
hiperbola. Puesto que ed = 6, d = 3 y la directriz tiene ecuacion y = 3. Los vertices 
ocurren cuando 9 = 7r/2 y 3tt/2, de modo que son (2, tt/2) y (—6, 3tt/2) = (6, tt/2). 
Tambien es util graficar las intersecciones con el eje x. Estas ocurren cuando 0 = 0, tt; 
en ambos casos r = 6. Para mas exactitud, podriamos dibujar las asintotas. Observe que 
r — > ±oo cuando 1+2 sen 0^O + oO~yl + 2 sen 0 = 0 cuando sen 6 = — i Asf, las 
asintotas son paralelas a los rayos 0 = lir/6 y 6 = 1 I tt/6. La hiperbola se bosqueja en 
la figura 4. 



A1 hacer girar secciones conicas, es mucho mas conveniente usar ecuaciones polares 
que cartesianas. Se usa el hecho (vease el ejercicio 73 de la seccion 10.3) de que la grafica 
de r = f{9 — a) es la grafica de r = /( 0 ) rotada en sentido contrario a las manecillas del 
reloj en torno al origen por un angulo a. 


11 



□ 


EJEMPL0 4 


Si la elipse del ejemplo 2 se hace girar por un angulo 7t/4 en torno al 


origen, determine una ecuacion polar y grafique la elipse resultante. 


SO LUC I ON La ecuacion de la elipse rotada se obtiene reemplazando 9 con 9 — tt/A en la 
ecuacion dada en el ejemplo 2. Asi que la nueva ecuacion es 


10 

3 — 2 cos (9 — 7r/ 4) 


Usamos esta ecuacion para graficar la elipse rotada en la figura 5. Observe que la elipse 
ha sido rotada en torno a su foco izquierdo. 


FIGURA 5 
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En la figura 6 utilizamos una computadora para bosquejar varias conicas para mostrar 
el efecto de variar la excentricidad e. Observe que cuando e es cercana a 0 la elipse es casi 
circular, mientras que se vuelve mas alargada cuando e—>l~. Cuando e = 1, por supues- 
to, la conica es una parabola. 




e = 0.1 


e = 0.5 



e = 0.68 



e = 0.86 



e = 0.96 



e = l 


FIGURA 6 



e = 1.1 




e= 1.4 



e = 4 


Leyes de Kepler 

En 1609 el matematico y astronomo aleman Johannes Kepler, con base en enormes 
cantidades de datos astronomicos, publico las siguientes tres leyes del movimiento 
planetario. 


Leyes de Kepler 

1. Un planeta gira alrededor del Sol en orbita eliptica con el Sol en uno de los 
focos. 

2. La recta que une el Sol con un planeta barre areas iguales en tiempos iguales. 

3. El cuadrado del periodo de revolucion de un planeta es proporcional al cubo de 
la longitud del eje mayor de su orbita. 


Aun cuando Kepler formulo sus leyes en terminos del movimiento de planetas alrede- 
dor del Sol, se aplican igualmente bien al movimiento de lunas, cometas, satelites y otros 
cuerpos que giran sujetos a una sola fuerza gravitacional. En la seccion 13.4 se demuestra 
como deducir las leyes de Kepler a partir de las leyes de Newton. Aqui se emplea la pri- 
mera ley de Kepler, junto con la ecuacion polar de una elipse, para calcular cantidades de 
interes en astronorma. 

Para fines de calculos astronomicos, es util expresar la ecuacion de una elipse en termi- 
nos de su excentricidad e y su semieje mayor a. Podemos expresar la distancia d del foco 
a la directriz en terminos de a si usamos [4]: 


a 


2 


e 2 d 2 

(1 - e 2 ) 2 


d 2 = 


2 (1 - e 2 ) 2 


d = 


a(l — e 2 ) 


e 


Entonces ed = a( 1 — e 2 ). Si la directriz es x = d, entonces la ecuacion polar es 


ed a{ 1 — e 2 ) 


1 + e cos 0 1 + e cos 0 
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p7~| La ecuacion polar de una elipse con foco en el origen, semieje mayor a, excentri- 
cidad e y directriz x = cl se puede expresar en la forma 

a( 1 — e 2 ) 

r = 

1 + e cos 6 



Las posiciones de un planeta que sean mas cercanas al Sol, y mas lejanas a este, se 
denominan perihelio y afelio, respectivamente, y corresponden a los vertices de la elipse. 
(Vease figura 7.) Las distancias del Sol al perihelio y afelio reciben el nombre de distancia 
al perihelio y distancia al afelio, respectivamente. En la figura 1 el Sol esta en el foco F, 
de modo que en el perihelio se tiene 9 = 0 y, de la ecuacion 7, 

o(l - e 2 ) a( 1 - e)(l + e) „ , 

r = = = all — e) 

1 + e cos 0 1 + e 

Del mismo modo, en el afelio 0 = tt y r = o( 1 + e). 


FIGURA 7 


8^ La distancia al perihelio de un planeta al Sol es a( I — e) y la distancia al afelio 
es a( 1 + e). 


EJEMPLO S 


a) Encuentre una ecuacion polar aproximada para la orbita eliptica de la Tierra alrededor 
del Sol (en un foco), dado que la excentricidad es alrededor de 0.017 y la longitud del 
eje mayor es de unos 2.99 X 10 s km. 

b) Encuentre la distancia de la Tierra al Sol en el perihelio y el afelio. 

S0LUCI0N 

a) La longitud del eje mayor es 2 a = 2.99 X 10 8 , por lo que a = 1.495 X 10 s . Un dato 
es que e = 0.017 y, por tanto, de la ecuacion 7, una ecuacion de la orbita de la Tierra 
alrededor del Sol es 


q( 1 - e 2 ) _ (1.495 X 10 s ) [1 - (0.017) 2 ] 
1 + e cos 6 1 + 0.017 cos 6 


o, aproximadamente. 


1.49 X 10 8 
1 + 0.017 cos 9 


b) De [8], la distancia al perihelio de la Tierra al Sol es 


a( 1 - e) « (1.495 X 10 8 )(1 - 0.017) = 1.47 X 10 s km 


y la distancia al afelio es 


a{ 1 + e) * (1.495 X 10 8 )(1 + 0.017) = 1.52 X 10 8 km 
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10.6 


Ejercicios 


1-8 Escriba una ecuacion polar de una conica con el foco en el 
origen y los datos dados. 

1. Elipse, excentricidad directriz x = 4 

2. Parabola, directriz x= — 3 

3. Hiperbola, excentricidad 1.5, directriz y = 2 

4. Hiperbola, excentricidad 3, directriz x = 3 

5. Parabola, vertice (4, 377-/2) 

6 . Elipse, excentricidad 0.8, vertice (1, 77-/2) 

7. Elipse, excentricidad directriz r = 4 sec 8 

8. Hiperbola, excentricidad 3, directriz r = — 6 esc 8 


9-16 a) Encuentre la excentricidad, b) identifique la conica, c) de 
una ecuacion de la directriz y d) bosqueje la conica. 


9. r = 


11 . ; = 


13. r = 


15. ;- = 


5 — 4 sen 8 
2 

3 + 3 sen 8 

_9 

6 + 2 cos 8 

_3 

4 — 8 cos 8 


10 . r = ■ 


12 


12 . r = 


14. r = ■ 


16. r = 


3 — 10 cos 8 

_3 

2 + 2 cos 8 

_8 

4 + 5 sen 8 

10 

5 — 6 sen 8 


17. a) Encuentre la excentricidad y la directriz de la conica 

r = 1/(1 — 2 sen 8) y grafique la conica y su directriz. 
b) Si esta conica se hace girar en sentido contrario a las 

manecillas del reloj en tomo al origen con un angulo 377-/4, 
escriba la ecuacion resultante y grafique su curva. 

18. Grafique la conica r = 4/(5 + 6 cos 8) y su directriz. Tambien 
grafique la conica obtenida al girar esta curva en tomo al 
origen con un angulo 77-/3. 

19. Grafique las conicas r = e/(\ — e cos 8) con e = 0.4, 0.6, 0.8 
y 1.0 en una pantalla comun. ^,C6mo afecta el valor de e la 
forma de la curva? 

20. a) Grafique las conicas r = ed/{ 1 + e sen 8) para e = 1 y 

varios valores de d. ^Como afecta el valor de d la forma de 
la conica? 

b) Grafique estas conicas para d = 1 y varios valores de e. 
^Como afecta el valor de e la forma de la conica? 

21. Demuestre que una conica con foco en el origen, excentricidad 
e y directriz x = — d tiene la ecuacion polar 

ed 

r = 

1 — e cos 8 


22. Demuestre que una conica con foco en el origen, excentricidad 
e y directriz y = d tiene la ecuacion polar 

ed 

r = 

1 + e sen 8 

23. Demuestre que una conica con foco en el origen, excentricidad 
e y directriz y = —d tiene la ecuacion polar 

ed 

r = 

1 — e sen 8 

24. Demuestre que las parabolas r = c/( 1 + cos 8) y 
r = d/{\ — cos 8) se cortan en angulos rectos. 

25. La orbita de Marte alrededor del Sol es una elipse con 
excentricidad 0.093 y semieje mayor de 2.28 X 10 8 km. 
Encuentre una ecuacion polar para la orbita. 

26. La orbita de Jupiter tiene excentricidad de 0.048 y la longitud 
del eje mayor es 1.56 X 10 9 km. Encuentre una ecuacion polar 
para la orbita. 

27. La orbita del cometa Halley, visto por ultima vez en 1986 y 
que debe volver en 2062, es una elipse con excentricidad 0.97 
y un foco en el Sol. La longitud de su eje principal es 36.18 
UA. [Una unidad astronomica (UA) es la distancia media entre 
la Tierra y el Sol, cerca de 93 millones de millas.] Encuentre 
una ecuacion polar para la orbita del cometa Halley. ^Cual es la 
distancia maxima desde el cometa al Sol? 

28. El cometa Hale-Bopp, descubierto en 1995, tiene una orbita 
ellptica con excentricidad 0.995 1 y la longitud del eje mayor es 
356.5 UA. Encuentre una ecuacion polar para la orbita de este 
cometa. ^Que tan cerca del Sol llega? 




29. El planeta Mercurio viaja en una orbita ellptica con 
excentricidad 0.206. Su distancia minima del Sol es 
4.6 X 10 7 km. Determine su distancia maxima del Sol. 

30. La distancia desde el planeta Pluton al Sol es de 

4.43 X 10 9 km en el perihelio y 7.37 X 10 9 km en el afelio. 
Halle la excentricidad de la orbita de Pluton. 

31. Con los datos del ejercicio 29, calcule la distancia que recorre 
el planeta Mercurio durante una orbita completa alrededor del 
Sol. (Si su calculadora o sistema algebraico computarizado 
evalua integrales definidas, utillcelo. De lo contrario, use la 
regia de Simpson.) 


Se requiere calculadora graficadora o computadora 


1. Tareas sugeridas disponibles en stewaitcalculus.com 
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Repaso 


Verificacion de conceptos 

1. a) ^Que es una curva parametrica? 

b) ^Como se bosqueja una curva parametrica? 

2. a) ^Como se encuentra la pendiente de una recta tangente a 

una curva parametrica? 

b) Determine el area debajo de una curva parametrica. 

3. Escriba una expresion para cada una de las siguientes 
descripciones: 

a) La longitud de una curva parametrica. 

b) El area de la superficie obtenida al hacer girar una curva 
parametrica en tomo al eje x. 

4. a) Use un diagrama para explicar el significado de las 

coordenadas polares (r, 6) de un punto. 

b) Escriba ecuaciones que expresen las coordenadas 
cartesianas ( x , y) de un punto en terminos de las 
coordenadas polares. 

c) ^Que ecuaciones usarfa para obtener las coordenadas polares 
de un punto si conociera las coordenadas cartesianas? 

5. a) ^Como determina la pendiente de una recta tangente a una 

curva polar? 

b) ^Como calcula el area de una region acotada por una curva 
polar? 

c) ^Como halla la longitud de una curva polar? 


6. a) De una definicion geometrica de una parabola. 

b) Escriba una ecuacion de una parabola con foco (0, p) 
y directriz y = —p. f,Que pasa si el foco es (p, 0) y la 
directriz es x = —pi 

7. a) De una definicion de una elipse en terminos de los 

focos. 

b) Escriba una ecuacion para la elipse con focos (±c, 0) 
y vertices ( ±a , 0). 

8 . a) De una definicion de una hiperbola en terminos de los 

focos. 

b) Escriba una ecuacion para la hiperbola con focos (±c, 0) 
y vertices ( ±a , 0). 

c) Escriba ecuaciones para las asfntotas de la hiperbola del 
inciso b). 

9. a) ^Cual es la excentricidad de una seccion conica? 

b) ^Que se puede decir acerca de la excentricidad si la 
seccion conica es una elipse? ^Una hiperbola? ^Una 
parabola? 

c) Escriba una ecuacion polar para una seccion conica con 
excentricidad e y directriz x = d. ^Que pasa si la directriz es 
x = — dl iy = dl iy = -dl 


Examen rapido Verdadero-Falso 

Determine si el enunciado es verdadero o falso. Si es verdadero, explique por 
que. Si es falso, explique por que o de un ejemplo que refute el enunciado. 

1. Si la curva parametrica x = /(f), y = g(t) satisface g'{\) = 0, 
entonces tiene una recta tangente horizontal cuando f = 1. 

2. Si x = /(f) y y = g(t) son derivables dos veces, entonces 

d 2 y d^/dt 1 
dx 2 d 1 x/dt 2 

3. La longitud de la curva x = /(f), y = g(t), a =£ f =£ b, es 

JM /'«] 2 + [g’(t)T dt. 

4. Si un punto se representa por (x, y) en coordenadas cartesianas 
(donde x ¥= 0) y ( r , 9) en coordenadas polares, entonces 

6 = tan '(_y/x). 


5. Las curvas polares r = 1 — sen 28 y r = sen 20—1 tienen la 
misma grafica. 

6. Las ecuaciones r = 2, x 2 + y 1 = 4 y x = 2 sen 3 f, 
y = 2 cos 3f (0 =£ t =£ 2 it) tienen la misma grafica. 

7. Las ecuaciones parametricas x = f 2 , y = f 4 tienen la misma 
grafica que x = f 3 , y = t 6 . 

8 . La grafica de y 2 = 2y + 3x es una parabola. 

9. Una recta tangente a una parabola corta la parabola solo 
una vez. 

10. Una hiperbola nunca corta su directriz. 
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Ejercicios 

1-4 Bosqueje la curva parametrica y elimine el parametro para 
hallar la ecuacion cartesiana de la curva. 

1. x = f 2 + At, y = 2 - f, -4 t 1 

2. x = 1 + e 2 ', y = e‘ 

3. x = cos 0, y = sec 8, 0 =S 8 < 7i/2 

4. x = 2 cos 8 , y = 1 + sen 8 


21-24 Encuentre la pendiente de la recta tangente a la curva dada 
en el punto correspondiente al valor especificado del parametro. 

21. x = In f, y = 1 + f 2 ; t — 1 

22. x = t 3 + 6t + 1, v = 2 f — f 2 ; t = — 1 

23. r = e ; 8 = ir 

24. r = 3 + cos 30; 0 = tt/2 


5. Escriba tres diferentes conjuntos de ecuaciones parametricas 
para la curva y = -/T. 

6. Use las graficas de x = fit) y y = g(t) para bosquejar la curva 
parametrica x = /(f), y = g{t). Indique con flechas la direction 
en que se traza la curva cuando se incrementa f. 


\ x 

/ y 



i 



A ' 

1 ' 

-1 




7. a) Ubique el punto con coordenadas polares (4, 2 it-/3). A 

continuation encuentre sus coordenadas cartesianas. 
b) Las coordenadas cartesianas de un punto son ( — 3, 3). 
Encuentre dos conjuntos de coordenadas polares para el 
punto. 

8 . Trace la region formada de puntos cuyas coordenadas polares 
satisfacen 1 =£ r/2 y 7 t/6 =S 0 =S 57t/6. 

9-16 Bosqueje la curva polar. 


9. 

r = 1 

— cos 0 

10. 

r = sen 40 

11. 

r = cos 30 

12. 

r = 3 + cos 30 

13. 

r = 1 

+ cos 20 

14. 

r = 2 cos(0/2) 

15. 


3 

16. 

3 

1 

+ 2 sen 0 

2 — 2 cos 0 


17-18 Encuentre la ecuacion polar para la curva representada por la 
ecuacion cartesiana dada. 

17. x + y = 2 18. x 2 + y 2 = 2 


25-26 Encuentre dy/dx y d 2 y/dx 2 . 

25. x = t + senf, y = t — cos t 

26. x = 1 + t 2 , y = t - f 3 


FH 27. Use una grafica para estimar las coordenadas del punto mmimo 
sobre la curva x = t 3 — 3f, y = f 2 + t + 1. Despues use el 
calculo para determinar las coordenadas exactas. 

28. Encuentre el area encerrada por el bucle de la curva del 
ejercicio 27. 

29. ^En que puntos la curva 

x = 2 a cos t — a cos 2t y = 2 a senf — a sen 2 f 

tiene rectas tangentes verticales y horizontales? Use esta 
information como ayuda para bosquejar la curva. 

30. Determine el area encerrada por la curva del ejercicio 29. 

31. Obtenga el area encerrada por la curva r 1 = 9 cos 50. 

32. Halle el area encerrada por el bucle interior de la curva 
r = 1 — 3 sen 0. 

33. Encuentre los puntos de intersection de las curvas r = 2 y 
r = 4 cos 0. 

34. Obtenga los puntos de intersection de las curvas r = cot 0 y 
r = 2 cos 0. 

35. Determine el area de la region que esta dentro de ambas 
circunferencias r = 2 sen 0 y r = sen 0 + cos 0. 

36. Halle el area de la region que esta dentro de la curva 
r = 2 + cos 20 pero fuera de la curva r = 2 + sen 0. 


19. La curva con ecuacion polar r = (sen 0)/0 se llama 
caracoloide. Use una grafica de r como una funcion de 0 
en coordenadas cartesianas para bosquejar la caracoloide a 
mano. Despues graffquela con una maquina para comprobar su 
bosquejo. 

20. Grafique la elipse r = 2/(4 — 3 cos 0) y su directriz. Grafique 
tambien la elipse obtenida por rotation en torno al origen por 
un angulo de 277-/3. 


37-40 Encuentre la longitud de la curva. 

37. x = 3 f 2 , y = 2t\ 0 =£ f =s 2 

38. x = 2 + 3 f, y = cosh 3 f, 0 =£ f 1 

39. r = 1/0, 7T ^ 0 ^ 2tt 

40. r = sen 3 (0/3), 0 =£ 0 =£ tt 


Se requiere sistema algebraico computarizado 


FQ Se requiere calculadora graficadora o computadora 
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41-42 Calcule el area de la superficie obtenida al hacer girar la 
curva dada en tomo al eje x. 

r ^ 1 

41. x = Ayft , y = — + ^I’ 

42. x = 2 + 3?, y = cosh 3 1, 0 =£ t =£ 1 


43. Las curvas definidas por las ecuaciones parametricas 

t 2 — c t(t 1 - c) 

X ~ t 2 + 1 V _ t 2 + 1 

se llaman estrofoides (de una palabra griega que significa 
torcer). Investigue como varian estas curvas cuando varra c. 

44. Una familia de curvas tiene ecuaciones polares r a = | sen 28 \ 
donde a es un numero positivo. Investigue como cambian estas 
curvas cuando cambia a. 

45-48 Encuentre los focos y vertices y bosqueje la grafica. 

2 2 

45. — — E = 1 46. 4x 2 - y 2 = 16 

9 8 * 

47. 6y 2 + x - 36y + 55 = 0 

48. 25x 2 + 4v 2 + 50.v - 16v = 59 


49. Encuentre una ecuacion de la elipse con focos (±4, 0) y 
vertices (±5, 0). 

50. Encuentre una ecuacion de la parabola con focos (2, 1) y 
directriz x = —4. 

51. Halle una ecuacion de la hiperbola con focos (0, ±4) y 
asmtotas y = ±3x 

52. Encuentre una ecuacion de la elipse con focos (3. ±2) y un eje 
con longitud 8. 


53. Obtenga una ecuacion para la elipse que comparte un vertice y 
un foco con la parabola x 2 + y= 100 y que tiene su otro foco 
en el origen. 

54. Demuestre que si m es cualquier numero real, entonces hay 
exactamente dos rectas de pendiente m que son tangentes 

a la elipse x 2 / a 1 + y 2 /b 2 = 1 y sus ecuaciones son 
y = mx ± Ja 2 m 2 + b 2 . 

55. Encuentre una ecuacion polar para la elipse con foco en el 
origen, excentricidad | y directriz con ecuacion r = 4 sec 6. 

56. Demuestre que los angulos entre el eje polar y las asmtotas 
de la hiperbola r = ed/{ 1 — e cos 8), e > 1 , estan dados por 
cos _1 (± 1/e). 

57. Una curva llamada folium de Descartes esta definida por las 
ecuaciones parametricas 

3 1 3 1 2 


a) Demuestre que si (a, b ) esta sobre la curva, entonces ( b , a) 
tambien lo esta; es decir, la curva es simetrica respecto 

a la recta y = x. ^En donde se interseca la curva con esta 
recta? 

b) Encuentre los puntos sobre la curva donde las rectas 
tangentes son horizontales o verticales. 

c) Demuestre que la recta y = — x — 1 es una asmtota oblicua. 

d) Trace la curva. 

e) Demuestre que una ecuacion cartesiana de esta curva es 
x 3 + y 3 = 3xy. 

f) Demuestre que la ecuacion polar puede expresarse en la 
forma 

3 sec 8 tan 8 
T ~ 1 + tan 3 0 

g) Encuentre el area encerrada por el bucle de esta curva. 

h) Demuestre que el area del bucle es la misma que el area 
que esta entre la asmtota y las ramas infinitas de la curva. 
(Utilice un sistema algebraico computarizado para evaluar la 
integral.) 


Problemas adicionales 


a 



a 


FIGURA PARA EL PROBLEMA 4 



i) 

FIGURA PARA EL PROBLEMA 6 


1. Una curva esta definida mediante las ecuaciones parametricas 

ft cos u ft sen u 

x = du y = du 

jl U Jl u 

Encuentre la longitud del arco de la curva desde el origen hasta el punto mas proximo donde 
hay una recta tangente vertical. 

2. a) Encuentre los puntos maximo y mlnimo de la curva x 4 + y 4 = x 2 + y 2 . 

b) Bosqueje la curva. (Observe que es simetrica con respecto a ambos ejes y a ambas rectas 
y = ±x, de modo que es suficiente considerar inicialmente y 3* x 3= 0.) 

SAC c ) Emplee coordenadas polares y un sistema algebraico computarizado para hallar el area 
encerrada por la curva. 

FF1 3. ^Cual es el rectangulo de vista mas pequeno que contiene a cada miembro de la familia de 
curvas polares r = 1 + c sen 6 , donde 0 =£ c =£ 1? Ilustre su respuesta graficando varios 
miembros de la familia en este rectangulo de vista. 

4. Se colocan cuatro insectos en cuatro esquinas de un cuadrado con longitud a. Los insectos 
avanzan en sentido contrario a las manecillas del reloj a la misma rapidez, y cada uno avanza 
directamente hacia el siguiente insecto todo el tiempo. Se aproximan al centra del cuadrado a 
lo largo de trayectorias espirales. 

a) Obtenga la ecuacion polar de la trayectoria de un insecto al suponer que el polo esta en el 
centra del cuadrado. (Use el hecho de que la recta que une a un insecto con el siguiente es 
tangente a la trayectoria del insecto.) 

b) Encuentre la distancia recorrida por un insecto en el momenta que se encuentra con los 
otros insectos en el centra. 

5. Demuestre que cualquier recta tangente a una hiperbola toca la hiperbola a la mitad del camino 
entre los puntos de intersection de la recta tangente y las asfntotas. 

6. Una circunferencia C de radio 2 r tiene su centra en el origen. Un tirculo de radio r rueda sin 
resbalar en direction contraria al giro de las manecillas del reloj alrededor de C. Un punto P 
esta situado en un radio fijo del tirculo giratorio a una distancia b de su centra, 0 < b < r. 

[Vea las partes i) e ii) de la figura.] Sea L la recta desde el centra de C al centra del tirculo 
giratorio y sea 8 el angulo que L forma con el eje x positivo. 

a) Usando 6 como un perimetro, demuestre que las ecuaciones parametricas de la trayectoria 
trazada por P son 

x = b cos 38 + 3 r cos 8 y = b sen 38 + 3r sen 8 
Nota: Si b = 0, la trayectoria es una circunferencia de radio 3r; si b = r, la trayectoria es 
una epicicloide. La trayectoria trazada por P para 0 < b < r se llama epitrocoide. 

FF1 b) Grafique la curva para varios valores de b entre 0 y r. 

c) Demuestre que un triangulo equilatero puede inscribirse en el epitrocoide y que su centroide 
esta sobre la circunferencia de radio b con centra en el origen. 

Nota: Este es el principio del motor rotatorio Wankel. Cuando el triangulo equilatero gira 
con sus vertices en el epitrocoide, su centroide recorre una circunferencia cuyo centra esta 
en el centra de la curva. 

d) En casi todos los motores rotatorios, los lados de los triangulos equilateros son sustituidos 
por arcos de circunferencia con centra en los vertices opuestos como en la parte iii) de la 
figura. (Entonces el diametro del rotor es constante.) Demuestre que el rotor se ajusta en el 
epitrocoide si b =S |(2 — y/3)r. 
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Sucesiones y series infinitas 



© Epic Stock / Shutterstock 


En Un previo de Calculo, hicimos una breve introduction de las sucesiones y series en relacion 
con las paradojas de Zenon y la representation decimal de numeros. Su importancia en el 
Calculo se deriva de la idea de Newton de representar funciones como sumas de sucesiones 
infinitas. Por ejemplo, para encontrar areas, con frecuencia integraba una funcion 
expresandola primero como una serie y despues integrando cada uno de sus terminos. En la 
seccion 11.10 trataremos de seguir esta idea con el fin de integral - funciones como e 1 . 
(Recuerde que anteriormente nos vimos incapacitados para enfrentar esto.) Muchas de las 
funciones que aparecen en ffsica matematica y quimica, tales como las funciones de Bessel, 
estan definidas como sumas de series, asi que es muy importante familiarizarse con los 
conceptos basicos de convergencia de sucesiones y series infinitas. 

Los fisicos tambien usan las series en otro modo, tal como veremos en la seccion 11.11. En 
el estudio de fenomenos tan diversos como la optica, relatividad especial y electromagnetismo, 
los fisicos analizan los fenomenos reemplazandolos primero por unos cuantos terminos de las 
series que los representan. 
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11.1 


Sucesiones 


Una sucesion se puede pensar como una lista de numeros escritos en un orden definido: 


Cl{, d 2, Cl 3, CI4 , . . . , d, j, . . . 

El numero a, recibe el nombre de primer termino, a 2 es el segundo termino y, en general, 
a„ es el n-esimo termino. Aquf tratamos exclusivamente con sucesiones infinitas, por lo que 
cada termino a„ tiene un sucesor a„+ 1 . 

Observe que para todo entero positivo n hay un numero correspondiente a,„ por lo que 
una sucesion se puede definir como una funcion cuyo dominio es el conjunto de enteros 
positivos. Pero usualmente escribimos a„ en lugar de la notacion de funcion /(n) para el 
valor de la funcion en el numero n. 


NOTACION La sucesion {«i, a-., a 3 , . . .} tambien se denota mediante 

O \fln} n=l 

Algunas sucesiones se pueden definir dando una formula para el 77 -esimo 
termino. En los ejemplos siguientes se ofrecen tres descripciones de la sucesion: una en 
la que se aplica la notacion anterior, en otra se aplica una formula definida y en la tercera 
se escriben los terminos de la sucesion. Observe que la n no tiene que empezar en 1. 


a) 


J n loo 

n 

/■ 

2 

3 

4 

n \ 

U + 1 J -1 

a n . 

n + 1 


3’ 

4’ 

5’" 

n + 1 ’ 


b) 


(-!)"(« + 1) 


&n 


(-!)"(« + 1 ) 


2_ _3 _ _4_ _5_ 
3 ’ 9 ’ 27 ’ 81 


(-!)"(« + 1 ) 


c) [yjn — 3 }” =3 a„ = y/n — 3, n 3= 3 {0, 1, y/2, y/3, . . . , \Jn — 3, . . .} 


ll 77 1 

r 

mr 

f, V3 

1 

n 77 

( cos 1 

l 6 J 

1 n= 0 

a„ = cos , n 0 < 

6 

L 1, 2 ’ 

2’°’" 

. , cos , . . . ( 

6 J 


1 


EJEMPLO 2 


Encuentre una formula para el termino general a„ de la sucesion 


3_ 5_ 

5 ’ 25 ’ 125 ’ 


625 3125 J 


y suponga que el patron de los primeros terminos continua. 
S0LUCI0N Sabemos que 





G 5 = 


7 

3125 


Observe que los numeradores de estas fracciones empiezan con 3 y se incrementan una 
unidad al pasar al siguiente termino. El segundo termino tiene numerador 4, el siguiente 
numerador es 5; en general, el n-esimo termino tendra como numerador n + 2. Los 
denominadores son las potencias de 5, de modo que a„ tiene por denominador 5". El 
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signo de los terminos es alternadamente positivo y negativo, por lo que es necesario 
multiplicar por una potencia de — 1 . En el ejemplo lb) el factor (—1)" significa que 
empieza con un termino negativo. Como aqul se busca iniciar con un termino positivo, 
usamos (— l) n ~\ o bien (— 1)" +1 . Por tanto 


Cln 


(- 1)- 1 


n + 2 
5" 


EJEMPLO 3 


En este caso hay algunas sucesiones que no tienen una ecuacion que las 
defina en forma simple. 

a) La sucesion {/;„}, donde p„ es la poblacion mundial el 1 de enero del ano n. 

b) Sea a„ el n-esimo dfgito en la expansion decimal del numero e, entonces {«„} es una 
sucesion bien definida cuyos primeros terminos son 


{7, 1,8, 2, 8, 1,8, 2, 8, 4,5,...} 

c) Las condiciones siguientes delinen en forma recursiva la sucesion de Fibonacci {/„} 
/l = 1 f 2 = 1 f,= f,-l + fi—2 «^3 


Cada uno de los terminos es la suma de los dos anteriores. Los primeros terminos son 

{1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21,...} 

Esta sucesion surgio cuando el matematico italiano del siglo xm, a quien se conoce 
como Fibonacci, resolvio un problema que se relacionaba con la crfa de conejos (vease 
ejercicio 83). 


0 

FIGURA 1 


o 4 

a \ a i a > l Una sucesion como la del ejemplo la), a„ = n/(n + 1), se puede representar dibujando 

j > sus terminos en una recta numerica como en la figura 1, o trazando la grafica como en la 

2 figura 2. Observe que, como una sucesion es una funcion cuyo dominio es el conjunto de 

los enteros positivos, su grafica consta de puntos aislados con coordenadas 


(l,«i) (2 ,a 2 ) (3, o 3 ) ... (n,a„) 


1 



De acuerdo con las figuras 1 o 2, parece que los terminos de la sucesion a„ = n/(n + 1) 
se aproximan a 1 cuando n es suficientemente grande. De hecho, la diferencia 

n 1 

1 = 

n + 1 n + 1 


1 2 3 4 5 6 7 


« se puede hacer tan pequena como se quiera al incrementar suficientemente n. Lo anterior se 
indica escribiendo 


FIGURA 2 

n 

fi'm = 1 

*-*» n + 1 


En general, la notacion 


lfm a„ = L 

n— »°o 


significa que los terminos de la sucesion {<7„} se aproximan a L cuando n se incrementa 
suficientemente. Observe que la definicion siguiente del limite de una sucesion es muy 
parecida a la definicion de limite de una funcion en el infinito dada en la seccion 2.6. 
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|T| Definicion Una sucesion {a,,} tiene el lfmite L y lo expresamos como 
lfm a„ = L o a n — > L cuando n^>°° 

n—> oo 

si podemos hacer que los terminos a„ se aproximen a L tanto como se quiera tomando 
n lo suficientemente grande. Si lfm,,-*™ a„ existe, se dice que la sucesion converge (o 
que es convergente). De lo contrario, se dice que la sucesion diverge (o es divergente). 


En la figura 3 se ilustra la definicion 1 mostrando las graficas de dos sucesiones que 
tienen como lfmite L. 


FIGURA 3 

Graficas de dos 
sucesiones con 
lfm a n = L 

n - * co 


a n 

a„, 




• ' • • 


L 


0 

n 0 

n 


Una version mas precisa de la definicion 1 es como sigue. 


Compare esta definicion con la definicion 2.6.7. 


2 Definicion Una sucesion {a„} tiene el lfmite L y lo expresamos como 
lfm a„ = L o bien a„ — > L cuando n — > 

n — >°o 

si para todo e > 0 hay un correspondiente entero N tal que 

si n > N entonces I a„ — L I < e 


La definicion 2 se ilustra mediante la figura 4, en la cual los terminos a i, ai, ih ,.. . se 
localizan sobre una recta numerica. No importa que tan pequefio se elija un intervalo 
(L — b, L + e), existe una N tal que todos los terminos de la sucesion desde fljv+i en 
adelante deben estar en ese intervalo. 


FIGURA 4 


U W+1 U N+ 2 


L — £ 


L + e 


Otra ilustracion de la definicion 2 es la figura 5. Los puntos sobre la grafica de {a,} 
deben estar entre las rectas horizontales y = L + syy = L — s si n > N. Esta imagen 
debe ser valida, sin importar que tan pequeno se haya escogido e, pero usualmente se 
requiere un valor de e mucho muy pequeno y un valor de N mucho muy grande. 


y. 

. ' ' . y=L+e 

L 




• y=L—e 

0 

12 3 4 

N 

n 


FIGURA 5 
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Si comparamos la definicion 2 con la definicion 2.6.7 veremos que la unica diferencia 
entre lfrn„ >00 a n — L y lfrn x ->,/(x) = L es que se requiere que n sea un entero. En este 
sentido se tiene el siguiente teorema, ilustrado en la figura 6. 


lfm 


Teorema Si lfm x 

1 — ^00 fj ~~ l . 


■ f{x) = L y /(«) = a„ cuando n es un entero, entonces 



En particular, puesto que ya sabemos que lfm v ^. x (\/x') = 0, cuando r > 0 (teorema 
2.6.5), se tiene 


s 


1 

lfm — - = 0 si r > 0 

n —>°° n r 


Si a„ es muy grande cuando n es muy grande, usamos la notacion lfm„ a„ = °°. La 
siguiente definicion precisa es parecida a la definicion 2.6.9. 


5 Definicion lfm„^»a„ = 00 significa que para todo numero positivo M existe un 
entero N tal que 

si n > N entonces a„> M 


Si lfm„ >oc a„ — 00, entonces la sucesion {a„} es divergente pero de una manera especial. 
Se dice que {«„} diverge a 00. 

Las leyes de los lfmites dadas en la seccion 2.3 tambien se cumplen para los lfmites de 
sucesiones y sus demostraciones son similares. 


Leyes de los lfmites para las sucesiones 


Si {a,,} y {/;„ } son sucesiones convergentes y c es una constante, entonces 
lfm ( a„ + b„) = lfm a„ + lfm b„ 


n — >00 n— »°° 


lfm (a„ — b„) = lfm a„ — lfm b„ 


CQ,,i 

c lfm a„ 

n — >00 

(a„b„) 

= lfm a , 

n— 

a„ 

lfm a„ 

n — >00 

b„ 

lfm b„ 


n — > 00 

a£ = ^ 

lfm a„ j P 


lfm c = c 


si lfm b„ # 0 
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El teorema de la compresion tambien se puede adaptar a las sucesiones como sigue (vease 
figura 7). 


El teorema de la compresion para sucesiones 


Si a„ -S b n 


c„ para n 5= n„ y h'm a„ = lfm c„ = L, entonces lfm b„ = L. 

n — n — >oo n— o 



* C n 



b„' 1 

\ : i .• 1 1 1 » 


•a„ 


0 

n 


FIGURA 7 

La sucesion {fo„} esta comprimida 
entre las sucesiones {a„} y {c„}. 


Otro hecho util respecto a los lfmites de sucesiones se evidencia en el teorema siguiente 
cuya demostracion se deja para el ejercicio 87. 


|~6~| Teorema 


Si lfm | a„ | = 0, entonces lfm a n = 0. 

n — n — 


EJEMPLO 4 


Determine lfm — 

»-»“ n + 1 


SOLUCION El metodo es similar al que usamos en la seccion 2.6: dividir tanto el 
numerador como el denominador entre la potencia mas alta de n del denominador y 
luego aplicar las leyes de los lfmites. 


Esto demuestra que la conjetura que hicimos 
antes a partir de las figuras 1 y 2 era correcta. 


lfm = lfm 

<■-» 00 77 + 1 n -»°° 1 

1 + - 
77 


lfm 1 

n — »co 


1 

lfm 1 + lfm — 

n-»oo „->co n 


_J 

1 + 0 


Aquf usamos la ecuacion 4 con r = 1 . 


EJEMPLO 5 


La sucesion a„ = 


( : ,es convergente o divergente? 


\/l0 + 77 

SOLUCION Como en el ejemplo 4, dividimos el numerador y el denominador entre n: 

1 


lfm 


VlO + 77 


= lfm 


10 

CT" 


porque el numerador es una constante y el denominador se aproxima a cero, asf que {«„} 
es divergente. 


EJEMPLO 6 


In 77 

Determine lfm . 

(1^00 77 


SOLUCION Observe que tanto el numerador como el denominador tienden a infinito 
cuando n — » °°. No se puede aplicar directamente la regia de 1’ Hospital porque no se 
aplica a sucesiones, sino a funciones de una variable real. Sin embargo, se puede aplicar 
la regia de 1’ Hospital a la funcion relacionada/(x) = (In x)/x y obtener 


In x l/x 

lfm = lfm = 0 

*->» x 1 


Por tanto, de acuerdo con el teorema 3 
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EJEMPLO 7 


Determine si la sucesion a„ = ( — 1)" es convergente o divergente. 


SO LUC I ON Si escribimos algunos terminos de la sucesion obtenemos 


T i ; ; ; 1 1 1 r, {-i, i,-i, i,-i, i,-i,...} 

La grafica de esta sucesion se muestra en la figura 8. Como los terminos oscilan entre 1 
y — 1 en forma infinita, a„ no se aproxima a ningun numero. Por tanto, lfm„ _»«, (— 1)' ! no 
FIGURA 8 existe; la sucesion {( — 1)"} es divergente. 


La grafica de la sucesion del ejemplo 8 
se muestra en la figura 9 y apoya nuestra 
respuesta. 


1 -- 


EJEMPLO 8 


(- 1 )" 

Evalue lfm si este existe. 


SOLUCION Primero calculamos el lfmite del valor absoluto: 


lfm 


(-D" 


= lfm — = 0 

< 1 -» C 0 n 


0 



Por tanto, de acuerdo con el teorema 6, 


lfm 

n — »co 


(-D 

n 


= 0 


_! El siguiente teorema dice que si acoplamos una funcion continua a los terminos de una 

sucesion convergente, el resultado tambien es convergente. La demostracion se deja para 
FIGURA 9 el ejercicio 88. 


Creando graficas de sucesiones 

Algunos sistemas algebraicos computarizados 
contienen comandos especiales que permiten 
crear sucesiones y dibujarlas directamente. Sin 
embargo, con la mayorla de las calculadoras 
para trazar graficas se pueden dibujar 
sucesiones usando ecuaciones parametricas. 
Por ejemplo, la sucesion del ejemplo 10 se 
puede dibujar introduciendo las ecuaciones 
parametricas 


x = t y = t\/t' 

y dibujando en el modo punto [dot mode), 
iniciando con t = 1; se establece el f-esimo 
paso igual a 1. El resultado se muestra en la 
figura 10. 


1 



FIGURA 10 


p7~| Teorema Si lfm a„ = L y la funcion/es continua en L, entonces 

lfm f(a n ) =f(L) 


EJEMPLO 9 


Encuentre lfm sen(7r/«). 

n— >o° 

SOLUCION Como la funcion seno es continua en 0, el teorema 7 nos permite escribir 


lfm sen(7r/n) = sen! lfm (ir/n) I = sen 0 = 0 


□ 


EJEMPLO 10 


Analice la convergencia de la sucesion a„ = n\/n", donde 


n! = 1-2-3 n. 


SOLUCION Tanto numerador como denominador se aproximan al infinito cuando n — * °°, 
pero no cabe utilizar la regia de LHospital (x! no esta definida cuando x no es un numero 
entero). Escribamos algunos terminos para ver si es posible intuir que pasa con a„ 
cuando n es muy grande: 


Cl i = 1 


Cl 2 — 


1 • 2 
2 ■ 2 


a 3 = 


1-2-3 

3-3-3 


8 


1-2-3 n 

n • n • n n 


Esta expresion y la grafica de la figura 10 sugieren que los terminos estan decreciendo 
y parecen aproximarse a cero. Para confirmar esto, observe de la ecuacion 8 que 

l/2*3 n 

&n I 

n \n • n n 
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Observe que la expresion entre parentesis es a lo mas 1 porque el numerador es menor que 
(o igual) al denominador. Asf que 


1 

0 < a„ *£ — 

n 


Sabemos que \/n 0 cuando n — » asf que a„ — > 0 cuando n — » 00 por el teorema de 

la compresion. 


El 


EJEMPLO 11 


■.Para que valores de r es convergente la sucesion {r"}? 


SOLUCION Sabemos, por la seccion 2.6 y las graficas de las funciones exponenciales de 
la seccion 1.5, que lfm*-.,* a x = 00 para a > 1 y lfm*. >.* a x = 0 para 0 < a < 1. Por 
tanto, si hacemos a = r y usamos el teorema 3 tenemos 


Es obvio que 


lfm r" = 



si r > 1 
si 0 < r < 1 


lfm 1" = 1 y lfm 0" = 0 

n — >°° n — 


Si — 1 < r < 0, entonces 0 < | r| < 1, de modo que 

lfm I r" I = lfm I r I" = 0 


y, por tanto, lfm„ r" = 0 de acuerdo con el teorema 6. Si r ^ —1, entonces {r"} 
diverge como en el ejemplo 7. En la figura 1 1 se ilustran las graficas de varios valores de 
r. (El caso de r = — 1 se muestra en la figura 8.) 


FIGURA 11 

La sucesion a n = r n 


“n 

a n 



r > 1 _ 



1 

[ -1 < r < 0 


r = l 0 

. * n 

1 



0 

1 ^ n 

1 0 < r < 1 

T<~ 1 ■ 


Los resultados del ejemplo 1 1 se resumen para uso futuro como sigue: 


9 La sucesion {/-"} es convergente si — 1 < r ^ 1 y divergente para todos los otros 
valores de r. 


lfm r" 

rt— » oo 


ft) si — 1 < r < 1 
Jl si r = 1 


[To~| Definicion Una sucesion {a,,} se llama creciente si a„ < a„+ 1 , para toda n ^ 1, es 
decir, a t < a 2 < ih < Si a„ > a „ , i para toda n 5* 1 se denomina decreciente. Una 
sucesion es monotona si es creciente o decreciente. 
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EJEMPLO 12 


La sucesion 



es decreciente porque 


El lado derecho es menor porque tiene un 
denominador mayor. 


> 


n + 5 (n + 1) + 5 n + 6 
y, por tanto, a„ > a„+ 1 , para toda n 3= 1. 


EJEMPLO 13 


Demuestre que la sucesion a„ = 


n 2 + 1 


es decreciente. 


SOLUCION 1 Debemos demostrar que a n + 1 < a„, es decir, 

n + 1 n 

< 


(n + l) 2 + 1 n 2 + 1 

Esta desigualdad es equivalente a la obtenida por multiplicacion cruzada: 


n + 1 n 

< 


(n + l) 2 + 1 n 2 + 1 


{n + 1 )(n 2 + 1) < n[(n + l) 2 + 1] 
n 3 + n : + n + 1 < n 3 + 2 rv + 2 n 


1 < n~ + n 


Puesto que n 3= 1, sabemos que la desigualdad n 1 + n > I es verdadera. Por tanto, a„+i < a„ 
y tambien que {«„} es decreciente. 

x 

SOLUCION 2 Considere la funcion f{x) = — — : 

x + 1 

x 2 + 1 — 2j\r 1 — x 1 , 

f W = ( x 2 + ^2 = ( x 2 + ^2 < 0 siempre que x > 1 

En estos terminos,/es decreciente sobre (1, oo) asf que/(n) >f(n + 1), por tanto {a,,} es 
decreciente. 


[Tl~| Definicion Una sucesion {a,} esta acotada por arriba si existe un numero M tal 


que 


a„ =£ M para toda n 1 
Esta acotada por abajo si existe un numero m tal que 

m a„ para toda n S* I 

Si esta acotada por arriba y por abajo, entonces {a,} es una sucesion acotada. 


Por ejemplo, la sucesion a„ = n esta acotada por abajo (a„ > 0), pero no por arriba. La 
sucesion a„ = n/(n + I ) esta acotada porque 0 < a„ < 1 para toda n. 

Sabemos que no toda sucesion acotada es convergente [por ejemplo, la sucesion 
a„= (—1)" satisface —1 =£ a„ ^ 1, pero es divergente del ejemplo 7] y no toda 
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sucesion monotona es convergente (a„ = n — > °°). Pero si una sucesion es tanto acotada 
como monotona, entonces tiene que ser convergente. Este hecho se demuestra en la forma 
del teorema 12, pero intuitivamente se entiende por que es cierto viendo la figura 12. Si 
{«„} es creciente y a„ =£ M para toda n, entonces los terminos estan forzados a juntarse y 
aproximarse a un numero L. 


FIGURA 12 


M 






L 



0 

1 2 3 

n 


La demostracion del teorema 12 se apoya en el axioma de completez para el conjunto 
[R de los numeros reales, que dice que si S es un conjunto no vacio de numeros reales que 
tiene una cota superior M (x =£ M para toda x en S), entonces S tiene una minima cota 
superior b. (Esto significa que b es una cota superior para S, pero si M es cualquier otra 
cota superior, entonces b =S M.) El axioma de completez expresa el hecho de que la recta 
de los numeros reales no tiene brechas o agujeros. 


12 Teorema de la sucesion monotona 


convergente. 


Toda sucesion acotada y monotona es 


DEMOSTRACION Suponga que {a,,} es una sucesion creciente. Puesto que {a,,} esta acotada, 
el conjunto S = {a„\n 1} posee una cota superior. De acuerdo con el axioma de 

completez, tiene una minima cota superior L. Dado e > 0, L — e no es una cota superior 
para S (puesto que L es la minima cota superior). Por tanto, 

a N > L — e para algun entero N 

Pero la sucesion es creciente de modo que a n 5* a N para toda n > N. En estos terminos, 
si 77 > N 


a„ L £ 

de manera que 0 =S L — a n < s 

puesto que a„ < L. Asi que, 

| L — a„ | < e siempre que n > N 


asi que hm„,* a„ — L. 

Una demostracion similar (aplicando la maxima cota inferior) funciona si {«„} es 
decreciente. 

La demostracion del teorema 12 demuestra que una sucesion que es creciente y acotada 
por arriba es convergente. (De igual manera, una sucesion decreciente que esta acotada por 
abajo es convergente.) Este hecho se aplica muchas veces al trabajar con series infmitas. 
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Con frecuencia, la induccion matematica se 
aplica cuando se trabaja con sucesiones 
recursivas. Vease pagina 76 donde se encuentra 
un analisis del principio de induccion 
matematica. 


En el ejercicio 70 se pide una demostracion de 
este hecho. 


EJEMPLO 14 


Investigue la sucesion {a,,} definida por la relation recursiva 


a i=2 a„ +1 ( a n + 6) para n = 1,2,3,... 


SOLUCION Para empezar se calculan los primeros terminos: 

a i — 2 A 2 = i(2 + 6) = 4 a3 = ^(4 + 6) = 5 

A 4 = 2(5 + 6) = 5.5 a 5 = 5.75 A6 = 5.875 


a 7 = 5.9375 


a 8 = 5.96875 a 9 = 5.984375 


Estos terminos iniciales hacen pensar que la sucesion es creciente y que los terminos se 
aproximan a 6. Para confirmar que la sucesion es creciente, utilizamos induccion 
matematica para demostrar que a „+ 1 > a„ para toda n 3= 1. Esto es cierto para n = 1 
porque ai = 4 > Ai. Si suponemos que se cumple para n = k, entonces tenemos 


de modo que 

y 

Por esto 


Afc+l > At 
At+1 + 6 > At + 6 
j(At+i + 6) > \ (ak + 6) 
At+ 2 > At+1 


Ya se dedujo que a„+i > a„ es cierta para n = k + 1. Por tanto, la desigualdad se cumple 
para toda n por induccion. 

Luego de verificar que {u„} esta acotada demostrando que a„ < 6 para toda n. (Puesto 
que la sucesion es creciente, sabemos que tiene una cota inferior: a„ 3= Ai = 2 para toda 
n.) Sabemos que a 1 < 6, de modo que la aseveracion es cierta para n = 1. Supongamos 
que se cumple para n = k. Entonces 

At < 6 

de este modo At + 6 < 12 

y \(a k + 6) < |(12) = 6 

As! que At+i < 6 

Esto demuestra, por induccion matematica, que a„< 6 para toda n. 

Como la sucesion {a„} es creciente y acotada, el teorema 12 garantiza que tiene un 
limite. El teorema no dice cual es el valor del Hmite, pero ahora que sabemos que 
L = lim„->/ a„ existe, podemos aplicar la relacion recursiva para escribir 

lfm a„ + 1 = 11m 7 (a„ + 6) = U lfm a„ + 6) = \(L + 6) 


Como a„ — > L, se infiere igualmente que a „ +1 —> L (tambien cuando n — » 00 , 
n + 1 —*■ 00 ). De este modo tenemos 

L = l(L + 6) 

AI resolver esta ecuacion para L, determinamos que L = 6, tal como se habfa predicho. 
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Ejercicios 

1. a) ^Que es una sucesion? 

b) ^Que significa decir que Um„^» a„ = 8? 

c) ^Que significa decir que lfm,,-** a„ = °o? 

2. a) ^Que es una sucesion convergente? De dos ejemplos. 
b) ^Que es una sucesion divergente? De dos ejemplos. 

3-12 Liste los primeros cinco terminos de la sucesion. 

2 n 3" 

3. a„ = — 4. a„ = 

n 1 + 1 1 + 2" 

( — 1)" 1 nir 

5. a„ = — — — 6. a„ = cos — 

1 „ (-!)”« 

7. a„ = — 8. a„ = 

(n + 1)! re! + 1 

9. ai = 1, a„ +l = 5a n - 3 

a n 

10. a\ = 6, a n + 1 = — 

n 

a n 

11. ai = 2, a n + 1 — — - 

1 + a n 

12. Q.\ 2, 0,2 ^re+1 @n &n — 1 

13-18 Encuentre una formula para el termino general a n de la 
sucesion, suponiendo que se mantenga el patron de los primeros 
terminos. 

13. {i,U,U,...} 

14. {1,-U,-^,...} 

15. {-3,2, -M } 

16. {5, 8, 11, 14, 17, . . .} 

17 Jl 4 9 16 25 1 

12’ 3> 4> 5 > 6 > • • -J 

18. {1,0, -1,0, 1,0, -1,0,...} 

19-22. Calcule, con una aproximacion de cuatro decimales, los 
primeros diez terminos de la sucesion y uselos para graficar a mano 
la sucesion. ^Parece tener llmite la sucesion? Si es asl, calculelo. Si 
no, explique por que. 

3re (-1)" 

19. a„ = — — 20. a„ = 2 + - 

1 + on n 

21. a„= 1 + (-{)” 22. a„ = 1 + ^ 


23-56 Determine si la sucesion converge o diverge. Si converge, 
encuentre el llmite. 


23. a n = 1 — (0.2)" 
3 + 5 n 2 


25. a„ = 


n + n 2 


= a 1 /" 


27. a„ = e 


29. a„ = tan 


31. a n = 


2 mr 
1 + 8re 


33. a„ = 


Vre 3 + 4 n 

(-i r 


2 yfn 

35. a„ = cos(re/2) 
(2 n — 


37. 


39. 


-1 

DU 

?" + e n \ 

e ln - 1 J 


41. {n 2 e-"} 

c.< 

43. a„ = 


24. a„ = 


26. a„ = 


28. a„ = 


30. a„ = 


re 3 + 1 
re 3 

n + 1 
3 " +2 


72+1 
97 ! + 1 


32. a„ = e 2n/(n+2) 

34. a„ = 7=- 

n -t- 

36. a„ = cos(2 /n) 

, In 77 

38. 


In 2n 

tan _1 77 


2 " 


45. a n = n sen(l/7i) 


47. a„ = ( 1 + - 
« 


49. a„ = ln(272 2 4- 1) — ln(72 2 + 1) 

(in 7 1 ) 2 

50. a„ = 

n 

51. a„ = arctan(ln n) 

52. a„ = 72 — yjn + 1 Jn + 3 

53. {0, 1,0, 0, 1, 0, 0, 0, 1, . . . } 

M n 1111111 l 
■ ll> 3> 2i 4i 3> 5> 4> 6’ • • -J 


40. a„ = 

77 

42. a„ = ln(7! + 1) — In 72 
44. a„ = {/2 1+3n 
46. a„ = 2 _ "cos tut 
sen 2n 


48. a„ = 


1 + sfn 


Se requiere calculadora graficadora o computadora 


1. Tareas sugeridas disponibles en stewartcalculus.com 
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55. ci„ 


n! 

2 " 


56. a„ 


(-3 y 

n\ 


^ 57-63 Con la ayuda de una grafica de la sucesion, establezca si esta 
es convergente o divergente. Si la sucesion es convergente, 
conjeture el valor del lfmite a partir de la grafica y luego demuestre 
su conjetura. (Vea la nota al margen de la pagina 695 relacionada 
con la advertencia sobre las graficas de sucesiones.) 


CJ1 

a 

II 

1 + (—2/e)" 

58. a„ 


/ 3 + 2m * 1 2 3 


59. a n = 

y 8m 2 + m 

60. a„ 


4n sen(7 r/i/n) 
V3" + 5” 


62. fl„ 


1-3-5 (2m - 1) 

n! 


63. a n 


1-3-5 (2 n - 1) 

(2m)" 


64. a) Determine si la sucesion definida como sigue es convergente 

o divergente: 

ai = 1 a„+i = 4 — a„ para n 3= 1 

b) f,Que ocurre si el primer termino es Oi = 2? 

65. Si se invierten 1000 dolares a 6% de interes compuesto 
anualmente, entonces n anos despues la inversion tiene un valor 
de a„ = 1000(1.06)" dolares. 

a) Determine los primeros cinco terminos de la sucesion {a„}. 

b) ^La sucesion es convergente o divergente? Explique. 

66 . Si se depositan 100 dolares al final de cada mes en una cuenta 
que paga 3% de interes al ano capitalizado mensualmente, la 
cantidad de interes acumulado despues de n meses esta dada 
por la sucesion 


/„ = 100 


1.0025" - 1 
0.0025 



a) Encuentre los primeros seis terminos de la sucesion. 

b) ^Cuanto interes habra obtenido despues de dos anos? 

67. En una granja pisctcola se tienen 5 000 bagres en su estanque 
de crtas. El mimero de bagres aumenta en 8% al mes y el 
productor cosecha 300 bagres al mes. 

a) Demuestre que la poblacion P„ de bagres despues de n 
meses esta dada periodicamente por 

P„ = 1.081?,-i - 300 P 0 = 5000 

b) ^Cuantos bagres hay en el estanque despues de seis meses? 


68 . Determine los primeros 40 terminos de la sucesion definida por 

)\a„ si a„ es un numero par 

a "+ 1 J r\ | . 

|^3fl„ + 1 si a „ es un numero impar 

y a\ = 11. Haga lo mismo si = 25. Conjeture respecto al 
tipo de sucesion. 

69. ^Para que valores de r converge la sucesion {nr"}2 

70. a) Si {a„} es convergente, demuestre que 

ltm a„ +1 = ltm a„ 

n — >°° n—>°° 

b) Una sucesion {a„} se define por ai = 1 y a„+i =1/(1 + a„) 
para n S= 1 . Si suponemos que {a„} es convergente, calcule 
su ltmite. 

71. Suponga que sabemos que { a„ } es una sucesion decreciente y 
que todos sus terminos estan entre los numeros 5 y 8. Explique 
por que la sucesion tiene un ltmite. ^Que puede decir respecto 
al valor del ltmite? 


72-78 Determine si la sucesion es creciente, decreciente o es no 
monotona. ^,Esta acotada la sucesion? 

72. a„ = (— 2)" +1 


1 


73. a„ = 

2m + 3 
75. a„ = n(— 1)" 
n 

77. ^ “ ~ 

M” + 1 


2m - 3 

74. a„ = 

3m + 4 

76. a„ = ne~" 

1 

78. a„ = n H 

M 


79. Encuentre el ltmite de la sucesion 

{V2, VV2, V 2 V 2 V 2 , • ■ •} 

80. Una sucesion {a„} esta dada por a\ = yjl a„ +1 = + a„ . 

a) Mediante induccion u otro metodo, demuestre que {a„} es 
creciente y que su cota superior es 3. Aplique el teorema de 
sucesion monotona para demostrar que ltm„^«, a„ existe. 

b) Determine ltm„^« a„. 

81. Demuestre que la sucesion definida por 

1 

a i = l a n+ 1 = 3 

a„ 

es creciente y a„ < 3 para toda n. Deduzca que {a„} es 
convergente y encuentre su ltmite. 

82. Demuestre que la sucesion definida por 

1 

0 1 — 2 a „+ 1 — — 

3 — a„ 

satisface 0 < a„ 2 y es decreciente. Deduzca que la sucesion 
es convergente y encuentre su ltmite. 
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83. a) Fibonacci planted el problema siguiente: Suponga que los 

conejos viven toda la vida, que cada mes todas las parejas 
tienen un nuevo par de conejitos, los cuales empiezan a ser 
productivos a la edad de dos meses. Si empieza con una 
pareja de recien nacidos, ^cuantas parejas de conejos tendra 
en el n-esimo mes? Demuestre que la respuesta es /„, 
donde {/'„} es la sucesion de Fibonacci que se define en 
el ejemplo 3 c). 

b) Sea a„ =f r +i/f n demuestre que a„_, = 1 + 1 /a n - 2 . 

Suponiendo que {a,,} es convergente, determine su lfmite. 

84. a) Sea a i = a, a 2 =f(a), a 3 =f(a 2 ) = /(/(a)),. . . , a„+i =f(a„), 

donde/es una funcion continua. Si lfm„^«, a„ = L, 
demuestre que/(L) = L. 

b) Ilustre el inciso a) haciendo/(jt) = cos x, a = 1, y 
estimando el valor de L con una aproximacion de cinco 
cifras decimales. 

85. a) Mediante una grafica, deduzca el valor del lfmite 


91. Sean ay b numeros positivos con a> b. Sea a 2 la media 
aritmetica y bi la media geometrical 


a + b 


Cl\ — ■ 


b\ = yfab 


Repita el proceso de rnodo que, en general 
a n + b n 


&n+l 


b,i+\ — V a„b„ 


a) Mediante la induction matematica demuestre que 

a„ > a „+ 1 > b „+ 1 > b„ 

b) Deduzca que tanto {a„} como {&„} son convergentes. 

c) Demuestre que lfm„^=c a„ = lfm„_>«i b„ . Gauss llamo 
al valor comun de estos lfmites la media aritmetica- 
geometrica de los numeros ay b. 


lfm — 
n \ 

b) Con una grafica de la sucesion del inciso a) calcule los 
valores mas pequenos de N que corresponden a e = 0.1 
y e = 0.001 en la definicion 2. 


92. a) Demuestre que si lfm,,^* a 2 „ = L y lfm„_» 0 D a 2 „+i = L, 
entonces {«„} es convergente y lfm„^„ a„ = L. 
b) Si fli = 1 y 


a, ,+i — 1 + 


1 

1 + a„ 


86 . Aplique directamente la definicion 2 para demostrar que 
lfm„^„ r" = 0 cuando |r| < 1. 

87. Demuestre el teorema 6. 


calcule los primeros ocho terminos de la sucesion {a„}. Luego 
use el inciso a) para demostrar que lfm„^» a n = y/l. Esto da 

el desarrollo en fraccion continua 


[Sugerencia: utilice la definicion 2 o el teorema de la 
compresion.] 

88 . Demuestre el teorema 7. 


y[2 — 1 + 


2 + 


2 + 


89. Demuestre que si lfm„^» a„ = 0 y {&„} es acotada, entonces 
lfm„^o= (a„b„) = 0. 


93. El tamano de una poblacion inalterada de peces se ha modelado 
mediante la formula 


1 V 


90. Sea a„ = ^ 1 + 

a) Demuestre que si 0 =S a < b, entonces 

b n +i _ a n + 1 


b — a 


< (n + 1 )b" 


b) Deduzca que b"[(n + l)a — nb] < a" +1 . 

c) Utilice a = 1 + 1 /{n +\)yb=\ + \/n del inciso b) para 
demostrar que {a„} es creciente. 

d) Use a = lyb=l + l/(2n) en el inciso b) para demostrar 
que a 2 „ < 4. 

e) Mediante los incisos c) y d) demuestre que a„ < 4 para 
toda n. 

f) Utilice el teorema 12 para demostrar que lfm„^ (1 + 1 /ri) n 
existe. (El lfmite es e. Vease la ecuacion 3.6.6.) 


bp„ 

Pn + l = — 

a + p„ 

donde p„ es la poblacion de peces despues de n anos, y a y 
b son constantes positivas que dependen de las especies y su 
medio ambiente. Suponga que la poblacion en el ano 0 es 
p a > 0. 

a) Demuestre que si {p,,} es convergente, entonces los unicos 
valores posibles de este lfmite son 0 y b — a. 

b) Demuestre que p n+2 < (b/a)p„. 

c) Mediante el inciso b) demuestre que si a > b, entonces 
lfm„^» p„ = 0; en otras palabras, la poblacion muere. 

d) Ahora suponga que a < b. Demuestre que si p 0 < b — a, 
entonces {p„} es creciente y 0 < p„< b — a. Demuestre que 
si p 0 > b — a, entonces {p„} es decreciente y p n > b — a. 
Deduzca que si a < b, entonces lfm„^„ p„ = b — a. 
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M SUCESIONES LOGISTICAS 


Una sucesion que surge en ecologla como un modelo para el crecimiento poblacional se define por 
medio de la ecuacion logistica en diferencias 


donde p„ mide el tamano de la poblacion de la n-esima generation de una sola especie. Para 
mantener manejables los numeros, p„ es una fraction del tamano maximo de la poblacion, de 
modo que 0 =£ p n =£ 1 . Observe que la forma de la ecuacion es similar a la ecuacion diferencial 
logistica de la seccion 9.4. El modelo discrete, con sucesiones en lugar de funciones continuas, es 
preferible para modelar las poblaciones de insectos, donde el apareamiento y la muerte ocurren de 
un modo periodico. 

Un ecologista se interesa en predecir el tamano de la poblacion a medida que el tiempo avanza, 
y plantea estas preguntas: ^se estabilizara en un valor llmite?, ^cambiara de manera clclica?, o 
bien, ^mostrara un comportamiento aleatorio? 

Escriba un programa para calcular los n primeros terminos de esta sucesion con una poblacion 
inicial p 0 , donde 0 < p 0 <1. Con este programa efectue lo siguiente: 

1. Calcule 20 o 30 terminos de la sucesion para p 0 = \ y para dos valores de k tales que 
1 < k < 3. Grafique cada sucesion. <?Parecen converger? Repita para un valor distinto 
de p 0 entre 0 y 1 . y ,E1 llmite depende del valor elegido de p 0 ? yDepende del valor 
elegido de k? 

2. Calcule terminos de la sucesion para un valor de k entre 3 y 3.4 y dibujelos. ^Que observa 
con respecto al comportamiento de los terminos? 

3. Experimente con valores de k entre 3.4 y 3.5. ^Que sucede con los terminos? 

4. Para valores de k entre 3.6 y 4, calcule y dibuje por lo menos 100 terminos y comente 
el comportamiento de la sucesion. ^Que sucede si cambia p 0 por 0.001? Este tipo de 
comportamiento se llama caotico y lo muestran poblaciones de insectos bajo ciertas 
condiciones. 


SAC Se requiere sistema algebraico computarizado 


lA que nos referimos cuando expresamos un numero como decimal infinito? Por ejemplo, 
que significa escribir 


La convention que hay detras de nuestra notacion decimal es que cualquier numero se 
puede escribir como una suma infinita. Aqul, el significado es que 


P*+i = kp„{ 1 - p„) 



Series 


El actual record de tt ha sido calculado con 
2576980370000 decimales (mas de dos 
trillones) de lugares decimales por T. Daisuke y 
su equipo. 


7 t = 3.14159 26535 89793 23846 26433 83279 50288 . . . 



4 1 

+ 



10 


5 9 2 6 5 

lo 7 + To 7 + To 7 + To 7 + To 7 


donde los puntos suspensivos (. . .) indican que la suma continua por siempre y que cuantos 
mas terminos agreguemos, estaremos mas cerca del valor verdadero de tt. 
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En general, si tratamos de sumar los terminos de una sucesion infinita {a „} ” =1 , obte- 
nemos una expresion de la forma 


□ 


d\ + ci2 + a 3 + • ■ • + a „ + ■ • ■ 


que se denomina serie infinita (o solo serie) y se denota con el sfmbolo 


2 O dn 

n= 1 


Pero, ^ tiene sentido hablar de suma de un infinito de terminos? 
Serfa imposible encontrar la suma finita de la serie 


1+2 + 3+ 4 + 5 + -- -+ U + -- - 


porque si empezamos a sumar los terminos, obtenemos sumas acumulativas 1, 3, 6, 10, 15, 
21, . . . y despues del «-esimo termino, llegamos a n(n + l)/2, lo cual resulta muy grande 
cuando n se incrementa. 


n 

Suma de los primeros n terminos 

1 

0.50000000 

2 

0.75000000 

3 

0.87500000 

4 

0.93750000 

5 

0.96875000 

6 

0.98437500 

7 

0.99218750 

10 

0.99902344 

15 

0.99996948 

20 

0.99999905 

25 

0.99999997 


Sin embargo, si empezamos por sumar los terminos de la serie 

111111 1 

— + — + — + — + — + — + • • • + — + ■ • • 

2 4 8 16 32 64 2" 

obtenemos *,|,|,||,p,^,...,l — 1/2", ... En la tabla se puede ver que cuando se 
suman mas y mas terminos, estas sunws pdrcidles se vuelven mas y mas cercanas a 1 . 
(Vease tambien la figura 11 en un Previo dl cdlculo en la pagina 6.) De hecho, al sumar 
suficientes terminos de la serie es posible hacer que las sumas parciales sean tan cercanas 
a 1 como se quiera. Asr que es razonable decir que la suma de esta serie infinita es igual a 
1 y escribir 


i 


2 " 


2 



+ 



■ ■ ■ = 1 


Usaremos una idea similar para determinar si una serie general |T] tiene o no tiene 
suma. Consideremos las sumas parciales 


Sl = di 


S2 — d\ ~t~ d 2 


S3 — di + d2 d2 


S4 — dt ~t~ d2 d3 ~t~ d4 


y, en general, 


S„ = dl + d 2 + di + ■ ■ ■ + d n = ^ dj 

i= 1 

Estas sumas parciales forman una nueva sucesion {s„}, la cual puede tener o no tener un 
limite. Si s„ = s existe (como un numero finito), entonces, como en el ejemplo 

anterior, se llama suma de la serie infinita X a„. 
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Definicion 


suma parcial: 


Dada una serie 2"-i a„ = a\ + a 2 + a 3 + ■ ■ ■ , sea s n la n-esima 


n 

s n = ^ cij = ci i + ci2 + • • • + a n 
1=1 

Si la sucesion {s n } es convergente y lim^oo s n = s existe como un numero real, enton- 
ces la serie Z a n se dice convergente y se escribe 


d\ “1“ * * ' “1“ Cl n + * * * — S O 


Cln S 

n= 1 


El numero s se llama suma de la serie. Si la sucesion {s„} es divergente, entonces la 
serie es divergente. 


Compare con la integral impropia 

J | f(x) dx = h'm J'/M dx 

Para determinar esa integral se integra desde 1 
hasta / y despues se hace que t — » En el 

caso de series, se suma desde 1 hasta n y 
despues se hace que n — » °o. 


Asf, la suma de una serie es el limite de la sucesion de sumas parciales. Asf, cuando 
escribimos 2”=i a„ = s, queremos decir que al sumar suficientes terminos de la serie 
podemos llegar tan cerca como queramos al numero s. Observe que 


^ a„ = lim 2 a ' 

n= 1 i=l 


EJEMPLO 1 


Supongamos que sabemos que la suma de los primeros n terminos de la 


serie 2«=i a„ es 


S„ — Q\ + Cl2 + ■ ■ • + a n 


2 n 

3n + 5 


Entonces la suma de la serie es el limite de la sucesion {.v„}: 


2 

n= 1 


2 n 

a n = lim s„ = lim 

n-s-co n-» CO 3n + 5 


lim 

n— » oo 



2 

3 


En el ejemplo 1 estamos dando una expresion para la suma de los primeros n terminos, 
pero usualmente no es facil encontrar tal expresion. Sin embargo, en el ejemplo 2, nos 
topamos con una famosa serie para la cual podemos encontrar una formula explicita 
para s„. 


EJEMPLO 2 


Un importante ejemplo de una serie infinita es la serie geometrica 


a + ar + ar 2 + ar 3 + • ■ ■ + ar" 1 + • ■ • = 2 ar " 1 a ¥= 0 

n= I 

Cada termino se obtiene a partir del termino precedente multiplicandolo por la razon 
comun r. (Ya hemos considerado el caso especial cuando « = 2 >' r = 2 de la pagina 
704.) 

Si r = 1, entonces 5„ = a + fl + ••• + a = na ^ ±°°. Puesto que lim„^co s„ no 
existe, la serie geometrica diverge en este caso. 

Si r 1, tenemos 


s„ = a + ar + ar 2 + • ■ ■ + ar" 1 

ar + ar 2 + • ■ • + ar"~ 2 + ar" 


y 


rs, 
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La figura 1 proporciona una demostracion 
geometrica del resultado del ejemplo 2. Si los 
triangulos se construyen como se indica y s es 
la suma de la serie, entonces, por triangulos 
semejantes 

s a a 

— = por lo que s = 

a a — ar 1 — r 



a 


FIGURA 1 


En palabras: la suma de una serie geometrica 
convergente es 

primer termino 
1 — razon comun 


(Que se quiere realmente decir cuando 
afirmamos que la suma de la serie del ejemplo 
3 es 3? Naturalmente, no podemos sumar un 
infinito de terminos uno mas uno. Pero, de 
acuerdo con la definicion 2, la suma total es el 
limite de la sucesion de sumas parciales. De 
este modo, al efectuar la suma de suficientes 
terminos, nos acercamos tanto como queramos 
al numero 3. La tabla muestra las primeras diez 
sumas parciales s„ y en la grafica de la figura 2 
se ilustra como la sucesion de las sumas 
parciales se aproxima a 3. 


Al restar estas ecuaciones obtenemos 

s„ ~ 

a 


rs„ 


s„ 


= a — ar" 

o(l — r") 
1 — r 


Si — 1 < r < 1, sabemos de (1 1.1.9) que r„ — > 0 cuando n asf que 
a( 1 — r n ) a 


Ifni s„ = lfm 


1 - r 


1 — r 1 — r n- 


lfm r" = 


1 - r 


Asf, cuando |r| < 1, la serie geometrica es convergente y su suma es a/( 1 — r). 

Si r < — 1 o bien, r > 1, la sucesion jr"} es divergente de acuerdo con (11.1.9) y de 
ese modo, segun la ecuacion 3, lfm„ ,s„ no existe. Por tanto, la serie geometrica 
diverge en esos casos. 


Los resultados del ejemplo 2 se resumen como: 


|~4~| La serie geometrica 

2 ar n ~' = a + ar + ar 2 + • • • 

n - 1 

es convergente si | r \ < 1 y su suma es 

Vt I ^ li 

^ ar" 1 = r < 1 

n= I 1 - r 

Si | r | 3= 1, la serie geometrica es divergente. 


□ 


EJEMPLO 3 


Calcule la suma de la serie geometrica 


10 , 20 _ 40 , 
3 ' 9 27 


• 2 i i 2 

El primer termino es a = 5 y la razon comun es r = — j. Como r = 3 < 1, 
la serie es convergente por [4] y su suma es 


10 20 40 5 5 

+ E ■ ■ • — 7 TV — 5 — 3 

3 9 27 1 - (-|) f 


n 

Sn 

1 

5.000000 

2 

1.666667 

3 

3.888889 

4 

2.407407 

5 

3.395062 

6 

2.736626 

7 

3.175583 

8 

2.882945 

9 

3.078037 

10 

2.947975 


FIGURA 2 
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Otra manera de identificar a y r es escribir los 
primeros terminos. 

4 + f + !+■•■ 


1139 En Module 1 1 .2 se explora una serie que 
depende de un angulo 0 en un triangulo y 
permite ver que tan rapido converge la serie 
cuando varia 0. 


EJEMPLO 4 


La serie 2 2 2,1 3 1 n t yes convergente o divergente? 


SOLUCION Escribamos el »-esimo terminer de la serie en la forma ar" 


2 2 2 "3'-" = 2 (2 2 )"3-("- 1 ) = 2 — = 2 4(1) 

n— 1 n= 1 n = 1 -4 n= 1 


4 \ n ~ 1 


Identificamos esta serie como una serie geometrica con fl = 4 y r = ,. Como r > 1 , la 
serie diverge, de acuerdo con [4| . 


13 

SOLUCION 


EJEMPLO 5 


Escribimos el numero 2.317 = 2.3171717 como una razon de enteros 


2.3171717... = 2.3 


17 

To 1 


+ 


17 

w 


17 

To 7 


+ 


Despues del primer termino tenemos una serie geometrica con a = 17/10 3 yr = 1/1 0 2 . 
Debido a esto, 


2.317 = 2.3 + 


17 

lO 7 


= 2.3 


+ 


17 

1000 

99 

100 


- — JL - 1147 

” To + 990 _ 495 


EJEMPLO 6 


Encuentre la suma de la serie Y x" ■ donde j x | < 1. 

n - o 


SOLUCION Observe que esta serie inicia con n = 0 y por eso el primer termino x°= 1. 
(En las series, se adopta la convencion de que x° = 1 aun cuando x = 0.) De este modo. 


2 x" = 1 + x + x 2 + x 3 + x 4 + ■ ■ ■ 

;i=0 

Esta es una serie geometrica con a = 1 y r = x. Puesto que | r| = | x \ < 1 , converge, y 
de acuerdo con [4] se tiene 


5 


2 x n = 

n=0 



EJEMPLO 7 


Demuestre que la serie 2 


1 


' es convergente, y determine su suma. 


^ ( I 1 \ 

n= i n(n + 1) 

SOLUCION Esta no es una serie geometrica, de modo que regresamos a la definicion de 
una serie convergente y calculamos las sumas parciales. 


j, 1 1 1 1 1 _ 

Sn hi(i+ 1) 1 • 2 + 2 • 3 + 3 • 4 + " ’ + n(n + 1) 

Esta expresion se puede simplificar utilizando la descomposicion en fracciones parciales 

_J J_ 1_ 

i(i +1) ; i + 1 
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Observe que los terminos se cancelan por pares. 
Este es un ejemplo de una suma telescopica 
Debido a las cancelaciones, la suma se colapsa 
(tal y como se colapsan los telescopios de los 
piratas), justamente en dos terminos. 


(Vease la section 7.4.) Asi tenemos que. 


Si. 


1 

i= 1 


_J 

i(i + 1) 



j + 1 


En la figura 3 se ilustra el ejemplo 7 y se 
muestra la grafica de la sucesion de terminos 
a n = 1 /n(n + 1) y la sucesion {s„} de sumas 
parciales. Observe que a„ — » 0 y s„ — » 1. 
Veanse los ejercicios 76 y 77, en donde se tratan 
dos interpretaciones geometricas del ejemplo 7. 



n + 1 


1 



. • ■ ’ {■«„} 


Kl 

0 

n 


FIGURA 3 


y de este modo lrm s„ = lim | 1 

n — n — >°° 

Por tanto, la serie dada es convergente y 

" 1 


n + 1 


= 1 


= 1 - 0=1 


Q 


EJEMPLO 8 


»=i n(n + 1) 


Demuestre que la serie armonica 


"1 111 

y -= i +-+-+- 

tin 2 3 4 


es divergente. 


SOLUCION Para esta serie particular, es conveniente considerar las sumas parciales S 2 , .v 4 , 
s», .s' 1 6, s 32 , . . . y demostrar que se hacen muy grandes. 


S2 = 1 + \ 

J 4 =l+^ + (5 + i) > l+^ + (i + i) = l+l 

Ss = 1 + \ + (| + J) + G + | + f + 1 ) 

> l+d + (i + i) + (i + i + I + l) 


= 1 

+ k 

+ \ + k — 

1 

+ \ 




516 = 1 

+ d 

+ G + i) 

+ 

G + -- 

" + g) 

+ (g + • • 

• + h) 

> 1 

+ \ 

+ (i + ?) 

+ 

+ 

— < loo 

" + g) 

+ 

+ 

■ ■ + ig 


- l+l+i+l+|— l + I 

En forma similar, S 32 > 1 + ? , S 64 > 1 + f, y, en general 


S2, > 1 + - 


El metodo usado en el ejemplo 8 para demostrar 
que la serie armonica diverge es original del 
trances Nicole Oresme (1323-1382). 


Esto demuestra que ,v 2 " - 
serie armonica diverge. 


■ 00 cuando n — > °° y por eso {.v„} es divergente. Debido a eso, la 


6 Teorema 


Si la serie 


i 


a " es convergente, entonces lim u„ = 0. 

n—xn 
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DEMOSTRACION Sea s n = cii + a 2 + ■ ■ ■ + a„. Entonces, a„ = s„ — s n -i. Puesto que 2 a„ 
es convergente, la sucesion {,v„} es convergente. Sea I fm „ s„ = s. Como n — 1 — » °° 
cuando n — > °°, tambien se tiene lfm„-_>« s„-i = s. Por tanto. 


lfm a„ = lfm (s„ — s n i) = lfm s„ — lfm s n -i 



NOTA 1 Con cualquier serie 2 a„ se asocian dos sucesiones: la sucesion {.v,,} de sus 
sumas parciales y la sucesion {«„} de sus terminos. Si 2 a„ es convergente, entonces el 
lfmite de la sucesion {.v„} es s (la suma de la serie) y, como establece el teorema 6 , el lfmite 
de la sucesion {a,,} es 0 . 

@ NOTA 2 En general, el inverso del teorema 6 no se cumple. Si a„ = 0, no 

podemos concluir que 2 a„ es convergente. Observe que para la serie armonica 21 /n 
tenemos a„= l/n —> °° cuando n —> °o, pero ya demostramos en el ejemplo 8 que 2 1 /n es 
divergente. 


p7~| La prueba de la divergencia Si lfm a„ no existe o si lfm a„ ¥= 0, entonces la 

n — n — >oo 

serie 2 a n es divergente. 

n=i 


La prueba de la divergencia se infiere del teorema 6 porque si la serie no es divergente, 
entonces es convergente y, por tanto, lim„ a n = 0 . 


EJEMPLO 9 


SOLUCION 


_ v n 

Demuestre que la serie Z . -> . es divergente. 

n= i jb + A 


lfm a„ = lfm 


5 n 2 + 4 


1 1 

= lfm ; — 7 = — 0 

5 + 4/n 2 5 


De modo que la serie diverge de acuerdo con la prueba de la divergencia. 


NOTA 3 Si encontramos que lfm „ a„ 0, sabemos que 2 a„ es divergente. Si tiene 
que lfm„-»co a„ = 0 , nada sabemos con respecto a la convergencia o la divergencia de 2 a„. 
Recuerde la advertencia de la nota 2: si lfm„_»o= a„ = 0, la serie 2 a„ podrfa ser convergente 
o divergente. 


Teorema Si 2 a„ y 2 b„ son series convergentes, entonces tambien lo son las 


series 2 ca„ (donde c es una constante), 2 ( a„ + b„) y 2 ( a„ — b n ), y 


i) 2 ca„ = c 2 a„ 

n= 1 n= 1 


ii) 2 (flu + b n ) = 2 a„ + 2 bn 

n= 1 n= 1 n= 1 


oo oo oo 

iii) 2 (a n “ b„) = 2 “ 2 b„ 

n= 1 n= 1 n= 1 


Estas propiedades de las series convergentes se infieren de las leyes de los lfmites 
correspondientes a las sucesiones de la seccion 11.1. Por ejemplo, aquf se demuestra la 
parte ii) del teorema 8 : 

Sea 

n oo n 00 

Sn ^ Q>i S ^ @n tn ^ bi t ^ bn 

i= 1 n= 1 i=l n= 1 
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La n-esima suma parcial de la serie 2 (a„ + b„) es 

n 

u n = S (a, + h) 

i-l 


y, usando la ecuacion 5.2.10, tenemos 


h'm u n = lfm 2 ifli + bi ) = lfm I 2 a i + 2 bi 

„^oo \ i=1 i= i 


= h'm ^ + lfm 2 bi 

= lfm s„ + lfm t n = s + ? 

«— >o° n— 

Por tanto, 2 (a„ + b„) es convergente y su suma es 

oo oo oo 

2 (a„ + /?„) = s + t = 2 a„ + 2 


EJEMPLO 10 


Determine la suma de la serie 


1 

+ — 


,i\n(n + 1) 2"/ 

SOLI La serie 2 1/2" es una serie geometrica con a = \ y r = ^, de modo que 


“ 1 A 

^ 1 A 

n=l ■£ i 2 


En el ejemplo 7 encontramos que 


1 


= 1 


*=i «(« + 1) 

Asf, por el teorema 8, la serie dada es convergente y 


3 J_\ _ “ 1 ” J_ 

" \»(« + 1) + ~T)~ 3 „=i «(« + 1) + “I 2" 


= 3 • 1 + 1 = 4 


NOTA 4 Una cantidad finita de terminos no afecta la convergencia o divergencia de una 
serie. Por ejemplo, supongamos que somos capaces de demostrar que la serie 


£ 


n 


n 3 + 1 


es convergente. Puesto que 

v n 12 3 ” n 

„_i « 3 + 1 2 9 28 „= 4 n 3 + 1 

se inhere que toda la serie 2^=i n/{n 3 + 1) es convergente. Asimismo, si sabemos que la 
serie 2”_w+i a„ es convergente, entonces toda la serie 

« JV 

2 ^ Un “E ^ Ai/i 

n=l n = 1 n=iV+l 


es tambien convergente. 
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11.2 


Ejercicios 


1. a) ^Cual es la diferencia entre una sucesion y una serie? 
b) ^Que es una serie convergente? </,Que es una serie 

divergente? 

2. Explique que significa decir que 2“=i a„ = 5. 


3-4 Calcule la suma de la serie 2”_i fl„ cuyas sumas parciales estan 
dadas. 


3. s„ = 2 - 3(0.8)" 


4. s n 


77 2 — 1 

4n 2 + 1 


5-8 Calcule los primeros ocho terminos de la sucesion de sumas 
parciales con una aproximacion de cuatro decimales. ^Las series 
aparentan que convergen o divergen? 

5. £ A- 6. £ -j— 

„_i n „_i ln(« + 1) 

7. £ ■— fy 8. £ 

n - 1 1 + V ,! 11=1 n\ 


9-14 Encuentre por lo menos 10 sumas parciales de las series. 
Grafique tanto la sucesion de los terminos como la sucesion de las 
sumas parciales en la misma pantalla. ^Como parece ser la serie, 
convergente o divergente? Si es convergente, determine la suma. Si 
es divergente, explique por que. 


9. £ 


12 

Fsy 


io. 2 cos n 

n=l 


ii. £ 

n=l 


n 

■s/n 1 + 4 


12 . 


£ 


y n + 1 
10 " 


13. £ 

n= 1 




14. 


£ 


i 

11(17 + 2 ) 


15. Sea flu 


2 n 

3n + 1 ' 


a) Determine si {«„} es convergente. 

b) Determine si a„ es convergente. 


16. a) Explique la diferencia entre 

n n 

2 a i y 2 a j 

'= i j= i 

b) Explique la diferencia entre 


2 a. y h a i 

i=l (=1 

17-26 Determine si la serie geometrica es convergente o divergente. 
Si es convergente, calcule la suma. 

17. 3 — 4 + y — “ + ••■ 18. 4 + 3+ | + fi+--- 

19. 10 - 2 + 0.4 - 0.08 + • • • 

20. 2 + 0.5 + 0.125 + 0.03125 + • • • 


21. 2 6(0.9)"-' 


23. 2 


(-3)" 

4" 


» *-i-H 

\ i 77 

25- 

n = 0 J 


22 . £ 

«=1 

24. £ 

n=0 

26. £ 


10 ” 

(-9)"-' 

1 

w 


3 „-i 


27-42 Determine si la serie es convergente o divergente. Si es 
convergente, encuentre su suma. 

11111 

27. — + — + — + — + — + • • ■ 

3 6 9 12 15 

12 12 1 2 

28. — R- — 4 + + + + • ■ ■ 

3 9 27 81 243 729 


29. 2 

/!= 1 

31. £ 


n 1 
3 n - 1 

1 + 2 " 
„=i 3" 


30. 2 

k=l 

32. £ 


k(k + 2) 


£1 (it + 3) 2 
1 + 3” 

„=i 2" 


33. 2 i/2 

n= 1 


34. 2 [(0.8)"-' - (0.3)"] 

n=l 


35. 2 In 


n 2 + 1 


u—i \2n -I- 1 


”■ £ f 


39. 2 arctan i 


»?i \e" n(n + 1) 


36 ' i + (!)” 
38. £ (cos 1)‘ 


“ / 3 2 

40. 2 b + - 

„=1 \ 5 n 


42. 2^ 

„=i n 


43-48 Determine si la serie es convergente o divergente al expresar 
s„ como suma telescopica (como en el ejemplo 7). Si es 
convergente, encuentre su suma. 


43. 



44. 


2 In 


n 

n + 1 


45. 


£ 


3 

n(n + 3) 


4 \t 

47. £ (e 1/n - e 1/( " +l) ) 48. £ — ^ — 

n — 1 n—2 ft ft 


Y^\ Se requiere calculadora graficadora o computadora 1 SAC Se requiere sistema algebraico computarizado 1. Tareassugeridasdisponiblesenstewartcalculus.com 
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49. Seax = 0.99999... 

a) ^Que piensa usted, que x < 1 o que x = 1? 

b) Sume una serie geometrica para determinar el valor de x. 

c) ^Cuantas representaciones decimales tiene el 1 ? 

d) ^Cuales numeros tienen mas de una representation decimal? 

50. Una sucesion de terminos esta definida por 

Oi = 0 a„ = (5 — n)a„-\ 


68 . Si la n-esima suma partial de una serie 

2"_i a„ es s„ = 3 — n2 ", determine a„ y a„. 

69. Un paciente toma 150 mg de una droga a la misma hora 
cada dta. Justo antes de tomar cada tableta, 5% de la droga 
permanece en el cuerpo. 

a) ^Que cantidad de la droga esta en el cuerpo despues de la 
tercera tableta? ^ Despues de la n-esima tableta? 

b) iQue cantidad de la droga queda en el cuerpo a largo plazo? 


Calcule Sj_i a„- 

51-56 Exprese el numero como una razon de enteros. 

51. 0.8 = 0.8888 ... 52. 0.46 = 0.46464646 . . . 

53. 2.5l6 = 2.516516516 . . . 

54. 10.135 = 10.135353535 . . . 

55. 1.5342 56. 7.12345 


57-63 Calcule los valores de x para los cuales la serie converge. 
Determine la suma de la serie para dichos valores de x. 


57. X (-5)"x" 

77=1 

59. 2 (X ~ 2) " 

^ o n 

n=0 J 

“ 2 " 

77=0 X 


63. X e n 

77=0 


58. X {x + 2)" 

77=1 


60. 2 (— 4)"(x - 5)” 

77=0 


62. 


x 


sen"x 

3" 


64. Hemos visto que una serie armonica es una serie divergente 
cuyos terminos se aproximan a 0. Demuestre que 


X In 


1 



es otra serie con esta propiedad. 


SAC 65-66 Utilice el comando de las fracciones parciales en su sistema 
algebraico computarizado para encontrar una expresion conveniente 
para la suma partial, y luego use esta expresion para encontrar la 
suma de la serie. Compruebe su respuesta usando directamente el 
sistema algebraico a la suma de la serie. 


65. £ 

77=1 


3tj 2 + 3n + 1 
(n 2 + w) 3 


66. X 

n—3 


1 

n 5 — 5 m 3 + 4 n 


67. Si la 77-esima suma partial de una serie E”_i a„ es 


70. Despues de la inyeccion de una dosis D de insulina, la 
concentration de insulina en un sistema del paciente decae 
exponencialmente, as! que puede expresarse como De al , 
donde t representa el tiempo en horas y a es una constante 
positiva. 

a) Si la dosis D se inyecta cada T horas, escriba una expresion 
para la suma de la concentration residual justo antes de la 
(n + l)-esima inyeccion. 

b) Determine la concentration lfmite antes de inyectar. 

c) Si la concentration de insulina debe siempre permanecer 
en, o por encima de un valor crftico C, determine la dosis 
minima de D en terminos de C, ay T. 

71. Cuando el dinero se gasta en bienes y servicios, los que 
reciben el dinero tambien gastan un poco de el. Las personas 
que reciben algo del dinero gastado dos veces, gastaran algo 
de dicho dinero, y asi sucesivamente. Los economistas 
llaman a esta reaction en cadena efecto multiplicador. En 

un hipotetico pueblo aislado, el gobiemo local inicia el proceso 
gastando D dolares. Suponga que cada persona que recibe 
dinero gasta 100c% y ahorra 100 s% del dinero. Los valores c 
y ^ se denominan propension marginal al consumo y 
propension marginal al ahorro y, naturalmente, c + s = 1. 

a) Sea S„ el total de lo gastado que ha sido generado 
despues de n transacciones. Determine una ecuacion 
para S„. 

b) Demuestre que lrni„^„ S„ = kD, donde k = 1 / s. 

La cantidad k se llama el multiplicador. ^Cual es el 
multiplicador si la propension marginal al consumo 
es 80%? 

Nota: El gobierno federal de Estados Unidos usa este principio 
para justificar el gasto que muestra deficit. Los bancos 
utilizan este principio para justificar los prestamos de un gran 
porcentaje del dinero que reciben como deposito. 

72. Una cierta pelota tiene la propiedad de que cada vez que cae 
desde una altura h sobre una superficie nivelada y dura, rebota 
hasta una altura rh, donde 0 < r < 1. Suponga que la pelota 
cae desde una altura initial de H metros. 

a) Suponiendo que la pelota continua rebotando de manera 
indefinida, calcule la distancia total que recorre. 

b) Calcule el tiempo total que la pelota viaja. (Use el hecho de 
que la pelota cae \gt 2 metros en t segundos.) 

c) Suponga que cada vez que la pelota golpea la superficie con 
velocidad v rebota con velocidad — kv, donde 0 < k < 1. 
^Cuanto tiempo le tomara a la pelota llegar al reposo? 


Sn 


n — 1 
77+1 


73. Encuentre el valor de c si 


X (1 + c)- = 2 


determine a„ y 2"_i a„. 
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74. Encuentre el valor de c tal que 


79. r,Que es lo que esta mal en el calculo siguiente? 


2 e nc = 10 

M=0 


75. En el ejemplo 8 se demostro que la serie armonica es 
divergente. Aquf se resume otro metodo, haciendo uso del 
hecho de que e x > 1 + x para cualquier x > 0. (Vease el 
ejercicio 4.3.78.) 

Si s„ es la n-esima suma parcial de la serie armonica, 
demuestre que e Sn > n + 1. ^Por que esto implica que la serie 
armonica es divergente? 

76. Grafique las curvas y = x", 0 =£ x 1, para n = 0, 1, 2, 3, 4, . . . 
sobre una misma pantalla. Determinando las areas entre las 
curvas sucesivas, de una demostracion geometrica del hecho, 
demostrado en el ejemplo 7, de que 


i 


i 

n(n + 1) 


= 1 


77. En la figura se muestran dos circunferencias C y D de radio 
1 que se tocan en P. T es una tangente comun; Cj es la 
circunferencia que toca C, D y T; Ci es la circunferencia que 
toca C, D y Ci, Ci es la circunferencia que toca C, D y C 2 . Este 
procedimiento puede continuar en forma indefinida y produce 
una sucesion infinita de circunferencias {C„}. Encuentre una 
expresion para el diametro de C„ y, de ese modo, proporcione 
otra demostracion geometrica del ejemplo 7. 



78. Un triangulo rectangulo ABC esta definido con 

/-A = 8 y | AC | = b. CD se traza perpendicular a AB, DE se 
traza en forma perpendicular a BC, EF _L AB, y este proceso 
contimia en forma indefinida como se ilustra en la figura. 
Determine la longitud total de todas las perpendiculares 

| CD | + | DE | + | EF | + | FG | + ■ ■ • 
en terminos de b y 8. 



0 = 0 + 0 + 0 + -- - 
= (1 - 1 ) + (1 - 1 ) + (1 - 1 ) + ••• 
= 1 — 1 + 1 — 1 + 1 — 1 + -- - 


= 1 + (1 + 1 ) + (1 + 1 ) + (1 + !) + -•• 


= l+ 0 + 0 + 0+ -- - = l 

(Guido Ubaldus pensaba que esto demostraba la existencia de 
Dios, porque “se habfa creado algo de la nada”.) 

80. Suponga que sabemos que 25j=i a„ (a„ ^ 0) es una serie 
convergente. Demuestre que X“=i \/a„ es una serie divergente. 

81. Demuestre el inciso i) del teorema 8. 

82. Si 2 a„ es divergente y c ^ 0, demuestre que 2 ca„ es 
divergente. 

83. Si 2 a„ es convergente y 2 b„ es divergente, demuestre que la 
serie 2 ( a„ + b„) es divergente. [Sugerencia: argumente por 
contradiccion.] 


84. Si 2 a„ y 2 b n son divergentes, ^necesariamente 2 (a„ + b„) es 
divergente? 


85. Suponga que una serie 2 a„ consta de terminos positivos y sus 
sumas parciales s„ cumplen con la desigualdad s„ =£ 1000 para 
toda n. Explique por que 2 a„ debe ser convergente. 

86 . La sucesion de Fibonacci se define en la seccion 11.1 mediante 
las ecuaciones 


fl= 1, /l=l, 2 3 

Demuestre que cada uno de los siguientes enunciados es cierto. 
1 _ i 1 

a) fn-lfn+l fn-lfn fnfn+1 


b) 

c) 


2 

n=2 

1 


1 


fn-lfn + 1 


Sn 

fn-lfn+l 


= 1 

= 2 


87. El conjunto de Cantor, nombrado asf en honor al matematico 
aleman Georg Cantor (1845-1918), se construye como se 
senala a continuation. Empiece con el intervalo cerrado [0, 1] 
y retire el intervalo abierto (|, |). Esto deja los dos intervalos 
[0, j] y [|, l] y luego elimine el intervalo abierto constituido 
por el tercio medio de cada uno. De este modo quedan cuatro 
intervalos y de nuevo elimine el tercio medio de cada uno 
de ellos. Continue este procedimiento de manera indefinida 
eliminando en cada paso el tercio medio de cada intervalo que 
queda del paso anterior. El conjunto de Cantor consiste en 
los numeros que quedan en [0, 1] despues de que todos esos 
intervalos se han eliminado. 

a) Demuestre que la longitud total de todos los intervalos que 
se eliminan es 1. A pesar de eso, el conjunto de Cantor 
contiene un infinito de numeros. Proporcione ejemplos de 
algunos numeros del conjunto de Cantor. 

b) El tapete de Sierpinski es un equivalente en dos 
dimensiones del conjunto de Cantor. Se construye 
eliminando el noveno central de un cuadrado de lado 1, 
y luego se elimina el centro de cada uno de los ocho 
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cuadrados restantes, y asf sucesivamente. (En la figura 
se ilustran los primeros tres pasos de la construction.) 
Demuestre que la suma de las areas de los cuadrados 
eliminados es 1. Esto significa que el area del tapete de 
Sierpinski es cero. 


88 . a) Una sucesion {a„} se define recursivamente mediante la 

ecuacion a„ = \ {a„- \ + a„- 2 ) para n & 3, donde Qi y a 2 son 
numeros reales. Experimente con varios valores de a t y a 2 
y con la ayuda de su calculadora conjeture el lfmite de la 
sucesion. 

b) Encuentre lim„ a„ en terminos de a t y a 2 expresando 
a„+ 1 — a„ en funcion de a 2 — y sume una serie. 

89. Considere la serie 2“=i n/(n + 1)!. 

a) Calcule las sumas parciales .S i , s 2 , s 2 y s 4 . ^Reconoce los 
denominadores? Mediante el patron conjeture una formula 
para s„. 


b) Aplique la induction matematica para demostrar su 
conjetura. 

c) Demuestre que la serie infinita dada es convergente y 
calcule su suma. 

90. En la figura hay un infinito de tirculos que se aproximan a 
los vertices de un triangulo equilatero. Cada tirculo toca 
otros tirculos y los lados del triangulo. Si el triangulo 
tiene lados que miden una unidad de longitud, calcule el 
area total que ocupan los tirculos. 





11.3 


La prueba de la integral y estimacion de sumas 


En general, es difitil determinar la suma exacta de una serie. Podemos lograrlo en el caso de 
series geometricas y las series X I /[n(n +1)] porque en cada uno de estos casos es posible 
encontrar una formula simple para la ;t-esima suma partial ,v„. Pero por lo regular no es facil 
descubrir tal formula. Por tanto, en las siguientes secciones se tratan varias pruebas que 
permiten determinar si una serie es convergente o divergente sin que se tenga que encontrar 
en forma explicita su suma. (En algunos casos, los metodos permiten determinar unas buenas 
estimaciones de la suma.) El primer metodo utiliza integrales impropias. 

Empecemos por investigar las series cuyos terminos son los reciprocos de los cuadrados 
de los enteros positivos: 


n 

" 1 

s » = 2 72 

t=i l 

5 

1.4636 

10 

1.5498 

50 

1.6251 

100 

1.6350 

500 

1.6429 

1000 

1.6439 

5000 

1.6447 



No hay una formula sencilla para la suma ,v„ de los primeros n terminos, pero la tabla 
generada mediante una computadora de los valores, dados en el margen, sugiere que las 
sumas parciales se aproximan a un numero cercano a 1.64 cuando n — > °° y de este modo 
parece como si la serie fuera convergente. 

Podemos confirmar esta impresion con un razonamiento geometrico. En la figura 1 se 
ilustra la curva y = 1 / x 2 y algunos rectangulos que se encuentran abajo de la curva. La 
base de cada uno de los rectangulos es un intervalo de longitud igual a 1 ; la altura es igual 
al valor de la funcion y = I jx 1 en el extremo derecho del intervalo. 



FIGURA 1 
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De este modo, la suma de las areas de los rectangulos es 


1 1 1 1 1 _ " i 

TT AT AT AT + AT — I ~~T 

1 2 3 4 5 „=i n 

Si excluimos el primer rectangulo, el area total de los rectangulos restantes es menor 
que el area bajo la curva y — \/x 2 para x3*l, que es el valor de la integral f“ (1 /jc 2 ) dx- En 
la seccion 7.8 descubrimos que esta integral impropia es convergente y que tiene un valor 
de 1 . De modo que la figura muestra que todas las sumas parciales son menores que 

1 <•«. 1 

— + — dx = 2 

1 J i x 


Asf, las sumas parciales estan acotadas. Tambien sabemos que las sumas parciales son 
crecientes porque todos los terminos son positivos. Por lo tanto, las sumas parciales con- 
verge^ de acuerdo con el teorema de la sucesion monotona, de manera que la serie es 
convergente. La suma de la serie (el li'mite de las sumas parciales) es tambien menor que 2: 


2 

n=l 



J_ 

T 2 


+ 





+ 


4 1 


+ • ■ ■ < 


2 


[El matematico suizo Leonhard Euler (1707-1783) calculo que la suma exacta de esta serie 
es 7 r 2 / 6, pero la demostracion de esto es muy dificil. (Vease el problema 6 en los Problemas 
adicionales despues del capltulo 15.)] 

Ahora veamos la serie 


n 

» 1 

Sn = 2 —f = 

»=i V* 

5 

3.2317 

10 

5.0210 

50 

12.7524 

100 

18.5896 

500 

43.2834 

1000 

61.8010 

5000 

139.9681 


FIGURA 2 


”1 1 1 1 1 1 

— -j= — — -j= -\ -j= -\ -j= H -j= -\ -j= +••• 

yr V2 V3 j* Vs 

La tabla de valores de s„, hace pensar que las sumas parciales no se aproximan a un nume- 
ro finito, de modo que se sospecha que la serie dada podrfa ser divergente. Otra vez usamos 
una imagen para confirmarlo. En la figura 2 se muestra la curva y = 1 /\fx, pero esta vez 
se usan rectangulos cuya parte superior queda por encima de la curva. 



La base de cada uno de los rectangulos es un intervalo de longitud 1 . La altura es igual 
al valor de la funcion y = \/\[x en el extremo izquierdo del intervalo. Asf que la suma de 
las areas de todos los rectangulos es 

1 1 1 1 1 " 1 

7r + 7^ + 7^ + V^ + 7^ + "-i7^ 

Esta area total es mayor que el area bajo la curva y = X/^fx para x & 1, que es igual a la 


716 


CAPITULO 11 


SUCESIONES Y SERIES INFINITAS 


integral j ” ( I /^fx) dx. Pero segiin la seccion 7.8, esta integral impropia es divergente. En 
otras palabras, el area bajo la curva es infinita. Asf que la suma de la serie debe ser infinita; 
es decir, la serie es divergente. 

El mismo tipo de razonamiento geometrico aplicado para estas dos series, se puede 
hacer para demostrar la prueba siguiente. (La demostracion se encuentra al final de esta 
seccion.) 


Prueba de la integral Suponga que /es una funcion continua, positiva y decreciente 
sobre [1, °°) y sea a„ =f(n). Entonces la serie 2"_i a„ es convergente si y solo si la 
integral impropia | "/(x) dx es convergente. En otras palabras: 


i) Si ) /(x) dx es convergente, entonces 2 a » es convergente. 

*' 1 n - 1 

ii) Si I f(x) dx es divergente, entonces 2 a„ es divergente. 

A ' n= 1 


NOTA Cuando use la prueba de la integral no es necesario iniciar la serie o la integral 
en n = 1. Por ejemplo, al probar la serie 


i 


(n 


3) 2 


usamos 



3) 2 


dx 


Asimismo, no es necesario que/sea siempre decreciente. Lo importante es que f sea final- 
mente decreciente, es decir, decreciente para x mas grande que algun numero N. En con- 
secuencia 2“=v a„ es convergente, de modo que X,i=i a„ es convergente de acuerdo con la 
nota 4 de la seccion 1 1.2. 


EJEMPLO 1 


Pruebe la convergencia o divergencia de la serie 


i 


i 

n 2 + 1 ' 


50 LUC I ON La funcion /(x) = l/(x 2 + 1) es continua, positiva y decreciente sobre [1, °°) 
de modo que aplicamos la prueba de la integral: 


h x 2 + 1 


■ dx 


lrm f dx = lfm tan 'xl , 

»-»» Ji x 2 + 1 J 


= lrm ( tan / — — 


77 77 77 

T _ T - T 


Por tanto, J - ” l/(x 2 + 1) dx es una integral convergente y si es asf, de acuerdo con la 
prueba de la integral, la serie 2 l/(n 2 + 1) es convergente. 


Para usar la prueba de la integral necesitamos 
evaluar J“/(x) dx y, por tanto, tenemos que 
hallar una antiderivada de/ Es frecuente 
que esto sea diffcil o imposible, de modo que 
tambien necesitamos otras pruebas para 
convergencia. 


EJEMPLO 2 


( ',Para que valores de p la serie 


i 


i 

— es convergente? 
n‘ 


Si p < 0, entonces lfm„_>„ (1 /n p ) = Si p = 0, entonces lfm„ (1 /n p ) = 1. 
En cualquier caso lfm,,-,*, (1 /n p ) A 0, por lo que la serie dada es divergente de acuerdo 
con la prueba de la divergencia (1 1.2.7). 

Si p > 0, entonces la funcion fix) = l/x p es evidentemente continua, positiva y 
decreciente sobre [1, °°). En el capftulo 7 [vease (7.8.2)] encontramos que 


I — dx converge si p > 1 y diverge si p st | 

.'i x p 
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De la prueba de la integral se infiere que la serie £ I / n ’’ converge si p > 1 y diverge 
si 0 < p ^ 1. (En el caso d ep = 1, esta serie es la serie armonica estudiada en el 
ejemplo 8 de la seccion 11.2.) 


La serie del ejemplo 2 se llama serie p. Esto es importante en el resto de este capftulo, 
de modo que se resumen los resultados del ejemplo 2 para referencia futura como se indica 
a continuation. 



EJEMPLO 3 


a) La serie 

y _L = J_ _L _L J_ 

h n 3 - l 3 + 2 3 + 3 3 + 4 3 + " ' 

es convergente porque es una serie p con p = 3 > 1 . 

b) La serie 

” 1 ” 1 1 1 1 

— T7T — A — F~ — 1 "E — 7=" + — ~E — + • • • 

£i n 1 ' 3 £ \ Zfc \[7. l[?> ifA 

es divergente porque es una serie p con p = \ < 1. 

NOTA No debemos inferir que, de acuerdo con la prueba de la integral, la suma de la 
serie es igual al valor de la integral. De hecho, 


V 1 tt 2 1 

— r = en tanto que — 

„_i n 6 J* x‘ 


— dx = 1 


Por tanto, en general 


oo 

2 a„ \ f(x) dx 

n—l *’ 1 


□ 


EJEMPLO 4 


In n 

Determine si la serie 2j es convergente o divergente. 

n = 1 H 


SOLUCION La funcion f(x) = (In x)/x es positiva y continua para x > 1 porque la funcion 
logaritmo es continua. Pero no es obvio si/es decreciente o no lo es, de modo que al 
calcular su derivada: 


fix) = 


(\/x)x — In x 1 — In x 


Por tanto, fix) < 0 cuando In jc > 1, es decir, x > e. Se sigue que/es decreciente 
cuando x > e, de manera que podemos aplicar la prueba de la integral: 


f 


lnx 


dx = 


lfm f' 

t — >oo J 1 


i Inx (lnx)~ 

— dx = Km 

x »-»» 2 


(In tf 

= lfm — = oo 


Puesto que esta integral impropia es divergente, la serie 2 (In n)/n tambien es divergente 
de acuerdo con la prueba de la integral. 






718 


CAPITULO 11 SUCESIONES Y SERIES INFINITAS 


Estimacion de la suma de una serie 

Suponga que pudimos aplicar la prueba de la integral para demostrar que una serie 2 a„ es 
convergente y que queremos encontrar una aproximacion a la suma 5 de la serie. Por 
supuesto, cualquier suma parcial s n es una aproximacion a .v porque lfm„ >oc ,v„ = .v. Pero, 
/ .que' tan buena es esa aproximacion? Para saberlo, necesitamos estimar el tamano del 

residuo. 


Rn S S n A n + 1 ~F dn + 2 2 Cln+3 "F * " ’ 



El residuo R„ es el error que se comete cuando ,v„, la suma de los primeros n terminos, se 
usa como una aproximacion a la suma total. 

Usamos la misma notacion y las ideas que en la prueba de la integral, suponiendo que 
/es decreciente sobre [n, °°). A1 comparar las areas de los rectangulos con el area bajo 
y = fix) para x > n e n la figura 3, vemos que 


Rn d n -\-i + 2 ~F 



dx 


Asimismo, en la figura 4 vemos que 



FIGURA 4 


Rn ' dn + 1 + Qn + 2 + 



dx 


De este modo hemos demostrado la siguiente estimacion de error. 


pT~| Estimacion del residuo para la prueba de la integral Supongamos que 
f(k) = at, donde/es una funcion continua, positiva y decreciente para x 5= n y 2 a„ 
es convergente. Si R„ = s — s„, entonces 

I f(x) dx =£ R„ ^ [ f(x) dx 

Jn+1 Jn 


EJEMPLO 5 


a) Obtenga un valor aproximado de la suma de la serie 2 I j n‘ usando la suma de los 
primeros 10 terminos. Estime el error involucrado en esta aproximacion. 

b) ^Cuantos terminos se requieren para asegurar que la suma no difiere en mas de 
0.0005? 

30LUCI0N En los incisos a) y b) necesitamos conocer | “ f(x) dx. Con f(x) = 1/x 3 , que 
satisface las condiciones de la prueba integral, tenemos 


1 

1 

— 7 dx = li'm 

— 

Jr. X 3 

2x 2 



1 

2n* 


a) Aproximando la suma de la serie por la 10-esima suma parcial, tenemos 


2 3 JlO 1 3 

n — 1 ^ 1 



3 1 


+ T iy^. 197 5 


De acuerdo con el residuo estimado en [2], tenemos 


Ru 


f -A 

J10 x 


— r dx = 


2(10) 2 


1 

200 


De modo que el tamano del error es cuanto mucho de 0.005. 
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b) La precision de 0.0005 quiere decir que debemos encontrar un valor de n tal que 
R„ =5 0.0005. Puesto que 


r« 1 

R„ - 

Jn X' 


~ dx = lS 


queremos que 


2 n 2 


< 0.0005 


A1 resolver esta desigualdad, obtenemos 


1 


rr > = 1000 obien n > Vl000 — 31.6 


0.001 


Necesitamos 32 terminos para garantizar una precision dentro de 0.0005. 
Si sumamos s„ a cada miembro de las desigualdades en \2\, obtenemos 

a 



porque .v„ + R„= s. Las desigualdades en [3] dan una cota inferior y una cota superior para .v. 
Estas cotas proporcionan una aproximacion mas certera a la suma de la serie que la suma 
parcial s„. 


Aunque Euler calculo la suma exacta de las 
series p para p = 2, no se ha encontrado la 
suma para p = 3. Sin embargo, en el ejemplo 6 
mostramos como estimar esta suma. 


EJEMPLO 6 


Use [3] con n = 10 para estimar la suma de la serie 2 3 . 

n= 1 ^ 


Las desigualdades en [3] resultan 


/»oo 1 rco 1 

^io + —rdx^S^S io + — r dx 

Jll X JlO X 


Del ejemplo 5 sabemos que 


Jn X 


~ dx ~ ^ 


de modo que 


1 

2(ii) 2 85 


5 AlO + 


1 

2(10) 2 


Si usamos iio — 1.197532, obtenemos 


1.201664 « 5 ^ 1.202532 


Si aproximamos v por el punto medio de este intervalo, entonces el error es a lo mas la 
mitad de la longitud del intervalo. Asf que, 

” 1 

2 — r — 1 .202 1 con error < 0 .0005 
n- 1 n 


Si comparamos el ejemplo 6 con el ejemplo 5, observamos que la estimacion mejorada 
en [3] es mucho mejor que la estimacion s — s„. Para que el error sea menor que 0.0005 
tenemos que usar 32 terminos en el ejemplo 5, pero solo 10 terminos en el ejemplo 6. 
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Demostracion de la prueba de la integral 



FIGURA 5 


Ya hemos visto la idea basica en que se apoya la demostracion de la prueba de la integral 
en las figuras 1 y 2 para las series 2 1/n 2 y 2 I /yfn. En el caso de la serie general 
2 a„, veanse las figuras 5 y 6. El area del primer rectangulo sombreado de la figura 5 es 
el valor de/en el extremo derecho de [1, 2], es decir,/(2) = a 2 . De esta manera, al com- 
parar las areas de los rectangulos sombreados con el area bajo y = fix) desde 1 hasta n 
observamos que 

|~4~| fl 2 + fl3 + • • • + a„ =£ J /(x) dx 



FIGURA 6 


(Observe que esta desigualdad depende del hecho de que/es decreciente.) De manera 
similar, en la figura 6 se muestra que 

5 J /(x) dx =£ a i + a 2 + • ■ • + a„-i 


i) Si ) /(x) dx es convergente, entonces [4] da 

2 a t =£ J /(x) dx j" /(x) dx 


puesto que/(x) 2= 0. Por tanto 


s„ = a i + 2 a ' «i + I f(x) dx = M 

i= 2 ^ 1 

Como s„^M para toda n, la sucesion {.v„} esta acotada por arriba. Asimismo, 


Vi 1 1 Sn “E a„ 1 1 s n 


como a„+ 1 =f(n + 1) S* 0. En estos terminos, {.v„} es una sucesion acotada creciente y, de 
este modo, es convergente de acuerdo con el teorema de la sucesion monotona (11.1.12). 
Esto significa que X a„ es convergente. 

ii) Si | ”/(x) dx es divergente, entonces f"/(x) dx —* °° cuando n — > °° porque/(x) 5= 0. 
Pero con [5] obtenemos 


n - 1 

/(x) dx < 2 Oi = Sn-l 

i=l 

y por tanto s n , — > Esto implica que ,y„ — > °o, luego entonces 2 a„ diverge. 


11.3 


Ejercicios 


1. Dibuje una grafica para demostrar que 


i 


< 


- dx 


Jl x 


^Que puede concluir con respecto a la serie? 

2. Suponga que/es una funcion continua, positiva y decreciente 
para x 3= 1 y a„ = f(n). En una grafica acomode las tres 
cantidades siguientes en orden creciente. 


!*/(*) dx 


5 


2 a, 


2 «i 


i=2 


3-8 Mediante la prueba de la integral determine si la serie es 
convergente o divergente. 


3- 

n= 1 


4. 2 4 


5. 2 


1 

{In + l) 3 


6 . 2 


1 

y/n + 4 


7. 2 


n=l 


n 

n 2 + 1 


8. 2 « 2 e " 3 

n=l 


SAC | Se requiere sistema algebraico computarizado 1. Tareas sugeridas disponibles en stewartcalculus.com 
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9-2E Determine si la serie es convergente o divergente. 


9 - £- 5 * 

n = 1 n V2 


10 . 2 n - 0 -" 99 

;i=3 


1111 

11. 1 + 1 + I + 

8 27 64 125 


1 1 

12 . 1 + — + 


1 1 

+ =■ + 


2^2 3V3 4V4 5V5" 


1111 

13. 1+ — + — + — + — 

3 5 7 9 


11111 

14. ~ + b + b + 

5 8 11 14 17 


15. 2 


yfn + 4 


17. 2 


„„1 n + 4 


16. 2 


"1 n 3 + 1 

18 . S^=f 

„_ 3 n - 2 n 


In n 

19. 2 — 

„-i n 


„?i n 2 + 6n +13 


21 . 2 


1 


„_ 2 n In n 

°° U/» 

23. 2 V 

n = 1 


22 . 2 


„_ 2 n(ln n) 2 


24. 2 

/i=3 c 


25. 2 ^ 

1,-1 n + n 


26. 2 


“1 n 4 + 1 


27-28 Explique por que no es posible utilizar la prueba de la 
integral para determinar si la serie es convergente. 


27. 2 

«= 1 


COS 7 Tfl 



28. 2 

n = 1 


cos 2 ;; 

1 + n 2 


29-32 Determine los valores de p para los cuales la serie es 
convergente. 


29. 2 

n- 1 


1 

n(ln n) p 


30. 2 

n = 3 


1 

n In n [ln(ln n)] p 


31. 2 n( 1 + n 2 Y 
11=1 


32. 2 

/!= 1 


In n 
n p 


33. La funcion zeta de Riemann t, se define como 




£ 


1 

n x 


y se usa en teoria de los numeros para estudiar la distribucion 
de los numeros primos. ^Cual es el dominio de £? 


34. Leonhard Euler calculo la suma exacta de la serie p para 
P = 2: 


72)= 2-^ = ^ 

n=l !! 6 


(Vease pagina 715.) Use este hecho para encontrar la suma de 
cada serie: 


a) 2 


c) 2 


1 


b) 2 


1 

(« + l) 2 


35. Euler tambien encontro la suma para la serie p con p = 4: 


m 



7 T 


4 


90 


Utilice el resultado de Euler para encontrar la suma de las series: 


a) £ b) £ 

n- 1 V n ) i=5 ( k - 2) 

36. a) Calcule la suma partial Si 0 de la serie 1/n 4 . 

Estime el error al usar .Si 0 como aproximacion a la suma 
de la serie. 

b) Use [3] con n = 10 para conseguir una estimacion mejorada 
de la suma. 

c) Compare su estimacion en el inciso b) con el valor exacto 
dado en el ejercicio 35. 

d) Calcule un valor de n tal que s„ no difiera mas de 0.00001 
del valor de la suma. 


37. a) Mediante la suma de los primeros 10 terminos, estime 
la suma de la serie S^_i l/;; 2 . ^Quc tan buena es la 
estimacion? 

b) Mejore esta estimacion usando [3] con n = 10. 

c) Compare su estimacion en el inciso b) con el valor exacto 
dado en el ejercicio 34. 

d) Encuentre un valor de n que de la certeza de que el error en 
la aproximacion s ~ s„e s rnenor que 0.001. 


38. Calcule la suma de la serie S“=i l/;; 5 con una aproximacion de 
tres cifras decimales. 


39. Estime (2 n + 1) 6 con una aproximacion de cinco 

decimales. 


40. ^Cuantos terminos de la serie 2^-2 l/[n(ln ;;) 2 ] se necesitarian 
sumar para calcular la suma que no difiera de 0.01? 

41 . Demuestre que si queremos aproximar la suma de la serie 
2j=i ;U L001 de modo que el error sea menor de 5 en la novena 
cifra decimal, entonces jnecesitamos sumar mas de 10 11301 
terminos! 


SAC 42. a) Demuestre que la serie 2“_i (In n) 2 /n 2 es convergente. 

b) Encuentre una cota superior para el error en la 
aproximacion s ~ s„. 

c) ^Cual es el valor mas pequeno de n tal que esta cota 
superior sea menor que 0.05? 

d) Encuentre s„ para este valor de n. 
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43. a) Mediante [4] demuestre que si s„ es la n-esima suma parcial 

de la serie armonica, entonces 

s„ =S 1 + In n 

b) La serie armonica diverge, pero muy lentamente. Con ayuda 
del inciso a) demuestre que la suma del primer millon de 
terminos es menor que 15 y que la suma de los primeros mil 
millones de terminos es menor que 22. 

44. Siga los pasos siguientes para demostrar que la sucesion 

11 1 

t n — 1+ — + — + ••*-}- — — Inn 
2 3 n 

tiene un limite. (El valor del limite se denota con y y se 
denomina constante de Euler.) 

a) Dibuje un diagrama como la figura 6 con f{x) = l/.te 
interprete t„ como un area [o use [3]] para demostrar que 
t„> 0 para toda n. 


b) Interprete 

tn - t n + 1 = [In (n + 1) - In n] - 

n + 1 

como una diferencia de areas para demostrar que t„ — t n+ 1 > 0. 
Por tanto, {?„} es una sucesion decreciente. 

c) Use el teorema de la sucesion monotona para demostrar que 
{t„} es convergente. 

45. Determine todos los valores positivos de b para los cuales la 
serie £"=i b lru ' converge. 

46. Encuentre todos los valores de c para los que converge la 
siguiente serie 


2 

H = 1 



n . 4 - 1 


11.4 


Pruebas por comparacion 


En las pruebas por comparacion, la idea es comparar una serie dada con una serie que ya 
se sabe que es convergente o divergente. Por ejemplo, la serie 


m 


i 


_j 

2 ” + 1 


nos recuerda la serie 2”=i 1/2", que es una serie geometrica con a = \ y r = por lo que 
es convergente. Como la serie |T] es similar a la serie convergente, se presiente que tambien 
debe ser convergente. De hecho, asi es. La desigualdad 


_J J_ 

2 " + 1 < 2 " 

demuestra que la serie dada |T] tiene terminos menores que los de la serie geometrica y, 
por tanto, todas las sumas parciales son tambien mas pequenas que 1 (la suma de la serie 
geometrica). Esto quiere decir que las sumas parciales forman una sucesion creciente 
acotada, la cual es convergente. Asimismo, se infiere que la suma de la serie es menor que 
la suma de la serie geometrica: 


1 


Un razonamiento similar se puede usar para demostrar la prueba siguiente, la cual se 
aplica solo a series cuyos terminos son positivos. La primera parte dice que si tenemos una 
serie cuyos terminos son menores que los de una serie convergente conocida, entonces 
nuestra serie tambien es convergente. La segunda parte establece que si empezamos con 
una serie cuyos terminos son mayores que los de una serie divergente conocida, entonces 
tambien es divergente. 


La prueba por comparacion Supongamos que 2 a„ y 2 b„ son series con terminos posi- 
tivos. 

i) Si 2 b„ es convergente y a„ ^ b„ para toda n, entonces 2 a n tambien es convergente. 

ii) Si 2 b„ es divergente y a„ 5= b„ para toda n, entonces 2 a„ tambien es divergente. 
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Es importante estar atento a la distincion entre 
sucesion y serie. Una sucesion es un listado de 
numeros y una serie es una suma. Con cada 
serie hay dos sucesiones asociadas: la 
sucesion {a„} de terminos y la sucesion {A,,} 
de sumas parciales. 


Serie estandar usada con 
la prueba por comparacion 


DEMOSTRACION 

n n 00 

i) Sea s n = 2 at t n = 2 b, t = 2 £>» 

1=1 i=l n=l 

Puesto que ambas series tienen terminos positivos, las sucesiones {,v„} y {f„} son 
crecientes (s„+i — s„ + a„+ 1 3* s„). Asimismo, t„ — » ?, asi que t„ s£ f para toda //. Como 
a, =£ A, tenemos s„ =£ r„. De este modo, ,y„ =£ f para toda n. Esto significa que {.v„} es 
creciente y esta acotada superiormente y, por tanto, converge por el teorema de 
sucesiones monotonas. Asi, 2a„ es convergente. 

ii) Si 2 b„ es divergente, entonces t„ — > (puesto que {/„} es creciente). Pero a, 3= 

de modo que s„ 3= r„. Asi que ,s„ — > Por tanto, diverge. ■ 


Por supuesto, al usar la prueba por comparacion es necesario tener alguna serie co- 
nocida 2 b„ para los fines de la comparacion. La mayorfa de las veces se usa una de estas 
series: 


■ Una serie p [2 \/n p que converge si p > 1 y diverge si p ^ 1; vease (11.3.1)] 

■ Una serie geometrica [2a/-" 1 es convergente si j r| < 1 y es divergente si |r| 3= 1; 
vease (11.2.4)] 


El 


EJEMPLO 1 


Determine si la serie 2 2« 2 + 4n + 3 es conver 8 cnte 0 divergente. 


SO LUC I ON En el caso de n grande el termino dominante en el denominador es 2 n 2 , de 
modo que comparemos la serie dada con la serie 25/(2 n 2 ). Observe que 


2 n 2 


4 n + 3 


< 


2 n 2 


porque el lado izquierdo tiene un denominador mas grande. (En la notacion de la prueba 
por comparacion, a„ esta en el lado izquierdo y b„ en el lado derecho.) Ya sabemos que 

V 5 5 y 1 

Zj ^ 2 o Zj 2 

n— i Zn Z n =\ n 

es convergente porque es una constante por una serie p con p = 2 > 1. Por tanto, 

” 5 


1 2/7 - + An + 3 

es convergente de acuerdo con el inciso i) de la prueba por comparacion. 


NOTA 1 Aunque la condicion a„ b„ o bien, a„ 3= b„ en la prueba por comparacion es 
para toda n, es necesario verificar solo que se cumple para n 3= N, donde N es algun entero 
establecido, porque la convergencia de una serie no esta afectada por un numero finito de 
terminos. Lo anterior se ilustra con el ejemplo siguiente. 


EJEMPLO 2 


Pruebe si la serie ^ 

k - 1 


In k 
k 


es convergente o divergente. 


SOLUCION Usamos la prueba de la integral para investigar esta serie en el ejemplo 4 de la 
seccion 1 1.3, pero tambien es posible probarla por comparacion con la serie armonica. 
Observe que In k> 1 para k^ 3 y de esa manera 


In A: 1 

> — 

k k 


k^3 
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Sabemos que 2 1/A: es divergente (serie p con p = 1). As! que la serie dada es divergente 
de acuerdo con la prueba por comparacion. 

NOTA 2 Los terminos de la serie que estamos probando deben ser menores que los de 
una serie convergente, o mayores que los de una serie divergente. Si los terminos son mas 
grandes que los terminos de una serie convergente, o bien, menores que los de una serie 
divergente, entonces la prueba por comparacion no aplica. Por ejemplo, considere la 
serie 


£ 


i 


2 " - 1 


La desigualdad 


_L J_ 

2 " - 1 2 " 

es inutil en cuanto a la prueba por comparacion porque 2 b„ = 2 i\)" es convergente y 
a„ > b n . Sin embargo, la impresion es que 2 1/(2" — 1) tiene que ser convergente porque 
es muy parecida a la serie geometrica convergente 2 (/j". En tales casos podemos aplicar 
la prueba siguiente. 


Los ejercicios 40 y 41 tratan los casos c = 0 
y c = 


Prueba por comparacion del limite Suponga que 2a„ y 2A>„ son series con terminos 
positivos. Si 

On 

lim — = c 

donde c es un numero finito y c > 0, entonces ambas series convergen o ambas 
divergen. 


DEM0STRACI0N Sean m y M numeros positivos tales que m < c < M. Como a„/b„ esta 
cercano a c para n grande, existe un entero N tal que 

d n 

m < — < M cuando n > N 

bn 

y por tanto mb n < a„ < Mb,, cuando n > N 

Si es convergente, tambien lo es 2 Mb n . Asf 2 u„ es convergente segun el inciso i) 
por la prueba por comparacion. Si 2 b n diverge tambien 2 mb,, es divergente y por el 
inciso ii) de la prueba por comparacion 2 a„ diverge. 


EJEMPLO 3 


Pruebe si la serie 2 


„ , 2 " - 1 


es convergente o divergente. 


SOLUCIOIM Usamos la prueba por comparacion del Limite con 


a 


n 



2 " 


y obtenemos 


a„ 1/(2" - 1) 2" 

lfm — = 11m ; = lim = 11m 

bn 1 / 2 " — 2 " - 1 


1 

1 - 1 / 2 " 


1/2 


n — »' 


= 1 > 0 
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Puesto que existe este lfmite y X 1/2" es una serie geometrica convergente, la serie dada 
converge de acuerdo con la prueba por comparacion del lfmite. 


EJEMPLO 4 


Determine si la serie ^ 

n=l 


2 n 2 + 3 n 

es convergente o divergente. 

y/5 + n 5 


SO LUC I ON La parte dominante del numerador es 2 n 2 y la parte dominante del 
denominador es sfrT — n 5/2 . Esto sugiere efectuar 


2 n 2 + 3 n 2 n 1 2 


lfm 

n—> oo 


b„ 


lfm 


2n~ + 3 n 


y/5 + 


n 1/2 2n 5/2 + 3 « 3/2 

= lfm , _ - 

2 2\/5 + n 5 



2 + 0 
2V0 + 1 


Puesto que XZ?„ = 2X I / n' i2 es divergente (es una serie p con p = \ < 1), la serie dada 
diverge de acuerdo con la prueba por comparacion del lfmite. 

Observe que al probar muchas series encontramos una serie de comparacion adecuada 
X b„ conservando solo las potencias mas altas en el numerador y en el denominador. 


Estimacion de sumas 

Si hemos usado la prueba por comparacion para demostrar que una serie X a„ es conver- 
gente por comparacion con una serie X b n , entonces se puede hacer una estimacion de la 
suma Xa„ al comparar los residuos. Como en la seccion 11.3, consideremos el residuo 

R n S Sn dn + l + Cln+2 + 

En cuanto a la serie de comparacion X b„ consideremos el residuo correspondiente 

7 n t t n b n + 1 + b n +2 + 


Puesto que a„ =£ b„ para toda n, tenemos R„ + T„. Si X b„ es una serie p, podemos estimar 
su residuo T„ como en la seccion 11.3. Si X b„ es una serie geometrica, entonces 7'„ es la 
suma de una serie geometrica y podemos sumarla exactamente (veanse ejercicios 35 y 36). 
En cualquier caso, sabemos que R„ es menor que T„. 


□ 


EJEMPLO 5 


Con la suma de los primeros 100 terminos aproxime la suma de la serie 


X l/(n 3 + 1). Estime el error involucrado en esta aproximacion. 


S0LUCI0N Como 


_J J_ 

n' +1 n 3 

la serie dada es convergente de acuerdo con la prueba por comparacion. El residuo T„ 
para la serie de comparacion X 1 /n 3 ya lo hemos estimado en el ejemplo 5 de la seccion 
1 1.3 por medio de la estimacion del residuo por la prueba de la integral. Allf 
encontramos que 


f- 

Jn X - 


T n « ^ dx = 


2 n 2 
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Por tanto, el residuo R„ de la serie dada cumple con 

1 

/? T ^ 

" " 2n 2 


Con n =100 tenemos 


R k 


1 


= 0.00005 


2(100) 2 

Con una calculadora programable o una computadora, resulta que 

oo 1 100 ji 


„=i n 3 + 1 n =\ n 3 + 1 

con un error menor que 0.00005. 


0.6864538 


Ejercicios 


1. Supongamos que Ea„ y son series con terminos positivos y 
que se sabe que es convergente. 

a) Si a„ > b„ para toda n, ^que podemos decir respecto a 2 a„? 
^Por que? 

b) Si a n < b„ para toda n, ( que podemos decir respecto a 2 a„? 
^Por que? 

2. Suponga que 2a„ y 2fe„ son series con terminos positivos y que 
se sabe que 2 b„ es divergente. 

a) Si a„ > b„ para toda n, ^que podemos decir de 2 a„? ^Por que? 

b) Si a„ < b„ para toda n, ({que podemos decir respecto a 2 a„? 
^Por que? 

3-32 Determine si la serie es convergente o divergente. 


3 - 2 „ , 


n 


5. 2 


n=i 2 rr + 1 
n + 1 


7. 2 


n-i n^Jn 

9" 


n-1 3 + 10" 


n-2 n - 1 


n=l Yl -\J Yl 

8.2^ 

»-i 5" - 1 


21 2 + 2 


23. 2 


„=i 2n 4- w 4- 1 
5 + 2n 


"i (1 + « 2 ) 2 

25. 2^f^i 

„_i n + n 


”■ 1 + n ‘ 


a 2-V 

n-1 M! 


31. 2 sen 
„=i \ n 


22 . 2 


n + 2 


^3 (n + l) 3 
^ n 2 - 5 n 

24 . 2 -t - 

i n 3 + u + l 


26. 2 


1 


,,-2 nyjri 2 — 1 

l/n 


28. 2 — 

n -1 n 


7, n\ 

30 ' 2 “7 

n = 1 ^ 


32 ‘ ^ n 1+1/ " 


33-36 Mediante la suma de los primeros 10 terminos, obtenga un 
valor aproximado de la suma de la serie. Estime el error. 


13. 2 


arctan n 


n -1 n 


“ 4" +1 

15. 2 — 

n-1 3" - 2 


14. 2 


n — 1 


16. 2 , 

n-1 \/3w 4 + 1 


9 . 2 

k= 1 

In k 

nr 


10 . 2 

k=l 

k sen 2 fc 
1 + k 3 

33. 2 , } 

n-1 V” 4 + 1 

34. 2 

71 = 1 

11 . 2 

y/k 3 

yfk 

12 . 2 

(2k - 1 )(k 2 - 1) 

35. 2 5~"cos 2 rc 

36. 2 

k=l 

+ Ak + 3 

*=1 

( k 4- l)(k 2 4- 4) 2 

71 = 1 

71 = 1 


37. El significado de la representation decimal de un 
numero 0 ,d\d 2 d i ... (donde el digito d t es uno de 
los numeros 0, 1, 2, . . .,9) es que 


17. 2 


1 


19. 2 


n-1 y/n 2 + 1 

1 + 4" 


1 + 3" 


18. 2 


1 


20 . 2 


n = i 2n 4- 3 
n 4- 4 n 


n=i n + 6" 


, , . . d\ (I 2 d-$ d\ 

0 .d\d2d-id /[ . . . = — 4- — -r + — z — h — -7 4- 

10 10 2 10 3 10 4 


Demuestre que esta serie siempre es convergente. 


1. Tareas sugeridas disponibles en stewartcalculus.com 
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38. ^Para que valores de p la serie X =2 1 /(n p In n) es convergente? 

39. Demuestre que si a„ 3= 0 y 2 a, converge, entonces 'Zal 
tambien converge. 


b) Use el inciso a) para demostrar que la serie es divergente. 


i) 2 


i 

In n 


ii) 



n =i n 


40. a) Suponga que 2a„yS b n son series con terminos positivos y 
que 2 b„ es convergente. Demuestre que si 

lfm — = 0 

»-*" b„ 

entonces 2a„ tambien es convergente. 
b) Mediante el inciso a) demuestre que la serie converge. 


42. Proporcione un ejemplo de un par de series 2a„ y 2£>„ con 
terminos positivos donde lmt„_„» ( a„/b „ ) = 0 y 2h„ diverge, 
pero 2fl„ converge. [Compare con el ejercicio 40.] 

43. Demuestre que si a„ > 0 y lim„^.» na„ + 0, entonces 2a„ es 
divergente. 


i) i 


In n 

„3 


ii) 



44. Demuestre que si a„ > 0 y 2a„ es convergente, entonces 
21n(l + a „ ) es convergente. 


41. a) Suponga que 2a„ y 2/>„ son series con terminos positivos y 
que 2fc„ es divergente. Demuestre que si 

lim — = <» 

“ b„ 

entonces 2a„ tambien es divergente. 


45. Si 2a„ es una serie convergente con terminos positivos, ^,es 
cierto que 2 sen(a„) tambien es convergente? 

46. Si 2a„ y 2fe„ son series convergentes con terminos positivos, 
^,es cierto que 2 a„b n tambien es convergente? 


11.5 


Series alternantes 


Las pruebas de convergencia que se han examinado hasta ahora se aplican solo a series con 
terminos positivos. En esta seccion y en la siguiente, se estudia como tratar con series 
cuyos terminos no son necesariamente positivos. De particular importancia son las 
series alternantes, cuyos terminos se alternan en signo. 

Una serie alternante es una serie cuyos terminos son alternadamente positivos y 
negativos. Aqui hay dos ejemplos: 


1 


11111 

2 + J~^ + ~ 5~~6 


" 1 

1 (-ir 1 - 

n~ 1 n 


2 


+ 


2 

3 


2 

4 


+ 


4 

5 


5_ 

6 


+ 


6 

1 




(- 1 )' 


n 

n+ 1 


De acuerdo con estos ejemplos, el n-esimo termino de una serie alternante es de la forma 

«;, = (— o bien a„ = (— l)"b„ 

donde b„ es un numero positivo. (De hecho, b„ = j a„ j . ) 

La siguiente prueba establece que si los terminos de una serie alternante decrecen hacia 
0 en valor absoluto, entonces la serie converge. 


Prueba de la serie alternante Si la serie alternante 


00 

1 (- 1 ) n l b„ = hi - b 2 + b 3 - Z> 4 + b s - b 6 + • • • 

b n > 0 

cumple con 


i) b n+ 1 =£ b„ para toda n 


ii) lim b„ = 0 

> oo 


entonces la serie es convergente. 
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FIGURA 1 


Antes de proporcionar la demostracion vea la figura 1 , la cual es una representacion de 
la idea en que se apoya la demostracion. Primero dibujamos Si = b, sobre una recta 
numerica. Para determinar s 2 restamos b 2 , de modo que s 2 esta a la izquierda de si. Luego, 
para determinar ,? 3 sumamos b 2 , de modo que S3 esta a la derecha de s 2 . Pero como Z? 3 < b 2 , 
s 3 esta a la izquierda de si. A 1 continuar de esta manera, observamos que las sumas 
parciales oscilan hacia atras y hacia adelante. Puesto que b„ — > 0 , los pasos sucesivos se 
vuelven mas y mas pequenos. Las sumas parciales pares s 2 , S4, s 6 ,. . . se incrementan, y 

decrecen las sumas parciales impares Si, s 3 , S5, Asf, parece plausible que ambas 

converjan en el mismo numero s, el cual es la suma de la serie. Por consiguiente, en la 
demostracion siguiente se consideran por separado las sumas parciales pares e impares. 


b, 


"1 


- b 2 

+ b 3 



- b 4 

+ b 5 


- K 

1 1 1 mu 11 1 i — 


0 S2 S4 S(, s s 3 iSj 

DEMOSTRACION DE LA PRUEBA DE LA SERIE ALTERNANTE Primero consideramos las sumas 
parciales pares: 

S2 — bi — b2 3 = 0 puesto que b 2 s: bi 

S4 = s 2 + ( b 3 — bn) 3 = s 2 puesto que b 4 =£ b 2 

En general s 2n = s 2 „- 2 + (b 2 n- 1 - b 2n ) & s 2n - 2 puesto que b 2n « b 2n - 1 

Por esto 0 =£ s 2 < S4 ^ S 6 =£ • ■ • ^ s 2n =£ ■ • 

Pero tambien podemos escribir 

S 2 n = b 1 - (b 2 - bi) - (b 4 ~ b 5 ) ~ ~ (b 2n 2 - b 2 „- 1 ) - b 2 „ 

Todos los terminos entre parentesis son positivos, de modo que s 2 „ =£ bi para toda n. Por 
tanto, la sucesion {,v 2 „} de las sumas parciales pares se incrementa y esta acotada por 
arriba. Debido a eso, de acuerdo con el teorema de la sucesion monotona es convergente. 
Llamemos sasu lfmite, es decir, 

lim s 2n = s 


Ahora calculemos el lfmite de las sumas parciales impares: 
lfm s 2n+ 1 = lfm ( s 2n + b 2n +i ) 

n — n — >00 

= lfm s 2n + lfm b 2n + 1 

n —> 00 n — 

= S + 0 [segun la condicion ii )] 

= s 

Puesto que tanto la suma parcial par como la suma parcial impar convergen a s, 
tenemos lfm „ s„ = s (vease el ejercicio 92 a) de la seccion 11 . 1 ), por lo que la serie 
es convergente. ■ 
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En la figura 2 se ilustra el ejemplo 1; se 
muestran las graficas de los terminos 
a n = (-1 Y~ l /n y las sumas parciales s„. 
Observe como los valores de s n van en zigzag 
dentro del Ifmite, el cual al parecer esta 
alrededor de 0.7. De hecho, la suma exacta de 
la serie es In 2 = 0.693 (vease ejercicio 36). 


1 -- 

:: • to 


Kl 


0 


FIGURA 2 


En lugar de verificar la condicion i) de la prueba 
de la serie alternante calculando una derivada, 
puede comprobar que i>„ +1 < b„ directamente 
usando la tecnica de la solucion 1 del ejemplo 
13 de la seccion 11.1. 


EJEMPLO 1 


La serie armonica alternante 


cumple con 



1 

+ • * * 

4 


2 

n = 1 


(-ir 1 

n 


i) b„+i < b n porque — — < — 

n + I n 

1 

ii) h'm b„ = Km — = 0 

n — >oo n — > oo jq 


de modo que la serie es convergente de acuerdo con la prueba de la serie alternante. 


□ 


EJEMPLO 2 


“ (— 1)"3 n 

La serie 2j es alternante pero 

n - 1 4 n - 1 


3 n 3 3 

Km b„ = Km = Km = — 

4 /; — 1 «—><*> 1 4 

4 

n 


por lo que la condicion ii) no se cumple. En cambio, veamos el Kmite del n-esimo 
termino de la serie: 


Km a„ = Km 


(— l)"3n 
An — 1 


Este limite no existe, de modo que la serie es divergente de acuerdo con la prueba 
de la divergencia. 


EJEMPLO 3 


Pruebe si la serie 2 (“1)" +1 


n 3 + 1 


es convergente o divergente. 


SOLUCION La serie dada es alternante, de modo que tratemos de comprobar las 
condiciones i) y ii) de la prueba de la serie alternante. 

A diferencia de la situacion en el ejemplo 1, no es obvio que la sucesion dada por 
b„ = n 2 /(n 3 +1) sea decreciente. Sin embargo, si consideramos la funcion relacionada 
f(x ) = x 2 /(x 3 +1), encontramos que 


/'(*) 


x(2 — x 3 ) 

(* 3 + l ) 2 


Puesto que se consideran solo x positivas,/'(L) < 0 si 2 — x 1 < 0, es decir, x > i/2 . 
De esta manera,/es decreciente sobre el intervalo {i/2 , oo). Esto significa que 
f(n + 1) <f(n ) y, por tanto, b „+ 1 < b„ cuando n ^ 2. (La desigualdad h 2 < b i 
se puede comprobar de manera directa, pero lo que realmente importa es que la 
sucesion {b„} decrece con el tiempo.) 

La condicion ii) se comprueba rapidamente 


Km /;„ = Km — ; 

n-»w n + 1 


lfm 


n 


= 0 


1 + T 

n 


Asf, la serie es convergente de acuerdo con la prueba de la serie alternante. 
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Estimando sumas 

Una suma parcial s n de cualquier serie convergente se puede usar como una aproximacion 
a una suma total s, pero no se recurre mucho a esto, a menos que se estime la exactitud de 
la aproximacion. El error involucrado al usar s ~ s„ es el residuo R„ = s — s„. El teorema 
siguiente establece que para las series que cumplen con la condicion de la prueba de la 
serie alternante, el tamano del error es menor que b „ . , , lo cual es el valor absoluto del 
primer termino ignorado. 


Desde el punto de vista de la geometrfa 
podemos ver por que el teorema de estimacion 
para series alternantes es verdadero al 
examinar la figura 1 (en la pagina 728). 

Observe q ue s — s 4 < b s , \ s - s 5 \ < b 6 
y asi sucesivamente. Note tambien que 5 
queda entre dos sumas parciales consecutivas. 


Teorema de estimacion para series alternantes Si s = 2( — 1)" l b n es la suma de una 
serie alternante que cumple con 


entonces 


i) b n+ 1 s£ b n 


y ii) lim b„ — 0 

n — »°° 


R„ I = I s - s„ I b„+i 


DEM0STRACI0N Sabemos de la demostracion para la prueba de series alternantes 
que 5 queda entre dos sumas parciales consecutivas s„ y ,S'„-n. (Ya hemos 
demostrado que s es mayor que todas las sumas parciales pares. Un argumento 
similar demuestra que 5 es menor que todas las sumas impares.) Se infiere que 

I s s „| I *Sn+i Sn I b n + 1 


Por definicion, 0! = 1 


EJEMPLO 4 


m 

cifras decimales. 


" (- 1 )" 

Calcule la suma de la serie ^ con una aproximacion de tres 

„=o n\ 


SOLUCION Primero observamos que la serie es convergente de acuerdo con la prueba de 
la serie alternante porque 


i) 


1 


1 


1 

< — 


(n + 1 )! n\ (n + 1 ) n\ 


1 1 1 

ii) 0 < — < > 0 por tanto > 0 cuando n 

n\ n n\ 


Para ver cuantos terminos necesitamos usar en nuestra aproximacion, escribamos los 
primeros terminos de la serie 

_j_ J_ J_ J_ J_ J_ J_ 

"O! T7 + "2! ~ 3 \ + ^ + ~ 6 \ 

= 1 _ i + + + J L + 

1 1 ' 2 6 T 24 120 ' 720 5040 T 

Observe que ^ ^ = 0.0002 

y s 6 = l — l+ 2 — 6“^24 — l2b“*“72d~ 0.368056 

De acuerdo con el teorema de la estimacion de la serie alternante, se sabe que 

En la seccion 11.10 se demuestra que 
e x = 2^_ 0 x"/n\ para toda jc, de modo que el 
resultado del ejemplo 4 es en realidad una 
aproximacion al numero e~‘. 


| j — S6 1 bi < 0.0002 

Este error de menos de 0.0002 no afecta la tercera cifra decimal, de modo que tenemos 
s ~ 0.368 que es correcta hasta la tercera cifra decimal. 
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@ NOTA La regia de que el error (al usar s„ para aproximarse a s) es menor que el primer 
termino ignorado es en general valida solo para series alternantes que cumplen con las 
condiciones del teorema de la estimacion de la serie alternante. La regia no se aplica a 
otros tipos de series. 


11.5 


Ejercicios 


1. a) ^Que es una serie alternante? 

b) (j En que condiciones una serie alternante converge? 

c) Si estas condiciones se cumplen, ^que puede decir con 
respecto al residuo despues de n terminos? 

2-2C Pruebe las series para ver si son convergentes o divergentes. 

‘■3 5 + 7 9 + 11 

, 2 ,4_6.8_10. 

5+6 7 + 8 9 + ' ' ' 

11111 


V2 V3 \/4 V5 V6 


5. I 


(- 1 )" 


„=i 2n + 1 

3 n - 1 


7- I (-1)*-, , . 

n= i 2n + 1 

9. £ (-1 )"e " 

n = 1 

ii. £ (-iy +1 


6. I 


(-iy 


„_i In (n + 4) 


8. 2 (-1)" 


n—i 'Jn? + 2 


io. 2 (-iy- 


n 3 + 4 


n - 1 2n 4- 3 

12 . £ (-1 ) n+ 'ne" 


13. 2 (-l)" _1 e 2/ " 

/J = l 

. r v sen ( n + i) 77 
15 - ^ — — — 1=- 
,J =0 1 + y/n 


17. 2 (— 1)” sen! — 


14. 2 (-1)'" 1 arctann 


16. 2 


" r\n 

n=l ^ 


18. 2 (-l)'cos(- 


19- 2 (-1)“— 7- 

n- 1 n\ 


20. 2 (-1 )"(V« + 1 - Vn) 


^ 21-22 Grafique las sucesiones de terminos y la sucesion de sumas 
parciales en la misma pantalla. Utilice la grafica para hacer una 
estimacion de la suma de las series. Despues utilice el teorema de 
la estimacion de las series alternantes para estimar la suma con una 
aproximacion de cuatro decimales. 


21 . £ 

,7=1 


(— 0.8)' 1 
n\ 


22. £ (-i r 1 ^ 

n—l O 


23-26 Demuestre que la serie es convergente. ^Cuantos terminos de 
la serie necesitamos sumar para determinar la suma con la 
exactitud senalada? 

” (— 1)" +1 

23 . 2 1 (I error < 0.00005) 

n= 1 ^ 

24 . 2 — (I error | < 0.0001) 

n - i n 5" 
x (—\) n 

25 . 2 — (I error | < 0.000005) 

n- o 10"n! 

26 . £ (-1 y-'ne-" (| error | < O.Ol) 

n - 1 


27-30 Obtenga un valor aproximado de la suma de la serie con una 
aproximacion de cuatro cifras decimales. 


27. 2 

n = 1 

29. £ 


(~i r 

„ti (2n)! 

10 " 


28. 2 


(-ir 


n = 1 ^ 


30. £-^ 

»=i 3"w! 


31. ^,Es la 50a. suma parcial Sso de la serie alternante 

2”_i (— 1 )"~ l /n una sobreestimacion o una subestimacion de la 
suma total? Explique. 


32-34 ^Para que valores de p es convergente cada serie? 


32. £ 


(-ir 1 

n p 


33. 2 


(- 1 )" 
n + p 


34. 2 (-ir 1 

n= 2 


(In n) p 
n 


35. Demuestre que la serie 2(— 1)” l b n , donde b n = l/n si n es 
impar y b n = l/n 2 si n es par, es divergente. ^,Por que no aplica 
la prueba de la serie alternante? 


Se requiere calculadora graficadora o computadora 


1. Tareas sugeridas disponibles en stewartcalculus.com 
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36. Siga los pasos siguientes para demostrar que 



n=l 72 


Sean h„ y s„ las sumas parciales de las series armonica y 
armonica alternante. 
a) Demuestre que s 2n = h 2 „ — h„. 


b) Segun el ejercicio 44 de la seccion 11.3 tenemos 
h„ — In n — » y cuando n — » » 

y, por tanto, 

h 2 „ — ln(2«) — » y cuando n —* °° 
Apoyandose en estos hechos y el inciso a), demuestre 
que .? 2 n — » In 2 cuando n — * °°. 


11.6 


Convergencia absoluta y las pruebas de la razon y la raiz 


Dada una serie 2 a„, podemos considerar las series correspondientes 


2 | a„ | = | a\ | + | « 2 1 + | «3 1 + 

cuyos terminos son los valores absolutos de los terminos de la serie original. 


Hay pruebas para la convergencia para series 
con terminos positivos y para series alternantes. 

Pero, jy si los signos de los terminos cambian 
de manera irregular? En el ejemplo 3, se 
observa gue la idea de la convergencia absoluta 
ayuda algunas veces en tales casos. Observe que si 2 a„ es una serie con terminos positivos, entonces | a„\ = a„ y por, tanto, 

la convergencia absoluta es lo mismo que la convergencia en este caso. 


|T| Definicion Una serie 2a„ es llamada absolutamente convergente si la serie de 
valores absolutos 2|a„| es convergente. 


EJEMPLO 1 


La serie 


vLin,i-± + ±-± 


n=l n 


es absolutamente convergente porque 


2 

/7=1 


(- 1 )" 


1 1 


2 ~ 1" ~ 2 ^ ™ 2 ~ 1" . 2 ~ b 


n= 1 n 


es una serie p convergente (p = 2). 


EJEMPLO 2 


Ya sabemos que la serie armonica alternante 


i 


(-ir 1 

n 


= 1 - 


1 1 1 

1 h 

2 3 4 


es convergente (vease ejemplo 1 de la seccion 1 1.5), pero no es absolutamente 
convergente porque la serie correspondiente de valores absolutos es 


i 


(-ir 1 

n 


“ 1 111 

2 — — 13 1 t H 

n 2 3 4 


que es la serie armonica (serie p con p = 1) y, por tanto, es divergente. 
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En la figura 1 se ilustran las graficas de los 
terminos a„ y las sumas parciales s„ de la serie 
del ejemplo 3. Observe que la serie no es 
alternante, pero tiene terminos positivos y 
negativos. 

0.5 ' 



{a,,} 

0 

FIGURA 1 


2 Definicion Una serie 2 a„ se llama condicionalmente convergente si es conver- 


gente pero no absolutamente convergente. 


En el ejemplo 2 se muestra que la serie armonica alternante es condicionalmente con- 
vergente. Asf, es posible que una serie sea convergente, pero no absolutamente convergen- 
te. Sin embargo, el teorema siguiente muestra que la convergencia absoluta implica 
convergencia. 


3j Teorema 

gente. 


Si una serie 2 a„ es absolutamente convergente, entonces es conver- 


DEMOSTRACION Observe que la desigualdad 

0 *£ a„ + | a n | *£ 2\ a„ \ 

es cierta porque a„\ es a„ o bien, — a„. Si 2«„ es absolutamente convergente, entonces 
2 1 «„| es convergente, asf que 2 2 1 a „ j es convergente. Por tanto, segun la prueba de la 
comparacion, 2 (a„ + a„ ) es convergente. Entonces 

S a„ = 2 {a„ + | a n |) - 2 I «« I 

es la diferencia de dos series convergentes y, por tanto, convergente. E 


EJEMPLO 3 


Determine si la serie 


i 


cos n 


cos 1 

“F“ 


cos 2 
2 2 


cos 3 


es convergente o divergente. 

S0LUCI0N Esta serie posee terminos tanto positivos como negativos, pero no es 
alternante. (El primer termino es positivo, los siguientes tres son negativos, y los otros 
tres que siguen son positivos. Los signos no siguen un patron regular.) Podemos aplicar 
la prueba de comparacion a la serie de valores absolutos 


i 


2- 

n=i 


Puesto que | cos n \ =£ 1 para toda n, entonces 

COS 11 I 1 
-J -y — 


Sabemos que 2 1 /n 2 es convergente (serie p con p = 2) y, por tanto, 2 1 cos n \/n 2 es 
convergente segun la prueba por comparacion. De esta manera, la serie dada 2 (cos n)/n 2 
es absolutamente convergente y, debido a eso, convergente de acuerdo con el teorema 3. 


La prueba siguiente es muy util para determinar si una cierta serie es absolutamente con- 
vergente. 
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Prueba de la razon 

a n + 1 


i) Si Km 


G n 


= L < 1, entonces la serie 2) a n es absolutamente convergente 


(y, por tanto, convergente). 


ii) Si Km 

Gn+l 

= L > l,o bien. Km 

G n + 1 

n — >oo 

Gn 

n — > co 

Gn 


es divergente. 

Gn + 1 


iii) Si lfm 


= oo, entonces la serie a n 

n - 1 


= 1 , la prueba de la razon no es concluyente; es decir, 


no se puede sacar conclusion alguna con respecto a la convergencia 
o a la divergencia de 2 a„. 


DEMOSTRACION 

i) La idea es comparar la serie dada con una serie geometrica convergente. Puesto que 
L < 1, podemos elegir un numero r tal que L < r < 1. Como 


lfm 


Cln+l 


a„ 


= L 


L < r 


la razon |<Vn/a„| eventualmente sera menor que r; es decir, existe un entero N tal que 

< r siempre que n 5* A' 


Gn+l 


Gn 

o, equivalentemente 

a | a„+i | < \a n \r siempre que n ^ N 

A1 hacer n sucesivamente igual a N, N + 1, N + 2, . . . en [4], se obtiene 


0-N+ 1 | 

< 

\ fljv | r 



O-N+2 | 

< 

| flv+i | 

r < 

| an | 

ClN+3 

< 

ClN+2 

r < 

1 an 1 r 


y, en general. 


a N+k < \a N \r' 


para toda k 3= 1 


Ahora la serie 


^ I at / 1 r k = I a N I r + I I r 1 + I an I r 3 + 


es convergente porque es una serie geometrica con 0 < r < 1 . De modo que la 
desigualdad [5] junto con la prueba de la comparacion demuestra que la serie 


^ I | | @N+k | | @N+ 1 | d - | ClN+2 \ d - | flN+ 3 | d - 

n=N + 1 k= 1 
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tambien es convergente. Se infiere que la serie 2”_i | a„ | es convergente. (Recuerde que 
una cantidad finita de terminos no afecta la convergencia.) Por tanto, 2 a„ es 
absolutamente convergente. 

ii) Si | a n +i/a„ |— > L > 1, o bien, | a„+i/a n |— > entonces la razon | a n +Ja„\ 
eventualmente sera mayor que 1 ; es decir, existe un entero N tal que 


&n + 1 


> 1 


siempre que z? iV 


Esto significa que | a n + 1 1 > | a„\ siempre que n 3® TV y de este modo, 

lfm a„ ¥= 0 

«— >oo 


En consecuencia, 2 a„ es divergente segun la prueba para la divergencia. 

NOTA La parte iii) de la prueba de la razon establece que si lfm„ >„ | a„+i/a„ | = 1, la 
prueba no proporciona informacion. Por ejemplo, en cuanto a la serie convergente 2 \/n 2 
tenemos 


^/J + l 

a n 


i 

(» + i ) 2 


J_ (n + l) 2 


1 

r ^ 2 

i + - 
n 


cuando 


n oo 


mientras que para la serie divergente 2 1 In tenemos 


La prueba de la razon generalmente es 
concluyente si el n-esimo termino de la serie 
contiene un exponencial o factorial, como 
vimos en los ejemplos 4 y 5. 


Qn + 1 

a„ 


1 

n + 1 

T 

n 


n 


1 


n + 1 1 

1 + - 
n 


cuando n — > °° 


Por tanto, si lfm„ | a n +i/a„ \ = 1, la serie 2 a„ podria ser convergente o divergente. En 
este caso, la prueba de la razon no funciona, por lo que debemos aplicar otra prueba. 


EJEMPLO 4 


Pruebe si la serie ^ (— 1)" 

n = 1 


3" 


es absolutamente convergente. 


SOLUCION Aplique la prueba de la razon con a n = (— l)"n 2 /3": 


Estimacion de sumas 

En las tres ultimas secciones usamos varios 
metodos para estimar la suma de una serie, y el 
metodo depende de cual prueba se usaba para 
demostrar la convergencia. ^Que sucede con las 
series para las cuales si funciona la prueba de 
la razon? Hay dos posibilidades: si la serie es 
alternante, como en el ejemplo 4, entonces es 
mejor aplicar los metodos de la seccion 11.5. Si 
todos los terminos son positivos, entonces 
aplicamos los metodos especiales que se 
explican en el ejercicio 38. 




(— 1 ) n+1 (n + l) 3 


^n+1 


3" +1 

(n + l) 3 3" 

a„ 


(-l)V 

3" 

3" +1 n 3 



De esta manera, de acuerdo con la prueba de la razon, la serie dada es absolutamente 
convergente y, en consecuencia, convergente. 
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□ 


EJEMPLO 5 


^ Yl 

Pruebe la convergencia de la serie 2j r . 


„=i n\ 


SO LUC I ON Puesto que los terminos a„ = ri'/n\ son positivos, no necesitamos los signos 
del valor absoluto. 


&n + 1 


(n + l) n+1 n!_ 

(n + 1)! ’ ~n" 

(n + 1)(« + l)' 1 «! 

(n + 1)«! n" 



cuando n — > 00 


(Vease ecuacion 3.6.6.) Puesto que e > 1, la serie dada es divergente segun la prueba 
de la razon. 


NOTA Aunque la prueba de la razon funciona en el ejemplo 5, un metodo mas facil es 
usar la prueba de la divergencia. Como 


n n • n • n 

a„ = — = 

n! 1-2-3 


se infiere que a„ no tiende a 0 cuando n 'A Por tanto, la serie dada es divergente segun 
la prueba para la divergencia. 

Es conveniente aplicar la siguiente prueba cuando hay potencias n-esimas. Su demos- 
tracion es similar a la de la prueba de la razon y se deja para el ejercicio 41. 


Prueba de la raiz 

i) Si lim yj | a„ | = L < 1, entonces la serie ^ a„ es absolutamente convergente 

n= 1 

(y, por tanto, convergente). 

oo 

ii) Si lim V | a n | = L > 1 o lfm V | a n \ = entonces la serie ^ a n es divergente. 

n^eo „=1 

iii) Si lfm V| a « \ = 1 , la prueba de la rafz no es concluyente. 

n— »°o 


Si lfm„^ M V| o-n | = 1- entonces el inciso iii) de la prueba de la rafz establece que la 
prueba no proporciona informacion. La serie 2 a„ podrfa ser convergente o divergente. (Si 
L = 1 en la prueba de la razon, no intente con la prueba de la rafz porque L sera otra vez 
1 . Y si L = 1 en la prueba de la rafz, no intente la prueba de la razon porque tambien 
fallara.) 


□ 


EJEMPLO 6 


i-ruebe la convergencia 




SOLUCION 


a„ 


VfOn 


/ 2n + 3 V 
\3n + 2J 

2 + A 

2 n + 3 n 2 

= > — < 1 

3n + 2 2 3 

3 + — 

n 


Asf, la serie dada converge segun la prueba de la rafz. 
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Reordenamientos 

La pregunta de si una serie dada que es convergente es absolutamente convergente o con- 
dicionalmente convergente, tiene relacion con la pregunta si las sumas infinitas se compor- 
tan como las sumas finitas. 

Naturalmente, si reordenamos los terminos en una suma finita, entonces el valor de la 
suma no cambia. Pero esto no siempre sucede en las series infinitas. Con reordenamiento 
de una serie infinita X a„ se da a entender una serie obtenida simplemente al cambiar el orden 
de los terminos. Por ejemplo, un reordenamiento de X a n podria empezar como sigue: 

Cll “G d2 "b @5 d" 0-3 CI 4 + Cl 15 "f £16 i fll7 4" fl20 + ' ' ' 

Resulta que 

si X a„ es una serie absolutamente convergente con suma .y, 
entonces cualquier reordenamiento de X a„ tiene la misma suma .v. 

Sin embargo, cualquier serie condicionalmente convergente se puede reordenar, con lo 
cual la suma sera distinta. Para ilustrar este hecho considere la serie armonica alternante 

|~6~| 1— i + + | — S + 4- S+ '‘‘ = ln2 

(Vease ejercicio 36 en la seccion 1 1.5.) Si multiplicamos la serie por obtenemos 

2 4 ' 6 8 ‘ 2 nt ^ 

Si insertamos ceros entre los terminos de esta serie, tenemos 

Sumar ceros no afecta la suma de la serie; cada 

uno de los terminos de la sucesion de sumas | 7 | 0 + | + 0 — ^+0+^+0— ^ — y In 2 

parciales se repite, pero el limite es el mismo. 

Ahora sumamos la serie de las ecuaciones 6 y 7 usando el teorema 1 1.2.8; 
m l+l _ d + 4 + 4 _ l+' - ' = |l n 2 

Observemos que la serie en [8] consta de los mismos terminos que en [6], pero reordenados 
de modo que haya un termino negativo despues de cada par de terminos positivos. Pero las 
sumas de estas series son diferentes. De hecho, Riemann demostro que 

si X a„ es una serie condicionalmente convergente y res cualquier numero real, 
entonces hay un reordenamiento de X a„ que tiene una suma igual a r. 

Una demostracion de este hecho se plantea en el ejercicio 44. 


Ejercicios 


1 . ^Que puede decir acerca de la serie X a„ en cada uno de los 
casos siguientes? 


Cln+l 


a) lfm 


c) lfm = 1 

a„ 


b) lfm 


a.+i 


= 0.8 


2-30 Determine si la serie es absolutamente convergente, 
condicionalmente convergente o divergente. 

, £ ( - 2) " 


n = 1 ft 


1 

n= 1 D 


4. I (-1)- 1 


n + 4 


5 . 

„-o 5 n + 1 

7. £ *(!)* 


9. 2 

n- 1 n 


n. 


n -1 n 


13 . 2 


10 " 


n% (n + 1)4 2 


6 . 


i 


(-3)" 

(2 n + 1)! 


8 . 


i 


n\ 

100 " 


10 . 2 (— 1 )" - 


12 . 2 


n—1 V” 3 + 2 

sen 4/7 


i 4" 

n=l ^ 


14 . 2 


„ , (- 10 )" 


1. Tareas sugeridas disponibles en stewartcalculus.com 
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15. 2 


17. 2 


(—1)" arctan n 


(-D" 


19. 2 


n- 2 In n 

cos(mr/3) 


*=i n! 


21 . 2 


n 2 + 1 Y 


„=i \ 2 n + 1 


23. 2 | 1 + ~ 


25. 2 


n 100 100 " 
! 


#.= i nl 


16. 2 


3 — cos n 


n 2/3 — 2 


Yi (l . 
! 8 - 2 — 

n=l W 


20 . 2 


(- 2 )" 


«=1 ^ 


22 . 2 


— In 
^2 \ n + 1 

( 2 «)! 


24 - 2 , n2 
»-i («!) 

” 2" 1 

26. 2 -r 


1-3 1 - 3-5 1 - 3 - 5-7 

27. 1 r— + — - + 


3! 

+ (-l)- 1 


5! 

1-3-5 


7! 


(2m - 1) 


(2m - 1)! 


2 2-6 2-6-10 2-6-10-14 

28. — + + + + 

5 5-8 5-8 - 11 5-8-11-14 


36. ^Para cuales enteros positivos k la serie siguiente es 
convergente? 

y Ml 
tx ( kn)\ 

37. a) Demuestre que 2j=o jc"/m! converge para toda x. 
b) Deduzca que lfin„^oo x"/n\ = 0 para toda x. 

38. Sea £a„ una serie con terminos positivos y sea r„ = a„+i/a„. 
Suponga que lfin„-»« r„ = L < 1, de modo que £r/„ es 
convergente segun la prueba de la razon. Como es lo usual, sea 
R„ el residuo despues de n terminos, es decir, 

Rn CIii+i “E tJ/,+2 4" @ 11+3 + * • ■ 

a) Si {r„} es una sucesion decreciente y r„+ 1 < 1, demuestre con 
la suma de una serie geometrica que 

O/i+i 


Rn « , 

1 - r n +\ 

b) Si {r„} es una sucesion creciente, demuestre que 


R„ ■ 


O/i+l 

1 - L 


29. 2 


2-4-6 


(2m) 


2 "n\ 


30. 2 (- 1 )" 

„_1 v 5-8-11 (3 m + 2) 


31 . Los terminos de una serie se definen en forma recursiva 
mediante las ecuaciones 


Oi = 2 


fl,.+i 


5 n + 1 
4n + 3 


a 


n 


Determine si Sa, es convergente o divergente. 
32. Una serie £ a„ esta definida por las ecuaciones 


2 + cos n 



39. a) Calcule la suma parcial s 5 de la serie 2”_i l/(n2”). Con 

ayuda del ejercicio 38 estime el error al usar s 5 como una 
aproximacion a la suma de la serie. 
b) Determine un valor de n de tal modo que s„ no difiera 

0.00005 de la suma real. Use este valor de n para obtener un 
valor aproximado de la suma de la serie. 

40. Use la suma de los primeros 10 terminos para obtener un valor 
aproximado de la suma de la serie 



Aplique el ejercicio 38 para estimar el error. 

41. Demuestre la prueba de la raiz. [Sugerencia para inciso i): 
tome cualquier numero r tal que L < r < 1 y utilice el hecho 
de que hay un entero N tal que \] a„ < r siempre que n 3= N.] 

42. Hacia 1910, Srinivasa Ramanujan, matematico de la India, 
descubrio la formula 


Determine si £ a„ converge o diverge. 


33-34. Sea {&„} una sucesion de numeros positivos que converge a |. 
Determine si la serie dada es absolutamente convergente. 


33. 2 

/?=! 


b„ COS T17T 
n 


34. 2 ( ~ irW! 

n-\ n"bib 2 b 3 ■ ■ ■ b„ 


35. ^Para cuales de las series siguientes la prueba de la razon no es 
concluyente (es decir, no proporciona una respuesta definida)? 


a) 2 


b) 2 


n 

2” 


J_ _ 2y/2 “ (4n)!(l 103 + 26390n) 
tt _ 9801 „_o (n!) 4 396 4 " 

William Gosper utilizo esta serie en 1985 para calcular los 
primeros 17 millones de dlgitos de tt. 

a) Verifique que la serie es convergente. 

b) ^Cuantos lugares decimales correctos de tt obtiene el lector 
si usa solo el primer termino de la serie? ^Que pasa si usa 
dos terminos? 

43. Dada cualquier serie £a„, definimos una serie £a„ + cuyos terminos 
son todos positivos de £ a„ y una serie £ a,i cuyos terminos son 
todos negativos de £a„. Para ser especfficos, sea 


c) 2 


(—3 r 1 

y/n 


d) 2 


sfn 

1 + H 2 


at, = ■ 


a n + a„ 


2 


an = ■ 


q .,1 a n 
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Observe que si a„ > 0, entonces ai = a„ y an = a„, mientras 
que si a„ < 0, entonces as = a„ y at = 0. 

a) Si 2fl n es absolutamente convergente, demuestre que tanto 
la serie Eaf como la Eas son convergentes. 

b) Si Ea„ es condicionalmente convergente, demuestre que 
tanto la serie Eai como la Ea„ son divergentes. 

44. Demuestre que si E a„ es una serie condicionalmente 

convergente y r es cualquier numero real, entonces hay un 
reordenamiento de Ea„ cuya suma es r. [Sugerencias: utilice 
la notacion del ejercicio 43. Tome solo suficientes terminos 


positivos ai de modo que su suma sea mayor que r. Luego 
sume solo suficientes terminos negativos as para que la suma 
acumulativa sea menor que r. Continue asf y aplique el teorema 
11 . 2 . 6 .] 

45. Suponga que la serie Ea„ es condicionalmente convergente. 

a) Demuestre que la serie E/i * 1 2 3 4 5 6 7 8 a„ es divergente. 

b) La convergencia condicional de S a„ no es suficiente para 
determinar si E«a„ es convergente. Demuestre esto dando 
un ejemplo de una serie condicionalmente convergente tal 
que Ena,, converge y un ejemplo donde Ena,, diverge. 


11.7 


Estrategia para probar series 


Ya tenemos varias maneras de probar la convergencia o divergencia de una serie; ahora el 
problema es decidir cual prueba aplicar en cada serie. En este aspecto, probar series es 
parecido a integrar funciones. No hay reglas rfgidas y rapidas con respecto a que prueba 
aplicar a una serie dada, pero puede seguir las recomendaciones siguientes, que le pueden 
ser utiles. 

No es prudente aplicar una lista de pruebas en un orden especifico hasta que una fun- 
cione. Eso serfa un desperdicio de tiempo y esfuerzo. En lugar de eso, al igual que en la 
integration, la estrategia principal es clasificar las series de acuerdo con su forma. 


1. Si la serie es de la forma E l/n p , es una serie p, lo cual significa que es 
convergente si p > 1 y divergente si p =£ 1 . 

2. Si la serie es de la forma Ear" -1 o Ear", es una serie geometrica, la cual 
converge si | r| < 1 y diverge si | r | S® 1 . Se podrfan requerir algunas operaciones 
algebraicas para hacer que la serie adquiera esta forma. 

3. Si la serie posee una forma similar a la de una serie p o a una serie geometrica, 
entonces se debe considerar una de las pruebas por comparacion. En particular, 

si a„ es una funcion racional o una funcion algebraica de n (es decir, que contiene 
rafces de polinomiales), entonces la serie se debe comparar contra una serie p. 
Observe que la mayorfa de las series de los ejercicios 11.4 poseen esta forma. 

(El valor de p se debe escoger como en la seccion 1 1.4, y conservar solo las 
potencias mas altas de n en el numerador y en el denominador.) Las pruebas por 
comparacion se aplican solo en series con terminos positivos, pero si E a„ tiene 
algunos terminos negativos, entonces podemos aplicar la prueba por comparacion 
a E | a„ | y probar si hay convergencia absoluta. 

4. Si es facil ver que Him,, a„ 0, entonces se debe aplicar la prueba para la 
divergencia. 

5. Si la serie es de la forma S (— I f' 'h„ , o bien, S (— I )"b„ , entonces una posibilidad 
obvia es la prueba de la serie alternante. 

6. Las series que contienen factoriales u otros productos (incluso una constante 
elevada a una potencia 77 -esima) se prueban en forma aceptable usando la prueba 
de la razon. Siempre piense que \a„ n j an — > 1 cuando n —* °° para todas las 
series p y, por tanto, todas las funciones racionales o algebraicas de n. En estas 
condiciones, la prueba de la rafz no se debe aplicar para dichas series. 

7. Si a„ es de la forma (£>„)", entonces la prueba de la rafz podria ser util. 

8. Si a„ = f{n), donde [“/(*) dx se puede evaluar con facilidad, entonces la prueba 
de la integral es efectiva (suponiendo que la hipotesis de esta prueba se cumple). 
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En los ejemplos siguientes no se presenta todo el desarrollo, sino que simplemente se 
indica que prueba se debe usar. 


m 


EJEMPLO 1 


oo i 

V n ~ 1 
“i 2 n + 1 


Puesto que a n 


5^ 0 cuando < 


debe usar la prueba para la divergencia. 


n 3 + 1 


EJEMPLO 2 


1 £ 3 n 3 + An 2 + 2 

Como a„ es una funcion algebraica de n, compare la serie dada con la serie p. La serie de 
comparacion para la prueba de comparacion en el llmite es 2 b„, donde 


b 


n 



3 n 3 3 n 3 


1 

3 n 3 ' 2 


□ 


EJEMPLO 3 


2 ne 

n - 1 


Puesto que la integral [" xe ' dx se evalua con facilidad, use la prueba de la integral. La 
prueba de la razon tambien funciona. 


2 (-i)"- 


n 


EJEMPLO 4 


n=\ n + 1 

Como la serie es alternante, aplique la prueba de la serie alternante. 


□ 


EJEMPLO 5 


oo rsk 

2 — 
P, k\ 


Como la serie contiene k\, se aplica la prueba de la razon. 


EJEMPLO 6 


1 


Pi 2 + 3" 

La serie esta estrechamente relacionada con la serie geometrica 21/3", por lo que se 
aplica la prueba por comparacion. 


Ejercicios 


1-3L Pruebe si las series son convergentes o divergentes. 


i. 2 


i 


Pi n + 3" 


3. 2 (-1)"- 


n 


5. I 


„_i n + 2 

“ n 2 2"-' 


7. I 


Pi (-5)” 
1 


n=2 n Vln n 


9. 2 k 2 e- k 


2 . 2 


(2 n + 1)" 


n=i n 


4. 2 (-1)"- 


n 


6. I 


n=i n + 2 

1 


n—i 2n + 1 

V 2 k k\ 

' k -i (k + 2)\ 

10 . 2 n 2 e- n3 


„ , 1 1 

11. 2 ( — r 3 

Pi w y 


13. 2 


n „2 


3 "_n 

r\ 


n= l 

2-t-i^it+i 


«■ ^ 

*=i A: 


17. 2 

77=1 

18. 2 


1-3-5 


Pi 2 • 5 • 8 

(-ir 1 

Jn — 1 


(2 n - 1) 


On - 1) 


12. 2 , 

Pi kJWTT 


14. 2 


16. 2 


sen 2 n 

Pi 1 + 2 " 

M 2 + 1 


n J + 1 
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In n 

is- 2 (-1 Y-f- 

n= 1 V VI 

20. 

2 

k=\ 

i/k - 1 

29. 

v (-1)" 

30. 

k(^fk + l) 

„_i cosh n 

21. £ (-l)"cos(l/n 2 ) 

n=l 

22. 

£ 

k = \ 

1 

31. 

CO c k 

y 

32. 

2 + sen k 

tx 3* + 4 k 

23. ^ tan(l /n) 

n= 1 

24. 

1 

n= 1 

n sen(l/n) 

33. 


34. 

A n\ 

25. 

CD 

CVJ 

£ 

n=l 

n 2 + 1 

35. 

£ 1 
tx n 1+1/n 

36. 

5" 



A k In k 

27- 2 

00 

CM 

£ 

e 1/n 

37. 

1)" 

n= 1 

38. 


£ 


(-D 


>JL 

i + 5 


£ 

n= 1 

£ 

«=i 


(«!)" 


1 

n + n cos 2 n 
1 


(In zt) ln " 


£ (^ - 1) 


11.8 


Series de potencias 


Una serie de potencias es una serie de la forma 


Series trigonometricas 

Una serie de potencias es una serie en la cual 
cada uno de los terminos es una funcion 
potencia. Una serie trigonometrica 

2 (o„ cos nx + b„ sen nx) 

n = o 

es una serie cuyos terminos son funciones 
trigonometricas. Este tipo de serie se analiza en 
el sitio web 

www.stewartcalculus.com 

Haga clic en Additional Topics y luego en 
Fourier Series. 


Notese que 


m 


2 C n x" = Co + C\X + C2X 1 + C3X 3 * + • • • 
11=0 


donde x es una variable y las c„ son constantes llamados coeficientes de la serie. Para cada 
x fija, la serie |T] es una serie de constantes que podemos probar para ver si son convergen- 
tes o divergentes. Una serie de potencias podria ser convergente para algunos valores de x 
y ser divergente para otros. La suma de la serie es una funcion 

f(x) = Co + C\X + C2X 2 + • ■ ■ + c„x" + • • • 

cuyo dominio es el conjunto de todas las x para las cuales la serie converge. Observe que 
/ es analoga a una funcion polinomial. La unica diferencia es que / tiene un infinito de 
terminos. 

Por ejemplo, si tomamos c„= 1 para toda n, la serie de potencias se transforma en una 
serie geometrica 


1 + x + x 2 + 


+ x" + • • • 


que es convergente cuando — 1 < x < 1 y es divergente cuando |x| 5* 1. (Vease ecuacion 
11.2.5.) 

Mas generalmente, una serie de la forma 


2 c„(x — a) n = Co + C\{x — a) + C 2 (x — a) 2 + ■ ■ ■ 

11— 0 

se denomina serie de potencias en (x — a), o bien, serie de potencias centrada en a , o 

tambien, serie de potencias en tomo a a. Observe que al escribir el termino correspondiente 
a n = 0 en las ecuaciones 1 y 2, se ha adoptado la convencion de que (x — a ) 0 = 1 aun 
cuando x = a. Asimismo, note que cuando x = a todos los terminos son 0 para n 3= 1 y 
de este modo la serie de potencias [2] siempre es convergente cuando x = a. 


□ 


EJEMPLO 1 


Para que valores de x la serie ^ n \ x " es convergente? 


SOLUCION Utilizamos la prueba de la razon. Sea a„, como se acostumbra, el /t-esimo 
termino de la serie, entonces a„ = n\ x". Si x 0, tenemos 


(/I + 1)72(77 — 1) * • 

■ • 3 • 2 • 1 

lim 

&n+l 

= lim 

(77 + 1)77! 


n—> co 

Q-n 

n — ><» 


(n + l)!x" 


= lim ( n + 1 ) | x | = 
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Segun la prueba de la razon, la serie es divergente cuando x 0. Asf, la serie dada 
converge solo cuando x = 0. 


1 


EJEMPLO 2 


^Para que valores de x la serie ^ 

n = 1 


(* - 3) ; 

n 


es convergente? 


S0LUCI0N Sea a„ = (x — 3 )"/n. Entonces 


^n+ 1 


(x - 3)" +1 n 

a„ 


n + 1 (x - 3)" 


_J 

1 + — 
n 


x — 3 


x — 3 


cuando n — > 00 


De acuerdo con la prueba de la razon, la serie dada es absolutamente convergente y, por 
tanto, convergente cuando | x — 3 1 < 1 y divergente cuando | jc — 3 1 > 1 . Ahora 

\x — 3 | < 1 <=> — 1 < x — 3<1 <=> 2 < x < 4 

de modo que la serie converge cuando 2 < x < 4 y diverge cuando r<2o bien x> 4. 

La prueba de la razon no proporciona information cuando | x — 3 1 = 1 de modo que 
debemos considerar x = 2yr = 4 por separado. Si ponemos x = 4 en la serie, resulta 
SI In, la serie armonica, la cual es divergente. Si x = 2, la serie es 2 (— 1)"/ n, la cual es 
convergente de acuerdo con la prueba de la serie alternante. Por tanto, la serie de 
potencias dada converge para 2 =£ x < 4. 



Veremos que el uso principal de las series de potencias es proporcionar una manera de 
representar algunas de las funciones mas importantes que surgen en matematicas, fisica y 
quimica. En particular, la suma de la serie de potencias del ejemplo siguiente se llama 
funcion de Bessel, en honor al astronomo aleman Friedrich Bessel (1784-1846), y la 
funcion dada en el ejercicio 35 es otro ejemplo de la funcion de Bessel. En efecto, estas 
funciones surgieron primero cuando Bessel resolvio la ecuacion de Kepler para describir 
el movimiento de los planetas. Desde esa epoca, estas funciones se aplican en diversas 
situaciones frsicas, sin olvidar la distribution de temperaturas en una lamina circular y las 
vibraciones de una membrana de un tambor. 



Observe como la aproximacion del modelo 
generado por computadora (el cual utiliza 
funciones de Bessel y de cosenos) coincide con 
la fotografia de una membrana vibratoria de 
hule. 


EJEMPLO 3 


Determine el dominio de la funcion de Bessel de orden 0 definida por 

JM - 2 ( ~ 1>V ‘ 


,5. 2 2 v)’ 

SOLI Sea a„ = (— l)"x 2 "/[2 2 "(«!) 2 ]. Entonces 


&n + 1 


(-l)" +1 x 2( " +1) 

2 2 "(n!) 2 

An 


2 2( " +1) [(h + l)!] 2 

(-I)"* 2 " 


2 (n + 1) 2 («!) 2 


2 2 >!) 2 


x 


4 (n + l) 2 


0 < 1 


para toda jc 


De este modo, de acuerdo con la prueba de la razon, la serie dada converge para 
todos los valores de x. En otras palabras, el dominio de la funcion de Bessel J 0 es 

( — oo ; oo) = R. 
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FIGURA 1 

Sumas parciales de la funcion 
de Bessel /„ 



FIGURA 2 


Recuerde que la suma de una serie es igual al limite de la sucesion de las sumas par- 
ciales. De esa manera, cuando se define la funcion de Bessel del ejemplo 3 como la suma 
de una serie significa que, para todo numero real x. 


Jo(x) = Hm s„(x) donde 

n—> rx > 

Las primeras sumas parciales son 


Sn(x) = 2 


(-iyx 2 


,=o 2 2 W 


So(x) = 1 


Sl(x) = 1 - — 


, N X 2 x 4 

*<*>-' ~T + 64 


X 2 X 4 X 6 

ftlx) = 1 1 

w 4 64 2 304 


X 2 X 4 X 6 X s 

S4(x) — 1 — + — + 

2 4 64 2 304 147456 


En la figura 1 se muestran las graficas de estas sumas parciales, las cuales son funciones 
polinomiales. Todas son aproximaciones de la funcion J„, pero observe que la aproxima- 
cion es mejor cuando se incluyen mas terminos. En la figura 2 se ilustra una grafica mas 
completa de la funcion de Bessel. 

En lo que respecta a la serie de potencias examinadas hasta el momento, el conjunto 
de valores de x para los cuales la serie es convergente ha resultado ser siempre un 
intervalo [un intervalo finito de la serie geometrica y la serie del ejemplo 2, el intervalo 
infinito (— °o, °o) del ejemplo 3 y un intervalo colapsado [0, 0] = {0} del ejemplo 1]. El 
teorema siguiente, demostrado en el apendice F, establece que esto es valido en general. 


3 Teorema Para una serie de potencias dada ^ c„(x 
posibilidades: " “° 


a)" hay solo tres 


i) La serie converge solo cuando x = a. 

ii) La serie converge para toda x. 

iii) Hay un numero positivo R tal que la serie converge si | x — a \ < R 

y diverge si | x — a \ > R . 


El numero R en el caso iii) se llama radio de convergencia de la serie de potencias. Por 
convencion, el radio de convergencia es R = 0 en el caso i) y R = °° en el caso ii). El 
intervalo de convergencia de una serie de potencias es el intervalo que consiste en todos 
los valores de x para los cuales la serie converge. En el caso i) el intervalo consta de un 
solo punto a. En el caso ii) el intervalo es (— °°, °°). Observe que en el caso iii) la 
desigualdad \x — a \ < R se puede escribir de nuevo como a — R < x < a + R. Cuando x 
es un extremo del intervalo, es decir, x = a ± R, cualquier cosa puede suceder: la serie 
podrfa ser convergente en uno o en ambos extremos, o podrfa ser divergente en ambos 
extremos. Por tanto, en el caso iii) hay cuatro posibilidades para el intervalo de 
convergencia: 

(a — R, a + R) (a — R, a +/?] [a — R, a + R) [a — R, a + R] 

La situacion se ilustra en la figura 3. 


convergencia para \x — a \ < R 


a-R 


a 


a + R 


FIGURA 3 


t 


divergencia para \x — a\> R 


i 


744 CAPITUL0 11 


SUCESIONES Y SERIES INFINITAS 


Aquf resumimos el radio y el intervalo de convergencia para cada uno de los ejemplos 
ya considerados en esta section. 



Series 

Radio de convergencia 

Intervalo de convergencia 

Serie geometrica 

I x" 

n= 0 

R = 1 

(-1.1) 

Ejemplo 1 

2 n\ x" 

n= 0 

R = 0 

{0} 

Ejemplo 2 

V (X - 3)” 

n-l n 

R = 1 

[2,4) 

Ejemplo 3 

v ( l)”x 2n 
n-o 2 2 ”(n!) 2 

R = 00 

( — oo ? 00 ) 


En general, la prueba de la razon (o a veces, la prueba de la raiz) se debe usar para 
determinar el radio de convergencia R. Las pruebas de la razon y la rafz siempre fracasan 
cuando x es un extremo del intervalo de convergencia, de modo que es necesario verificar 
los extremos por medio de alguna otra prueba. 


EJEMPLO 4 


Determine el radio de convergencia y el intervalo de convergencia de la 


serie 


n — 0 \j n -}■■ T 


SOLI Sea a„ = (—3 )"x"/^n + l.Entonces 


+ 1 


(— 3)" + 1 x " +1 

V« + 1 

a„ 


\J Yl + 2 

(— 3)"x" 


— 3x 


In + 1 

V n + 2 


= 3 


1 1 + (i/«y 

V 1 + (2 /n) 


3 I x I cuando n — > °° 


De acuerdo con la prueba de la razon, la serie dada converge si 3 | x j < 1 y es divergente 
si 3 |x| > 1. En estos terminos, es convergente si |x| < f y divergente si |x| > |. Esto 
significa que el radio de convergencia es 7? = |. 

Sabemos que la serie converge en el intervalo ( — 5 , 5 ), pero ahora es necesario probar si 
hay convergencia en los extremos de este intervalo. Si x = ', la serie se transforma en 


v (-3yH)" y 1 1 , 1 , 1 , 1 

n =0 \jn + 1 n= 0 \]n + 1 ^ y/2 \JA 


la cual es divergente. (Aplique la prueba de la integral o simplemente observe que es una 
serie p con p = \ < 1 .) Si x = |, la serie es 

“ (— 3rG)" “ (-1 r 

n - 0 yjn + 1 n—0 tjn + 1 

la cual converge de acuerdo con la prueba de la serie alternante. Por tanto, la serie de 
potencies dada converge cuando — ' < x ' , de modo que el intervalo de convergencia 
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EJEMPLO 5 


de la serie 


Determine el radio de convergencia y el intervalo de convergencia 


i 

n = 0 


n(x + 2)" 


3" +1 


SOLUCION Si a„ = n(x + 2)"/3" +1 , entonces 


&n+ 1 


(n 4- l)(x 4- 2) /,+1 

3 n+I 

a„ 


3" +2 

n(x + 2)" 


1 \ I x 4- 2 I I x + 2 

1 + — ) — > 

n j 3 3 


cuando n — * 00 


A1 usar la prueba de la razon, se ve que la serie es convergente si|x4-2|/3<ly que 
es divergente si | jc + 2|/3 > l.De modo que es convergente si \x + 2| < 3 y divergente 
si | x + 2 1 > 3. Asf que, el radio de convergencia es R = 3. 

La desigualdad \x + 2\ < 3 se puede escribir como — 5 < x < 1, asi que probamos la 
serie en los extremos — 5 y 1. Cuando x = —5, la serie es 


y n( 3) 

^ Ort+1 


2 (-1 )"n 


la cual es divergente segtin la prueba de la divergencia [(— 1 )"n no converge a 0]. Cuando 
x = 1 , la serie es 


” n(3T 

0/1+1 


2 n 

n-0 


la cual tambien es divergente segun la prueba de la divergencia. Por esto, la serie 
converge solo cuando —5 < x < 1, de modo que el intervalo de convergencia es 
(-5, 1). 


11.8 


Ejercicios 


1. ^Que es una serie de potencias? 

2. a) ^Cual es el radio de convergencia de una serie de potencias? 

^Como se determina? 

b) ^Cual es el intervalo de convergencia de una serie de 
potencias? ^,Como se calcula? 


3-28 Determine el radio de convergencia y el intervalo de 
convergencia de la serie. 


3. 2 (-1 )"nx 


4. 



5. i 



6. I 


( -1)V 


9- 2(-i r^r 

n= 1 + 

n= i nJn 


13. 2 (-1)”^ 

n=l 

is. £ 

n—C 

i7. £ 


„_2 4" In n 

(* ~ 2 Y 

^ o n~ + 1 

3"(x + 4)" 


10 . 2 


10'V 


»-i n 


Yt A 

12 . 2 

«3 


14. 2 (-1)" 

n=0 

16. £ (- 1 )" 


(2n + l)l 

(-* ~ 3 V 
2 n + 1 


is. l^ix + iy 

n= 1 ^ 


7. 2^ 

//— o W . 


8 . 2 n " x 


19. 




20 . 


“ (2x - ly 
5\/n~ 


Se requiere calculadora graficadora o computadora Se requiere sistema algebraico computarizado 1. Tareas sugeridas disponibles en stewartcalculus.com 
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21 . 2 — (x - a )", b> 0 
■=i b" 

°° /?" 

22 . 2 (* - a)", ^ > 0 

„_ 2 In n 


23. 2 n!(2x - 1)" 
//= 1 

25. 2 (51 - 4| " 


24. 2 


"2-4-6 


(2 n) 


„-i n 


26. 2 


n =2 n( In n) 2 


27. 2 


1 - 3-5 


(2 n - 1) 


28. 2 


1-3-5 


n\x" 

.... (2n 


1) 


35. La funcion 7i definida por 

/M = y (~i r * 2 " +1 

lW “o *!(n + 1)!2 2 - +1 

se llama funcion de Bessel de orden 1. 

a) Determine el dominio. 

FR b) Grafique las primeras sumas parciales en una misma 
pantalla. 

c) Si su SAC tiene incorporadas las funciones de Bessel, 

grafique J\ en la misma pantalla que las sumas parciales del 
inciso b) y observe como se aproximan las sumas parciales 
a Ju 

36. La funcion A se define mediante 


A(x) = 1 + 


2-3 2 • 3 • 5 • 6 2 ■ 3 ■ 5 ■ 6 • 8 • 9 


29. Si 2^=o c„ 4" es convergente, i se infiere que las siguientes series 
son convergentes? 

a) 2 c„(-2)" b) 2 c„(-4) n 

n—0 n- 0 

30. Suponga que £“ =0 CnX " converge cuando x = —4 y diverge 
cuando x = 6. ^Que puede decir con respecto a la convergencia 
o divergencia de la serie siguiente? 


que se llama funcion de Airy en honor al matematico y 
astronomo ingles sir George Airy (1801-1892). 
a) Determine el dominio de la funcion de Airy. 

5 b) Grafique las primeras sumas parciales en una misma 
pantalla. 

c) Si su SAC tiene incorporadas las funciones de Airy, grafique 
A en la misma pantalla que las sumas parciales del inciso b), 
y observe como las sumas parciales se aproximan a A. 

37. Una funcion/esta definida mediante 

f(x) = 1 + 2x + x 2 + 2x 3 + x 4 +■■• 


a) 2 c„ b) 2 c„8" 


c) 2 c„(-3Y d) 2 (— 1)V„9" 


31. Si k es un entero positivo, encuentre el radio de convergencia 
de la serie 


2 


("0* 
( kn)\ 


x 


n 


es decir, sus coeficientes son c 2 „ = 1 y Cm+i = 2 para toda 
n 3 s 0. Determine el intervalo de convergencia de la serie y 
plantee una formula explicita para /(.*). 

38. Si /( x) = 2”_o c„x", donde c„+ 4 = c„ para toda n 3s 0, 
determine el intervalo de convergencia de la serie y una 
formula paiaf(x). 

39. Demuestre que si lfm„^„ f/| c„ =c, donde c # 0, entonces 
el radio de convergencia de la serie de potencias 2c„x" es 
R = 1 Jc. 


32. Sean p y q numeros reales con p < q. Encuentre una serie de 
potencias cuyo intervalo de convergencia sea 

a) ip, q) b) ( p , q] 

c) [p, q) d) \p, q] 

33. ^Es posible hallar una serie de potencias cuyo intervalo de 
convergencia sea [0, »)? Explique. 

34. Grafique las primeras sumas parciales s„(x ) de la serie 2^_o x", 
junto con la funcion suma/(x) = 1/(1 — x) sobre una misma 
pantalla. ^Sobre que intervalo parece que convergen estas 
sumas parciales a/(x)? 


40. Suponga que la serie de potencias 2 c„(x — d) n satisface 

c n # 0 para toda n. Demuestre que si lfm„^.» | c„/c „+ 1 | existe, 
entonces es igual al radio de convergencia de la serie de 
potencias. 

41. Suponga que el radio de convergencia de la serie 2c„x" es 2 y 
que el radio de convergencia de la serie 2r/„x" es 3. ^,Cual es 
el radio de convergencia de la serie 2 (c„ + d„)x"l 

42. Suponga que el radio de convergencia de la serie de potencias 
2c„x" es R. ^Cual es el radio de convergencia de la serie de 
potencias 2c„x 2 "? 


11.9 


Representacion de las funciones como series de potencias 


En esta seccion aprendera a representar ciertos tipos de funciones como sumas de series 
de potencias mediante la manipulacion de series geometricas, o mediante derivacion o 
integracion de dichas series. Quiza se pregunte por que siempre se busca expresar una 
funcion conocida como una suma de una cantidad infinita de terminos. Mas adelante se 
explica la utilidad de esta estrategia en la integracion de funciones que no tienen antideri- 
vadas elementales, en la solucion de ecuaciones diferenciales y para aproximar funciones 
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mediante polinomiales. (Los cientificos lo hacen asi para simplificar las expresiones con 
las que trabajan; los especialistas en computacion lo hacen asi para representar funciones 
en calculadoras y computadoras.) 

Empecemos con una ecuacion que ya estudiamos antes: 


m 


=1 + x + x 2 + x 3 + 

1 — X 


2 * 

n - 0 


X I < 1 


Una ilustracion geometrica de la ecuacion 1 se 
muestra en la figura 1. Como la suma de una 
serie es el Ifmite de la sucesion de las sumas 
parciales 


Ya encontramos esta ecuacion en el ejemplo 6 de la seccion 11.2, donde la obtuvimos 
al observar que es una serie geometrica con a = 1 y r = x. Pero en este caso nuestro 
punto de vista es distinto. Ahora considere la ecuacion 1 como expresion de la funcion 
f(x) = 1/(1 — x) como una suma de una serie de potencias. 


= h'm s„(x) 

1 — X *->“ 

donde 

$„(*) = l+ x + x 2 + -- -+x" 

es la n-esima suma parcial. Observe que cuando 
n se incrementa, s„(;t) se vuelve una mejor 
aproximacion de/pc) para - 1 < x < 1. 


FIGURA 1 

f(x) = y algunas sumas parciales 



m 


EJEMPLO 1 


Exprese 1/(1 + x 2 ) como la suma de una serie de potencias y 


determine el intervalo de convergencia. 


SO LUC I ON Al reemplazar x por — x 2 en la ecuacion 1, tenemos 


“tt 2 = i = 2 ( ~ x2) " 

i + X 1 - (-X ) „_0 

= 2 ( — l)"x 2 " = 1 — x 2 + x 4 — x 6 + x 8 — 

n-0 

Como esta es una serie geometrica, es convergente cuando | —x 2 \ < 1, es decir, x 1 < 1, 
o bien, |x| < 1. Por tanto, el intervalo de convergencia es ( — 1, 1). Naturalmente, podrfa 
haber determinado el radio de convergencia aplicando la prueba de la razon, pero esa 
cantidad de trabajo es innecesaria en este caso. 


EJEMPLO 2 


Determine una representacion en serie de potencias para I /(x + 2). 


SOLUCION Con objeto de poner esta funcion en la forma del lado izquierdo de la 
ecuacion 1 , primero se factoriza un 2 del denominador: 


2 + x 


1 

. x 

2ll + 2 


11 2 


2 n-0 


= -T =2 


(-D" 


=0 2 


Esta serie converge cuando | — jc/ 2 | < 1, es decir, |x| < 2. De modo que el intervalo de 
convergencia es (—2, 2). 
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Es valido pasarx 3 al otro lado del signo 
de la suma porque no depende de n. 
[Aplique el teorema 1 1 .2.8 i ) con c = x 3 .] 


EJEMPLO 3 


Obtenga una representation como serie de potencias de x 3 / (x + 2). 


SOLUCION Puesto que esta funcion es justamente x 3 veces la funcion del ejemplo 2, todo 
lo que debe hacer es multiplicar esa serie por x 3 : 


x + 2 


1 " (-1)" ” (-1)" 
— r 3 y v / Y n _ y v 7 r «+3 

v I 9 A Zj rsn + l A Zj rsn + l 

X \ Z n = 0 Z o=0 Z 


1 3 1 4 i 1 5 1 6 i 

= a — 4X + gx — t^x + ■ • ■ 


Otra forma de escribir esta serie es como sigue: 


x + 2 




Como en el ejemplo 2, el intervalo de convergencia es (—2, 2). 


Derivacion e integracion de series de potencias 

La suma de una serie de potencias es una funcion /(x) = S“=o c„(x — a)" cuyo dominio es 
el intervalo de convergencia de la serie. Para derivar e integrar estas funciones, el siguien- 
te teorema (el cual no sera demostrado) establece que es posible derivar o integrar cada 
uno de los terminos de la serie, justo como se harfa para un polinomio. Esto se denomina 

derivacion e integracion termino a termino. 


En el inciso ii), J co dx = cox + Ci se escribe 
como Co(x — a) + C, donde C = C i + ac 0 , 
de modo que todos los terminos de la serie 
tienen la misma forma. 


|~2~| Teorema Si la serie de potencias 2 c„(x — a)" posee un radio de convergencia 
R > 0, entonces la funcion /definida por 

oo 

/(x) = Co + Ci(x — a) + C2(x — a) 2 + • • • = 2 c n( x — a T 

n= 0 

es derivable (y, por tanto, continua) sobre el intervalo (a — R, a + R) y 
i) f'( x ) = Ci + 2c 2 (x — a) + 3c, (x — a) 2 + • • • = X nc,,(x — a )" _1 


ii) I /(x) dx = C + Co(x — o) + Ci — — f c 2 — — f • • • 

J 2 3 

= r , v (x - «)" +1 
c c n 1 

n = o n + 1 

Los radios de convergencia de la serie de potencias en las ecuaciones i) y ii) son R. 


NOTA 1 Las ecuaciones i) y ii) del teorema 2 se pueden volver a escribir en la forma 


.. d 
m) Tx 


2 C„(x - 


= 2 — [c»(x - a) n ] 

n = 0 CIX 


iv) j 


2 c„(x - a) n 

n=0 


dx = 2 c n(x — a) n dx 

n=0 * 
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Sabemos que, por lo que toca a las sumas finitas, la derivada de una suma es la suma de 
las derivadas y la integral de una suma es la suma de las integrales. Las ecuaciones iii) y 
iv) aseguran que lo mismo se cumple para sumas infinitas, siempre que este trabajando con 
series de potencias. (En el caso de otros tipos de series de funciones la situacion no es tan 
simple; vease ejercicio 38.) 

NOTA 2 Aunque el teorema 2 establece que el radio de convergencia es el mismo 
cuando una serie de potencias es derivada o integrada, esto no quiere decir que el intervalo 
de convergencia siga siendo el mismo. Podrfa suceder que la serie original converja en el 
extremo, y que la serie derivada sea divergente ahi. (Vease ejercicio el 39.) 

NOTA 3 La idea de derivar una serie de potencias termino a termino es la base de un 
metodo eficaz para resolver ecuaciones diferenciales. Estudiaremos este metodo en el 
capitulo 17. 


EJEMPLO 4 


En el ejemplo 3 de la seccion 11.8 vimos que la funcion de Bessel 


Jo(x) 


y (~1)"X 2 " 

h 2 >!) 2 


se define para toda x. De esta manera, de acuerdo con el teorema 2, J 0 es derivable para 
toda x y su derivada se encuentra derivando termino a termino como sigue: 


Jo(x) 


y d (-l)”x 2 " 
„=o dx 2 2, '(n!) 2 


^ (- l) B 2njc 2 " -1 

n= 1 2 \Yl . ) 


□ 


EJEMPLO 5 


Exprese 1/(1 — x) 2 como una serie de potencias derivando la 


ecuacion 1 . ( ',Cual es el radio de convergencia? 

SO LUC I ON A1 derivar cada miembro de la ecuacion 

1 


= l + X + X 2 + X 3 + ■ ■ ■ = x" 
1 X n =0 


obtenemos 


1 


— 1 + 2x + 3x~ + ■ • ■ — ^ 


(1 - xf 

Si quisieramos podriamos reemplazar n por n + 1 y escribir la respuesta como 

n 1 v = i (« + 1)** 

(1 — X) „=o 


De acuerdo con el teorema 2, el radio de convergencia de la serie derivada es el mismo que 
el radio de convergencia de la serie original, R = 1. 


EJEMPLO 6 


Determine una representacion como serie de potencias para ln(l + x) y su 
radio de convergencia. 


SOLUCION Observe que la derivada de esta funcion es 1/(1 + x). De la ecuacion 1 
tenemos 


= — - =1— X + X 2 — X 3 + ■ ■ ■ I Jt I < 1 

l + X 1 - (— x) 1 1 
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La serie de potencias para tarr'x obtenida 
en el ejemplo 7 se llama serie de Gregory en 
honor al matematico escoces James Gregory 
(1638-1675), quien pronostico algunos de los 
descubrimientos de Newton. Ya se demostro 
qoe la serie de Gregory es valida cuando 
— \ < x < 1, pero resulta que (aunque no es 
facil de demostrar) tambien es valida cuando 
x = ±1. Observe que cuando x = 1 la serie 
se transforma en 



Este admirable resultado se conoce como 
formula de Leibniz para tt. 


Integrando ambos lados de esta expresion, obtenemos 


ln(l + x) = f dx — f (1 — x + x 2 — x 3 + • ■ •) dx 

J 1 + x •' 


— x — — + + • ■ ■ + C 

2 3 4 

= S (-1)" -1 — + C \x\<l 

n— 1 n 

Para determinar el valor de C hacemos x = 0 en esta ecuacion y obtenemos 
ln(l + 0) = C. Por tanto, C = 0 y 

. . x 2 x 3 x 4 £ . . , x" 

ln(l + x) = x - — + — - — + ■ ■ • = S -v 

2 3 4 „_i n 

El radio de convergencia es el mismo que el de la serie original: R = 1. 


< 1 


□ 


EJEMPLO 7 


Encuentre una representacion como serie de potencias para 


f(x) = tan 1 x. 

S0LUCI0N Observe que/'(x) = 1/(1 + x 2 ) y encuentre la serie requerida integrando la 
serie de potencias para 1/(1 + x 2 ) determinada en el ejemplo 1. 


tan l x = 


J 


1 

1 + x 2 


dx 


j" (1 — x 2 + x 4 — x 6 + • • •) dx 


= C + x 




Para determinar C hacemos x = 0 y obtenemos C = tan *0 = 0. Por tanto, 


tan 'x = x 



oo 


2 (-i) 

n = 0 


x 2 " +l 

2 n + 1 


Puesto que el radio de convergencia de la serie para 1/(1 + x 2 ) es 1, el radio de 
convergencia de esta serie para tan 'x es tambien 1. 


EJEMPLO 8 


a) Evalue J - [1/(1 + x 1 )~\dx como una serie de potencias. 

b) Mediante el inciso a) obtenga una aproximacion de | Q 05 [1/(1 + x 2 )\dx con una 
aproximacion de 1 0 7 del valor real. 

SOLUCION 

a) El primer paso es expresar el integrando, 1/(1 — x 7 ) como la suma de una serie de 
potencias. Como en el ejemplo 1, inicie con la ecuacion 1 y reemplace x por — x 7 : 


1 

1 + x 7 


1 


= 2 (-* 7 r 


1 - (-x 7 ) 

i (-l)"x 7 " = 1 - x 7 + x 1 
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Este ejemplo muestra una manera en que las 
representaciones como series de potencias 
pueden ser utiles. Integrar 1/(1 — x 7 ) a mano 
es increlblemente diffcil. Diferentes sistemas 
algebraicos computacionales dan respuestas de 
distintas formas, pero son extremadamente 
complicadas. (Si tiene un SAC, intentelo usted 
mismo.) La respuesta de la serie infinita que se 
obtiene en el ejemplo 8a) es realmente mucho 
mas facil de manejar que la respuesta finita que 
proporciona un SAC. 


Ahora integramos termino a termino: 


f 


__L 

1 + x 7 


dx 


2 (-1 )"x 7 "dx = C + 2 (-1)" 

n=0 n=0 


x 7,,+ 1 

7 n + 1 


x 8 x 15 x 22 

C + x 1 

8 15 22 


Esta serie converge para | — x 7 | < 1, es decir, para |x| < 1. 

b) Si aplicamos el teorema fundamental del calculo no importa que antiderivada 
usemos, de modo que utilicemos la antiderivada del inciso a) con C = 0: 


ro.s 

Jo 1 


15 


dx 


A. X 

X 1 

8 15 


1/2 


22 


+ • ■ ■ 


1 

15 ■ 2' 


1 

22 ■ 2 2 


(- 1 )" 
(In + 1)2 7 


+ • ■ 


Esta serie infinita es el valor exacto de la integral definida, pero como es una serie 
alternante, podemos obtener una aproximacion de la suma aplicando el teorema de la 
estimation de la serie alternante. Si dejamos de sumar despues del termino n = 3, el 
error es menor que el termino con n = 4: 


De modo que 


_L 

29 • 2 29 


* 6.4 X lO -11 


ro.s 1 _ j_ _ 1 1 

Jo 1 + x 7 dX ~ 2 ~ 8 • 2 8 + 15 • 2 15 


1 

22 • 2 2 


0.49951374 


11.9 


Ejercicios 


1. Si el radio de convergencia de la serie de potencias 

2^-o c„x" es 10, /,cual es el radio de convergencia de la serie 
2^_i nc„x" _I ? /Por que? 


2. Suponga que sabe que la serie 2^_ 0 b n x" es convergente para 
|x| < 2. /.Que puede decir de la siguiente serie? /.Por que? 


i-^-x- 1 

„_o n + 1 

3-10 Encuentre una representacion como serie de potencias para la 
funcion y determine el intervalo de convergencia. 


3. f(x) = 
5. fix ) = 


1 


1 + x 
2 

3 — x 


4. fix) = 
6. fix) = 


1 - 4x 2 
1 

x + 10 


7 -fix) 


X 

9 + x 2 


8 - fix) 


x 

lx 1 + 1 


9. fix) 


1 + X 
1 - X 


10. fix) = ■ 


11-12 Exprese la funcion como la suma de una serie de potencias 
usando primero fracciones parciales. Determine el intervalo de 
convergencia. 


11 . fix ) 



12. fix) = 


x + 2 

2x 2 — x — 1 


13. a) Use la derivation para determinar una representation como 
serie de potencias para 


/(*) = 


1 

(1 + x ) 2 


^Cual es el radio de convergencia? 


Se requiere calculadora graficadora o computadora 


1. Tareas sugeridas disponibles en stewartcalculus.com 
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b) Por medio del inciso a) determine una serie de potencias 
para 


fix) 


1 

(1 + *) 3 


c) Mediante el inciso b) determine una serie de potencias para 


fix) 


(1 + x) 3 


14. a) Utilice la ecuacion 1 para determinar la representacion en 
series de potencias para f(x) = ln(l — x). ^,Cual es el radio 
de convergencia? 

b) Mediante el inciso a) determine una serie de potencias para 
fix) = x ln( 1 — x). 

c) Haciendo x = \ en su resultado del inciso a), exprese In 2 
como la suma de una serie infinita. 


15-20 Encuentre una representacion como serie 
funcion y determine el radio de convergencia. 


15. f(x ) = ln(5 — x) 


17. fix) = 
19. fix) = 


(1 + 4 x ) 2 

1 + x 
(1 - x ) 2 


16. fix) = 
18. fix) = 
20 . fix) = 


de potencias para la 
x 2 tan~'(x 3 ) 



x 2 + x 
(1 - A ') 3 


21-24 Encuentre una representacion como serie de potencias para f 
y grafique/y varias sumas parciales s„(x) en la misma pantalla. 
^Que sucede cuando n se incrementa? 

21. fix) = * 22. fix) = ln(x 2 + 4) 

X + ID 


23. fix) = In 


1 + x 


24. fix) = tan (2x) 


25-28 Evalue la integral indefinida como una serie de potencias. 
^,Cual es el radio de convergencia? 

flV' 


25. 


26. 


I IT? 


dt 


27. | x 2 ln(l + x) dx 


28. 


tan x 


- dx 


29-32 Use una serie de potencias para aproximar la integral 
definida con una aproximacion de seis cifras decimales. 


29. 

31. 


.'0 2 
Jo 

ra.i 

Jo 


1 

1 + x 5 


dx 


x arctan(3x) 


dx 


30. 

32. 


f 0.4 , . , 

ln(l + x 4 ) dx 
Jo 

9 

r o.3 

Jo 1 


+ X* 


-dx 


33. Con el resultado del ejemplo 7, calcule arctan 0.2 con una 
aproximacion de cinco cifras decimales. 

34. Demuestre que la funcion 


fix) 


y (-1 )"X 2 " 
„-o (2 b)! 


es una solucion de la ecuacion diferencial 
fix) + f(x) = 0 

35. a) Demuestre que J 0 (la funcion de Bessel de orden 0 dada en 

el ejemplo 4) cumple con la ecuacion diferencial 

x 2 Jo(x) + xJdix) + x 2 7 0 (x) = 0 

b) Evalue J (| ' J n (x) dx con una aproximacion de tres cifras 
decimales. 

36. La funcion de Bessel de orden 1 se define con 


fix) 

a) Demuestre que 
xV,"(x) + 


= y (-1)"X 2 " +1 
„-o b!(b + 1)! 2 2n+1 

Ji satisface la ecuacion diferencial 

xfix) + (x 2 — l)7i(x) = 0 


b) Demuestre que Jo'(x) = — 7i(x). 
37. a) Demuestre que la funcion 


fix) 


i 


x" 

n\ 


es una solucion de la ecuacion diferencial 


fix) = fix) 

b) Demuestre que/(x) = e‘. 


38. Sea /i(x) = (sen nx)/n 2 . Demuestre que la serie 2/,(x) es 
convergente para todos los valores de x, pero la serie de 
derivadas 2 f' n (x) es divergente cuando x = 2mr, n es un entero. 
^,Para que valores de x la serie 2/,"(x) es convergente? 

39. Sea 


fix) 


i 


X 


n 


n 


2 


Determine los intervalos de convergencia para f f y /". 

40. a) Empezando con la serie geometrica S“_o x", calcule la suma 
de la serie 


2 nx" 1 | x | < 1 


b) Calcule la suma de cada una de las series siguientes. 
i) ^ nx", | x | < 1 ii) X 
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c) Determine la suma de cada una de las series siguientes. 


42. a) Completando cuadrados demuestre que 


i) 2 n ( n ~ x | < 1 

11=2 


ii) 



iii) 2 

n= 1 ^ 


41. Utilice la serie de potencias para tan 'x para demostrar la 
siguiente expresion para i t como la suma de una serie infinita: 


ri /2 dx 7 t 

Jo x 2 - x + 1 ~ 3^3 

b) Mediante la factorizacion de x 3 + 1 como una suma de 
cubos, escriba de nuevo la integral del inciso a). Luego 
exprese 1/C* 3 +1) como la suma de una serie de potencias 
y usela para demostrar la siguiente formula para in 


tt = 


2V3 i 

M=0 


(- 1 )" 

(2 n + 1)3" 


3^3 y (- 1 )" / 2 | 1 \ 

4 „_ 0 8" \3« + 1 3n + 2/ 


11.10 


Series de Taylor y de Maclaurin 


En la seccion anterior, se representaron como series de potencias una cierta clase restrin- 
gida de funciones. En esta seccion se tratan problemas mas generales: <t|ue funciones se 
pueden representar como series de potencias? ^Como es posible hallar esa representation? 

Empecemos por suponer que /es cualquier funcion que se puede representar mediante 
una serie de potencias 


|T| f(x) = Co + Ci(x — a) + C2(x — a ) 2 + C3(x — of + c*(x — of + 


\x — a\ < R 


Tratemos de determinar que coeficientes c„ tienen que estar en funcion de/ Para empezar, 
observe que si hacemos x = a en la ecuacion 1, entonces todos los terminos despues del 
primero son 0 y obtenemos 

/(a) = Co 

De acuerdo con el teorema 11.9.2, podemos derivar la serie de la ecuacion 1 termino a 
termino: 


fix) = c i + 2 c2(x — a) + 3c3(x — a) 2 + 4c 4 (x — a) 3 + 


< R 


y al sustituir x = a en la ecuacion 2 tenemos 

f{a) = ci 

En seguida derivemos ambos miembros de la ecuacion 2 para obtener 
3 f"(x) = 2c 2 + 2 • 3c3(x — a) + 3 • 4c<t(x — a) 2 + • • ■ | x — a \ < R 

Una vez mas hacemos x = a en la ecuacion 3. El resultado es 

f"(a) = 2c 2 

Apliquemos el procedimiento una vez mas. La derivacion de la serie de la ecuacion 3 
nos da 


|~4~| f"'(x) = 2 • 3c 3 + 2 • 3 • 4 c 4 (x — a) + 3 • 4 ■ 5cs(x — a) 2 + • ■ ■ | x — a \ < R 

y la sustitucion de x = a en la ecuacion 4 da 

f'"{a ) = 2 • 3c 3 = 3!c 3 

Ahora ya podemos ver el patron. Si continuamos derivando y sustituyendo x = a, 
obtenemos 

f ( "\a) = 2 • 3 • 4 nc„ = n\c„ 
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A1 resolver esta ecuacion para el n-esimo coeficiente c„, tenemos 

_ f { ’» 
c„ 

n\ 

Esta formula sigue siendo valida incluso para n = 0 si adoptamos la convencion de que 
0! = 1 y/ (0) =/. En estos terminos, hemos demostrado el teorema siguiente: 


5 Teorema Si/se puede representar como una serie de potencias (expansion) 
en a, es decir, si 

f(x) — 2 c n {x — a)" | x — a \ < R 

n = 0 

entonces sus coeficientes estan dados por la formula 

f (n \a) 

Cn = — 


Si sustituimos esta formula para c„ de nuevo en la serie, observamos que si / tiene un 
desarrollo en serie de potencias en a, entonces debe ser de la forma siguiente: 



Taylor y Maclaurin 

La serie de Taylor Neva este nombre en honor al 
matematico ingles Brook Taylor (1 685-1 731 ) y la 
serie de Maclaurin se llama as! para recordar 
al matematico escoces Colin Maclaurin 
(1698-1746) a pesar del hecho de que la serie 
de Maclaurin es realmente un caso especial de 
la serie de Taylor. Pero la idea de representar 
funciones particulares como sumas de series 
de potencias se remonta a Newton, y el 
matematico escoces James Gregory conocio la 
serie general de Taylor en 1668 y el matematico 
suizo John Bernoulli la conocio por 1690. 

Al parecer, Taylor no conocfa el trabajo de 
Gregory ni de Bernoulli cuando publico sus 
descubrimientos relacionados con las series 
en 1715 en su libro Methodus incrementorum 
directa et inversa. Las series de Maclaurin 
se llaman asi porque Colin Maclaurin las 
popularizo en su libro de texto Treatise of 
Fluxions que se publico en 1742. 


La serie de la ecuacion 6 se denomina serie de Taylor de la funcion f en a (o bien, en 
torno a a o centrada en a). Para el caso especial a = 0 la serie de Taylor se transfor- 
ma en 



Este caso surge con bastante frecuencia, y se le da el nombre especial de serie de 
Maclaurin. 


NOTA Ya se demostro que si f se puede representar como una serie de potencias con 
respecto a a, entonces /es igual a la suma de sus series de Taylor. Pero hay funciones que 
no son iguales a la suma de sus series de Taylor. Un ejemplo de tales funciones se presenta 
en el ejercicio 74. 


□ 


EJEMPLO 1 


convergencia. 


Determine la serie de Maclaurin de la funcion f(x) = e x y su radio de 


S0LUCI0N Si/(x) = e x , entonces/ w (x) = e x , por lo que/ w (0) = e° = 1 para toda n. Por 
tanto, la serie de Taylor para/en 0 (es decir, la serie de Maclaurin) es 


5 

n = 0 


/ w (0) 


i— =1 + — + — + — 

„o n\ 1! 2! 3! 
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Para determinar el radio de convergencia hacemos a„ = x"/ n ! . Entonces 


&n + 1 


x n+1 

n\ 

\x | 



in + 1)! 

x n 

n + 1 


asf que, segun la prueba de la razon, la serie converge para toda x v el radio de 
convergencia es R = °°. 

La conclusion que obtenemos del teorema 5 y el ejemplo 1 es que si e x tiene un 
desarrollo en serie en potencias en 0, entonces 


Asf que, ^como podemos determinar si e* tiene una representation como serie de poten- 
cias? 

Investiguemos la cuestion mas general: ^en que circunstancias una funcion es igual a la 
suma de su serie de Taylor? En otras palabras, si / tiene derivadas de todos los ordenes, 
cuando es cierto que 


fix) 


J / W (Q) 

n =0 n\ 


(x 


a)' 


Como sucede con cualquier serie convergente, esto quiere decir que/(x) es el lfmite de la 
sucesion de sumas parciales. En el caso de la serie de Taylor, las sumas parciales son 


TAX) = Zj — - — (x ~ a) 


i = o V. 


r, S , /'(a) , , , /"(a) ( \ 2 . 

= f (a) H — — (x — a) H — — (x — a) + 


1! 


2 ! 


&\a) , 

-\ — (x — a)" 



Cuando n crece, T„(x ) parece aproximarse 
a e x en la figura 1 . Esto sugiere gue e x es 
igual a la suma de su serie de Taylor. 


Observe que T„ es una polinomial de grado n llamado polinomio de Taylor de w-esimo 
grado de /en a. Por ejemplo, en el caso de la funcion exponencial/(x) = e\ el resultado 
del ejemplo 1 muestra que las polinomiales de Taylor en 0 (o polinomiales de Maclaurin), 
con n = 1, 2 y 3 son 


2 2 3 

7j(x) = 1 + X T 2 (x) = 1 + X + T 3 (x) = 1 + x + 

Las graficas de la funcion exponencial y estos tres polinomios de Taylor se ilustran en la 
figura 1. 

En general, /(x) es la suma de su serie de Taylor si 

fix) = lfm T„(x) 


Si hacemos 


R„(x) = f[x) — T n {x) de manera que f(x) = T„{x) + R„(x) 


entonces R„(x) se llama residuo de la serie de Taylor. Si podemos de alguna manera 
demostrar que lim„ >, x R„(x) = 0, entonces se sigue que 


lfm T„(x) = lfm [f{x) - /?„(x)] = fix) - lfm R„(x) = fix) 


Por tanto, hemos demostrado el siguiente teorema. 
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|~8~| Teorema Si fix) = Tjx) + R„(x) donde T„ es el polinomio de Taylor 
de /j-esimo grado de/en a y 

lfm R„(x) = 0 

fl— >co 

para | x — a \ < R entonces/es igual a la suma de sus series de Taylor en el intervalo 
I x — a I < R. 


A1 tratar de demostrar que lim„ >x R„(x) = 0 para una funcion especffica/, se usa por 
lo regular el siguiente teorema. 


9 Desigualdad de Taylor Si | / ( " +l, (x) | ^ M para | x — a | ^ d entonces el residuo 
R„(x) de la serie de Taylor cumple con la desigualdad 


R„(x) 


M 

(n + 1)! 


x — a 


n + 1 


para | x — a | ^ d 


R„(x) = 


(n + 1)! 


(* - «)" +1 


Esta version es una generalizacion del teorema 
del valor medio (que es el caso n = 0). 

Las demostraciones de estas formulas, 
ademas del analisis de como usarlas para 
resolver los ejemplos de las secciones 11.10 
y 1 1 .1 1 , se encuentran en la pagina web 

www.stewartcalculus.com 

Haga clic en Additional Topics y luego en 
Formulas for the Remainder Term in Taylor 
series. 


Para ver por que es cierto para n = 1, supongamos que \f"(x) \ =£ M. En particular, se 
tiene/"(x) =£ M, de tal manera que para a =£ x ^ a + d tenemos 


\ X f"(f)dt ^ \ x Mdt 

J a Ja 


Formulas para el residuo de Taylor 

Otras opciones aparte de la desigualdad de 
Taylor son las formulas siguientes para el 
residuo. Si f"* l) es continua sobre un intervalo 
IyxGI, entonces 

Rfx) = 4 hx - d, 

n ! 


Esta expresion recibe el nombre de forma 
integral del termino del residuo. Otra formula, 
que se llama forma de Lagrange del termino del 
residuo, establece que hay un numero z entre * 
y a tal que 


Una antiderivada de /" es /', por lo que segun la parte 2 del teorema fundamental del 
calculo tenemos 

f\x) — /'(a) M(x — a) o bien fix) =£ f\a ) + M(x — a) 

Asf que [ f'(t) dt *£ f [/'(a) + M{t — a)] dt 

Ja Ja 


fix) - fia) ^f'ia)ix - a) + M 


M 


ix — a) 2 


fix) - fia) - f'ia)ix - a) =£ ^ ix - a) 2 


Pero Rfx) = fix) — Tfx) = fix) — fia) — f'ia)ix — a).Demodoque 

M 

Riix) ^ — ix ~ a) 2 

Un razonamiento similar, aplicando/"(x) > —M, demuestra que 

Rfx) 

De manera que | /?i(jc) | 


-y ix~a) 2 


M 


Aunque hemos supuesto que x > a, calculos similares muestran que esta desigualdad es 
valida tambien para x < a. 
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Esto demuestra la desigualdad de Taylor para el caso donde n = 1 . El resultado para 
cualquier n se demuestra de manera parecida integrando n + 1 veces. (Vease el ejercicio 
73 para el caso n = 2.) 

NOTA En la seccion 11.11 se explora el uso de la desigualdad de Taylor en la 
aproximacion de funciones. Aqui, el uso inmediato es junto con el teorema 8. 

Con frecuencia, al aplicar los teoremas 8 y 9 es util recurrir al hecho siguiente. 


X 


lim — = 0 

„^eo n \ 

para todo numero real x 



Esto es verdadero porque, de acuerdo con el ejemplo 1, la serie Sx"/n! es convergente para 
toda x por lo que su n-esimo termino se aproxima a 0. 


EJEMPLO 2 


Demuestre que e x es igual a la suma de su serie de Maclaurin. 


S0LUCI0N Si f(x) = e x , entonces / (,,+1) (x) = e x para toda n. Si d es cualquier numero 
positivo y |x| d, entonces |/ <n+1) (x)| = e d . Asi que la desigualdad de Taylor, con 
a = 0 y M = e d , establece que 


R,,(x) I - — I x |" +1 para I x I d 

(n + 1)! 

Observe que la misma constante M = e d funciona para todo valor de n. Pero, segiin la 
ecuacion 10, tenemos 


lim 

n — >«o 


(n + 1)! 


x 


n+l 


lim 


(n + 1)! 


= 0 


Se infiere entonces del teorema de la compresion que lim„ | R„(x) | = 0 y, por tanto, 
lim„^oo7?„(x) = 0 para todos los valores de x. De acuerdo con el teorema 8, e x es igual a 
la suma de su serie de Maclaurin, es decir, 


0 



para toda x 


En 1748, Leonhard Euler aplico la ecuacion 12 
para determinar el valor de e con 23 dfgitos 
decimales. En 2007 Shigeru Kondo, usando de 
nuevo la serie [12], calculo e con mas de 
100000 millones de lugares decimales. Las 
tecnicas especiales que utilizaron para acelerar 
el calculo se explican en la pagina web 


En particular, si hacemos x = 1 en la ecuacion 11, obtenemos la siguiente expresion 
para el numero e como una suma de una serie infinita: 


12 


£ 1 

1 

1 

1 

e = 2 — 

= 1 + — 

+ 

+ + ‘ ‘ * 

n\ 

1! 

2! 

3! 


numbers.computation.free.fr 


EJEMPLO 3 


Determine la serie de Taylor para/(x) = e x en a = 2. 


S0LUCI0N Se tiene/ ( "’(2) = e 2 y, de este modo, al hacer a = 2 en la defmicion de la serie 
de Taylor [6], obtenemos 


“ /W(2) 

n-0 n\ 


(x 



2 )' 






758 CAPITULO 11 SUCESIONES Y SERIES INFINITAS 

Tambien se puede verificar, como en el ejemplo 1, que el radio de convergencia es 
R = oo. Como en el ejemplo 2 podemos comprobar que R„(x) = 0, de modo que 

“ 

n-0 ni 


13 


= 2j — (x ~ 2)" para toda x 


Hay dos desarrollos en series de potencias para e\ la serie de Maclaurin de la ecuacion 
1 1 y la serie de Taylor de la ecuacion 13. El primero es mejor si esta interesado en valores 
de x cercanos a 0 y el segundo funciona muy bien si x es cercano a 2. 


EJEMPLO 4 


Determine la serie de Maclaurin para sen x y demuestre que representa a 
sen a para toda x. 


SO LUC I ON Organizamos nuestros calculos en dos columnas como sigue: 


En la figura 2 se ilustra la grafica de senx junto 
con su polinomio de Taylor (o de Maclaurin) 


T,(x) = x 

A 3 

Ts(x) = A - — 
A 3 

Ts{ a) = a - — 


5! 


Observe que cuando n se incrementa, T„(x) se 
vuelve una mejor aproximacion para senA. 



FIGURA2 


fix) = 

sen x 

/( 0) 

fix) = 

cos X 

AO) 

fix) = 

—scnx 

f"iO) 

fix) = 

—cos X 

f"’i 0) 

f\x) = 

sen x 

A\o) 


Puesto que la derivada se repite en un ciclo de cuatro, podemos escribir la serie de 
Maclaurin como sigue: 


m 


m 

1 ! 


f"i 0) 2 ^ /"'( 0) 

-x + 


2 ! 


3! 


r 3 5 7 00 r 2/i+l 

= X — — H — +■■•= ( — 1 )" — — 

3! 5! 7! „_o (2 n + 1)! 


Puesto que/ 1 " 1 ''(x) es ±senx o bien, ±cosx, sabemos que |/' 1 " 1 "(a) | ss 1 para todax. De 
este modo podemos tomar M = 1 en la desigualdad de Taylor: 


0 


I R n{x) | 


M 


( n + 1 )! 


( n + 1)! 


De acuerdo con la ecuacion 10, el lado derecho de esta desigualdad tiende a 0 cuando 
n — » oo, de modo que | RJx) \ —> 0 segun el teorema de compresion. Se infiere entonces 
que R,,(x) — > 0 cuando n — > oo j de modo que sen x es igual a la suma de su serie de 
Maclaurin de acuerdo con el teorema 8. 


Se establece el resultado del ejemplo 4 para referenda futura. 



EJEMPLO 5 


Determine la serie de Maclaurin para cos x. 
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SOLUCIOIM Podrfamos proceder en forma directa como en el ejemplo 4, pero es mas facil 
derivar la serie de Maclaurin para senx dada por la ecuacion 15: 


cos x = — (sen x) = — I x — - — I E 


dx 


= 1 - 


3x 


dx 

5x 4 


3! 5! 7! 


7x 6 

7! 


x 2 x 4 x 6 
~ 2!" + 4!" ~~ 6!~ 


Las series de Maclaurin para e x , senx y cos x 
que encontramos en los ejemplos 2, 4 y 5 
fueron descubiertas por Newton aplicando 
metodos distintos. Estas ecuaciones son 
notables porque se conoce todo con respecto 
a cada una de estas funciones si conocemos 
todas sus derivadas en el numero 0. 


Puesto que la serie de Maclaurin para senx converge para toda x, el teorema 2 de la 
seccion 11.9 senala que la serie derivada para cos x converge tambien para toda x. Asf, 


16 



EJEMPLO 6 


Determine la serie de Maclaurin para la funcion/(x) = x cos x. 


SOLUCION En lugar de calcular las derivadas y sustituir en la ecuacion 7, es mas facil 
multiplicar la serie para cos x, ecuacion 16, por x: 


v’ x 2 ' 1 

XCOS X — X X (-1)" — — 7 

(2re)! 


= 2(-D"-^v 

n= o (2nj! 


EJEMPLO 7 


en 7 t/3. 


Represente /(x) = sen x como la suma de su serie de Taylor centrada 


SOLUCION Primero acomodamos los valores en columnas 


Hemos obtenido dos diferentes 
representaciones en serie para senx, la serie 
de Maclaurin en el ejemplo 4 y la serie de 
Taylor en el ejemplo 7. Es mejor utilizar la serie 
de Maclaurin para los valores de x cercanos a 0 
y la serie de Taylor para x cercanos a ir/3. 
Observe que el tercer polinomio de Taylor T 3 en 
la figura 3 es una buena aproximacion al sen* 
cerca de ir/3, mas no asf cerca de 0. 

Comparelo con el tercer polinomio de Maclaurin 
T, en la figure 2, donde lo opuesto es verdadero. 



/(x) = senx 
f'{x) = cos x 
/"(x) = —senx 
/'"(x) = —cos x 


/ly 


/'If 


/"If 


/'"I f 


2 

1 

2 


v/ 

2 

j_ 

2 


y este patron se repite indefmidamente. Por tanto, la serie de Taylor en tt/3 es 


dy + H 


x/3_ 

2 


/"If 

2 ! 

V3 




FIGURA3 


2 • 1 ! 


2 • 2 ! 


2 • 3! 






760 CAPITUL0 11 


SUCESIONES Y SERIES INFINITAS 


La demostracion de que esta serie representa sen x para toda x es muy similar a la del 
ejemplo 4. [Solo reemplace x por x — tt/3 en (14).] Podemos escribir la serie con la 
notation sigma si separamos los terminos que contienen y/3 : 


sen x 


= 2 


(-1)V3 


S, 2(2 n)\ 


v +2 


(-i)" 


" 2 ( 2 n + 1 )! 


Las series de potencias obtenidas mediante metodos indirectos en los ejemplos 5 y 6 y 
en la section 1 1.9 son realmente la serie de Taylor o de Maclaurin de las funciones dadas 
porque el teorema 5 asf lo establece, ya que no importa como se obtenga una representation 
en una serie de potencias /(x) = 2 c„(x — af, siempre es cierto que c„ =/ w (a)/«!. En 
otras palabras, la determination de los coeficientes es linica. 


EJEMPLO 8 


Encuentre la serie de Maclaurin para /(x) 


(1 + x) k , donde k es cualquier 


numero real. 

S0LUCI0N A1 ordenar nuestro trabajo en columnas, tenemos 


fix) = (1 + xf 

3 

II 

fix) = &(1 + xf 1 

II 

§ 

fix) = k(k - 1)(1 + xf- 2 

/"( 0) = k(k - 1) 

f"'(x) = k(k - 1 )(k - 2)(1 + xf 3 

/'"( o) = k(k -m- 2 ) 

f (n \x) =k(k- 1) • • • (k - n + 1)(1 + xf " 

f (n \ 0) = k(k - 1) • • • (k 


Por tanto, la serie de Maclaurin de f(x) = (1 + xf es 

V / W (0) J k(k - 1) • • • (k - n + 1) „ 


n\ 


n\ 


Esta serie se denomina serie binomial. Observe que si k es un entero no negativo, 
entonces los terminos son eventualmente cero y por tanto la serie es finita. Para otros 
valores de k, ninguno de sus terminos es cero, por lo que podemos intentar la prueba de 
la razon. Si el n-esimo termino es a„, entonces 


&n + 1 


k(k — 1) • • 

• ( k 

— n + 1)(^' — 

n)x" +l 

n\ 

a„ 



(n + 1)! 


k(k — 1) ■ 

■ (k — n + l)x" 





k 

1 

n 






| k — n | . . 


, , 

» | x | cuando n - 




n + 1 


i 




1 + — 
n 


Asf, por la prueba de la razon, la serie binomial converge si | x \ < 1 y diverge 
si Ixl > 1. 


La notation traditional para los coeficientes de la serie binomial es 

/ k \ k{k — 1)(£ — 2) ■ ■ • (k — n + 1) 

\ n ) n\ 

y estos numeros se llaman coeficientes binomiales. 
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El siguiente teorema establece que (1 + x) k es igual a la suma de su serie de Maclaurin. 
Es posible demostrar esto al probar que el residuo R„(x) se aproxima a 0, pero esto resulta 
ser muy diffcil. La demostracion resumida en el ejercicio 75 es mucho mas facil. 


[i7| Serie binomial Si k es cualquier numero real y \x \ < 1 , entonces 


(1 + x) k = 2 


n = 0 \ ^ 


„ , , , , k(k - 1) 2 , k(k - m - 2) 3 , 

x = 1 + kx H x H x + 


2 ! 


3! 


Aim cuando la serie binomial siempre converge cuando \x\ < 1, la pregunta de si 
converge o no en los extremos, ± 1, depende del valor de k. Resulta que la serie converge 
en 1 si — 1 < k 0 y en ambos extremos si n 5* k. Notese que si k es un entero positivo 
y n > k, entonces la expresion para (Jj ) contiene un factor (k — k ), de modo que („ ) = 0 
para n> k. Esto significa que la serie termina y se reduce al teorema del binomio ordinario 
cuando k es un entero positivo. (Vease la pagina de referenda 1 .) 


□ 


EJEMPLO 9 


Encuentre la serie de Maclaurin para la funcion f(x) = 


radio de convergencia. 


v/4^" 


■ y su 


S0LUCI0N Escribimos/(;c) de forma que podamos usar la serie binomial: 




-f 


x 

1 

4 


1 1-- 
2 \ 4 


-1/2 


Y al usar la serie binomial con k = — \ donde x fue reemplazada por — x/4, tenemos 


— ( i --V 1/2 = -i 

2 I 4 / 2 „=o \ n 


1 + -- -- 


, (-i)C-i) ( A 2 , HX-DH) ( - 


2 ! 


3! 


HX-iX-l) •••(-!-» + 0 / + 

n\ l 4 


1 1-3 


1 H x + 


8 2 ! 8 


-jc 2 + 


1 • 3 ■ 5 
3 ! 8 3 


+ • • • + 


1-3-5 


(2 n — 1) 


x n + 


Sabemos de (17) que esta serie converge cuando | —x/ 4| < 1, es decir, |.r| < 4, de modo 
que el radio de convergencia es R = 4. 

En la tabla siguiente se resumen, para referencia futura, algunas de las series importantes 
de Maclaurin que hemos deducido en esta seccion y en la anterior. 
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EJEMPLO 10 


Encuentre la suma de la serie 


1 


1 


1 


1 


1-2 2 • 2 2 3 • 2 3 4 • 2 4 

SO LUC I ON Con la notacion sigma podemos escribir le serie dada como 


i(-i )- 1 


_j 

n • 2" 





n 


Entonces, en la tabla 1 vemos que esta serie relaciona la entrada para ln(l + x) con x = \. 
Asf 


2(-i r 


2 " 


ln(l + |) = In ; 


USA Module 11.10/11.11 permite ver como 
polinomios sucesivos de Taylor se aproximan 
a la funcion original. 


Una razon de que las series de Taylor sean importantes, es que permiten integrar 
funciones que no se podfan manejar antes. En efecto, en la introduccion de este capltulo 
mencionamos que Newton integraba a menudo funciones expresandolas primero como 
series de potencias, y que despues integraba la serie termino a termino. No es posible 
integrar la funcion f(x) = e 1 ' por medio de las tecnicas conocidas hasta este momento, 
porque su antiderivada no es una funcion elemental (vease seccion 7.5). En el ejemplo 
siguiente se aplica la idea de Newton para integrar esta funcion. 


EJEMPLO 11 


a) Evalue j e ' dx como una serie infinita. 

b) Evalue | 0 * e~ xl dx de tal manera que no difiera 0.001 del valor real. 

S0LUCI0N 

a) Primero encontramos la serie de Maclaurin para f(x) = e Aunque es posible usar 
el metodo directo, determinemosla simplemente mediante el reemplazo de x con —x 1 en 
la serie para e x dada en la tabla 1 . Asf, para todos los valores de x. 


e = 2 

n = 0 


(-X 2 )" 


n\ 


= 2(-l)"^=l-47 + A7-A7+--' 


n\ 


1 ! 2 ! 


3! 
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Ahora integramos termino a termino 

jV 2 ^ = j 


2 4 6 

XXX 

1 1 

1 ! 2 ! 3 ! 


+ (-1)"— + ■\dx 
n\ 


= C + x — 


3-1! + 5 • 2! 


7 • 3! 


+ • • • + (-1)" 


(2 n + l)n! 


Esta serie es convergente para toda x porque la serie original para e converge para 
toda x. 

b) El teorema fundamental del calculo da 


Es posible hacer C = 0 en la antiderivada del 
inciso a). 


e * 2 dx = 

x 3 

X 5 X 1 X 9 


X 

+ + 


Jo 

3 • 1 

5-2! 7-3! 9-4! 



+ + 0.7475 


El teorema de estimacion de la serie alternante demuestra que el error involucrado en 
esta aproximacion es menor que 


_J 

11 • 5! 


1320 


< 0.001 


Otra aplicacion de la serie de Taylor se ilustra en el ejemplo siguiente. El lfmite podrfa 
ser calculado con la regia de l Hospital, pero en lugar de hacerlo asf se recurre a las 
series. 


EJEMPLO 12 


Evalue lfm - 

jc— >0 


SO LUC I ON A1 utilizar la serie de Maclaurin para e' tenemos 


Algunos sistemas algebraicos computacionales 
calculan los limites de esta manera. 


e x - \ - x 
lfm ; 

*->0 x 


lfm 

x ~*0 


lfm 

x -*0 


lfm 

x-^O 



— 1 — x 


2 


porque las series de potencias son funciones continuas. 


Multi pi icacion y division de series de potencias 

Si las series de potencias se suman o restan, se comportan como polinomios (el teorema 
1 1.2.8 lo demuestra). De hecho, como lo ilustra el ejemplo siguiente, las series tambien se 
pueden multiplicar y dividir como los polinomios. Determinamos solo los primeros termi- 
nos porque los calculos para los siguientes se vuelven tediosos y los terminos iniciales son 
los mas importantes. 
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EJEMPLO 13 


Calcule los primeros tres terminos no cero de la serie de Maclaurin para 
a) e x sen xyb) tan x. 


SOLUCION 

a) Mediante la serie de Maclaurin para e* y sen x en la tabla 1 , tenemos 


x x 2 x 3 

e sen x = 1 4 1 1 E • • 

1! 2! 3! 


X E 

3! 


A1 multiplicar esta expresion y agrupar por terminos semejantes, al igual que con los 
polinomios: 

1 + X + \x 2 + ^ x 3 + ■ ■ • 

X x — j x 3 + ■ ■ • 

x + x 2 + \x 3 + \x 4 + • • • 

i 1 3 1 4 

+ - IX - - 6 X - ■ ■ ■ 

x + x 2 + \x 3 + ■ ■ • 


Asf e x sen x = x + x 2 + jx 3 + • ■ ■ 

b) Al utilizar la serie de Maclaurin en la tabla 1 


senx 

tan x = 

cos x 




Usamos un procedimiento como el de la division larga: 


, 1 3 i 2 5 

X + =iX + 7?X 


1 - ^X 2 + 2 iX 4 - • • -)x — gX 3 + i^qX 5 - 


1 3 i 1 5 

X ~ 2 * + 24 X 


\ 

3 


30 X 


1 

3 


I v 5 


+ • ■ ■ 


Por consiguiente, 


_ 2 _ 

15 


x 5 + • ■ • 


tan x = x + \x 3 + ttx 5 + 


No se ha intentado justificar las manipulaciones formales que se utilizaron en el 
ejemplo 13, pero son legftimas. Hay un teorema que establece que si tanto /(x) = 2 c„x" 
como g(x) = X b„x" convergen para | x | < R y las series se multiplican como si fueran 
polinomios, entonces la serie resultante tambien converge para |x| < R y representa 
/(x) g(x). En cuanto a la division es necesario que b 0 t 4 0; la serie resultante converge para 
| x | suficientemente pequena. 
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11.10 


Ejercicios 


1. Si /(*) = S5?_o b n (x — 5)" para toda*, escriba una formula 
para b%. 

2. Se proporciona la grafica de/ 



a) Explique por que la serie 

1.6 - 0.8(* - 1) + 0.4(* - l) 2 - O.L(* - L) 3 + ■ • • 

no es la serie de Taylor de/centrada en 1. 

b) Explique por que la serie 

2.8 + 0.5(* - 2) + L.5(* - 2) 2 - 0.1(* - 2) 3 + • • • 
no es la serie de Taylor de/centrada en 2. 

3. Si / w (0) = ( n + 1)! para n = 0,1,2,..., encuentre la serie 
de Maclaurin para/y su radio de convergencia. 

4. Encuentre la serie de Taylor para /con centra en 4 si 


/'">( 4 ) 


(-!)"»! 
3 "(n + 1) 


^Cual es el radio de convergencia de la serie de Taylor? 


5-12 Encuentre la serie de Maclaurin para/(*) usando la definition 
de la serie de Maclaurin. [Suponga que/tiene un desarrollo en 
serie de potencias. No demuestre que R„(x) — » 0.] Determine 
tambien el radio asociado con la convergencia. 


5- fix) = (1 - x) 2 

7. fix) = senirr 
9. fix) = 2 X 
11. fix) = senh* 


6. fix) = ln(l + x) 
8. fix) = e 2 * 

10. fix) = x cos x 
12. fix) = cosh x 


21. Demuestre que la serie obtenida en el ejercicio 7 representa 
sen ttx para toda x. 

22. Demuestre que la serie obtenida en el ejercicio 18 representa 
sen x para toda x. 

23. Demuestre que la serie obtenida en el ejercicio 1 1 representa 
senh x para toda x. 

24. Demuestre que la serie obtenida en el ejercicio 12 representa 
cosh x para toda x. 

25-28 Use la serie binomial para desarrollar la funcion como una 

serie de potencias. Establezca el radio de convergencia. 


25. </ 1 - * 

26. //8 + * 

27 ' (2 + xf 

28. (1 - *) 2/3 


29-38 Utilice la serie de Maclaurin que aparece en la tabla 1 para 
obtener la serie de Maclaurin para la funcion dada. 


29. fix) = semr* 

31. fix) = e* + e lx 
33. fix) = *cos(/* 2 ) 

35. fix) = 


yj 4 + . 


30. fix) = cos(7ra/2) 

32. fix) = e* + 2e~ x 
34. fix) = * 2 ln(l + x 3 ) 

36. fix) = ■ 


y/2 + X 

37. fix) = sen 2 * \Sugerencia: use sen 2 * = j(l — cos 2*).] 


38. fix) 



sen* 

3 


1 

6 


si * 7^ 0 
si * = 0 


39-42 Determine la serie de Maclaurin de/(mediante cualquier 
metodo) y su radio de convergencia. Grafique/y sus primeros 
polinomios de Taylor en la misma pantalla. ^.Que observa respecto 
a la correspondence entre estos polinomios y /? 

39. fix) = cos(* 2 ) 40. fix) = e~ xl + cos* 

41. fix) = *e~* 42. fix) = tan-/* 3 ) 


13-20 Calcule la serie de Taylor para/(*) centrada en el valor dado 
de a. [Suponga que/tiene un desarrollo en serie de potencias. No 
demuestre que R„(x) — » 0.] Tambien encuentre el radio de 
convergencia asociado. 

13. fix) = * 4 — 3* 2 +1, a = 1 

14. fix) = x — * 3 , a = —2 

15. fix) = In*, a = 2 16. /(*) = 1/*, a = — 3 

17. fix) = e 2x , a — 3 18. /(*) = sen*, a = ir/2 

19. fix) = cos*, a = tt 20. fix) = -Jx , a = 16 


43. Mediante la serie de Maclaurin para cos * calcule cos 5° con 
una aproximacion de cinco decimales. 

44. Utilice la serie de Maclaurin para e x a fin de calcular l/'yfe 
con una aproximacion de cinco decimales. 

45. a) Use la serie binomial para desarrollar 1/^/1 — * 2 . 

b) Use el inciso a) para hallar la serie de Maclaurin para 
sen -1 *. 

46. a) Desarrolle 1 ffj 1 + * como una serie de potencias. 

b) Use el inciso a) para estimar 1 fy/YX con una aproximacion 
de tres decimales. 


Se requiere calculadora graficadora o computadora 


1. Tareas sugeridas disponibles en stewartcalculus.com 
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47-50 Evalue la integral indefinida como una serie infinita. 

e' - 1 


47. 

j" x cos(x 3 ) dx 

48. 


r cos x — 1 


49. 

dx 

X 

50. 


l 


- dx 


| arctan(x 2 ) dx 


51-54 Utilice series para obtener un valor aproximado de la integral 
definida con la exactitud indicada. 

fl/2 

51. x 3 arctan x dx (cuatro decimales) 

Jo 

52 . r sen(x 4 ) dx (cuatro decimales) 

Jo 

53. | *J\ + x* dx (| error | <5 X 1CT 6 ) 

54. |’" 5 x 2 e^ dx (| error | < O.OOl) 


55-57 Mediante las series evalue el limite. 


rr „ x - ln(l + x) 
55. urn z 

x^O x 


57. lim 

i ->0 


56. lim 


1 — COS X 


-0 1 + x - e x 


58. Utilice la serie del ejemplo 13b) para evaluar 


67. 2 




„. 0 4 2 " +1 (2« + 1)! 

(In 2) 2 (In 2) 3 

68 . 1 — In 2 H 1- • 

2! 3! 


9 27 81 

69. 3 + — + — + b 

2! 3! 4! 


1 1 1 

70. + 


1-2 3 • 2 3 5 • 2 5 7 ■ 2 7 


71. Demuestre que si p es una funcion polinomial de /7-grado, 
entonces 


p(x + 1) = 2 — r — 
i - 0 l ' 


72. Si /( x) = (1 + x 3 ) 30 , (,que es/< 58 >(0)? 

73. Demuestre la desigualdad de Taylor para ?i = 2, es decir, 
demuestre que si | f"'(x ) | M para | x — a | d, entonces 


M 

I Ri(x) I =S — I x — a I 3 para I x — a I =S d 
6 


74. a) Demuestre que la funcion definida por 

\e-' /x 2 six ^0 


f(x) = 


0 si x = 0 


tanx — x 
lim 5 

x^O x 

Este limite se calculo en el ejemplo 4 de la seccion 4.4 
utilizando la regia de l’Hospital tres veces. ^,Cual metodo 
prefiere? 

59-62 Utilice la multiplicacion o la division de series de potencias 
para determinar los primeros tres terminos diferentes de cero en la 
serie de Maclaurin para cada funcion. 

59. v = e cos x 60. y — sec x 

61. y = 62. y = eUn(l + x) 

senx 


63-70 Calcule la suma de la serie. 


63. S( 1) 

/i=0 


n\ 


64. £ 

n=0 


(-l) n u 2n 
6 2 "(2 n)\ 


65. 2 (-1)"-' 

n-l 


3" 
n 5” 


66 . 2 

n-0 


3" 


5"n\ 


no es igual a su serie de Maclaurin. 

FR b) Grafique la funcion del inciso a) y comente su 
comportamiento cerca del origen. 

75. Recurra a los siguientes pasos para probar [jj]. 

a) Sea g(x) = S^= 0 (n)x". Derive esta serie para demostrar que 


g'(x) 


kg(x) 

1 + X 


— 1 < X < 1 


b) Sea h(x) = (1 + x) k g{x) y demuestre que h'(x) = 0. 

c) Deduzca que g(x) = ( 1 + x) k . 

76. En el ejercicio 53 de la seccion 10.2 se demostro que la 
longitud de la elipse x = a sen d, y = b cos 6, donde 
a > b > 0, es 


L = 4a )" / ~J\ — e 1 sen 2 8 dd 
Jo 


donde e = Ja 2 — b 1 /a es la excentricidad de la elipse. 
Desarrolle el integrando como serie binomial y use el resultado 
del ejercicio 50 de la seccion 7.1 para expresar L como una 
serie de potencias de la excentricidad hasta el termino en e 6 . 
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PROYECTO DE LABORATORIO 

UN UMITE ESCURRIDIZO 


Este proyecto trata con la funcion 

, . sen (tan x) — tan(senx) 

/{X) = arcsen(arctan x) - arctan(arcsen*) 

1. UtiLice su sistema algebraico computarizado para evaluar/(jc) para.r = L, O.L, 0.0 L, 0.00 L y 
0.000L. ^Parece tener/un lfmite cuando x^>07 

2. Use el SAC para graficar/cerca de x = 0. ^Parece tener/un lfmite cuando x — » 0? 

3. Intente evaluar lfm x _» 0 f(x) con la regia de l’Hospital, usando el SAC para hallar las derivadas 
del numerador y el denominador. ^Que descubrio? ^Cuantas aplicaciones de la regia de 
l’Hospital se requieren? 

4. E value Km x -* 0 f(x) con ayuda del SAC para encontrar la cantidad suficiente de terminos de 
la serie de Taylor del numerador y el denominador. (Utilice el comando taylor en Maple o 
series en Mathematica.) 

5. Utilice el comando llmite en su SAC para calcular directamente lfm X ^ 0 f{x). (La mayorfa 
de los sistemas algebraicos computarizados utilizan el metodo del problema 4 para calcular 
lfmites.) 

6. En vista de las respuestas a los problemas 4 y 5, ^como explica los resultados de los 
problemas 1 y 2? 

^Cj Se requiere sistema algebraico computarizado 


REDACCION DE PROYECTO 

C0M0 DESCUBRIO NEWTON LA SERIE BINOMIAL 


El teorema binomial, que proporciona el desarrollo de ( a + b) k , ya lo conocfan los matematicos 
chinos muchos siglos antes de que naciera Newton, en especial para el caso donde el exponente k 
es un entero positivo. En 1665, cuando Newton tenfa 22 anos, descubrio por primera vez el 
desarrollo de la serie infinita ( a + b) k cuando k es un exponente fraccionario, positivo o negativo. 
No publico sus descubrimientos, pero los planted y proporciono ejemplos de como usarlos en una 
carta con fecha 13 de junio de 1676, carta (ahora se llama epistola prior) que envio a Henry 
Oldenburg, secretario de la Royal Society of London, para que la transmitiera a Leibniz. Cuando 
este contesto, le pregunto a Newton como habfa descubierto las series binomiales. Newton escribio 
una segunda carta, la epistola posterior, del 24 de octubre de 1676, en la cual explica con lujo de 
detalles la manera como llego a su descubrimiento mediante una ruta muy indirecta. Estaba 
investigando las areas bajo las curvas y = (1 — r 2 )" /2 deOar para n = 0,1, 2, 3, 4,... Son 
faciles de calcular si n es par. A1 observar patrones y al interpolar, Newton fue capaz de adivinar 
las respuestas de valores impares de n. Por tanto, se dio cuenta de que podfa obtener las mismas 
respuestas expresando ( 1 — jc 2 )" /2 como una serie infinita. 

Escriba un ensayo sobre el descubrimiento de Newton. Inicie dando el enunciado de serie 
binomial en la notacion de Newton (vease epistola prior en la pagina 285 de [4] o la pagina 402 de 
[2]). Explique por que la version de Newton es equivalente al teorema 17 de la pagina 761. Luego 
lea la epistola posterior de Newton (pagina 287 de [4] o pagina 404 de [2]) y explique los patrones 
que descubrio Newton en las areas bajo las curvas y = (1 — x 2 )" /2 . Muestre como podfa 
el calcular el area bajo las curvas restantes y como comprobo su respuesta. Para finalizar, 
explique como estos descubrimientos llevaron a las series binomiales. Los libros de Edwards [1] 
y Katz [3] contienen comentarios de las cartas de Newton. 

1. C. H. Edwards, The Historical Development of the Calculus, NuevaYork: Springer- Verlag, 
1979, pp. 178-187. 
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2. John Fauvel y Jeremy Gray, eds., The History of Mathematics: A Reader, London: MacMillan 
Press, 1987. 

3. Victor Katz, A History of Mathematics: An Introduction, Nueva York: HarperCollins, 1993, pp. 
463-466. 

4. D. J. Struik, ed., A Sourcebook in Mathematics, 1200-1800, Princeton, N.J.: Princeton 
University Press, 1969. 


11.11 


Aplicaciones de los polinomios de Taylor 


En esta seccion se exploran dos tipos de aplicaciones de los polinomios de Taylor. Prime- 
ro se examina como se usan para aproximar funciones; a los cientificos de la computacion 
les gustan porque las polinomiales son las mas sencillas de las funciones. Luego investi- 
gamos como los fisicos y los ingenieros los usan en campos como la relatividad, optica, 
radiacion de cuerpos negros, dipolos electricos, la velocidad de las ondas en el agua y la 
construction de carreteras en el desierto. 


Aproximacion de funciones mediante polinomios 

Suponga qu e/(x) es igual a la suma de su serie de Taylor en a: 

/w - £ ^-(x - «)• 

„-o n\ 


En la seccion 11.10 se introdujo la notation T„( x) para la n-esima suma parcial de esta 
serie y se le llamo polinomio de Taylor de n-esimo grado de/en a. Asi, 


r. W = 


(=0 11 


-M + /*/<* - a) + + . .. + - ar 


1 ! 


2 ! 


Puesto que/es la suma de su serie de Taylor, sabemos que T„(x) — >/(x) cuando n °° y 

de este modo 7'„ se puede usar como una aproximacion de /: f(x) ~ T„(x). 

Observe que el polinomio de primer grado de Taylor 



Ti(x) =f(a ) +f'(a)(x - a) 

es lo mismo que la linealizacion de/en a que estudiamos en la seccion 3.10. Note tambien 
que T\ y su derivada tienen los mismos valores en a que / y f. En general, se puede 
demostrar que las derivadas de T„ en a concuerdan con las de/hasta las derivadas de orden 
n, inclusive. 

Con el fin de ilustrar estas ideas, vea una vez mas las graficas de y = e x y sus pri- 
meros polinomios de Taylor, como se ilustran en la figura 1. La grafica de 7i es la recta 
tangente a y = e x en (0, 1 ); esta recta tangente es la mejor aproximacion lineal a e x cerca de 
(0, 1). La grafica de T 2 es la parabola y = 1 + x + x 2 / 2, y la grafica de T 3 es la curva 
cubica y = 1 + x + x 2 /2 + x 3 / 6, que es un ajuste mas cercano a la curva exponencial 
y = e x que To. El siguiente polinomio de Taylor 7’ 4 seria una aproximacion mejor, y asi 
sucesivamente. 
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x = 0.2 

x = 3.0 

Tzix) 

1.220000 

8.500000 

Ux) 

1.221400 

16.375000 

Ux) 

1.221403 

19.412500 

Ux) 

1.221403 

20.009152 

T\q(x) 

1.221403 

20.079665 

e x 

1.221403 

20.085537 


Los valores de la tabla proporcionan una demostracion numerica de la convergencia de 
los polinomios de Taylor T n (x) a la funcion y = e*. Vemos que cuando x = 0.2 la 
convergencia es muy rapida, pero cuando x = 3 es un poco mas lenta. De hecho, entre mas 
lejos este x de 0, es un poco mas lenta la convergencia de T„(x) a e x . 

Cuando usamos un polinomio de Taylor T„ para aproximar una funcion f debemos 
preguntarnos: ^que tan buena es una aproximacion? ^Que tan grande debemos tomar n con 
objeto de que alcance una precision deseada? Para responder estas preguntas, es necesario 
que examinemos el valor absoluto del residuo: 

I Rn(x) I = I fix) - T n {x) I 


Hay tres metodos posibles para estimar el tamano del error: 

1. Si cuenta con una calculadora que trace graficas o una computadora, la puede usar 
para graficar | R„(x) | y de ahl estimar el error. 

2. Si sucede que la serie es alternante, podemos aplicar el teorema de estimacion de 
la serie alternante. 

3. En todos los casos podemos aplicar la desigualdad de Taylor (teorema 1 1.10.9), el 
cual establece que si | / ( " +1, (x) | =£ M, entonces 


RJ,X) 


M 

(, n + 1 )! 


x — a 


ln + 1 


EJEMPLO 1 


a) Obtenga una aproximacion de la funcion /( x) = l[x por medio del polinomio de 
Taylor de grado 2 en a = 8. 

b) ^Que tan exacta es esta aproximacion cuando 7 x =£ 9? 

S0LUCI0N 

a) fix) = ?Jx = x 1/3 /( 8) = 2 

fix) = \x~ 2,i f'i 8 ) = yi 

f"ix)=~ \x-^ /"(8) = -m 

fix) = 

En estos terminos, el polinomio de Taylor de segundo grado es 

r< \ r<°\ , /,(8) < i / " (8) ( "V 

Tiix) = f{ 8) + — — ix - 8) + (x - 8) 

= 2 + Yix - 8 ) - “ 8) 2 

La aproximacion deseada es 

Vx = Tiix) = 2 + yAx ~ 8 ) - 2 k(x - 8) 2 

b) La serie de Taylor no es alternante cuando x < 8, de modo que no podemos aplicar el 
teorema de estimacion de la serie alternante en este ejemplo. Pero podemos usar la 
desigualdad de Taylor con n = 2 y a = 8: 


Riix) 


M 

3!~ 


x — 8 


3 
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donde | f”'(x) | =£ M. Como x 3= 7, tenemos x 8/3 3= 7 8/3 y de esa manera 




10 


l 


10 


1 


nr « < 0.0021 


27 


r 8/3 


27 7 8/3 


2.5 



FIGURA2 


0.0003 



0 

FIGURA3 


Por tanto, podemos hacer M = 0.0021. Asimismo, 7 s£ x =£ 9, de modo que 
— 1 ^ x — 8 =£ 1 y | x — 8 1 =£ 1 . Entonces la desigualdad de Taylor da 


I Ri(x) | 


0.0021 

3! 


, 0.0021 

l 3 = < 0.0004 


En estos terminos, si 7 =£ x =£ 9, la aproximacion en el inciso a) no difiere en mas de 
0.0004 del valor real. 


Con la ayuda de una calculadora para trazar graficas o de una computadora compruebe 
el calculo del ejemplo 1 . En la figura 2 se muestra que las graficas de y = l[x y y = T 2 (x) 
estan muy cercanas entre si cuando x esta cerca de 8. En la figura 3 se ilustra la grafica de 
| R 2 (x) | calculada a partir de la expresion 

| R 2 (x ) | = | yfx - T 2 (x) | 


A partir de la grafica 


\R 2 (x) | < 0.0003 

cuando 7 ^ x =£ 9. Asi, la estimacion de error median te metodos graficos es ligeramente 
mejor que cuando se hace a partir de la desigualdad de Taylor, en este caso. 


□ 


EJEMPLO 2 


a) <■ Cual es el error maximo posible al utilizar la aproximacion 


cuando —0.3 x =S 0.3? Utilice esta aproximacion para calcular sen 12° con una 
aproximacion de seis cifras decimales. 

b) (■,Para que valores de x esta aproximacion no difiere en mas de 0.00005 del valor real? 

S0LUCI0N 

a) Observe que la serie de Maclaurin 


sen x = x 


3! 


5! 



es alternante para todos los valores no cero de x, y los terminos sucesivos decrecen en 
tamano porque |x| < 1, de modo que podemos usar el teorema de estimacion de la serie 
alternante. El error en la aproximacion de sen x por medio de los tres terminos de su 
serie de Maclaurin es cuando mucho 


x 


i 


7! 



5 040 


Si —0.3 =£ x 0.3, entonces |x| s; 0.3, de modo que el error es mas pequeno que 


(0-3) 7 
5 040 


« 4.3 X 10~ 8 




SECCI0N11.il APLICACIONES DE LOS POLINOMIOS DE TAYLOR 771 


Para calcular sen 12° primero convertimos a radianes: 

127T 


sen 12° = sen 


180 


15 


= sen 


1 


15 / 3! 


— — + — — « 0.20791169 


1 


15 / 5! 


Asf, con una aproximacion de seis decimales, sen 12° ~ 0.207912. 
b) El error sera menor que 0.00005 si 

I x y 

1 - < 0.00005 
5 040 

A1 resolver la desigualdad y encontrar x 

| jc | 7 < 0.252 obien | jc | < (0.252) 1/7 == 0.821 


De modo que la aproximacion dada no difiere en mas de 0.00005 cuando |x| < 0.82. 


U3!fl En Module 11.10/11.11 se muestran en 
forma grafica los residuos de las aproximaciones 
de los polinomios de Taylor. 


4.3 X 1(T 8 



FIGURA4 



0 

FIGURA 5 


y,Que' sucede si recurrimos a la desigualdad de Taylor para resolver el ejemplo 2? Puesto 
que/ (7) (x) = —cos x, tenemos |/ (7, (x)| =£ 1 y de esa manera 

|^eW| -^-|x | 7 

De este modo llegamos a la misma estimation que con el teorema de la estimation de la 
serie alternante. 

y,Que hay con respecto a los metodos graficos? En la figura 4 se ilustra la grafica de 


| R(,(x) | = | sen x — (x — ^x 3 + j^x 5 ) | 

y observamos que |/? 6 (x)| < 4.3 X 10 -8 cuando |x| ^ 0.3. Esta es la misma estimation 
que obtuvimos en el ejemplo 2. En el caso del inciso b) queremos |/? 6 (x)| < 0.00005, de 
modo que graficamos tanto y = R 6 (x) | como y = 0.00005 en la figura 5. Si colocamos el 
cursor en el punto de intersection derecho, vera que la desigualdad se cumple cuando 
| x | < 0.82. Una vez mas llegamos a la misma estimation que obtuvimos en la solution del 
ejemplo 2. 

Si se hubiera pedido que aproximaramos sen 72° en lugar de sen 12° en el ejemplo 2, 
habrfa sido prudente utilizar los polinomios de Taylor en a = it/ 3 (en lugar de a = 0), 
porque son mejores aproximaciones al sen x para valores de x cercanos a tt/3. Observe 
que 72° es cercano a 60° (o tt/3 radianes), y las derivadas de senx son faciles de calcular 
en 7 t/3. 

La figura 6 muestra las graficas de las aproximaciones de los polinomios de Maclaurin 

x 3 

7j(x) = x r 3 (x) = x - — 


Ts(x) = x — 


3! + 5! 


3 5 7 

. x X X X 

Ti(x) = x 1 

3! 5! 7! 


a la curva seno. Podemos ver que cuando n se incrementa, T„(x) es una buena aproximacion a 
sen x sobre un intervalo mas y mas grande. 



FIGURA 6 
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Las calculadoras y computadoras aplican el tipo de calculo hecho en los ejemplos 1 y 
2. Por ejemplo, cuando usted presiona la tecla sen o e x de su calculadora, o bien, cuando 
un programador de computadoras utiliza una subrutina en el caso de una funcion trigono- 
metrica o exponencial o de Bessel, en muchas maquinas se calcula una aproximacion 
polinomial. Con frecuencia, el polinomio es uno de Taylor que ha sido modificado de 
modo que el error se extiende mas uniformemente en todo el intervalo. 


Aplicaciones en la fisica 

Los polinomios de Taylor tambien se usan con mucha frecuencia en la fisica. Con objeto 
de entender una ecuacion, los ffsicos simplifican a menudo una funcion considerando solo 
dos o tres terminos de Taylor. En otras palabras, los ffsicos usan un polinomio de Taylor 
como una aproximacion de la funcion. La desigualdad de Taylor se puede usar para medir 
la exactitud de la aproximacion. En el ejemplo siguiente, se muestra una manera en la cual 
esta idea se usa en la relatividad especial. 


IS 


EJEMPLO 3 


En la teorfa de Einstein de la relatividad especial, la masa de un objeto 


que se desplaza con velocidad v es 


m 0 

m = , 

VI - v 2 /c 2 

donde m 0 es la masa del objeto cuando esta en reposo y c es la velocidad de la luz. La 
energfa cinetica del objeto es la diferencia entre su energfa total y su energfa en reposo: 

K = me 2 — m 0 c 2 

a) Demuestre que cuando v es muy pequena comparada con c, esta expresion para K 
concuerda con la fisica clasica de Newton: K = 2 nu>v-. 

b) Utilice la desigualdad de Taylor para estimar la diferencia en estas expresiones para K 
cuando |w| =£ 100 m/s. 

SOLUCION 

a) Mediante las expresiones dadas para K y m, obtenemos 


La curva superior de la figura 7 es la grafica de 
la expresion de la energia cinetica K de un 
objeto con velocidad v en la relatividad 
especial. La curva inferior muestra la funcion 
usada para K en la fisica clasica newtoniana. 
Cuando v es mucho mas pequena que la 
velocidad de la luz, las curvas son 
practicamente identicas. 



K = me 2 — m 0 c 2 = 


mo<r 


VI - v 2 /c 2 


m 0 c 2 = m 0 c 2 


v 2 \ - 1/2 


- 1 


Con x = — f 2 / c 2 , la serie de Maclaurin para (1 + x) 1/2 es mas facil de calcular que una 
serie binomial con k = —\. (Observemos que | vj < 1 porque v < c . ) Por tanto 


n . r1 , 1 t . H)H) , . (-IX-IX-0 

(1 + X) ' = 1 - 2.X + — X + — 

2! 3! 


x 3 + 


i 1 (S' 1 5 3, 

= 1 — 2 x + .Jr — j7X + ■ ■ 


K = moc‘ 


7 i 

v 1 3 v 4 

5 v 6 

\ 1 

i + — 

— r + r + 

— |— • • 

- 1 

Lv 2 

"t 

o 

00 

16 c 6 

) \ 


= m 0 c 2 


( ]_v^ 3 5_v^_ 

\2 c 2 + 8 c 4 + 16 c 6 


FIGURA 7 


Si v es mucho mas pequena que c, entonces todos los terminos despues del primero 




SECCION 11.11 APLICACIONES DE LOS POLINOMIOS DE TAYLOR 773 


son muy pequenos cuando se les compara con el primer termino. Si los omitimos, 
obtenemos 


K * 



1 ? 
2m 0 v 


b) Si x = —v 2 /c 2 ,f(x) = 7MoC 2 [(1 + x) 1/2 — 1], y M es un numero tal que 
| f"(x) | =£ M, entonces podemos utilizar la desigualdad de Taylor para escribir 


l^iWl ^ 

Tenemos f"(x) = pn 0 c 2 (l + x)~ 5,/2 y sabemos que | v | 100 m/s, de modo que 


\f"(x)\ = 


3moC 2 


3moC 2 


4(1 - v 2 /c 2 ) 5/2 4(1 - 100 2 /c 2 ) 5/2 


(= M) 


Asf, con c = 3 X 10 s m/s 


\Ri(x) I — 


3moC 2 


100 4 


2 4(1 - 100 2 /c 2 ) 5/2 c 4 


< (4.17 X 10^ 10 )7«o 


De modo que cuando | v \ 100 m/ s, la magnitud del error al usar la expresion 

newtoniana para la energfa cinetica es cuanto mucho (4.2 X 1 0 ,,r )m t] . 


Estos conceptos tambien se aplican en el campo de la optica. La figura 8 representa una 
onda de la fuente puntual S que se encuentra una interfaz esferica de radio R centrado en C. 
El rayo SA se refracta hacia P. 


FIGURA 8 

Refraccion en una interfaz esferica 



Al usar el principio de Fermat de que la luz viaja en el menor tiempo posible, Hecht 
deduce la ecuacion 


m 


to ti R 




donde n t y n 2 son indices de refraccion y t 0 , ,v 0 y ,v, son las distancias indicadas en la figu- 

ra 8. De acuerdo con la ley de los cosenos aplicada a los triangulos ACS y ACP, tenemos 


2 


este caso utilice la identidad 

COS(7T — </>)= —COS (f) 


to = s/R 2 + (So + R) 2 ~ 2 R(s 0 + R) cos <f) 
ti = s/R 2 + (si — R) 2 + 2 R(si — R) cos 4> 
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Como es un poco complicado trabajar con la ecuacion 1, Gauss, en 1841, la simplified 
usando la aproximacion lineal cos (b ~ I para valores pequenos de cf). (Esto equivale a usar 
el polinomio de Taylor de grado 1.) Por tanto la ecuacion se transforma en la siguiente 
ecuacion mas sencilla, que se le pide demostrar en el ejercicio 34a): 


S n i n 2 n 2 — n i 

So Si R 

La teoria optica resultante se conoce como optica de Gauss u optica de primer orden, y 
se ha vuelto la herramienta teorica basica para disenar lentes. 

Una teoria mas exacta se obtiene al aproximar cos <f> por medio de su polinomio de 
Taylor de grado 3 (que es el mismo que el polinomio de Taylor de grado 2). Esto considera 
los rayos para los cuales <f> no es tan pequena, es decir, rayos que golpean la superficie a 
mayores distancias h por arriba del eje. En el ejercicio 34b) se le pide usar esta aproxima- 
cion para deducir la ecuacion mas exacta 


s 



n 2 ~ »i 2 _n i_ / J_ J_V + n 2 _( 1 A 2 

R 2 s 0 \ s 0 RJ 2 Si \R Si ) 


La teoria optica resultante se conoce como optica de tercer orden. 

Otras aplicaciones de los polinomios de Taylor a la ffsica y la ingenierfa se exploran en 
los ejercicios 32, 33, 35, 36, 37 y 38, y en el proyecto de aplicacion de la pagina 777. 


11.11 


Ejercicios 


1. a) Encuentre los polinomios de Taylor hasta de grado 6 

para /to = cos x centrada en a = 0. Grafique/y estos 
polinomios en una misma pantalla. 

b) Evalue/y estos polinomios en x = ir/4, tt/ 2 y tt. 

c) Explique como los polinomios de Taylor convergen 
a fix). 

2. a) Encuentre los polinomios de Taylor hasta de grado 3 para 

f(x) = l/.r centrada en a = 1. Grafique/y estos polinomios 
en una misma pantalla. 

b) Evalue/y estos polinomios en .t = 0.9 y 1.3. 

c) Explique como los polinomios de Taylor convergen a fix). 

3-10 Determine los polinomios de Taylor T 3 ix) para la funcion/ 
centrada en el numero a. Grafique/y 73 en la misma pantalla. 

3. fix) = 1/x, a = 2 

4. fix) = x + e x , a = 0 

5. fix) = cos x, a = 7t/2 

6. fix ) = e~ x senx, a = 0 

7. fix) =lnx, a = 1 


8. f[x) = x cos x, a = 0 

9. fix) = xe~ 2x , a = 0 

10 . fix) = tan _1 x, a = 1 

SAC 11-12 Use un sistema algebraico computarizado para encontrar los 
polinomios de Taylor T„ con centra en a para n = 2, 3, 4, 5. Luego 
grafique estos polinomios y/en la misma pantalla. 

11. fix) = cot*, a = 77-/4 

12 . fix) = -J/l + x 2 , a = 0 

13-22 

a) Encuentre un valor aproximado de/mediante un polinomio de 
Taylor con grado n en el numero a. 

b) Con la desigualdad de Taylor estime la exactitud de la 
aproximacion fix) ~ Tfx) cuando x esta en el intervalo dado. 

FF1 c) Compruebe el resultado del inciso b) mediante la grafica de 

1 7?* to I- 

13. fix) = *Jx , a = 4, n = 2, 4=Sx^ 4.2 

14. fix) = x- 2 , a = l, n = 2, 0.9 sS x *5 1.1 


Se requiere calculadora graficadora o computadora Se requiere sistema algebraico computarizado 1. Tareas sugeridas disponibles en stewartcalculus.com 



SECCION 11.11 APLICACIONES DE LOS POLINOMIOS DE TAYLOR 775 


15. fix) = x 2 '\ a = 1, n = 3, 0.8 =s x =£ 1.2 


16. 

fix ) = 

= sen*, a 

= 

tt/ 6 . 

n 

= 4, 

0 

/A 

/A 

17. 

fix) = 

= secx, a 

= 

0 , n 

= 

2, 

-0.: 

2 SrS 0.2 

18. 

fix) = 

= ln(l + 2x), 

a = 

1 , 

n = 

3, 

V/ 

V/ 

10 

d 

19. 

fix) = 

X 2 

= e , a = 

0, 

n = 

: 3 , 

O 

/A 

- 0.1 

20. 

fix) = 

= x In x, c 

1 = 

: 1 , n = 

: 3, 

0.5 

=£x =s 1.5 

21. 

fix) = 

= x sen x, 

a = 

= 0, 

n = 

= 4, 

- 

V/ 

w 

22. 

fix) = 

= senh 2x, 

a 

= 0, 

n 

= 5, 

- 

1 « x « 1 


23. Mediante la informacion del ejercicio 5 estime cos 80° con una 
aproximacion de cinco cifras decimales. 

24. Mediante la informacion del ejercicio 16 estime sen 38° con 
una aproximacion de cinco cifras decimales. 

25. Utilice la desigualdad de Taylor para determinar el numero de 
terminos de la serie de Maclaurin para e x que se debe usar para 
estimar e° 1 de tal manera que no difiera de 0.00001 del valor 
real. 

26. ^Cuantos terminos de la serie de Maclaurin para ln(l + x) son 
necesarios para estimar In 1.4 con 0.001 de precision? 

^ 27-29 Aplique el teorema de estimacion de la serie alternante o la 

desigualdad de Taylor para estimar los valores de x para los cuales 

la aproximacion dada es exacta y esta dentro del error establecido. 

Compruebe graficamente su respuesta. 

x 3 

27. sen* ~ * (| error | < 0.0 1) 

6 

x 2 x 4 

28. cos x ~ 1 1 ( | error | < 0.005) 

2 24 v ' 


32. La resistividad p de un alambre conductor es el recfproco de la 
conductividad y se mide en unidades ohmios-metros (O-m). La 
resistividad de un metal dado depende de la temperatura 

de acuerdo con la ecuacion 

pit) = p 2 oe^- 20) 

donde t es la temperatura en °C. Elay tablas que dan los valores 
de a (llamado coeficiente de temperatura) y p 20 (la resistividad 
a 20 °C) para varios metales. Excepto a temperaturas muy bajas, 
la resistividad vana casi en forma lineal con la temperatura, por 
lo que es comun aproximar la expresion para p(f) mediante su 
polinomio de Taylor de primero o segundo grados en t = 20. 
a) Encuentre expresiones para estas aproximaciones lineales y 
cuadraticas. 

§3 b) Por lo que se refiere al cobre, las tablas dan a = 0.0039/°C 
y P 20 = 1.7 X 10- 8 11- m. Grafique la resistividad del 
cobre y las aproximaciones lineales y cuadraticas para 
-250 °C t =£ 1000 °C. 

FF1 c) ^Para que valores de t la aproximacion lineal concuerda con 
la expresion exponencial de tal manera que no difiera 1% 
del valor real? 

33. Un dipolo electrico consiste en dos cargas electricas de igual 
magnitud y signos opuestos. Si las cargas son q y — q y hay 
una distancia d entre ellas, entonces el campo electrico E en el 
punto P en la figura es 

q q 

E ~ D 2 (D + df 

Al desarrollar esta expresion para E como serie en potencias 
de d/D, demuestre que E es aproximadamente proporcional a 
1 /D 3 cuando P esta alejada del dipolo. 

q -q 

p . • * 

I D + d H 


29. arctan x ~ x 


3 


JC J 

— ( | error | < 0.05) 


30. Suponga que sabemos que 


/ W ( 4) 


(-1 )"n\ 
3 "{n + 1) 


y la serie de Taylor de/con centra en 4 converge a f{x) para 
toda x en el intervalo de convergencia. Demuestre que el 
polinomio de Taylor de quinto grado aproxima/(5) con error 
menor a 0.0002. 


34. a) Deduzca la ecuacion 3 para la optica de Gauss a partir de la 

ecuacion 1 aproximando cos (f> en la ecuacion 2 mediante su 
polinomio de Taylor de primer grado. 
b) Demuestre que si cos es reemplazado por su polinomio 
de Taylor de tercer grado en la ecuacion 2, entonces la 
ecuacion 1 se transforma en la ecuacion 4 para una optica 
de tercer orden. [Sugerencia: utilice los dos primeros 
terminos de la serie binomial para t„ 1 y Use tambien 
t ft ~ sen <fi.] 

35. Si una onda de agua de longitud L se desplaza con una 
velocidad v a traves de un cuerpo de agua de profundidad d 
como en la figura de la pagina 776, entonces 


31. Un vehfculo se desplaza a una velocidad de 20 m/s y a una 
aceleracion de 2 m/s 2 en un instante dado. Mediante un 
polinomio de Taylor de segundo grado, estime que tanto 
se desplazara el automovil en el siguiente segundo. ^Seria 
razonable utilizar este polinomio para estimar la distancia 
recorrida durante el minuto siguiente? 


v 


2 


tanh 

2tt 


2 t Td 
L 


a) Si el agua es profunda, demuestre que v ~ y/gL/(f.Tr) . 

b) Si el agua es poco profunda, use la serie de Maclaurin para 
tanh para demostrar que v ~ y/gd . (Asf, en agua poco 
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profunda, la velocidad de una onda tiende a ser 
independiente de la longitud de la onda.) 
c) Mediante el teorema de estimacion de la serie alternante, 
demuestre que si L > \0d, entonces la estimacion v 2 ~ gd 
es exacta dentro de 0.014gL. 


38. El periodo de un pendulo con longitud L que subtiende un 
angulo maximo 6 0 con la vertical es 

r a f^ 2 ^ x 

v 3 Jo — k 1 sen 2 x 



36. Un disco uniformemente cargado dene radio R y densidad 
de carga superficial <x, como se ve en la figura. El potencial 
electrico V en un punto P a una distancia d a lo largo de la 
perpendicular al eje central del disco es 


V = iTTkriri-Jd 1 + R 2 - d) 

donde k e es una constante llamada constante de coulomb. 
Demuestre que 


Trk e R 2 cr 

V ~ para d muy grande 



37. Si un topografo mide diferencias en la altitud cuando hace 
pianos para una carretera que cruza un desierto, se deben hacer 
correcciones tomando en cuenta la curvatura de la Tierra. 

a) Si R es el radio de la Tierra y L es la longitud de la 
carretera, demuestre que la correction es 

C = R sec (L/R) - R 


donde k = senQ 0 O ) y g es la aceleracion debida a la gravedad. 
En el ejercicio 42 de la section 7.7 se aproximo esta integral 
usando la regia de Simpson. 

a) Desarrolle el integrando como una serie binomial y use 
el resultado del ejercicio 50 de la section 7.1 para 
demostrar que 


IT 

l 2 , 1 2 3 2 , 1 2 3 2 5 2 , 

277 V7 

1+ _ k + 9 9 k + 9 9 9 k + • • • 

2 2 2 2 4 2 2 2 4 2 6 2 

Si 6 0 no es 

demasiado grande, se usa a menudo la 

aproximacion T ~ 2'nojL/g , obtenida usando solo 


el primer termino de la serie. Se obtiene una mejor 
aproximacion si se usan solo dos terminos: 

277^(1 +\ k 2 ) 


b) Observe que todos los terminos de la serie despues del 
primero tienen coeficientes que son cuanto mucho 
Use este hecho para comparar esta serie con una serie 
geometrica y demuestre que 



(l + \k 2 ) =S T =S 2tt 


L 4 - 3k 
g 4-4 k 


2 


2 


c) Mediante las desigualdades del inciso b), estime el periodo 
de un pendulo con L=lmy0 o =lO°. ^Como es si se le 
compara con la estimacion T ~ lity/L/g ? ^Como es si 
8o = 42°? 

39. En la section 4.9 utilizamos el metodo de Newton para obtener 
un valor aproximado de una rafz r de la ecuacion/(x) = 0, y a 
partir de una aproximacion inicial Xi obtuvimos aproximaciones 
sucesivas x 2 , x 3 , . . . , donde 


b) Mediante un polinomio de Taylor demuestre que 

L 2 5 L 4 

C ~ + 7 

2 R 24R 3 

c) Compare las correcciones dadas por las formulas en los 
incisos a) y b) para una carretera que mide 100 km de 
longitud. Tome como radio de la Tierra 6370 km 



%n + 1 Xn 


f(x„) 

f'(x n ) 


Aplique la desigualdad de Taylor con n = 1, a = x„ y 
x = r para demostrar que si/"(x) existe sobre un intervalo I 
que contiene a r, x„ y x n u, y | f"{x) | ^ M, | f\x) \ > K para 
toda x £ /, entonces 


\x„+i ~ r\ « — \x„ - r\ 2 

[Esto significa que si x„ es exacta con d cifras decimales, 
entonces x„+i es exacta con una aproximacion de 2d cifras 
decimales. Mas exactamente, si el error en la etapa n es cuanto 
mucho 10~ m , entonces el error en la etapa n + 1 es a lo mas 
(M/2A')10~ 2m .] 
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Cualquier objeto emite radiaciones cuando se calienta. Un cuerpo negro es un sistema que absorbe 
toda la radiacion que le llega. Por ejemplo, una superficie negra mate o una cavidad grande con un 
pequeno agujero en su pared (como un alto horno) es un cuerpo negro y emite radiacion de 
cuerpo negro. Incluso la radiacion que llega del Sol esta cerca de ser radiacion de un cuerpo 
negro. 

La ley de Rayleigh-Jeans, propuesta a fines del siglo xix, expresa la densidad de energfa de 
radiacion de cuerpo negro de longitud de onda A como 


/(A) 


8t rkT 
A 4 


donde A se mide en metros, T es la temperature en kelvins ( K) y k es la constante de Boltzmann. 

La ley de Rayleigh-Jeans concuerda con las mediciones experimentales para longitudes de onda 
largas, pero no sucede lo misrno con las longitudes de onda cortas. [La ley predice que /(A) — > °o 
cuando A — » 0 + pero los experimentos han demostrado que /(A) — » 0.] Este hecho recibe el nombre 
de catastrofe ultravioleta. 

En 1900, Max Planck encontro un mejor rnodelo (que se conoce ahora como ley de Planck) 
para la radiacion de cuerpo negro: 


/(A) 


8 nh c A 5 

e hc/(\kT) _ j 


donde A se mide en metros, T es la temperature en kelvins y 


h = constante de Planck = 6.6262 X 10~ 34 J-s 
c = velocidad de la luz = 2.997925 X 10 8 m/s 
k = constante de Boltzmann = 1.3807 X 10~ 23 J/K 


1. Con ayuda de la regia de l’Hospital demuestre que 

Km /(A) = 0 y Km /(A) = 0 

A— >0 + A^°= 

para la ley de Planck. De este modo, esta ley modela la radiacion de cuerpo negro mejor 
que la ley de Rayleigh-Jeans para longitudes de onda cortas. 

2. Use un polinomio de Taylor para demostrar que, en el caso de las longitudes de onda largas, 
la ley de Planck da aproximadamente los mismos valores que la ley de Rayleigh-Jeans. 

FH 3. Grafique/de acuerdo con ambas leyes en una misma pantalla y comente sobre las 

similitudes y las diferencias. Use T = 5700 K (la temperatura del Sol). (Quiza quiera 
cambiar de metros a la unidad mas conveniente de micrometros: 1 p.m = 10~ 6 m.) 

4. Use la grafica del problema 3 para estimar el valor de A para el cual/(A) es un maximo 
segun la ley de Planck. 

5. Investigue como la grafica de/cambia cuando T varfa. (Utilice la ley de Planck.) En 
particular, dibuje/para las estrellas Betelgeuse (T = 3400 K), Procyon (T = 6400 K) 
y Sirio (T = 9200 K), asi como para el Sol. ^Cual es la variacion de la radiacion total 
emitida, es decir (el area bajo la curva), con T'l Apoyese en las graficas y explique por que 
a Sirio se le conoce como estrella azul y a Betelgeuse como una estrella roja. 


FF| Se requiere calculadora graficadora o computadora 
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Repaso 


Verification de conceptos 

1. a) iQue es una sucesion convergente? 

b) ^Que es una serie convergente? 

c) iQue significa a„ = 3? 

d) iQue significa Xj_i a„ = 3? 

2 . a) iQue es una sucesion acotada? 

b) ^Que es una sucesion monotona? 

c) iQue puede decir con respecto a una sucesion monotona 
acotada? 

3. a) iQue es una serie geometrica? ^En que circunstancias es 

convergente? ^,Cual es su suma? 

b) ^Que es una serie pi ^En que circunstancias es convergente? 

4. Suponga que 5 a„ = 3 y s„ es la rc-esima suma parcial de la 
serie. </,Que es lim,,^ a„l iQue es lim„^» s„l 

5. Enuncie lo siguiente. 

a) Prueba de la divergencia 

b) Prueba de la integral 

c) Prueba por comparacion 

d) Prueba por comparacion en el limite 

e) Prueba de la serie altemante 

f) Prueba de la razon 

g) Prueba de la rafz 

6 . a) iQue es una serie absolutamente convergente? 

b) iQue puede decir acerca de dicha serie? 

c) iQue es una serie condicionalmente convergente? 

7. a) Si una serie es convergente de acuerdo con la prueba de la 

integral, ^como estima su suma? 
b) Si una serie es convergente segun la prueba por 
comparacion, ^como estima su suma? 


c) Si una serie es convergente segun la prueba de la serie 
altemante, ^como estima su suma? 

8 . a) Escriba la forma general de una serie de potencias. 

b) iQue es el radio de convergencia de una serie de potencias? 

c) iQue es el intervalo de convergencia de una serie de 
potencias? 

9. Suponga que/(x) es la suma de una serie de potencias con 
radio de convergencia R. 

a) ^Como deriva/? ^Cual es el radio de convergencia de la 
serie para/'? 

b) ^Como integra /? ^,Cual es el radio de convergencia de la 
serie para \ f(x) dxl 

10 . a) Escriba una expresion para el polinomio de Taylor de 

n-esimo grado de/centrada en a. 

b) Escriba una expresion para la serie de Taylor de/centrada 
en a. 

c) Escriba una expresion para la serie de Maclaurin de/. 

d) ^Como demuestra que/(x) es igual a la suma de su serie de 
Taylor? 

e) Enuncie la desigualdad de Taylor. 

11. Escriba la serie de Maclaurin y el intervalo de convergencia 
para cada una de las funciones siguientes. 

a) 1/(1 — x ) b) e 1 

c) senx d) cosx 

e) tan -1 f) ln(l + x ) 

12. Escriba el desarrollo de la serie binomial de (1 + x) k . ^Cual es 
el radio de convergencia de esta serie? 


Examen rapido Verdadero-Falso 

Determine si el enunciado es verdadero o falso. Si es verdadero, 
explique por que. Si es falso, de la razon o proporcione un ejemplo 
que contradiga el enunciado. 

1. Si lim„^.oo a„ = 0, entonces Efl„ es convergente. 

2. La serie n ~ s “ 1 es convergente. 

3. Si lim„^« a n = L , entonces lfm„^«, a 2n + 1 = L. 

4. Si 2c„ 6" es convergente, entonces Ec„( — 2)" es convergente. 

5. Si 2c„ 6" es convergente, entonces Sc„( — 6)" es convergente. 

6 . Si Sc.r" diverge cuando x = 6, entonces diverge cuando 
Jt = 10. 

7. La prueba de la razon se puede usar para determinar si 
converge El/n 3 . 

8 . La prueba de la razon se puede usar para determinar si 
converge El /n\ 

9. Si 0 =£ a„ =£ b„ y Sfo„ diverge, entonces la serie S a„ diverge. 


11. Si —1 < a < 1, entonces lim„^„ a" = 0. 

12. Si Ea„ es divergente, entonces E|n„| es divergente. 

13. Si f(x) = 2x — x 1 + fx 3 — • • • converge para todax, 
entonces /'"(0) = 2. 

14. Si {a,,} y {b„} son divergentes, entonces {a„ + b,,} es 
divergente. 

15. Si {a,,} y {b„} son divergentes, entonces {a„ b„} es divergente. 

16 . Si {a„} es decreciente y a n > 0 para toda n, entonces {a„} es 
convergente. 

17. Si a„ > 0 y Sfl„ converge, entonces E (— 1 )"a„ converge. 
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18. Si ctn 0 y lim,, — >oo ) < 1, entonces lim„^»a„ = 0. 

19. 0.99999. . . = 1 

20. Si lim a„ = 2, entonces lim(a„ +3 — a„) = 0. 

n—* oo n— 


21 . Si un numero finito de terminos se agrega a una serie 
convergente, la nueva serie aun converge. 

22. Si ^ an = a y 2 b„ = B, entonces 2 a„b„ = AB. 

n= 1 n= 1 n= 1 


Ejercicios 


1-8 Determine si la sucesion es convergente o divergente. Si es 
convergente, determine su limite. 

2 + n 3 


1. a„ = 


3. d n 


5. d n 


1 + 2n 3 
n 3 

1 + n 2 


n 2 + 1 


7. {(1 + 3/n) 4 "} 


2 . a„ = 


10 " 

a„ = cos(mr/2) 
In /? 


6. a„ = 


8 . {(—10 )"/n\} 




26. jOjA 

„_ 2 In n 


27-31 Calcule la suma de la serie. 
( ~ 3)- 1 
2 3 " 


27. 2 


31. 1 - e + + 

2! 3! 4! 


28. 2 


1 


29. 2 [tan l ( n + 1) “ tan l n\ 30. 2 


n(n + 3) 

( 1)" 7r" 


„.o 3 2 "(2 n)\ 


9. Una sucesion se define recursivamente mediante las ecuaciones 
Oi = 1, a „+ 1 = \(a„ + 4). Demuestre que {a„} es creciente y 
a„ <2 para toda n. Deduzca que {«„} es convergente y determine 
su limite. 

10. Demuestre que lim„^« n*e^" = 0 y mediante una grafica 
determine el valor mas pequeno de N que corresponde a 
e = 0. 1 en la definicion exacta de limite. 


11-22 Determine si la serie es convergente o divergente. 


ii. 2 


n=i tt +i 


At 

13. 2 — 

n-1 5" 


15. 2 

n =2 in n 


17. 2 

n = 1 

19. 2 


cos 3 n 

" 1 + ( 1 . 2 )" 

1 ■ 3 • 5 • ■ 


(2 n - 1) 


5 "n\ 


21 . 2 (- 1 )"-^— 
n= 1 n + 1 


12 . 2 


14. 2 


n 2 + 1 

", M 3 + 1 
(- 1 )" 


n = 1 \/n + I 

16. i J— 

\ 3n + 1 

03 „2n 

18 . 2 


20 . 2 


„% (1 + 2n 2 y 
(-5) 2 " 


22 . 2 

n= 1 


", n 2 9" 

yjn + 1 — — 1 


32. Exprese el decimal periodico 4.17326326326... como una 
fraccion. 

33. Demuestre que cosh x & 1 + ^x 2 para toda x. 


34. Para que valores de x converge la serie (In x)"? 

“ (_ ]t" +1 

35. Calcule la suma de la serie 2 con una aproximacion 

n = i n 5 

de cuatro digitos decimales. 

36. a) Determine la suma parcial s 5 de la serie 1/n 6 y estime 

el error al usarla como aproximacion de la suma de la serie. 
b) Calcule la suma de esta serie con una aproximacion de 
cinco digitos decimales. 


37. Use la suma de los primeros ocho terminos para aproximarse a 
la suma de la serie 2”_i (2 + 5") '. Estime el error involucrado 
en esta aproximacion. 

vi n" 

38. a) Demuestre que la sene 2 es convergente. 

n=i (2 n)\ 


b) Deduzca que lim - — — = 0. 

^ n ^ ( 2 n)\ 

39. Demuestre que si la serie SJT— i a n es absolutamente convergente, 
entonces la serie 


i 



es tambien absolutamente convergente. 


23-26 Determine si la serie es condicionalmente convergente, 
absolutamente convergente o divergente. 


40-43 Encuentre el radio de convergencia y el intervalo de 
convergencia de la serie. 


23. 2 ( — 1)" ‘n 1/3 

n= I 


24. 2 (-1 )"~‘fU 3 

n= 1 


40. 2 (- 1 )" 


n 2 5" 


41. 2 

n= 1 


(x + 2)" 
n 4" 


Se requiere calculadora graficadora o computadora 
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42. 2 


2"(x - 2)" 


(n + 2 )! 


43. X 


2"(x - 3)" 


n= o \! n — 3 


44. Calcule el radio de convergencia de la serie 

y ML r . 

(«!) 2 

45. Determine la serie de Taylor de/(x) = sen.r en a = tt/6. 

46. Encuentre la serie de Taylor d e, fix) = cos.r en a = tt/3. 

47-54 Encuentre la serie de Maclaurin para/y su radio de 
convergencia. Puede aplicar el metodo directo (definicion de una 
serie de Maclaurin) o las series conocidas, como la serie 
geometrica, serie binomial o la serie de Maclaurin para e x , senx, 
tan~br y ln(l + x). 


47. f(x) = —— 

1 + x 

49. fix) = In (4 - x) 
51. f(x) = sen(jc 4 ) 

53. f(x) = l/y/16 - x 


48. fix) = tan“‘(* 2 ) 
50. fix) = xe 2x 
52. fix) = 10* 

54. fix) = (1 - 3x) -5 


iue | 


55. Evalue — dx como una serie infinita. 


56. Mediante series aproxime (jj \/l + x 4 dx con dos digitos 
decimales. 

57-58 

a) Obtenga un valor aproximado de/ mediante un polinomio de 
Taylor de grado n en el numero a. 

b) Dibuje/y T n en una misma pantalla. 

c) Use la desigualdad de Taylor para estimar la exactitud de 
la aproximaci6n/(jc) ~ T„(x) cuando x se encuentra en el 
intervalo dado. 


d) Compruebe su resultado del inciso c) mediante la grafica de 

|7?„(x)|. 

57. fix) = Jx, a= 1, n = 3, 0.9 * =£ 1.1 

58. fix) = sec x, a = 0, n = 2, 0 =S x -rr/6 


59. Mediante las series evalue el siguiente limite. 


lfm - 

x^>0 


60. La fuerza debida a la gravedad que actua sobre un objeto de 
masa m a una altura h por encima de la superficie de la Tierra 
es 


F = 


nigR 2 

(R + h f 


donde R es el radio de la Tierra y g es la aceleracion de la 

gravedad. 

a) Exprese F como una serie en potencias de h/R. 

b) Observe que si aproxima F con el primer termino de la 
serie, obtenemos la expresion F ~ mg que se usa por lo 
comun cuando h es mucho mas pequena que R. Aplique el 
teorema de la estimacion de la serie altemante para calcular 
los valores de h para los cuales la aproximacion F ~ mg no 
difiere 1% del valor real. (Use R = 6400 km.) 

61. Suponga que fix) = 2“_ 0 c„x n para toda x. 

a) Si/es una funcion impar, demuestre que 

Co = c 2 = C4 = ■ ■ ■ =0 

b) Si/es una funcion par, demuestre que 

Ci = c 3 = c 5 = ■ ■ ■ = 0 


62. Si/(jc) = e* 2 , demuestre que / (2n, (0) = ' . 


Problemas adicionales 


Antes de ver la solucion del ejemplo, cubrala e 
intente resolver el problema por st mismo. 


Encuentre la suma de la serie 2 


(x + 2)" 


EJEMPLO 


=o (n + 3)! ' 

SOLUCIOIM El principio de resolucion de problemas es relevante aqul ya que hay que 
reconocer algo familiar. ( ;La serie dada se parece a alguna que ya conozcamos? Bueno, 
tiene algunos ingredientes en comun con la serie de Maclaurin para la funcion 
exponencial: 


00 v « v 2 3 

-A/ A a 

= X — = 1 + x + — + — 
„=o n\ 2! 3! 


Podemos hacer que esta serie se parezca mas reemplazando x por x + 2: 


= 2 


(x + 2)" 


n ! 


1 + (x + 2) + 


(x + 2) 2 
2 ! 


+ 


(x + 2) 3 
3! 


Pero aqul el exponente en el numerador coincide con el factorial del numero en el 
denominador. Para hacer que esto pase en la serie dada, multiplicaremos y dividiremos 
por (x + 2) 3 : 


y (X + 2)" 1 y (x + 2)' 1+3 

h (n + 3)! (x + 2) 3 h {n + 3)! 


= (x + 2) 3 


(x + 2) 3 
3! 


(x + 2) 4 
4! 


Vemos que la serie entre parentesis es justamente la serie para e* +2 con los tres primeros 
terminos faltantes. Asf que 


y (X + 2 )” 

h (n + 3)1 


(x + 2) 3 



- 1 - (x + 2) 


(x + 2) 2 
2 ! 


Problemas 


1. Si/(x) = senLx 3 ), encuentre / <15> (0). 

2. Una funcion /esta definida por 



4. Sea {P,,} una sucesion de puntos determinados de acuerdo con la figura. Por tanto \AP\ \ = 1, 
| P„P n + 1 1 = 2" _1 y el angulo AP„P„ +1 es un angulo recto. Calcule AP„AP„ +l . 
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FIGURA PARA EL PROBLEMA 5 


5. Para construir la curva del copo de nieve, inicie con un triangulo equilatero de lados de 
longitud igual a 1 . El paso 1 de la construccion consta de dividir cada lado en tres partes 
iguales, construir un triangulo equilatero en la parte media y luego borrar la parte media 
(vease figura). El paso 2 es repetir el paso 1 en cada lado del polfgono resultante. Se repite 
este procedimiento en cada paso posterior. La curva del copo de nieve es la curva que resulta 
de repetir este proceso indefinidamente. 

a) Sean s„, l„ y p„, respectivamente el numero de lados, la longitud de un lado y la longitud 
total de la curva de aproximacion n-esima, es decir, la curva obtenida despues del paso n 
del trazo. Encuentre formulas para s„,l„y p„. 

b) Demuestre que p„ —> °° cuando n — > °o. 

c) Sume una serie infinita para encontrar el area encerrada por la curva del copo de nieve. 


Nota: Los incisos b) y c) demuestran que la curva del copo de nieve es infmitamente larga pero 
encierra un area finita. 

6. Calcule la suma de la serie 


1 






donde los terminos son los recfprocos de los enteros positivos cuyos factores primos son 2s y 3s. 
7. a) Demuestre que para xy ¥= —l. 


x-y 

arctan x — arctan y = arctan 

7 1 + xy 


si el primer miembro queda entre — tt /2 y tt/ 2. 

b) Demuestre que arctan — arctan ^ = tt/4. 

c) Deduzca la formula siguiente de John Machin (1680-1751). 


1 1 

4 arctan j — arctan 239 = — 

d) Utilice la serie de Maclaurin del arctan x para demostrar que 

0.1973955597 < arctan 5 < 0.1973955616 

e) Demuestre que 


0.004184075 < arctan 4s < 0.004184077 


f) Deduzca que el valor siguiente es correcto con siete cifras decimales t t ~ 3.1415927. 

Machin aplico este metodo en 1706 para determinar 1 r con 100 cifras decimales. 
Recientemente, con la ayuda de computadoras, se ha calculado cada vez con mayor 
exactitud el valor de tt. En 2009 T. Dausuke y su equipo calcularon el valor de tt jeon mas 
de dos trillones de lugares decimales! 

8 . a) Demuestre una formula similar a la del problema 7a), pero que contenga arccot en lugar de 

arctan. 

b) Calcule la suma de la serie 2“= 0 arccot(« 2 + n + 1). 

9. Determine el intervalo de convergencia de 2“_i rr'x" y calcule la suma. 

10. Si flo + «i + a 2 + ■■■ + a k = 0, demuestre que 


lrm (a oy fn + ci\*Jn + 1 + a 2 V' 7 + 2 + ■ • • + a ky /n + k ) = 0 

rt— >cc 

Si no encuentra como demostrarlo, intente con la estrategia de resolucion de problemas usando 
las analogias (vease pagina 75). Intente primero los casos especiales k = 1 y k = 2. Si puede 
ver como demostrar la afirmacion para estos casos, probablemente vera como demostrarla en 
general. 

11. Calcule la suma de la serie 


S ln 1 2 ) ■ 
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FIGURA PARA EL PROBLEMA 12 


12. Suponga que posee una gran cantidad de libros, todos del mismo tamafio, y que los apila en el 
borde de una mesa, y que cada libro sobresale un poco mas del borde de la mesa que el libro 
anterior. Demuestre que es posible hacerlo de modo que el libro que queda hasta encima esta 
por completo mas alia del borde de la mesa. En efecto, muestre que el libro de hasta encima se 
puede acomodar a cualquier distancia mas alia del borde de la mesa si la pila de libros tiene la 
altura suficiente. Aplique el metodo siguiente para apilar los libros: la mitad del largo del 
ultimo libro sobresale del penultimo libro. De este penultimo libro sobresale solo un cuarto de 
su largo con respecto al libro antepenultimo. De este libro sobresale un sexto de su largo con 
respecto al libro anteantepenultimo, y as! sucesivamente. Intentelo usted mismo con un juego 
de cartas. Tome en cuenta el centro de mesa. 


13. Si la curva y = e~* ,m sen x, x 3= 0, gira en torno del eje x, el solido resultante se observa como 
un infinito collar de esferillas decreciente. 

a) Encuentre el volumen exacto de la n-esima esferilla. (Use una tabla de integrales o sistema 
computarizado de algebra.) 

b) Encuentre el volumen total de las esferillas. 

14. Si p > 1 , evalue la expresion 


1 1 1 

1 + — + — + — + 

2 p 3 P 4 P 

1 1 1 

1 — + — b 

2 p 3 P 4 P 



P, P 5 P, 



FIGURA PARA EL PROBLEMA 18 


15. Suponga que clrculos de igual diametro estan acomodados apretadamente en n filas dentro de 
un triangulo equilatero. (La figura ilustra el caso n = 4.) Si A es el area del triangulo y A„ es el 
area total ocupada por las n filas de clrculos, demuestre que 

,, A n TT 

lim — = r= 

A 2-^3 

16. Una sucesion |a„} se define recursivamente mediante las ecuaciones 

a 0 = a i = l n(n — 1 )a„ = (n — 1 )(n — 2 )a„-, — (n — 3)a„_ 2 
Calcule la suma de la serie a„. 

17. Tome el valor de x* en 0 a 1 e integre una serie termino a termino, y con esto demuestre que 

x ax = \ 

n=l 

18. Inicie con los vertices J°i(0, 1), PA 1 , 1), P 3 (l, 0), P 4 ( 0, 0) de un cuadrado, y localice puntos 
como se muestra en la figura: P 5 es el punto medio de PiP 2 , Pf, es el punto medio de P 2 P 3 , Pi es 
el punto medio de P 3 P 4 , y as! sucesivamente. La trayectoria espiral de la poligonal 

P 1 P 2 P 3 PiPsPsPi se aproxima al punto P dentro del cuadrado. 

a) Si las coordenadas de P„ son (x„, y n ), demuestre que \x„ + x n+I + x„ +2 + x„+ 3 = 2 y 
encuentre una ecuacion similar para las coordenadas y. 

b) Determine las coordenadas de P. 

V (- 1 )" 

19. Encuentre la suma de la serie X T : — ■ 

„ , (2 n + 1)3" 

20. Lleve a cabo los siguientes pasos para demostrar que 


1111 

+ + + 

1-2 3-4 5-6 7-8 


• • = In 2 


a) Use la formula para la suma de una serie geometrica finita (11.2.3) para obtener una 
expresion para 


l-x+x 2 -x 3 +---+ X 2 "- 2 - X 2 "- 1 
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b) Integre el resultado del inciso a) de 0 a 1 para obtener una expresion para 

1 1 
2 n 


1 1 1 

1 H + 

2 3 4 


+ 


2 n - 1 


como una integral, 
c) Del inciso b) deduzca que 
1 1 1 


1 


1-2 3-4 


5 • 6 


(2 n — 1)(2«) 


ri dx ri 

n) Jo 1 + x Jo 


d) Utilice el inciso c) para demostrar que la suma de la serie dada es In 2. 

21. Encuentre todas las soluciones de la ecuacion 

2 3 4 

X X X X 

i + — + — + — + — + ■ ■ ■ — o 
2! 4! 6! 8! 



FIGURA PARA EL PROBLEMA 22 


Sugerencia: considere los casos x 3® 0 y x < 0 por separado. 

22. Se trazan triangulos rectangulos como en la figura. Cada uno de los triangulos dene una altura 
de 1 y su base es la hipotenusa del triangulo precedente. Demuestre que esta sucesion de 
triangulos da una cantidad indefinida de vueltas alrededor de P mostrando que 2 0„ es una 
serie divergente. 

23. Considere la serie cuyos terminos son los retiprocos de los enteros posidvos que se pueden 
escribir con la notation de base 10 sin usar el dlgito 0. Demuestre que esta serie es convergente 
y que la suma es menor que 90. 

24. a) Demuestre que la serie de Maclaurin de la funcion 


/(■*) = 2 eS 2 fnX" 

1 — x — X „_1 

donde/„ es el n-esimo numero de Fibonacci, es decir,/i = \,f 2 = 1 y/„ =/„ i + f n 2 para 
n > 3. [Sugerencia: escribax/(l — x — x 2 ) = c 0 + C\X + c 2 x 2 + ■■■ y multiplique ambos 
lados de esta ecuacion por 1 — x — x 2 .] 

b) Determine una formula explfcita para el n-esimo numero de Fibonacci, escribiendo/(x) 
como una suma de fracciones parciales y con ello obteniendo la serie de Maclaurin de una 
manera distinta. 


25. Sea 


x 3 x 6 x 9 

u — 1 + — + — + — + • 

3! 6! 9! 

x 4 x 7 X 10 

V — x + — + — + + 

4! 7! 10! 


x 

2 ! 


x 

5! 


x 

8 ! 


Demuestre que u 3 + v 3 + U) 2 — 3 uvw = 1. 

26. Demuestre que si n > 1, la n-esima suma partial de la serie armonica no es un entero. 

Sugerencia: sea 2‘ la maxima potencia de 2 que es menor o igual any sea M el producto de 
todos los enteros impares que sean menores o iguales a n. Suponga que s„ = m, un entero. 
Entonces M2 k s„ = M2 k m. El lado derecho de esta ecuacion es par. Pruebe que el lado 
izquierdo es impar al demostrar que cada uno de sus terminos es un entero par, excepto el 
ultimo. 
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A2 APENDICEA NUMEROS, DESIGUALDADES Y VALORES ABSOLUTOS 


Numeros, desigualdades y valores absolutos 

El calculo esta basado en el sistema de los numeros reales. Empieza con los enteros: 

-3, -2, -1, 0, 1, 2, 3, 4, ... 

A continuacion construimos los numeros racionales, que son razones entre enteros. Asi, 
cualquier numero racional r se puede expresar como 

m 

r = — donde m y n son enteros v n ¥= 0 
n 


Ejemplos son 


46 = 


0-17 = 


(Recuerde que la division entre 0 esta siempre excluida, de modo que las expresiones 
como 5 y 5 no estan definidas.) Algunos numeros reales, por ejemplo, y/2, no se pueden 
expresar como una razon entre enteros y, por tanto, se denominan numeros irracionales. 
Se puede demostrar, con diversos grados de dificultad, que los siguientes tambien son 
numeros irracionales: 


a/3 a/ 5 ^2 7r sen 1° logio 2 

El conjunto de todos los numeros reales suele denotarse con el sfmbolo R. Cuando usamos 
la palabra numero sin mas restriction, queremos decir “numero real”. 

Todo numero tiene una representation decimal. Si el numero es racional, entonces el 
decimal correspondiente es periodico. Por ejemplo, 

\ = 0.5000 . . . = 0.50 I = 0.66666 . . . = 0.6 

4” = 0.317171717 . . . = 0.317 § = 1.285714285714 . . . = 1.285714 


(La barra indica que la sucesion de dfgitos se repite indefinidamente.) Por otra parte, si el 
numero es irracional, el decimal no es periodico: 

s/2 = 1.414213562373095 ... 7 r = 3.141592653589793 . . . 

Si detenemos la expansion decimal de cualquier numero en cierto lugar, obtenemos una 
aproximacion al numero. Por ejemplo, es posible escribir 


77= 3.14159265 

donde el = se lee “es aproximadamente igual a”. Cuantos mas lugares decimales retenga- 
mos, es mejor la aproximacion que obtenemos. 

Los numeros reales pueden representarse por medio de puntos en una recta, como en la 
figura 1 . La direction positiva (a la derecha) esta indicada por una flecha. Seleccionamos 
un punto de referencia arbitrario 0, llamado origen, que corresponde al numero real 0. 
Dada cualquier unidad conveniente de medida, todo numero positivo x esta representado 
por el punto de la recta situado a una distancia de x unidades a la derecha del origen, y 
todo numero negativo — x esta representado por un punto x unidades a la izquierda del 
origen. Asi, todo numero real esta representado por un punto en la recta, y todo punto P 
de la recta corresponde a exactamente un numero real. El numero asociado con el punto 
P se denomina coordenada de P y entonces se llama recta coordenada, o recta de 
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a 

FIGURA 2 

Intervalo abierto (a, h) 


a 

FIGURA 3 

Intervalo cerrado [a, /)] 


numeros reales, o simplemente recta real. Con frecuencia identificamos el punto con su 
coordenada y consideramos un nurnero como que es un punto en la recta real. 

_ 3 1 r 

— 2.63 7 2 v 2 tt 

FIGURA 1 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 

Los numeros reales son ordenados. Decimos que a es me nor que b y escribimos a < b 
en la recta numerica. (De un modo equivalente, decimos que b es mayor que a y escribi- 
mos b > a.) El sfmbolo a =£ b (o b 5* a) significa que ya sea a < b o a = b y se lee “a es 
menor que o igual a b”. Por ejemplo, las siguientes son desigualdades verdaderas: 

7 <7.4 <7.5 -3 > -tt V2 < 2 ^2 ^ 2 2<2 

En lo que sigue necesitamos usar notacion de conjuntos. Un conjunto es una coleccion 
de objetos, y estos objetos reciben el nombre de elementos del conjunto. Si S es un con- 
junto, la notacion a E S significa que a es un elemento de S, y a (£. S significa que a no es 
un elemento de S. Por ejemplo, si Z representa el conjunto de enteros, entonces — 3 E Z 
pero 7r Z. Si S y T son conjuntos, entonces su union S U T es el conjunto formado por 
todos los elementos que estan en S o en 7' (o tanto en S como en T). La interseccion de S 
y T es el conjunto S Cl T formado por todos los elementos que estan en S y en T. En otras 
palabras, S Cl T es la parte comun de S v 7'. El conjunto vacfo, denotado por 0, es el con- 
junto que no contiene elementos. 

Algunos conjuntos se pueden describir al poner entre Haves sus elementos. Por ejemplo, 
el conjunto A formado por todos los enteros positivos menores que 7 se puede escribir 
como 


A = {1, 2, 3, 4, 5, 6} 

Tambien podrfamos escribir A en notacion de constructor de conjuntos como 
A = {x | x es un entero y 0 < x < 7} 

Que se lee “A es el conjunto de x tal que x es un entero y 0 < x < 7”. 

Intervalos 

Ciertos conjuntos de numeros reales, llamados intervalos, se presentan con frecuencia en 
Calculo y corresponden geometricamente a segmentos de recta. Por ejemplo, si a < b, el 
intervalo abierto de a a b esta formado por todos los numeros entre a y b y se denota con 
el sfmbolo (a, b ). Usando notacion de constructor de conjuntos, podemos escribir 

(a, b) = {x | a < x < b] 

Observe que los puntos extremos del intervalo, es decir, a y b, estan excluidos. Esto se 
indica con los parentesis redondos ( ) y por los puntos abiertos de la figura 2. El intervalo 
cerrado de a a b es el conjunto 


[a, b] = {x | a =£ x =£ b} 

Aquf los puntos extremos del intervalo estan incluidos, lo cual se indica con los corche- 
tes [ ] y los puntos llenos de la figura 3. Tambien es posible incluir solo un punto extremo 
en un intervalo, como se muestra en la tabla 1 . 
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PH Tabla de intervalos 

Notacion 

Descripcion del conjunto 


(a, b) 

{x | a < x < b} 


[a, b ] 

{x \ a =£ jc =£ b} 


[a, b ) 

V 

H 

\ll 

Q 

H 

w- 1 

La tabla 1 es una lista de nueve posibles tipos de 
intervalos. Cuando se estudien estos intervalos, 

(a. b ] 

{x | a < x b} 

siempre se supone que a < b. 

(a, oo) 

{x \ x > a} 


[a, oo) 

{x | x & a} 


(-°o, b) 

{x | x < b] 


(—oo, b\ 

* 

/A 


( — 00 5 oo) 

IR (conjunto de todos los 
numeros reales) 


Figura 


Tambien necesitamos considerar intervalos infinitos como 

(i a , °°) = {x | x > 0} 

Esto no significa que °° (“infinito”) sea un numero. La notacion (a, °°) representa el con- 
junto de todos los numeros que son mayores que a, de modo que el sfmbolo °o solo indica 
que el intervalo se extiende infinitamente en la direccion positiva. 


Desigualdades 


Cuando trabaje con desigualdades, observe las reglas siguientes. 


jTj Reglas para desigualdades 

1. Si a < b, entonces a + c < b + c. 

2. Si a < b y c < d, entonces a + c < b + d. 

3. Si a < b y c > 0, entonces ac < be. 

4. Si a < b y c < 0, entonces ac > be. 

5. Si 0 < a < b, entonces 1/a > \/b. 


La regia 1 dice que podemos sumar cualquier numero a ambos lados de una desigual- 
dad, y la regia 2 dice que se pueden sumar dos desigualdades. No obstante, debemos tener 
cuidado con la multiplicacion. La regia 3 dice que podemos multiplicar ambos lados de una 
desigualdad por un numero positivo, pero la regia 4 dice que si multiplicamos ambos lados 
E3 de una desigualdad por un numero negativo, entonces invertimos la direccion de la desigual- 
dad. Por ejemplo, si tomamos la desigualdad 3 < 5 y multiplicamos por 2, obtenemos 
6 < 10, pero si multiplicamos por —2, obtenemos —6 > —10. Por ultimo, la regia 5 dice 
que si tomamos recfprocos, entonces invertimos la direccion de una desigualdad (siempre que 
los numeros sean positivos). 


EJEMPLO 1 


Resuelva la desigualdad 1 + x < lx + 5. 


S0LUCI0N La desigualdad dada se satisface con algunos valores de x pero no con otros. 
Resolver una desigualdad significa determinar el conjunto de numeros x para los que 
la desigualdad es verdadera. Esto se llama conjunto solucidn. 
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Primero restamos 1 de cada lado de la desigualdad (usando la regia 1 con c = —1): 


x < lx + 4 

A continuacion restamos lx de ambos lados (regia 1 con c = —lx): 


—6x < 4 


Ahora dividimos ambos lados entre —6 (regia 4 con c = — g): 


x > = 


Todos estos pasos se pueden invertir, de modo que el conjunto solucion esta formado por 
todos los numeros mayores a — §. En otras palabras, la solucion de la desigualdad 
es el intervalo (— §, °°). 


EJEMPLO 2 


Resuelva las desigualdades 4 ^ 3x — 2 < 13. 


SOLUCION Aquf el conjunto solucion esta formado por todos los valores de x que satisfa- 
gan ambas desigualdades. Usando las reglas dadas en (2), vemos que las siguientes 
desigualdades son equivalentes: 


4 =£ 3x — 2 < 
6 =£ 3x < 15 
2 *£ x < 5 


13 


(sumamos 2) 
(dividimos entre 3) 


Por tanto, el 


conjunto solucion es [2, 5). 


EJEMPLO 3 


Resuelva la desigualdad x 2 — 5x + 6 0. 

SOLUCION Primero factorizamos el lado izquierdo: 


{x - 2)(x - 3) 0 

Sabemos que la ecuacion correspondiente (x — 2)(x — 3) = 0 tiene las soluciones 2 y 3. 
Los numeros 2 y 3 dividen la recta real en tres intervalos: 


2) (2, 3) (3, oo) 


Un metodo visual para resolver el ejemplo 3 es 
usar un dispositivo para graficar la parabola 
y = x 2 — 5a- + 6 (como en la figura 4) y 
observamos que la curva se encuentra sobre 
o abajo del eje x cuando 2 =s x =£ 3. 



En cada uno de estos intervalos determinamos los signos de los factores. Por ejemplo, 
x G (—°°, 2) => x<2 => x — 2 < 0 

A continuacion registramos estos signos en la tabla siguiente: 


Intervalo 

x — 2 

x — 3 

ro 

1 

CN 

1 

3 

x <2 

~ 

- 

+ 

2 < x < 3 

+ 

- 


x > 3 

+ 

+ 

+ 


Otro metodo para obtener la informacion de la tabla es usar valores de prueba. Por 
ejemplo, si usamos el valor de prueba x = 1 para el intervalo (— °°, 2), entonces la susti- 
tucion en x 2 — 5x + 6 da 


FIGURA 4 


l 2 - 5(1) +6 = 2 
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El polinomio x 2 — 5x + 6 no cambia de signo dentro de ninguno de los tres intervalos, 
de modo que concluimos que es positivo en (— °°, 2). 

A continuation leemos de la grafica que (x — 2)(x — 3) es negativo cuando 
2 < x < 3. Por tanto, la solution de la desigualdad {x — 2)(x — 3) 0 es 


0 2 

FIGURA 5 


{x I 2 


3} = [2, 3] 


Note que se incluyen los puntos finales 2 y 3 porque se buscan valores de x tales 
que el producto sea negativo o cero. La solution se ilustra en la figura 5. 


EJEMPLO 4 


Resuelva x 3 + 3x 2 > 4x. 


SOLUCION Primero se llevan todos los terminos diferentes de cero a un lado del signo de 
desigualdad y se factoriza la expresion resultante: 


x 3 + 3x 2 — 4x > 0 o x(x — l)(x + 4) > 0 

A1 igual que en el ejemplo 3, resuelva la ecuacion correspondiente x(x — I )(x + 4) = 0 y 
use las soluciones x = — 4, x = 0, y x = 1 para dividir la recta real en cuatro intervalos 
(—oo, —4), (—4, 0), (0, 1) y (1, °°). En cada intervalo, el producto conserva un signo 
constante como se muestra en la tabla siguiente: 


Intervalo 

X 

X — 1 

x + 4 

x(x — l)(x + 4) 

jc < -4 

- 

- 

- 

- 

-4 < x < 0 

- 

- 

+ 

+ 

0 < x < 1 

+ 

- 

+ 

- 

x > 1 

+ 

+ 

+ 

+ 


A continuation, de la tabla se lee que el conjunto solution es 


-4 

FIGURA 6 


{x | — 4 < x < 0 o x > 1} = (—4, 0) U (1, o°) 

La solution se ilustra en la figura 6. 

Valor absoluto 

El valor absoluto de un numero a, denotado por | a |, es la distancia de a a 0 en la recta de 
numeros reales. Las distancias son siempre positivas o 0, de modo que 

| a | 5* 0 para todo numero a 

Por ejemplo, 

| 3 1 = 3 | —3 | = 3 1 0 1 = 0 | -v/2 — 1 1 = -v/2 — 1 |3-7t| = 7t-3 

En general, 


E 


| a | = a si a S 5 0 
I a I = —a si a < 0 


Recuerde que si a es negativo, entonces 
-a es positivo. 
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EJEMPLO 5 


Exprese | 3x — 2 \ usando el sfmbolo de valor absoluto. 


SOLUCION 


3x - 2 


f 3x — 2 si 3x — 2 3= 0 

j_— {3x — 2) si 3x — 2 < 0 

J 3x — 2 si x 3* \ 

[2 — 3x si x < | 


Recuerde que el sfmbolo yf~ significa “rafz cuadrada positiva de”. Entonces yfr = s 
E3 quiere decir que s 2 = r y s ^ 0. Por tanto, la ecuacion ^fu 1 = a no siempre es verdadera; 
lo es solo cuando a 3= 0. Si a < 0, entonces —a > 0, y sfa 2 = —a. En vista de (3), 
entonces la ecuacion es 





que es verdadera para todos los valores de a. 

En los ejercicios se dan sugerencias para las pruebas de las siguientes propiedades. 


|T| Propiedades de valores absolutos Suponga que ay b son cualesquier 
numeros reales y n es entero. Entonces 


1. I ab I = I a I I b I 




(b* 0 ) 


a = \a\ 


Para resolver ecuaciones o desigualdades que comprendan valores absolutos, a veces es 
muy util usar los siguientes enunciados. 


a a 


-ax 0 

FIGURA 7 

1 _ u\ 

a 

\a 0 1 


b 

a 

-\a~b\- 



a b 


|~6~1 Suponga a > 0. Entonces 


4 . 

I JC | 

= a 

si y solo si 

x = ±a 

5 . 

1 x 1 

< a 

si y solo si 

—a < x < a 

6. 

1 x 1 

> a 

si y solo si 

x > a 0 x < —a 


Por ejemplo, la desigualdad \x \ < a dice que la distancia desde x al origen es menor 
que a, y se puede ver de la figura 7 que esto es verdadero si y solo si x esta entre —a y a. 

Si a y b son cualesquier numeros reales, entonces la distancia entre a v b es el valor 
absoluto de la diferencia, es decir, | a — b |, que tambien es igual a | b — a |. (Vease la figura 8.) 


EJEMPLO 6 


Resuelva | 2x — 5 | =3. 

SOLUCIO Por la propiedad 4 de [6], | 2x — 5 


3 es equivalente a 


2x — 5 = 3 o bien 2x — 5 = — 3 


FIGURA 8 

Longitud de segmento de recta = \a — b\ Por tanto, 2x = 8 o 2x = 2. Asf, x = 4 o x = 1 . 
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b — 2 — ! ■ — 2 1 

— t o i 1 1 0- 

3 5 7 

FIGURA9 


EJEMPLO 7 


Resuelva \x — 5 | < 2. 

0 LU C 1 6 1\ Por la propiedad 5 de [ 6 ] , | jc — 5|<2es equivalente a 

—2 < x — 5 < 2 


Por tanto, sumando 5 a cada lado, 

3 < x < 7 


y el conjunto solucion es el intervalo abierto (3, 7). 

SOLUCION 2 Geometricamente, el conjunto solucion esta formado por todos los 
numeros x cuya distancia desde 5 sea menor que 2. De la figura 9 se ve que este 
es el intervalo (3, 7). 


EJEMPLO 8 


Resuelva 


3x + 2 I 5= 4. 


SOLUCION Por las propiedades 4 y 6 de [6], | 3x + 2 | 5= 4 es equivalente a 


3x + 2 3 s 4 o 3x + 2 s£ —4 

En el primer caso 3x 2, que da x 5* §. En el segundo caso 3x =£ — 6 , que da jt —2, y 
el conjunto solucion es 


{x |x « —2 o x ^ 5 } = (—oo, —2] U [ 3 , 00 ) 

Otra importante propiedad del valor absoluto, llamada desigualdad del triangulo, se usa 
con frecuencia no solo en Calculo sino en todas las matematicas en general. 


|~7j Desigualdad del triangulo Si a y b son cualesquier numeros reales, 
entonces 

I a + b I I a I + \ b\ 


Observe que si los numeros ay b son positivos o negativos, entonces los dos lados de 
la desigualdad del triangulo son iguales en realidad. Pero si ay b tienen signos contrarios, 
el lado izquierdo comprende una resta pero no asf el lado derecho. Esto hace que la 
desigualdad del triangulo parezca razonable, pero se demuestra como sigue. 

Note que 

— | a | a =£ | a \ 

es siempre verdadera porque a es igual a |a| oa — | a | . El enunciado correspondiente 
para b es 

-\b\ =s b ^ \b\ 

A1 sumar estas desigualdades se obtiene 

—(I a | + | |) ^ a 4- b \a \ + \ b\ 

Si ahora aplicamos las propiedades 4 y 5 (con x sustituida por a + b y a por | a \ + \ b \ ), 
obtenemos 

la + b I ^ I a I + \b\ 


que es lo que desea demostrar. 
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EJEMPLO 9 


Si | x — 4 | < 0. 1 y | _y — 7 | < 0.2, use la desigualdad del triangulo para 
estimar | (x + y) — 1 1 | . 


SO LUC I ON Para usar la information dada, aplique la desigualdad del triangulo con 
a = x — 4- y b = y — 7: 


(x + y) — 11 1 = | (x — 4) + (y — 7) 
< |x — 4 | + |y — 7 | 
< 0.1 + 0.2 = 0.3 


Por tanto, 


| (x + y) — 1 1 1 <0.3 


Ejercicios 


1-12 Reescriba la expresion sin el sfmbolo de valor 
absoluto. 


1. 

1 5 - 23 | 

2- | 5 | - |-23| 

3. 

1 -v\ 

4. | TT - 2 1 

5. 

1 v/5 - 5 | 

6. ||— 2| - |— 3|| 

7. 

x _ 2 si x < 2 

8. | x — 2 | si x > 2 

9. 

| x + i| 

10. |2x - 1| 

11. 

|x 2 +l| 

12. |1 — 2x 2 \ 


13-38 Resuelva la desigualdad en terminos de intervalos e ilustre 
el conjunto solution sobre la recta de los numeros reales. 


grados Celsius y F es la temperatura en grados Fahrenheit. 
<;,Que intervalo en la escala Celsius corresponde a un rango de 
temperatura de 50 =£ F =S 95? 

40 . Utilice la relation entre C y F dada en el ejercicio 39 para hallar 
el intervalo en la escala Fahrenheit correspondiente al rango de 
temperatura de 20 =£ C =S 30. 

41 . Cuando el aire seco se mueve hacia arriba, se dilata y al 
hacerlo asi se enfria a razon de 1 °C por cada 100 metros que 
suba hasta unos 12 kilometres. 

a) Si la temperatura en el suelo es de 20 °C, escriba una 
formula para hallar la temperatura a una altitud /?. 

b) ^Que rango de temperatura se puede esperar si un avion 
despega y alcanza una altitud maxima de 5 km? 


13. 2x + 7 > 3 

15. 1 - x S£ 2 

17. 2x + 1 <5x — 8 

19. -1 < 2x - 5 < 7 

21 . 0 < 1 — x < 1 

23. 4x < 2x + 1 =£ 3x + 2 

25. (x - l)(x - 2) > 0 

27. 2x 2 + x =S 1 

29. x 2 + x + 1 > 0 

31. x 2 < 3 

33. x 2 — x 2 < 0 

34. (x + l)(x - 2)(x + 3) & 0 

35. x 3 > x 

1 

37. — < 4 

x 


14 . 3x — 1 1 < 4 

16 . 4 — 3x 3= 6 

18 . 1 + 5x > 5 — 3x 

20 . 1 < 3x + 4 =S 16 

22 . -5 =s 3 - 2x =S 9 

24 . 2x — 3 < x + 4 < 3x — 2 

26 . (2x + 3)(x - 1) 3* 0 

28 . x 2 < lx + 8 

30 . x 2 + x > 1 

32 . x 2 & 5 


36 . x 3 + 3x < 4x 2 

1 

38 . -3 < — =s 1 
x 


39 . La relation entre las escalas Celsius y Fahrenheit de temperatura 
esta dada por C = § (F — 32), donde C es la temperatura en 


42 . Si una pelota se lanza hacia arriba desde lo alto de un edificio de 
128 pies de altura, con una velocidad de 16 pies/s, entonces la 
altura h sobre el suelo t segundos despues sera 

h = 128 + 16 1 - 16 1 2 


^Durante que intervalo de tiempo estara la pelota al menos 
32 pies sobre el suelo? 


43-46 De las siguientes ecuaciones, despeje x. 
43 . | 2x | = 3 44 . | 3x + 5 | = 1 

2x - 1 


45 . |x + 3| = | 2x+ 1| 


46 . 


x + 1 


= 3 


47-56 De las siguientes ecuaciones, despeje x. 


47 . 

| x | < 3 

48 . 

1 * 1 

' 3 

49 . 

|x - 4| < 1 

50 . 

|x - 

6| < 0. 

51 . 

|x + 5| > 2 

52 . 

|x + 

l\>3 

53 . 

|2x — 3| < 0.4 

54 . 

|5x - 

- 2| < l 

55 . 

w 

H 

V/ 

56 . 

0 < 

lx -51 
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57-58 Despeje x, suponiendo que a, b y c son constantes positivas. 


65. Demuestre que \ab\ = \ a || b |. [ Sugerencia : use la ecuacion 4.] 


57. a{bx — c) 3= be 58. a =S bx + c < 2a 


59-60 Despeje x, suponiendo que a, b y c son constantes negativas. 

ax + b 

59. ax + b < c 60. ' b 

c 


61. Suponga que \x — 2| < 0.01 y \y — 3| < 0.04 . Use la 
desigualdad del triangulo para demostrar que 
|(x + y) - 5| < 0.05. 


66 . 


Demuestre que 


a 

b 


\b\' 


67. Demuestre que si 0 < a < b, entonces a 2 < b 2 . 

68. Demuestre que \ x — y | 3= | x | ~ |y|. [Sugerencia: use la 
desigualdad del triangulo con a = x — y y b = y.] 


69. Demuestre que la suma, diferencia y producto de numeros 
racionales son numeros racionales. 


62. Demuestre que si \x + 3| < entonces \4x + 1 3 1 < 3. 

a + b 

63. Demuestre que si a < b, entonces a < — - — < b . 

64. Use la regia 3 para demostrar la regia 5 de |~2] , 


70. a) ^La suma de dos numeros irracionales es siempre un numero 
irracional? 

b) ^E1 producto de dos numeros irracionales es siempre un 
numero irracional? 



Geometria de coordenadas y rectas 


En la misma forma en que los puntos sobre una recta pueden ser identificados con numeros 
reales al asignarles coordenadas, como se describe en el apendice A, asi los puntos de un 
piano pueden ser identificados con pares de numeros reales. Empiece por trazar dos rectas 
coordenadas perpendiculares que se cruzan en el origen O en cada recta. Por lo general, una 
recta es horizontal con direccion positiva a la derecha y se llama eje x; la otra recta es ver- 
tical con direccion positiva hacia arriba y se denomina eje y. 

Cualquier punto P del piano puede ser localizado por un par de numeros ordenado, 
unico, como se indica a continuacion. Trace rectas que pasen por P perpendiculares a los 
ejes x y y. Estas rectas cruzan los ejes en los puntos con coordenadas ay b, como se mues- 
tra en la figura 1. A continuacion, al punto P se asigna el par ordenado (a, b). El primer 
numero a recibe el nombre de coordenada x de P\ el segundo numero b se llama coorde- 
nada y de P. Entonces P es el punto con coordenadas {a, b), y se denota el punto con el 
simbolo P(a, b). En la figura 2, varios puntos estan marcados con sus coordenadas. 


y 

b — i- 

3 

II 2 . 
1 ■ 


y 

P(a,h) 4- 

- • (1, 3) 

(5,0) 

I 

3 

(-2, 2) 

• 2 ■ 

1 

3 -2 -1 0 

1 2 3 

4 5 * -3 -2 -1 0 

1 2 3 4 5 

-1 ' 


-1 ' 



a 


-2 ■ 


• -2 ■ 


III 

IV 

(-3, -2) 


-3 


-3 


-4 ■ 


-4 ■ 

• (2,-4) 


FIGURA 1 FIGURA 2 


Al invertir el proceso precedente, puede empezar con un par ordenado (a, b ) y llegar 
al punto P correspondiente. Con frecuencia se identifica el punto P con el par ordenado 
(a, b) y se le dice “punto (a, /?)”. [Aun cuando la notacion empleada para un intervalo 
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abierto (a, b) es la misma que la usada para un punto (a, b), del contexto se puede distinguir 
cual es el significado que se pretende.] 

Este sistema de coordenadas recibe el nombre de sistema de coordenadas rectangulares 
o sistema de coordenadas cartesianas en honor al matematico trances Rene Descartes 
(1596-1650), aun cuando otro trances, Pierre Fermat (1601-1665), invento los principios de 
geometrfa analltica mas o menos al mismo tiempo que Descartes. El piano provisto con 
este sistema de coordenadas se llama piano coordenado o piano cartesiano y se denota 
con R 2 . 

Los ejes x y y se denominan ejes coordenados y dividen el piano cartesiano en 
cuatro cuadrantes, marcados I, II, III y IV en la figura 1. Note que el primer cuadrante 
esta formado por los puntos cuyas coordenadas x y y son positivas. 


EJEMPLO 1 


a) {(x,y)|x 
S0LUCI0N 


Describa y bosqueje las regiones dadas por los siguientes conjuntos. 

35 0} b) {(x, y)|y = l} c) {(x,y)|| y \ < l} 


a) Los puntos cuyas coordenadas x sean 0 o positivas se encuentran sobre el eje y 
o a la derecha de este, como lo indica la region sombreada de la figura 3a). 


y> 



y ■ 

v; 

II 


y> 

y — 1 





^0 


X 



X 

1 0 

X 








y = -l 










FIGURA 3 a) x s? 0 


b)y = l 


c ) I y I < i 


b) El conjunto de todos los puntos cuya coordenada y sea 1 es una recta horizontal una 
unidad arriba del eje x [vease la figura 3b)]. 

c) Recuerde del apendice A que 


y | < 1 si y solo si 


-1 <y < 1 



La region dada esta formada por los puntos del piano cuyas coordenadas y se encuentran 
entre — 1 y 1 . Asf, la region esta formada por todos los puntos que se encuentren entre 
(pero no en) las rectas horizontales y = 1 y y = — 1. [Estas rectas se muestran como 
interrumpidas en la figura 3c) para indicar que los puntos sobre estas rectas no se 
encuentran en el conjunto.] 

Recuerde del apendice A que la distancia entre los puntos ay b sobre una recta numeri- 
ca es \a — b\ = \b — a\. De este modo, la distancia entre los puntos P\(x\, yi) y P^Xi, yi) 
sobre una recta horizontal debe ser \x 2 — Xi|, y la distancia entre Pi(x 2 , V2) y Piixi, >'i) sobre 
una recta vertical debe ser |yi — yi|. (Vease la figura 4.) 

Para hallar la distancia \P t P 2 \ entre cualesquier dos puntos P\(x\, y\) y y 2 ), 

observe que el triangulo Pi Pi Pi de la figura 4 es rectangulo y, por el teorema de Pitagoras, 
tiene 


|Pi Pi\ = Vl^i^l 2 + \P2P2Y = V|*2 - Xi| 2 + |y 2 - yiY 

= Vfc - xi ) 2 + (y 2 - yi ) 2 


FIGURA 4 
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|T| Formula de la distancia La distancia entre los puntos Pi(xi, yi) y P 2 (X 2 , y 2 ) es 
\PiPi\ = Vfe - X! f + (y 2 - yO 2 


EJEMPLO 2 


La distancia entre (1, —2) y (5, 3) es 


V(5 - l) 2 + [3 - (— 2)] 2 = V4 2 + 5 2 


V4l 


Rectas 

Desea hallar una ecuacion de una recta L determinada; esta ecuacion esta satisfecha por las 
coordenadas de los puntos sobre L y por ningun otro punto. Para hallar la ecuacion de L 
use su pendiente, que es una medida de la inclinacion de la recta. 



FIGURA 5 



[2] Definition La pendiente de una recta no vertical que pase por los puntos 

Pi(xi, y0 y P 2 (x 2 , y 2 ) es 

Ay y 2 - yi 

m = — — = 

Ax x 2 — Xi 

La pendiente de una recta vertical no esta definida. 


Entonces, la pendiente de una recta es la razon entre el cambio en y. Ay, y el cambio 
en x, Ax. (Vease la figura 5.) La pendiente es, por tanto, la razon de cambio de y respecto 
a x. El hecho de que la lfnea sea recta significa que la razon de cambio es constante. 

La figura 6 muestra varias rectas marcadas con sus pendientes. Note que las rectas 
marcadas con pendiente positiva se inclinan hacia arriba a la derecha, en tanto que las rec- 
tas con pendiente negativa se inclinan hacia abajo a la derecha. Observe tambien que las 
rectas mas inclinadas son aquellas para las que el valor absoluto de la pendiente es maximo, 
y la recta horizontal tiene pendiente 0. 

Ahora encuentre una ecuacion de la recta que pasa por un punto determinado P\(x\, y i ) y 
tiene pendiente m. Un punto P(x, y) con x A X\ esta sobre esta recta si y solo si la pen- 
diente de la recta que pasa por Pi y P es igual a m; esto es 


y - yi 

= m 

x — Xi 


FIGURA 6 


Esta ecuacion se puede escribir tambien en la forma 


y - yi = m(x - xi) 


y observe que esta ecuacion tambien se satisface cuando x = Xi y y = yi. Por tanto, es una 
ecuacion de la recta dada. 


|~3l Forma de punto pendiente de la ecuacion de una recta Una ecuacion 
de la recta que pasa por el punto Pi(xi, yi) y que tiene pendiente m es 

y - yi = m(x - xi) 
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EJEMPLO 3 


Encuentre una ecuacion de la recta que pasa por (1, —7) con pendiente — \. 


Usando [3] con m = — f, Xi = 1, y\ = —7, obtiene una ecuacion de la recta 

como 



y + 1 = -\(x - \) 
que tambien se puede escribir como 

2 y + 14 = —x +1 o x + 2y + 13 = 0 

Encuentre una ecuacion de la recta que pasa por (—1, 2) y (3,-4). 
SO LUC I ON Por la definicion 2, la pendiente de la recta es 

-4-2 3 

m = ; — - = 

3 ( 1) 2 

Usando la forma de punto pendiente con Xi — — 1 y y\ = 2, obtiene 


que se simplifica a 


y ~ 2 = -2 (x + 1) 
3x + 2y = 1 


Suponga que una recta no vertical tiene pendiente m y ordenada en el origen b. (Vease 
la figura 7.) Esto significa que interseca el eje y en el punto (0, b), de modo que la forma 
de punto pendiente de la ecuacion de la recta, con X\ = 0 y yi = b, se convierte en 

y — b = m(x — 0) 


Esto se simplifica como sigue. 


[4] Forma de punto pendiente de la ecuacion de una recta Una ecuacion de 
la recta con pendiente m y ordenada en el origen b es 

y = mx + b 


y 


II 

b 


i 

<3 

II 

H 

0 

a 

X 


FIGURA 8 


En particular, si una recta es horizontal, su pendiente es m = 0, de modo que su 
ecuacion es y = b, donde b es la ordenada en el origen (vease la figura 8). Una recta 
vertical no tiene pendiente, pero su ecuacion se escribe como x = a, donde a es su cruce 
con el eje x porque la coordenada x de todo punto sobre la recta es a. 

Observe que la ecuacion de toda recta se puede escribir en la forma 


Ax + By + C = 0 


porque una recta vertical tiene la ecuacion x = a o x — a = 0 (A = 1,5 = 0, C = —a) y 
una recta no vertical tiene la ecuacion y = mx + b o —mx + y —b = 0 (A = —m, 5=1, 
C = —b). Recfprocamente, si empieza con una ecuacion general de primer grado, esto es, 
una ecuacion de la forma [5], donde A, B y C son constantes y A y 5 no son 0, entonces 
puede demostrar que es la ecuacion de una recta. Si 5 = 0, la ecuacion se convierte 
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FIGURA9 


enAr+C = Oox = —C/A, que representa una recta vertical con intersection en el eje 
x -C/A. Si B =f= 0, la ecuacion se puede escribir tambien despejando v: 

_ _A_ _ C_ 
y ~ B X B 

y reconoce esta como la forma de pendiente y ordenada en el origen de la ecuacion de 
una recta ( m = —A/B, b = —C/B). Por tanto, una ecuacion de la forma [3] se denomina 
ecuacion lineal o ecuacion general de una recta. Por brevedad, con frecuencia se dice “la 
recta Ax + By + C = 0” en lugar de “la recta cuya ecuacion es Ax + By + C = 0”. 


EJEMPLO 5 


Trace la grafica de la ecuacion 3x — 5y = 15. 


S0LUCI0N Como la ecuacion es lineal, su grafica es una recta. Para trazar la grafica, 
puede simplemente hallar dos puntos sobre la recta. Es mas facil hallar los puntos de 
interseccion. Sustituyendo y = 0 (la ecuacion del eje x) en la ecuacion dada, obtiene 
3x = 15, o sea que x = 5 es cl punto de interseccion con el eje x. Sustituyendo x = 0 
en la ecuacion, se ve que el punto de interseccion con el eje y es —3. Esto permite trazar 
la grafica como en la figura 9. 


y> 


\ 


2.5* 

S 




7 

/ 

/ 

/ 

/ 

' yS 
A 

0 

’'s 

5 ^ 


FIGURA 10 


EJEMPLO 6 


Grafique la desigualdad x + 2y > 5. 


S0LUCI0N Se pide trazar la grafica del conjunto {(x, y)| x + 2y > 5} y lo hace al despejar 
y de la ecuacion 

x + 2y > 5 

2 y > —x + 5 
y > — \ x + | 


Compare esta desigualdad con la ecuacion y = — \x + §, que representa una recta con 
pendiente — \ e interseccion con el eje y en Vea que la grafica dada consta de puntos 
cuyas coordenadas y son mayores que los de la recta y = — \ x + §. Por tanto, la 
grafica es la region que esta arriba de la recta, como se ilustra en la figura 10. 


Rectas paralelas y perpendiculares 

Las pendientes se pueden usar para demostrar que las rectas son paralelas o perpendicula- 
res. Los siguientes datos se demuestran, por ejemplo, en Precalculus: Mathematics for 
Calculus, Sixth Edition de Stewart, Redlin y Watson (Belmont, CA, 2012). 


[6] Rectas paralelas y perpendiculares 

1. Dos rectas no verticales son paralelas si y solo si tienen la misma pendiente. 

2. Dos rectas con pendientes mi y mj son perpendiculares si y solo si mm 2 = — 1, 
es decir, que sus pendientes son recfprocos negativos: 

1 

m 2 = 

mi 


EJEMPLO 7 


Encuentre una ecuacion de la recta que pasa por el punto (5, 2) que es 
paralelo a la recta 4x + 6y + 5 = 0. 


S0LUCI0N La recta dada se puede escribir en la forma 


y = “ 3 * 
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que es la forma de interseccion con los ejes, con m = — §. Las rectas paralelas tienen la 
misma pendiente, de modo que la recta pedida tiene pendiente — \ y su ecuacion en 
forma de punto pendiente es 


y ~ 2 = -| (x - 5) 


Puede escribir esta ecuacion como 2x + 3 y = 16. 


EJEMPLO 8 


Demuestre que las rectas 2x + 3y = 1 y 6x — Ay — 1 = 0 son 
perpendiculares. 


SO LUC I ON Las ecuaciones se pueden escribir como 

y 


y = - 3 * + 3 

donde se ve que las pendientes son 

m i = -| y 

Como mi m 2 = — 1, las rectas son perpendiculares. 


3 1 

y = 2 x - 4 


m 2 = 2 


Ejercicios 

1-6 Encuentre la distancia entre los puntos. 

1 . (L 1), (4, 5) 2 . (1, -3), (5, 7) 

3 . (6,-2), (-1,3) 4 . (1,-6), (-1,-3) 

5 . (2, 5), (4, -7) 6 . ( a , b), ( b , a) 


7-10 Encuentre la pendiente de la recta que pasa por P y Q. 

7 . P (1, 5), 2(4,11) 8 . P (—1, 6), 2(4, -3) 

9 . P(~3, 3), 2(-L-6) 10 . P (-1,-4), 2(6,0) 


11 . Demuestre que el triangulo con vertices A(0, 2), B{— 3, — 1 ) y 
C(— 4, 3) es isosceles. 

12 . a) Demuestre que el triangulo con vertices A(6, —7), 5(11, —3), 

y C(2, —2) es un triangulo rectangulo, usando el recfproco 
del teorema de Pitagoras. 

b) Use pendientes para demostrar que ABC es un triangulo 
rectangulo. 

c) Encuentre el area del triangulo. 

13 . Demuestre que los puntos (—2, 9), (4, 6), (1, 0) y (—5, 3) son 
los vertices de un cuadrado. 

14 . a) Demuestre que los puntos A(— 1, 3), 5( 3, 11) y C(5, 15) 
son colineales (estan sobre la misma recta) al probar que 

| AB | + | BC | = | AC \. 

b) Use pendientes para demostrar que A, B y C son colineales. 

15 . Demuestre que A(l, 1), 5(7, 4), C(5, 10) y D(- 1, 7) son 
vertices de un paralelogramo. 

16 . Demuestre que A(l, 1), 5(11, 3), C(10, 8) y D(0, 6) son 
vertices de un rectangulo. 

17-20 Trace la grafica de la ecuacion. 

17 . x = 3 18 . y= -2 


19 . xy = 0 


20 . | y | = 1 


21 -36 Encuentre una ecuacion de la recta que satisfaga las 
condiciones dadas. 

21 . Que pasa por (2, —3), pendiente 6 

22 . Que pasa por (— 1, 4), pendiente —3 

23 . Que pasa por (1, 7), pendiente f 

24 . Que pasa por (—3, ~5), pendiente 

25 . Que pasa por (2, 1) y (1, 6) 

26 . Que pasa por (— 1, — 2) y (4, 3) 

27 . Pendiente 3, interseccion con el eje y —2 

28 . Pendiente f, interseccion con el eje y 4 

29 . Interseccion con el eje x 1, interseccion con el eje y — 3 

30 . Interseccion con el eje x —8 interseccion con el eje y 6 

31 . Que pasa por (4, 5), paralela al eje x 

32 . Que pasa por (4, 5), paralela al eje y 

33 . Que pasa por (1, —6), paralela a la recta x + 2y = 6 

34 . Interseccion con el eje y 6, paralela a la recta 2x + 3y + 4 = 0 

35 . Que pasa por (—1, —2), perpendicular a la recta 
2x + 5y + 8 = 0 

36 . Que pasa por (j, — f), perpendicular a la recta 4x — 8y = 1 


37-42 Encuentre la pendiente e interseccion con el eje y de la recta 
y trace su grafica. 


37 . x + 3y = 0 


38 . 2x — 5y = 0 
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39. y = —2 40. 2x - 3y + 6 = 0 

41. 3x - 4y = 12 42. 4x + 5 y= 10 

43-52 Trace la region en el piano xy. 


43. 

{( x,y ) 

x < 0} 

44. 

{(x 

y) | y > 0} 

45. 

fey) 

xy < 0} 

46. 

{(x 

y) I x s* 1 y y < 3 } 

47. 

fey) 

1 x | =£ 2} 




48. 

fey) 

1 x | < 3 y y 

<2} 



49. 

fey) 

0 ^y «4 y x 

- 2 



50. 

fey) 

y > 2x — 1} 




51. 

fey) 

1 + x =sy =S 1 - 

2x} 



52. 

fey) 

+ 

3 

V 

V/ 

K 

1 

3 )} 




53. Encuentre un punto sobre el eje y que sea equidistante de 
(5, —5) y (1, 1). 

54. Demuestre que el punto medio del segmento de recta de 

Pi( x u yd a P 2 (x 2 , v 2 ) es 

/ xi + x 2 yi + y 2 \ 

V 2 ’ 2 ) 

55. Encuentre el punto medio del segmento de recta que enlace los 
puntos dados. 

a) (1, 3) y (7, 15) b) (-1, 6) y (8, -12) 

56. Encuentre las longitudes de las medianas del triangulo con 
vertices A(l, 0), B( 3, 6) y C(8, 2). (Una mediana es un segmento 
de recta que va de un vertice al punto medio del lado opuesto.) 


57. Demuestre que las rectas 2x — y = 4 y 6x — 2y = 10 no son 
paralelas y encuentre su punto de intersection. 

58. Demuestre que las rectas 3x — 5y + 19 = 0 y lOx + 6y — 50 = 0 
son perpendiculares y encuentre su punto de intersection. 

59. Encuentre una ecuacion de la bisectriz perpendicular 
del segmento de recta que enlace los puntos 

A(l, 4) y B(7, -2). 

60. a) Encuentre ecuaciones para los lados del triangulo con 

vertices P(l, 0), 2(3, 4) y R(- 1, 6). 

b) Encuentre ecuaciones para las medianas de este triangulo. 
^En donde se intersecan? 

61. a) Demuestre que si las intersecciones de una recta con los ejes 

xy y son numeros ay b diferentes de cero, entonces la 
ecuacion de la recta se puede poner en la forma 



Esta ecuacion se denomina forma de dos intersecciones de 
una ecuacion de una recta. 

b) Use la parte a) para hallar una ecuacion de la recta cuya 
intersection con el eje x es 6 y con el eje y es —8. 

62. Un auto sale de Detroit a las 2:00 p.m. y se dirige al oeste a 

una velocidad constante. Pasa por Ann Arbor, a 40 millas de 

Detroit, a las 2:50 p.m. 

a) Exprese la distancia recorrida en terminos del tiempo 
transcurrido. 

b) Trace la grafica de la ecuacion de la parte a). 

c) ^Cual es la pendiente de esta recta? (,Que representa? 



Graficas de ecuaciones de segundo grado 


En el apendice B vio que una ecuacion de primer grado, o lineal, Ax + By + C = 0, 

representa una recta. En esta section estudiamos ecuaciones de segundo grado como 

2 2 

x 2 + y 2 = 1 y + x 2 + 1 — + — = 1 x 2 - y 2 = 1 

9 4 


que representan un tirculo, una parabola, una elipse y una hiperbola, respectivamente. 

La grafica de esta ecuacion en x y y es el conjunto de todos los puntos (x, y) que satisface 
la ecuacion; da una representation visual de la ecuacion. Recfprocamente, dada una curva 
en el piano xy, puede hallar una ecuacion que la representa, es decir, una ecuacion sa- 
tisfecha por las coordenadas de los puntos de la curva y por ningun otro punto. Esta es la 
otra mitad del principio basico de geometrfa como lo formularon Descartes y Fermat. La idea 
es que si una curva geometrica puede ser representada por una ecuacion algebraica, enton- 
ces se pueden usar las reglas del algebra para analizar el problema geometrico. 


Circulos 

Como un ejemplo de este tipo de problema, busque una ecuacion del tirculo con radio r 
y centra ih, k). Por definition, el tirculo es el conjunto de todos los puntos P(x, y) cuya 
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distancia desde el centra C(h, k ) es r. (Vease la figura 1.) Asf, P esta en el cfrculo si y solo 
si | PC | = r. De la formula de la distancia 

V(* — h) 2 + (y — k) 2 = r 

o bien, lo que es equivalente, al elevar al cuadrado ambos lados, obtenemos 

(x - hf + (y - k) 2 = r 2 

Esta es la ecuacion deseada. 


XI Ecuacion de un cfrculo Una ecuacion del cfrculo con centra (h, k ) y 
radio r es 

(x — h ) 2 + (y — k) 2 = r 

En particular, si el centra es el origen (0, 0), la ecuacion es 

x 2 + y 2 = r 2 


EJEMPLO 1 


Encuentre una ecuacion del cfrculo con radio 3 y centra (2, —5). 


S0LUCI0N De la ecuacion 1 con r=3,h = 2yk = —5, obtenemos 


(x - 2 ) 2 + (y + 5) 2 = 9 


EJEMPLO 2 


Trace la grafica de la ecuacion x 2 + y 2 + 2x — 6y + 7 = 0 demostrando 
primero que representa un cfrculo y luego hallando su centra y radio. 


SOLUCION Primero agrupe los terminos de x y y como sigue 


(x 2 + 2x) + (y 2 - 6 y) = -7 

A continuacion complete el cuadrado dentro de cada grupo, sumando las constantes 
apropiadas a ambos lados de la ecuacion: 


(x 2 + 2x + 1) + (y 2 — 6y + 9) = —7 +1+9 
o 

(x + l) 2 + (y - 3) 2 = 3 

Si compara esta ecuacion con la ecuacion estandar de un cfrculo [XL vera que h = — 1, 
k = 3 y r = vX de modo que la ecuacion dada representa un cfrculo con centra (—1, 3) 
y radio Se ilustra en la figura 2. 
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Parabolas 

Las propiedades geometricas de parabolas se revisan en la seccion 10.5. Aquf se conside- 
ra a una parabola como una grafica de una ecuacion de la forma y = ax 2 + bx + c. 


EJEMPLO 3 


Trace la grafica de la parabola y = x 2 . 


S0LUCI0N Elabore una tabla de valores, localice puntos y unalos con una curva lisa para 
obtener la grafica de la figura 3. 


X 

y = x 1 

0 

0 

+i 

1 

— 2 

4 

±1 

1 

±2 

4 

±3 

9 



FIGURA3 


La figura 4 muestra las graficas de varias parabolas con ecuaciones de la forma y = ax 2 
para varios valores del numero a. En cada caso el vertice, o sea el punto donde la parabo- 
la cambia de direccion, es el origen. Vea que la parabola y = ax 2 abre hacia arriba si 
a > 0 y hacia abajo si a < 0 (como en la figura 5). 



FIGURA 4 




Note que si (x, y ) satisface a y = ax 2 , entonces (— x, y) tambien la satisface. Esto corres- 
ponde al hecho geometrico de que si la mitad derecha de la grafica se refleja alrededor del 
eje y, entonces se obtiene la mitad izquierda de la grafica. Por tanto, la grafica es simetrica 
respecto al eje y. 


La grafica de una ecuacion es simetrica respecto al eje y si la ecuacion no cambia 
cuando x se sustituye con —x. 


Si intercambia x y y en la ecuacion y = ax 2 , el resultado es x = ay 2 , que tambien 
representa una parabola. (El intercambio de x y y equivale a un reflejo alrededor de la 
recta diagonal y = x.) La parabola x = ay 2 abre a la derecha si a > 0 y a la izquierda si 
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a < 0. (Vease la figura 6.) Esta vez la parabola es simetrica respecto al eje x porque si 
( x , y) satisface ax = ay 2 , tambien (x,—y) la satisface. 





FIGURA 6 


a) x = ay 2 , a > 0 


b) x = ay 2 , a < 0 



La grafica de una ecuacion es simetrica respecto al eje x si la ecuacion no cambia 
cuando y sea sustituida por —y. 


EJEMPLO 4 


Trace la region acotada por la parabola x 


y 1 y la recta y = x — 2. 


S0LUCI0N Primero encuentre los puntos de interseccion al resolver las dos ecuaciones. 
Sustituyendo x = y + 2 en la ecuacion x = y 2 , obtiene y + 2 = y 2 , que da 


0 = y 2 -y-2 = (y- 2)(y + 1) 

de modo que y = 2 o — 1. Por tanto, los puntos de interseccion son (4, 2) y (1, — 1), y 
trazan la recta y = x — 2 que pasa por estos puntos. A continuation trace la parabola x = y 2 
al consultar la figura 6a) y hacer que la parabola pase por (4, 2) y (1, — 1). La region 
acotada por x = y 2 yy = x — 2 significa la region finita cuyas fronteras son estas curvas. 
Se ilustra en la figura 7. 


Elipses 


La curva con ecuacion 

M 




donde ay b son numeros positivos, se llama elipse en position estandar. (Las propiedades 
geometricas de elipses se estudian en la section 10.5.) Observe que la ecuacion 2 no 
cambia si x es sustituida con —x o y es sustituida por -y, por lo que la elipse es 
simetrica respecto a ambos ejes. Como ayuda adicional para trazar la elipse, encuentre sus 
intersecciones. 


Las intersecciones con el eje jr de una grafica son las coordenadas jr de los puntos 
donde la grafica cruza el eje x. Se encuentran al hacer y = 0 en la ecuacion de la 
grafica. 

Las intersecciones con el eje y son las coordenadas y de los puntos donde la 
grafica cruza el eje y. Se encuentran al hacer x = 0 en esta ecuacion. 


Si hace y = 0 en la ecuacion 2, obtiene xr = a 2 y, por tanto, las intersecciones con el eje x son 
± a. Al establecer x = 0, obtenemos y 2 = b 2 , de tal manera que las intersecciones de y son ± b. 
Con el uso de esta information, junto con simetrfa, se traza la elipse de la figura 8. Si a = b, la 
elipse es un tirculo con radio a. 
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EJEMPLO 5 


Trace la grafica de 9x 2 + 1 6v 2 = 144. 


SOLUCION Divida ambos lados de la ecuacion entre 144. 


La ecuacion esta ahora en la forma estandar para una elipse \2\, de modo que a 2 = 16, 
b 2 = 9, a = 4 y b = 3. Las intersecciones con el eje x son ±4; las intersecciones con el 
eje y son ±3. La grafica se ilustra en la figura 9. 




x y 

La hiperbola — — = 1 

a- b 


Hiperbolas 


La curva con ecuacion 





se denomina hiperbola en posicion estandar. De nuevo, la ecuacion 3 no cambia cuan- 
do x es sustituida por —x o y es sustituida por -y, de modo que la hiperbola es simetri- 
ca respecto a ambos ejes. Para hallar las intersecciones con el eje x haga y = 0 y obtiene 
x 2 = a 2 y x = ±a. No obstante, si pone x = 0 en la ecuacion 3, obtiene y 1 = —b 2 , lo 
cual es imposible, de modo que no hay interseccion con el eje y. De hecho, de la 
ecuacion 3 


x 2 y 2 

— ~ 1 + TT 
a b- 



y x 

La hiperbola —z — = 1 

a- b- 


que muestra que x 2 ^ a 2 y entonces | x \ = yfx 2 3" a. Por lo tanto, x 2* a ox? —a. Esto 
significa que la hiperbola esta formada por dos partes, llamadas ramas. Se ilustra en la 
figura 10. 

A1 dibujar una hiperbola es util trazar primero sus asmtotas, que son las rectas y = ib/a) 
y y = —(b/a)x que se ilustran en la figura 10. Ambas ramas de la hiperbola se aproximan 
a las asmtotas, es decir, se acercan de manera arbitraria a las asmtotas. Esto involucra 
la idea de h'mite, que se estudia en el capftulo 2. (Vease tambien el ejercicio 73 en la sec- 
cion 4.5.) 

A1 intercambiar los papeles de x y y se obtiene una ecuacion de la forma 




2 


a 


2 



que tambien representa una hiperbola y se traza en la figura 1 1 . 
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EJEMPLO 6 


Dibuje la curva 9x 2 — 4 y 2 = 36. 


SO LUC I ON Dividiendo ambos lados entre 36, obtenemos 


x 


2 


4 



que es la forma estandar de la ecuacion de una hiperbola (ecuacion 3). Como a 2 = 4, 
las intersecciones con el eje x son ±2. Como b 2 = 9, tiene b = 3 y las asmtotas son 
y = ±(3 /2)x. La hiperbola se ilustra en la figura 12. 



Si b = a, una hiperbola tiene la ecuacion x 2 — y 2 = a 2 (o y 2 — x 2 = a 2 ) y recibe el nombre 
de hiperbola equilatera [figura 13a)]. Sus asmtotas son y = ±x, que son perpendicu- 
lares. Si una hiperbola equilatera se gira 45°, las asmtotas se convierten en los ejes x y 
y, y se puede demostrar que la nueva ecuacion de la hiperbola es xy = k, donde k es una 
constante [figura 13b)]. 


FIGURA 13 

Hiperbolas equilateras 




Conicas desplazadas 

Recuerde que una ecuacion del cfrculo con centra en el origen y radio r es x 2 + y 2 = r 2 , 
pero si su centra es el punto (h, k), entonces la ecuacion del cfrculo se convierte en 

(x — h) 2 + (y — k) 2 = r 2 

Del mismo modo, si toma la elipse con ecuacion 
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y la traslada (desplaza) de modo que su centra sea el punto (h, k), entonces su ecuacion se 
convierte en 


s 


(* - hf (y ~ kf 
a 2 b 2 


(Vease la figura 14.) 



Note que al trasladar la elipse, sustituimos x por x — h y y por y — k en la ecuacion 4 
para obtener la ecuacion 5. Use el mismo procedimiento para trasladar la parabola y = ax 2 
de modo que su vertice (el origen) se convierte en el punto (h, k) como en la figura 15. 
Sustituyendo x por x — h y y por y — k, la nueva ecuacion es 

y — k = a( x — h) 1 o y = a(x — h) 2 + k 


\ 

/ \ / 

\ 

\ 

/ \ y = a(x-h) 2 +k 

\ 

/ \ / 


/ y = ax 2 


(*.*) 

0 

X 

FIGURA 15 



EJEMPLO 7 


Trace la grafica de la ecuacion y = 2x 2 — 4x + 1 . 


SOLUCION Primero complete el cuadrado 


y = 2(x 2 — 2x) + 1 = 2(x — l) 2 — 1 


En esta forma la ecuacion representa la parabola obtenida al desplazar y = 2x 2 , de modo 
que su vertice esta en el punto (1, — 1). La grafica se ilustra en la figura 16. 


y- 

\ 




0 

\ 1 j 2 3 x 

FIGURA 16 


y = 2 jt 2 - 4x + 1 

(b-1) 
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EJEMPLO 8 


Trace la curva x = 1 — y 2 . 


SO LUC I ON Esta vez empiece con la parabola x = —y 2 (como en la figura 6 con 
a = — 1) y desplacese una unidad a la derecha para obtener la grafica de x = 1 — y 2 . 
(Vease la figura 17.) 


FIGURA 17 




b) x = 1 - y 2 


Ejercicios 

1-4 Encuentre una ecuacion de un cfrculo que satisfaga las 
condiciones dadas. 

1. Centro (3, —1), radio 5 

2. Centro (—2, —8), radio 10 

3. Centro en el origen, pasa por (4, 7) 

4. Centro (—1, 5), pasa por (—4, —6) 


B-9 Demuestre que la ecuacion representa un cfrculo y encuentre 
el centro y el radio. 

5. x 2 + y 2 - 4x + lOy +13 = 0 

6. x 2 + y 2 + 6y + 2 = 0 

7. x 2 + y 2 + x = 0 

8. I6x 2 + I6y 2 + 8x + 32y + 1 = 0 

9. 2x 2 + 2y 2 - x + y = 1 

10. ,-Bajo que condicion sobre los coeficientes a, b y c es que la 
ecuacion x 2 + y 2 + ax + by + c = 0 representa un cfrculo? 
Cuando esa condicion se satisfaga, encuentre el centro y el 
radio del cfrculo. 

11-12 Identifique el tipo de curva y trace la grafica. No localice 
puntos. Solo utilice las graficas estandar dadas en las figuras 5, 6, 
8, 10 y 1 1 y haga un desplazamiento si es necesario. 

12. y 2 - x 2 = 1 
14. x = ~2y 2 


15. 

16x 2 - 25y 2 = 400 

16. 

25x 

2 + 4 y 2 = 

= 100 

17. 

II 

N ?s 

+ 

18. 

y = 

x 1 + 2 


19. 

x = y 2 - 1 

20. 

9x 2 

+ 25y 2 = 

= 225 

21. 

ON 

II 

X 

1 

22. 

2 x 2 

+ 5y 2 = 

10 

23. 

xy = 4 

24. 

y = 

x 2 + 2x 


IT) 

CM 

9(x - l) 2 + 4(y - 2) 2 = 36 





26. 

16x 2 + 9y 2 - 36y = 108 





27. 

y = x 2 — 6x + 13 

28. 

x 2 - 

- y 2 - 4x + 3 

29. 

1 

II 

5-5 

30. 

y 2 - 

- 2x + 6y + 5 

31. 

x 2 + 4y 2 - 6x + 5 = 0 





32. 

4x 2 + 9y 2 - 16x + 54y + 61 

= 0 





33-34 Trace la region acotada por las curvas. 

33. y = 3x, y = x 2 34. y = 4 — x 2 , x — 2y = 2 

35. Encuentre una ecuacion de la parabola con vertice (1, — 1) que 

pase por los puntos ( — 1, 3) y (3, 3). 

36. Encuentre una ecuacion de la elipse con centro en el origen que 
pase por los puntos (l, — 10V2/3) y ( — 2, 5y/5/3). 

37-40 Trace la grafica del conjunto. 

37. {(x, y) | x 2 + y 2 =£ 1} 38. {(x, y) | x 2 + y 2 > 4} 

39. {{x, y) | y 5* x 2 - 1} 40. {(x, y) | x 2 + 4y 2 =s 4} 


11 . y = -x 2 
13. x 2 + 4y 2 = 16 
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| Trigonometria 


Angulos 

Los angulos se pueden medir en grados o en radianes (abreviado como rad). El angulo 
dado por una revolucion completa contiene 360°, que es igual a 277 rad. Por tanto, 


m 

y 

01 


77 rad = 180° 


1 rad = 



57.3° 


1° = — rad « 0.017 rad 
180 


EJEMPL0 1 


a) Encuentre la medida en radianes de 60°. b) Exprese 577 /4 rad en grados. 

S0LUCI0N 

a) La ecuacion 1 o 2 indica que para convertir de grados a radianes multiplicamos por 
77 / 1 80. Por tanto, 

/ 77 \ 77 

60° = 60 = — rad 

V 180/ 3 


b) Para convertir de radianes a grados multiplicamos por 1 80 jir. Entonces, 


577 577/180. 

rad = = 225° 

4 4 \ 77 


En Calculo se usan radianes para medir angulos, excepto cuando se indique de otra ma- 
nera. La siguiente tabla da la correspondencia entre medidas de grados y radianes de algunos 
angulos comunes. 



FIGURA 1 


Grados 

0° 

o 

0 

45° 

o 

O 

vO 

90° 

120° 

135° 

150° 

180° 

270° 

360° 

Radiantes 

0 

7 T 
6~ 

77 

T 

77 

T 

77 

~2~ 

277 

377 

577 

~6~ 

77 

377 

~T 

277 


La figura 1 muestra un sector de cfrculo con angulo central 9 y radio r que subtiende un 
arco de longitud a. Como la longitud del arco es proporcional al tamano del angulo, y 
como todo el circulo tiene circunferencia 277 r y angulo central 2ir, se tiene 

9 a 

277 277 r 

Al despejar 9 y a de esta ecuacion, se obtiene 



a 



a 

0 = — 
r 


a = r9 


Recuerde que las ecuaciones 3 son validas solo cuando 9 se mida en radianes. 
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En particular, poniendo a = r en la ecuacion 3, se ve que un angulo de 1 rad es el angu- 
lo subtendido en el centra de un circulo de un arco igual en longitud al radio del circulo 
(figura 2). 


EJEMPLO 2 


a) Si el radio de un circulo es 5 cm, £que angulo esta subtendido por un arco de 6 cm? 

b) Si un circulo tiene radio de 3 cm, / cual es la longitud de un arco subtendido 
por un angulo central de 377/8 rad? 

SOLUCION 

a) Usando la ecuacion 3 con a = 6 y r = 5, ese angulo es 


0 = 1 = 1.2 rad 

b) Con r = 3 cm y 0 = 37r/8 rad, la longitud del arco es 


a = rO = 



9tt 

= cm 

8 


La posicion estandar de un angulo se presenta cuando pone su vertice en el origen de 
un sistema de coordenadas y su lado inicial sobre el eje positivo de las x, como se ve en la 
figura 3. Se obtiene un angulo positivo cuando el lado inicial gira en sentido contrario al 
de las manecillas del reloj hasta que coincida con el lado terminal. Del mismo modo, se 
obtienen angulos negativos por rotation en el sentido de las manecillas del reloj, como en 
la figura 4. 



FIGURA 3 6^0 FIGURA 4 d<0 

La figura 5 muestra varios ejemplos de angulos en posicion estandar. Note que angulos 
diferentes pueden tener el mismo lado terminal. Por ejemplo, los angulos 3tt/ 4, —5ir/4 y 
1 17T /4 tienen los mismos lados inicial y terminal porque 


377 577 



377 1 1 77 

h 277 = 

4 4 


y 277 rad representa una revolucion completa. 


FIGURA 5 

Angulos en posicion estandar 
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opuesto 



Si en la definicion 5 hacemos r = 1 
y dibujamos un clrculo unitario con centra 
en el origen e indicamos 0 como en la 
figura 8, entonces las coordenadas de P 
son (cos 0, sen 0). 



Funciones trigonometricas 

Para un angulo agudo 9, las seis funciones trigonometricas se definen como las razones 
entre longitudes de lados de un triangulo rectangulo, como sigue (figura 6). 



Esta definicion no aplica a angulos obtusos o negativos, de modo que para un angulo 
general 9 en position estandar haga que P(x, y) sea cualquier punto en el lado terminal de 
0 y que r sea la distancia | OP |, como en la figura 7. Entonces se define 


0 



Como la division entre 0 no esta definida, tan 9 y sec 9 no estan definidas cuando x = 0 
y esc 9 y cot 9 no estan definidas cuando y = 0. Note que las definiciones en [4] y 0 son 
consistentes cuando 9 es un angulo agudo. 

Si 9 es un numero, la convencion es que sen 9 quiere decir el angulo cuya medida en 
radianes es 9. Por ejemplo, la expresion sen 3 implica que esta tratando con un angulo de 
3 rad. Cuando se busca una aproximacion de este numero con calculadora, debe recordar 
poner la calculadora en el modo de radianes, y entonces obtiene 

sen 3 » 0.14112 

Si deseamos conocer el seno del angulo de 3° escribirfamos sen 3° y, con la calculadora 
en el modo de grados, encontramos que 

sen 3° « 0.05234 


Las razones trigonometricas exactas para ciertos angulos se pueden leer de los triangulos 
de la figura 9. Por ejemplo, 



7 r 1 

sen — = —j= 
4 yjl 


77 

COS — 

4 


1 

72 


7 T 

tan — = 1 
4 


77 1 

sen — = — 

6 2 

77 y/3 

COS = 

6 2 

77 1 

tan — = —j= 

6 V3 


77 

sen — 
3 


A 

2 


77 1 

cos — = — 
3 2 


77 i- 

tan y = V3 


FIGURA 9 
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sen 6 > 0 


todas las razones > 0 


E 


T 


0 


T 


C 


x 


tan 8 > 0 


cos 0 > 0 


Los signos de las funciones trigonometricas, para angulos en cada uno de los cua- 
tro cuadrantes, pueden recordarse por medio de la regia “Todos los Estudiantes Toman 
Calculo” que se ilustra en la figura 10. 


EJEMPLO 3 


Encuentre las razones trigonometricas exactas para 9 = 2tt/3. 


S0LUCI0N En la figura 11 vea que un punto de la recta terminal para 9 = 2ir /3 es 
P{— 1, s/3). Por tanto, tomando 


FIGURA 10 


x = — 1 y = s/3 r = 2 



en las definiciones de las razones trigonometricas, tenemos 


277 V3 

2tt 1 

277 

— V3 

sen = 

3 2 

cos = 

3 2 

tan = 

3 

2tt 2 

2tt 

2tt 

1 


sec = —2 

cot = 


3 s/3 

3 

3 

V3 

La tabla siguiente da algunos valores de sen 9 y cos 

9 hallados 

con el metodo del 


ejemplo 3. 


e 

0 

7 T 
6~ 

7 T 

~4 

7 T 

T 

7 T 
~2 

2tt 

~Y 

377 

5tt 

~6~ 

77 

377 

~Y 

277 

sen 0 

0 

1 

2 

i 

7T 

7L 

2 

l 

7L 

2 

i 

72 

1 

2 

0 

-i 

0 

cos 8 

1 

VI 

2 

1 

72 

1 

2 

0 

1 

2 

i 

~72 

_s7_ 

2 

-l 

0 

l 



EJEMPLO 4 


Si cos 9 = 
trigonometricas de 6. 


y 0 < 6 < tt /2, encuentre las otras cinco funciones 


S0LUCI0N Como cos 9 = \, marcan'amos la hipotenusa con longitud 5 y el 
lado adyacente con longitud 2 en la figura 12. Si el lado opuesto tiene longitud x, entonces 
el teorema de Pitagoras da x 2 + 4 = 25, asf, x 2 = 21, x = x/2l. Ahora podemos 
usar el diagrama para escribir las otras funciones trigonometricas: 


sen 9 = 


y/2 T 

5 


tan 9 = 


■s/2 1 
2 


esc 9 = 


5 

s/2A 


sec 9 = 


5 _ 

2 


cot 9 = 


2 

7 5T 



FIGURA 13 


EJEMPLO 5 


Use una calculadora para aproximar el valor de x en la figura 13. 


S0LUCI0N Del diagrama 


Por tanto, 


tan 40° 


16 

x 


16 

tan 40° 


19.07 
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TRIGONOMETRIA 


Identidades trigonometricas 

Una identidad trigonometrica es una relacion entre las funciones trigonometricas. Las mas 
elementales son las siguientes, que son consecuencias inmediatas de las defmiciones de las 
funciones trigonometricas. 



Para la siguiente identidad consulte de nuevo la figura 7. La formula de la distancia (o, lo 
que es lo mismo, el teorema de Pitagoras) dice que x 2 + y 2 = r 2 . Por tanto, 

y“ x 2 x 2 “t~ v 2 r 2 

sen 2 # + cos 2 # = — j- H j ~ = — = 1 

r r r r 

Por tanto, ha demostrado una de las identidades trigonometricas mas utiles: 


ffl 


sen~# + cos~# = 1 


Si ahora dividimos ambos lados de la ecuacion 7 entre cos 2 # y usamos las ecuaciones 6, 
obtenemos 


tan 2 # + 1 = sec 2 # 


Del mismo modo, si dividimos ambos lados de la ecuacion 7 entre sen 2 #, obtenemos 


Las funciones impares y las pares se 
estudian en la seccion 1.1. 


ffl 


Las identidades 


m 



demuestran que seno es una funcion impar y coseno es una funcion par. Se demuestran facil- 
mente al trazar un diagrama que indique 6 y — 6 en position estandar (vease el ejercicio 39). 
Como los angulos 6 y 6 + 2tt tienen el mismo lado terminal 


m 


sen(# + 2tt) = sen 0 cos (# + 2tt) = cos 6 


Estas identidades muestran que las funciones seno y coseno son periodicas con periodo 277. 

Las identidades trigonometricas restantes son consecuencias de dos identidades basicas 
llamadas formulas de la adicion: 
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sen(x + y) = sen x cos y + cos x sen y 
cos(x + y) = cos x cos y — sen x sen y 


Las pruebas de estas formulas de la adicion se compendian en los ejercicios 85, 86 y 87. 

A1 sustituir —y por y en las ecuaciones 12a y 12b y usar las ecuaciones 10a y 10b, obte- 
nemos las siguientes formulas de la sustraccion: 


sen(x — y) = sen x cos y — cos x sen y 
cos(x — y) = cos x cos y + sen x sen y 


A continuacion, dividiendo las formulas de las ecuaciones 12 o ecuaciones 13, obte- 
nemos las formulas correspondientes para tan(x ± y): 


HE 

ag 


tan(x + y) = 
tan(x — y) = 


tan x + tan y 
1 — tan x tan y 
tan x — tan y 
1 4- tan x tan y 


Si ponemos y = x en las formulas de la adicion P^l obtenemos las formulas de doble 
angulo: 


sen 2x = 2 sen x cos x 
cos 2x = cos 2 x — sen 2 x 


A continuacion, con el uso de la identidad sen 2 x + cos 2 x = 1, obtenemos las siguientes 
formulas alternativas de las formulas de doble angulo para cos 2x: 


25E 


cos 2x = 2 cos 2 x — 1 
cos 2x = 1 — 2 sen 2 x 


Si ahora despejamos cos 2 x y sen 2 x de estas ecuaciones, obtenemos las siguientes formulas 
de semiangulo, que son utiles en calculo integral: 



Por ultimo se expresan las formulas del producto, que se pueden deducir de las ecua- 
ciones 12 y 13: 
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sen x cos y = ^[sen(x + y) 4- sen(x — y)] 
cos x cos y = ^[cos(x + y) + cos(x — y)] 
sen x sen y = j[cos(x — y) — cos(x + y)] 


Hay otras numerosas identidades trigonometricas, pero las presentadas aquf son las que 
se usan con mas frecuencia en Calculo. Si el lector olvida cualquiera de ellas, recuerde 
que todas se pueden deducir de las ecuaciones 12a y 12b. 


EJEMPLO 6 


Encuentre todos los valores de x del intervalo [0, 27 t] tales que sen x = sen 2x. 


S0LUCI0N Usando la formula de doble angulo (15a), reescriba la ecuacion dada como 


sen x = 2 sen x cos x o sen x(l — 2 cos x) = 0 


Por tanto, hay dos posibilidades: 


sen x == 0 o 


x = 0 , 7 t, 2tt 


1 — 2 cos x = 0 
cos x = \ 


x 


it 5tt 
3~’^T 


La ecuacion dada tiene cinco soluciones: 0, tt/3, it, 5tt/3 y 2tt. 

Graficas de las funciones trigonometricas 

La grafica de una funcion/(x) = sen x, que se ilustra en la figura 14a), se obtiene al deter- 
minar los puntos para 0 =£ x 2ir y luego usar la naturaleza periodica de la funcion 
(de la ecuacion 11) para completar la grafica. Note que los ceros de la funcion cero se 



a) f(x) = senx 



FIGURA 14 


b) g(x) = cos x 
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presentan en los multiplos enteros de tt, es decir, 


sen x = 0 siempre que x = nir, n un entero 


Debido a que la identidad 


cos x 


sen 



(que se puede verificar usando la ecuacion 12a), la grafica del coseno se obtiene al des- 
plazar la grafica del seno en una cantidad tt/ 2 a la izquierda [figura 14b)]. Observe que 
para las funciones seno y coseno el dominio es (— °°) y el rango es el intervalo cerrado 
[—1, 1], Asl, para todos los valores de x 


-1 


sen x 


— 1 =£ cos x =S 1 


Las graficas de las cuatro funciones trigonometricas restantes se ilustran en la figura 15 y 
sus dominios se indican ahf. Note que tangente y cotangente tienen rango (— °°, °°), mien- 
tras que cosecante y secante tienen rango (— °°, — 1]U[1,°°). Las cuatro funciones son pe- 
riodicas: tangente y cotangente tienen periodo tt, en tanto que cosecante y secante tienen 
periodo 2tt. 






FIGURA 15 


c )y = esc x 


d) y = sec x 
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Ejercicios 


1-6 Convierta de grados a radianes. 
1 . 210° 2 . 300° 

4 . -315° 5 . 900° 


3 . 9° 

6. 36° 


7-12 

7 . 

10 . 


Convierta de radianes a grados. 
4 t t 8. 


Itt 

2 


11 . 


377 

ir 


9 . 

12 . 


5t7 

72 

5 


13. Encuentre la longitud de un arco de circulo subtendido por un 
angulo de 77/12 rad si el radio del circulo es 36 cm. 

14. Si un circulo tiene radio 10 cm, encuentre la longitud del arco 
subtendido por un angulo central de 12°. 

15 . Un circulo tiene radio de 1.5 m. ^Que angulo esta subtendido 
en el centra del circulo por un arco de 1 m de largo? 

16 . Encuentre el radio de un sector circular con angulo 377/4 y 
6 cm de longitud de arco. 

17-22 Trace, en posicion estandar, el angulo cuya medida esta dada. 


17 . 315° 

18 . -150° 

19 . rad 

4 

777 

20 . rad 

21 . 2 rad 

22 . -3 rad 


4 

34 . esc 0 = . 

3 


3tt 

2 


< 9 < 277 


35-38 Encuentre, correcta a cinco lugares decimales, la longitud del 
lado marcado con x. 


35 . 



36 . 




8 cm 


39-41 Demuestre estas ecuaciones. 

39 . 

a) Ecuacion 10a 

b) Ecuacion 10b 

40 . 

a) Ecuacion 14a 

b) Ecuacion 14b 

41 . 

a) Ecuacion 18a 

b) Ecuacion 18b 


c) Ecuacion 18c 



42-58 Demuestre las identidades. 


23-28 Encuentre las razones trigonometricas exactas para el angulo 
cuya medida en radianes esta dada. 


37 T 

24 . 

477 

25 . 

977 

~4~ 

7T 

2 

— 57 T 

27 . 

577 

28 . 

1177 


29-34 Encuentre las razones trigonometricas restantes. 

3 77 

29. sen 0 = — , O<0< — 

5 2 

30. tan a = 2, 0 < a < — 

2 

31 . sec <b = — 1.5, — < d> < 77 

2 

1 377 

32. COS X = , 77 < JC < 

3 2 

33. cot P = 3 , 77 < P < 277 


42 . 

43 . 
45 . 

47 . 

48 . 

49 . 

50 . 

51 . 

52 . 

53 . 

54 . 

55 . 


cos | — — x | = sen x 


sen | — + x ] = cos x 44 . sen(77 

sen 6 cot 9 = cos 6 46 . (sen x 

sec y — cos y = tan y sen y 


cot 2 9 + sec 2 6 = tan 2 0 + csc 2 0 
2 esc 2 1 = sec t esc t 
2 tan 9 


tan 29 = 


1 - tan 2 0 


— x) = sen x 
+ cos x) 2 = 1 + sen 2x 


1 1 

1 = 2 sec ~9 

1 — sen 9 1 + sen 9 

sen x sen 2x + cos x cos 2x = cos x 

sen 2 x — sen 2 y = sen(x + y) sen(x — y) 

sen (/> 

= esc <p + cot 

1 — cos <p 
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56. 

57. 

58. 


sen(v + y) 

tan x + tan y = — 

cos x cos y 

sen 3 9 + sen 9 = 2 sen 29 cos 6 
cos 36 = 4 cos 3 0 — 3 cos 9 


59-64 Si sen x = } y sec y = j, donde x y y se encuentran entre 0 y 
77 / 2 , evalue la expresion. 


59. sen(x + y) 

60. cos(x + y) 

61. cos(x — y) 

62. sen(.r — y) 

63. sen 2y 

64. cos 2y 

Encuentre todos los valores de x del intervalo [0, 2tt] que 
satisfagan la ecuacion. 

65. 2 cos x — 1 = 0 

66. 3 cot 2 x = 1 

67. 2 sen 2 x = 1 

68. | tan x \ = 1 

69. sen 2x = cos x 

70. 2 cos x + sen 2x = 0 

71. sen x = tan x 

72. 2 + cos 2x = 3 cos x 

73-76 Encuentre todos los valores de x del intervalo [0, 2tt] que 
satisfagan la desigualdad. 

73. sen x =S \ 

74. 2 cos x + 1 > 0 

75. — 1 < tan x < 1 

76. sen x > cos x 


77-82 Grafique la funcion empezando con las graficas de las 
figuras 14 y 15 y aplicando las transformaciones de la seccion 1.3 
donde sea apropiado. 


77. y 

79. y 
81. y 



| sen x | 


78. y = tan 2x 

80. y = 1 + sec x 
82. y = 2 + sen( x + — 


84. Para hallar la distancia | AB | de una orilla a otra de una 

pequena ensenada, se localiza un punto C como en la figura y 
se registran las siguientes mediciones: 


AC = 103° | AC | = 820 m |BC|=910m 

Utilice la ley de cosenos del ejercicio 83 para hallar la distancia 
pedida. 



85. Use la figura para demostrar la formula de la sustraccion 

cos(o: — (3) = cos a cos /3 + sen a sen /3 

[Sugerencia: calcule c 2 en dos formas (usando la ley de 
cosenos del ejercicio 83 y tambien usando la formula de la 
distancia) y compare las dos expresiones.] 



86 . Use la formula del ejercicio 85 para demostrar la formula de la 
adicion para coseno (12b). 

87. Use la formula de la adicion para coseno y las identidades 


83. Demuestre la ley de cosenos: si un triangulo tiene lados con 
longitudes a, b y c, y 9 es el angulo entre los lados con longitudes 
a y b, entonces 

c 2 = a 2 + b 2 — 2 ab cos 9 



[Sugerencia: introduzca un sistema de coordenadas de modo que 9 
este en una posicion estandar como en la figura. Exprese x y y en 
terminos de 9 y luego use la formula de la distancia para calcular c.] 



= sen 6 



= cos 9 


para demostrar la formula de la sustraccion para la funcion seno. 

88 . Demuestre que el area de un triangulo con lados de longitudes 
ay by con angulo incluido 9 es 

A = 2 ab sen 9 


89. Encuentre el area del triangulo ABC , correcta a cinco lugares 
decimales, si 

| AB | = 10 cm | BC \ = 3 cm AABC = 107° 
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Notacion sigma 


Una forma conveniente de escribir sumas utiliza la letra griega 5 (sigma mayuscula, 
correspondiente a nuestra S) y se llama notacion sigma. 


Esto nos indica 
terminar con 
i = n. 

Esto nos — 
indica sumar. 


1 

n 

2 a i 


Esto nos indica 

comenzar con / = m. 


[T| Definicion Si a,„, a m + a„ son numeros reales y m y n son enteros tales que 
m + n, entonces 

n 

^ &m + 1 "b @m + 2 Cl n — i Cl n 

i=m 


Con notacion de funciones, la definicion 1 se puede escribir como 

n 

2 f(i) =f(tn) +/(/w + 1) +/(m + 2) + • • • + f(n - 1) + f(n) 

i=m 

De esta forma, el simbolo 2"=,„ indica una suma en la que la letra i (llamada indice de suma- 
toria) toma valores enteros consecutivos que empiezan con m y terminan con n, es decir, 
m, m + 1, ... ,n. Tambien se pueden usar otras letras como el indice de sumatoria. 


EJEMPLO 1 


a) 2 i 2 = l 2 + 2 2 + 3 2 + 4 2 = 30 
1=1 


b) ^ i — 3+4 + 5 + -- -+(n — l) + n 

(=3 

5 

c) 2 2 j = 2° + 2 1 + 2 2 + 2 3 + 2 4 + 2 5 = 63 

j = o 


d) 

e) 

f) 


^1 11 1 

2 — — 1+ h !-■■■+ — 

k=i k 2 3 n 


y i - 1 
■ 2 


1 - 1 2 - 1 

l 2 + 3 2 2 + 3 


“ i + 3 

4 

^2 = 2 + 2 + 24-2 = 8 


3 - 1 
3 2 + 3 



U3 

42 


EJEMPLO 2 


Escriba la suma 2 3 + 3 3 + • • • + n 3 en notacion sigma. 


S0LUCI0N No hay una forma unica de escribir una suma en notacion sigma. Podriamos 
escribir 


o 


o 


2 3 + 3 3 + • • • + « 3 = 2 i 3 


2 3 + 3 3 + ■ ■ • + n 3 = 2 (j + l) 3 

j= i 


2 3 + 3 3 + • • • + « 3 = 2 (k + 2) 3 


El siguiente teorema da tres reglas sencillas para trabajar con notacion sigma. 
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[2] Teorema Si c es cualquier constante (es decir, no depende de i), entonces 

n n n n n 

a) 2 ccii = c 2j a, b) 2 ( a > + bi) = 2 at + 2 fo 

i=m i=m i=m i=m i=m 

n n n 

c) 2 (a. - bi) = 2 a,- - 2 bi 

i=m i—m i=m 


DEMOSTRACION Para ver por que son verdaderas estas reglas, todo lo que debe hacer 
es escribir ambos lados en forma expandida. La regia a) es simplemente la propiedad 
distributiva de los numeros reales: 

ca m + ca m + 1 + ■ • • + ca„ — c(a m + a m +\ + ■ ■ • + a „ ) 

La regia b) se sigue de las propiedades asociativa y conmutativa: 


{a m + b m ) + (a m + 1 + b,„+i) + •■• + («„ + b„) 

= (a m + a m + 1 + • • • + a n ) + ( b,„ + b m + 1 + 

La regia c) se demuestra de un modo semejante. 

n 

Encuentre 2 L 


EJEMPLO 3 


+ b n ) 


SOLUCION 


^1 — 1 + 1 + • • ■ + 1 — n 


EJEMPLO 4 


Demuestre la formula para la suma de los primeros n enteros positivos: 


2* — 1+2 + 3 + ■■■+/! — 

i=l 


n(n + 1) 
2 


SOLUCION Esta formula se puede demostrar por induccion matematica (vease la pagina 
76) o por el siguiente me todo empleado por el matematico aleman Karl Friedrich Gauss 
(1777—1855) cuando tenia solo 10 anos de edad. 

Escribimos dos veces la suma S, una vez en el orden usual y otra en orden inverso: 


S — 1+ 2 + 3 + ■ • • + (n — 1) + n 

S = n + (n — 1) + (n — 2) + ■ ■ • + 2 +1 


Si se suman verticalmente todas las columnas, obtenemos 


2 S — (n + 1 ) + (n + 1 ) + (n + 1 ) + ■ ■ • + (n + 1 ) + {n + 1 ) 

En el lado derecho hay n terminos, cada uno de los cuales es n + 1, y por tanto, 

/ % n ( n + 1) 

2 S = n(n + 1 ) o S = 


EJEMPLO 5 


Demuestre la formula para la suma de los cuadrados de los primeros n 
enteros positivos: 


2 r = l 2 + 2 2 + 3 2 + 
1=1 


, n{n + l)(2n + 1) 
+ n = 


6 
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SOLUCION 1 Sea S la suma deseada. Empezamos con la suma extensible (o suma de 
reduccion): 


Casi todos los terminos se cancelan en pares. 


2 [(1 + if ~ i 3 ] = (2 3 - l 3 ) + (X 3 - f) + (f - X 3 ) + •••+[(« + l) 3 - ^1 

i= 1 

= (n + l) 3 — l 3 = n 3 + 3 n 2 + 3 n 
Por otra parte, usando el teorema 2 y los ejemplos 3 y 4, tenemos 


2 [(1 + if - i 3 ] = 2 [3 i 2 + 3/ + 1] = 3 2 i 2 + 3 2 i + 2 1 


i=l i=l 


n(n +1) , , , 

= 3S + 3 — n = 3S + r« 2 + 2 n 


Asf, tenemos 


n 3 + 3 n 2 + 3n = 3S + In 2 + \n 


A1 despejar S de esta ecuacion, obtenemos 


o 


3 S = n 3 + \n 2 + \n 


S = 


2n 3 + 3 n 2 + n 

6 


n(n + 1)(2« + 1) 

6 


Principio de induccion matematica 

Sea S„ un enunciado donde aparezca el entero 
positivo n. Suponga que 

1. 5i es verdadero. 

2. Si S k es verdadero, entonces S k + 1 es 
verdadero. 

Entonces S„ es verdadero para todos los enteros 
positivos n. 


SOLUCION 2 Sea S„ la formula dada. 


1. Sr es verdadera porque l 2 


1(1 + 1)(2 -1+1) 
6 


2. Suponga que St es verdadera; es decir, 


l 2 + 2 2 + 3 2 + ■ • • + /t 2 


k{k + l)(2fc + 1) 

6 


Para un examen mas completo sobre 
induccion matematica, vea las paginas 76 y 79. 


Entonces 


l 2 4- 2 2 + 3 2 + • ■ • + (k + l) 2 = (l 2 + 2 2 + 3 2 + • ■ • + k 2 ) + (k + l) 2 

k(k + 1)(2 k + 1) 


6 


+ (k + l) 2 


= (k + 1 ) 


k{2k + 1) + 6 (k + 1) 


= (k + 1 ) 


2 k 2 + Ik + 6 


(k + 1 )(k + 2)(2 k + 3) 


(k + l)[(it + 1) + l][2(Jt + 1) + 1] 


Por tanto, St + 1 es verdadera. 


Por el principio de induccion matematica, S„ es verdadera para toda n. 
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Liste los resultados de los ejemplos 3, 4 y 5 junto con un resultado similar para cubos 
(ejercicios 37-40) como en el teorema 3. Estas formulas son necesarias para hallar areas y 
evaluar integrales en el capftulo 5. 


|~3~| Teorema Sea c una constante y n un entero positivo. Entonces 


a) 2 1 = « 

i=i 

^ . n(n + 1) 
c) 2 i = — - — 
1=1 ^ 


b) 2 c = 


nc 


d) 2 i 2 


in n + 1)(2 n + 1) 


e) 2 i 3 = 
1=1 


i(n + 1) 


EJEMPLO 6 


Evalue 2 7(4/ 2 — 3). 

i=i 


S0LUCI0N Usando los teoremas 2 y 3, tenemos 


El tipo de calculo del ejemplo 7 aparece en el 
capftulo 5 cuando se calcularon areas. 


2 1(4; 2 - 3) = 2 (4; 3 - 3;) = 4 2 i 3 - 3 2 ; 

i=l 1=1 i=l i=l 


ti{n + 1) 


- 3 


n(n + 1) 


n{n + 1)[2 n(n + 1) — 3] 
2 

n{n + 1)(2« 2 + 2n — 3) 


EJEMPLO 7 


" 3 

Encuentre lfm 2 — 

;=i n 


- 1+1 
n 


S0LUCI0N 


lfm 2 — 

»->■” ;=i tt 


[(4Y + .l 

S 

II 

3 , 3 

— i 2 + - 

Lw J 

n^°o - =1 

n n 


11m 

n— >oo 


= Km 

n — >oo 


= Km 


= lfm 


on on 

42i 2 + -2i 

« ;=i « ;=i 


3 n(n + 1)(2« + 1) 


3 

H 

n 


n + l \ 2 n + 1 


1 n 

2 n 


H i+ i ( 2+ i ,+ 


+ 3 


1 • 1 • 2 + 3 = 4 
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Ejercicios 


1-10 Escriba la suma en forma expandida. 


1. 1 Vi 

;=i 

6 

3. 2 3‘ 

i=4 

4 — 1 

5 y 

‘ h 2k + 1 

7. i/» 

/= i 


9. 


2 


J-0 


(~1) J 


4. I ( 3 


6. 2 ■** 

k-5 

n + 3 

8 . I ;' 2 

j= n 


10 . 


2 /(*) Ax, 

i=l 


11-20 Escriba la suma en notation sigma. 


11. 1 + 2 + 3 + 4 + • 

• • + 10 

12. y/3 + a/ 4 + >^5 + -\Z^ + -x/7 

13. I + I + I + I + -- 

• + ^ 
^ 20 

14. I + I + I + TO+- 

. . + 23 
^ 27 


15. 2 + 4 + 6 + 8 + -- - + 2/? 

16. 1+3 + 5 + 7 + -- - + (2n - 1) 

17. 1+2 + 4 + 8 + 16 + 32 

18. T + i + 5 + A + 25 + 3S 

19. x + x 2 + x 3 + • ■ • + x" 

20 . 1 - x + x 2 - x 3 + • ■ • + (-l)"x" 


21-35 Encuentre el valor de la suma. 


35. 2 O' 3 ~ i ~ 2) 
1=1 


36. Encuentre el numero n tal que 2 i = 78. 

!-l 

37. Demuestre la formula b) del teorema 3. 

38. Demuestre la formula e) del teorema 3 usando induccion 
matematica. 

39. Demuestre la formula e) del teorema 3 usando un metodo 
semejante al del ejemplo 5, solucion 1 [empiece con 

(1 + 0 4 -i 4 ]- 

40. Demuestre la formula e) del teorema 3 usando el siguiente 
metodo publicado por Abu Bekr Mohammed ibn Alhusain 
Alkarchi hacia el ano 1010. La figura muestra un cuadrado 
ABCD en el que los lados AS y AD han sido divididos en 
segmentos de longitudes 1, 2, 3, ... ,n. En esta forma, el lado 
del cuadrado tiene longitudes n(n + l)/2 de modo que el 
area es [n(n + l)/2] 2 . Pero el area tambien es la suma de 

las areas de los n “gnomon” Gi, Gi, . . . , G„ que se muestran 
en la figura. Demuestre que el area de G, es i 3 y concluya que 
la formula e) es verdadera. 



21 . 2 (3i - 2) 

i=4 

23. 2 3 j+l 
;'= i 

20 

25. 2 (-1)" 

/;=1 

27. 2 (2 1 ' + i 1 ) 

i=0 

n 

29. 2 2 i 

( = 1 

31. 2 (i 2 + 3 i + 4) 

/= 1 

n 

33. 2 (( + 1)(( + 2) 


22 . 2 i(i + 2) 

i=3 

8 

24. ^ cos kir 

k = 0 
100 

26. 2 4 

1=1 

28. 2 2 3 ”‘ 

/=— 2 

n 

30. 2 (2 - 5() 

1=1 

32. 2 (3 + 2i) 2 
1=1 

n 

34. 2 Ki + 1)0' + 2) 


41. Evalue cada una de las siguientes sumas extensibles. 

n 100 

a) 2 [« 4 - 0 - l) 4 ] b) 2 0' - 5 ,_1 ) 

i=l 
n 

d) 2 (a; “ fli-i) 


i=l 

99 


o Sl 1 -^. 

i- 3 \ I l + 1 , 

42. Demuestre la desigualdad generalizada del triangulo 


2 a; 


43-46 Encuentre el llmite. 


43. Km 2-1- 
n \ n 


2 I 

i=l 


" 1 

44. Km 2 — 
,_i n 


- 1+1 
n 


45. Km 2 - 

i= i n 


- +5 - 

n \ n 
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46 . 





47 . Demuestre la formula para la suma de una serie geometrica 
finita con primer termino a y razon comun r ¥= 1 : 

" n(r" — 11 

2 1 = a + ar + ar 2 + • ■ • + or"-' = — 

, i r - 1 


48 . 

49 . 

50 . 


n 

Evalue 2 

1=1 

n 

Evalue 2 

i=i 

m 

Evalue 2 

/-I 


3 

2 i_1 ' 

(2 i + 2‘)- 


n 


2 U + i) ■ 



Demostracion de teoremas 


En este apendice se demuestran varios teoremas que estan expresados en el cuerpo princi- 
pal del texto. Las secciones en las que ocurren estan indicadas al margen. 


Leyes de los limites Suponga que c es 

una constante y que los lfmites 

lfm f{x) = L 

x — >a 

y lfm gix) = M 

x — >a 

existen. Entonces 


1. lfm [fix) + gix)\ = L + M 

x—>a 

2. lfm [fix) - gix)] = L - M 

x—>a 

3. lfm [c/(x)] = cL 

x — >a 

4. lfm [/(x)^(x)] = LM 

x—>a 

fix) L 

5. lfm = si M ^ 0 

g(x) M 



DEMOSTRACION DE LA LEY 4 Sea e > 0. Desea hallar 8 > 0 tal que 

si 0 < | x — a | < S entonces | f{x)g(x) — LM \ < e 

Para obtener terminos que contengan | fix) — L \ y | g(x) — M | , sumamos y restamos 
Lg{x) como sigue: 

f(x)g(x) - LM | = | f(x)g{x) - Lg(x) + Lgix) - LM\ 

= | [fix) - L]g{x) + L[g(x) - M] | 

\ fix) — L]g(x) + Lfgix) — M ] (desigualdad del triangulo) 

= | fix) - L || g(x) | + I L | | g{x) - M \ 

Desea hacer que cada uno de estos terminos sea menor que e/2. 

Como lfm , >a g(x) = M, hay un numero 5, > 0 tal que 

si 0 < | x — a | < Si entonces | g(x) — M \ < 

Tambien, hay un numero 8 2 > 0 tal que si 0 < | x — a | < 8 2 , entonces 


e 

2(1 + |L|) 


y, por tanto, 


| g(x) - M | < 1 
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Como lfm X ^ a f(x) = L, hay un numero S 3 > 0 tal que 


si 0 < I x — a I < 83 entonces I fix ) — L I < ; — ry 

1 1 M 1 2 (l + | M |) 

Sea 8 = mm{Si, 82, 83}. Si 0 < | x — a \ < 8, entonces 0 < | x — a \ < 81, 

0 < | x — a | < 82, y 0 < | x — a | < S3, de modo que puede combinar las 
desigualdades para obtener 


\f(x)g(x) ~ LM | ^ | f(x) - L\ \g(x) \ + \L\\g(x) - M\ 


< 


— tv (l + I Ml) + \L\ — — — 

2(l + | M |) V 1 V 1 1 2(l + | L |) 


e e 

< 1 = s 

2 2 


Esto demuestra que \\m x - >a f(x)g{x) = LM. 

DEMOSTRACION DE LA LEY 3 Si tomamos g(x) = c en la ley 4, obtenemos 
lfm [cf(x)] = lfm [g(x)f(x)] = lfm g(x) • bm f(x) 

x — x — >a x—>a x^>a 

= lfm c • lfm f{x ) 

x — >a x — >a 

= C lfm f{x) (por la ley 7) 

x — >a 


DEMOSTRACION DE LA LEY 2 Usando la ley 1 y la ley 3 con c = — 1, tenemos 

lfm [fix) - g(x)] = lfm [/(x) + (-l)fif(x)] = lfm/(x) + lfm (-l)gf(x) 

x — *a x— >a x—>a x — *a 

= lfm f[x) + (—1) lfm g(x) = lfm/(x) — lfm g(x) 

x — >a x—>a x — >a x— >a 

DEMOSTRACION DE LA LEY 5 Primero demostramos que 

1 1 

lfm — — — = 

g[x) M 

Para hacer esto debemos demostrar que, dada e > 0, existe 8 > 0 tal que 


Observe que 


si 0 < x — a < 8 


1 


entonces 


1 


g{x) M 


1 

— < e 


1 


g{x) M 


I M - gjx) | 
I Mg{x) | 


Sabe que puede hacer pequeno al numerador. Pero tambien necesita saber que el 
denominador no es pequeno cuando x esta cerca de a. Como lfm g(x) = M, hay 
numero Si > 0 tal que, siempre que 0 < | x — a \ < 81 , tenemos 


| g(x) - M | < 


M 


y, por tanto, 


M 


| M ~ g{x) + g{x) \ ^ | M - g{x) \ + \ g{x) \ 
I Ml 


< 


+ I g(x) | 
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Esto demuestra que 


i i | | \M\ 

si 0 < | x — a | < oi entonces | g(x) \ > 


y asi, para estos valores de x, 

1 


\Mg{x)\ \M\\g{x) 

Tambien, existe 8 2 > 0 tal que 


< 


1 


I M I I M I M 2 


si 0 < | x — a | < S 
Sea 8 = mm{Si, S 2 }. Entonces, para 0 < \x — a \ <8, tenemos 


M 2 

>2 entonces | g(x) — M \ < — — e 


1 1 _ 1 M - g(x) | 2 M 2 

g(x) M | Mg(x) \ M 2 2 


Se deduce que Him , >„ 1 /g(x) = 1/M. Por ultimo, usando la ley 4, obtenemos 


f(x) / 1 \ 1 1 L 

lim ' = lim f{x) ( — — = lim fix) lfm , , = L • — 

x->a a(x) ' ' 


[2] Teorema Si fix) g(x) para toda x en un intervalo abierto que contenga a 
(excepto posiblemente en a) y 

lim fix) = L y lim gix) = M 

x — >a x— >a 

entonces L ^ M. 


DEMOSTRACION Use el metodo de prueba por contradiccion. Suponga, si es posible, que 
L > M. La ley 2 de los limites dice que 

lim [gix) - fix)] = M - L 

x—>a 

Por tanto, para cualquier e > 0, existe 8 > 0 tal que 

si 0 < | x — a | < S entonces | [g(x) — fix)] — (M — L) \ < e 

En particular, tomando e = L — M (observando que L — M > 0 por hipotesis), tiene un 
ruimero 8 > 0 tal que 

si 0 < | x — a | < 5 entonces | [g(x) — fix)] — iM — L) \ < L — M 
Como a ^ | a \ para cualquier numero a 

si 0 < | x — a | < 5 entonces [#(x) — /(x)] — (M — L) < L — M 
que se simplifica a 

si 0 < | x — a | < 5 entonces gix) < fix) 

Pero esto contradice a/(x) =S g(x). Entonces la desigualdad L > M debe ser falsa. Por 
tanto, L ^ M. 
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|~3~| Teorema de restriccion 

Si f{x) =£ g(x) h(x) para todax en un intervalo abierto 

que contenga a (excepto posiblemente en a) y 


lim f{x) = lim h)x) = L 

x—>a x—>a 

entonces 

lim gix) = L 


x — >a 


DEMOSTRACION Sea e > 0. Como h'm v _,„/(x) = L, hay un numero Si > 0 tal que 
si 0 < | x — a | < S] entonces | fix) — L | < e 

esto es, 

si 0 < | x — a | < Si entonces L — e < /(x ) < L + e 

Como li'm x _>„ h{x) = L, hay un numero S 2 > 0 tal que 

si 0 < | x — a | < S 2 entonces | h{x) — L \ < e 

esto es, 

si 0 < | x — a | < S 2 entonces L — e < h{x) < L + e 

Sea S = mm{Si, S 2 }. Si 0 < | x — a \ < S, entonces 0 < | x — a | < Si y 

0 < | x — a | < S 2 , de modo que 

L — e < f(x) g(x) s S h(x) < L + e 

En particular, L ~ e < g(x) < L + e 

y, por tanto, | g(x) — L < e. Asi, lim., ->„ g(x) = L. 


Seccion 2.5 


Teorema Si/es una funcion biunivoca continua definida en un intervalo (a, b ), 
entonces su funcion inversa/ -1 tambien es continua. 


DEMOSTRACION Primero demuestre que si/es biunivoca y continua en ( a , b), entonces 
debe ser creciente o decreciente en ( a , b). Si no fuera creciente ni decreciente, entonces 
existirian numeros xi, x 2 y X 3 en (a, b ) con xi < x 2 < X 3 tales que/(x 2 ) no estan entre/(xi) y 
f(x 3 ). Hay dos posibilidades: I . /fe) esta entre/(xi) y/(x 2 ) o 2./(xi) esta entre/(x 2 ) y/fe). 
(Trace una figura.) En el caso 1 aplique el teorema de valor intermedio a la funcion con- 
tinua /para obtener un numero c entre x\ y x 2 tal que /(c) = f(x 3 ). En el caso 2 el teorema 
de valor intermedio da un numero c entre x 2 y X 3 tal que /(c) = fix 1 ). En cualquier caso, ha 
contradicho el hecho de que/es biunivoca. 

Suponga, para mas precision, que/es creciente en (a, b). Tome cualquier numero yn del 
dominio de / -1 y haga/ _ 1 (yo) = Xo; est0 es ^ x o es el numero en (a, b) tal que/(xo)= yo. 
Para demostrar que / -1 es continua en yo tome cualquier s > 0 tal que el intervalo 
(xo — s, Xo + c) esta contenido en el intervalo ( a , b). Como/es creciente, correlaciona los 
numeros del intervalo (xo — e, Xo + e) con los numeros del intervalo (/(x 0 — e),/(x 0 + e)) 
y / -1 invierte la correspondencia. Si con S denota los numeros mas pequenos Si = yo — 
fix 0 — e) y S 2 = fix 0 + e) — yo, entonces el intervalo (yo — S, yo + S) esta contenido 
en el intervalo (/(x 0 — e), fix 0 + e)) y asi, se encuentra correlacionado en el intervalo 
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Seccion 3.3 


(xo — e, Xo + e) por / (Observe el diagrama de flechas de la figura 1.) Por tanto, ha 
hallado un numero 8 > 0 tal que 


FIGURA 1 


si |y ~ yo | < 8 entonces ~ f~ l (yo) | < e 



a x 0 -s x ° x o + E b 


Esto demuestra que \\m y -,y r J~'(y) = /“'(yo) y entonces/ 1 es continua en cualquier numero 
yo en su dominio. 


[3] Teorema Si/es continua en b y lfm A - >„ g(x) = b, entonces 


Ifm f(g(x)) =f(b) 

x— >a 


DEMOSTRACION Sea e > 0. Desea hallar un numero 8 > 0 tal que 

si 0 < |jc — a | < 8 entonces | f(g(x)) — f{b)\ < e 
Como/es continua en b, tiene 

Ifm f(y) = f(b) 

y~*b 

y entonces existe 8 t > 0 tal que 

si 0 < \y — b | < entonces | f(y) — f(b) \ < e 

Como lfm A >„ g(x) = b, existe 8 > 0 tal que 

si 0 < \x — a | < 8 entonces |g(x) — b \ < Si 

A1 combinar estos dos enunciados, siempre que 0 < \x — a \ < 8 tenemos 

|g(jc) — b | < , lo cual implica que | f{g(x)) — f{b ) | < e . Por tanto, ha demostrado 

que Km X ^ a f(g{x)) = f(b). H 

sen 0 

La demostracion del siguiente resultado se prometio cuando demostro que 11m — - — = 1. 
Teorema Si 0 < 0 < tt/ 2, entonces 8 =£ tan 8. 

DEMOSTRACION La figura 2 muestra un sector de cfrculo con centro O, angulo central 8 y 
radio 1. Entonces 

I AD I = I OA I tan 8 = tan 8 
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FIGURA 2 


A1 aproximar el arco AB por un polfgono inscrito formado de n segmentos de recta 
iguales ve un segmento ti'pico PQ. Prolongue las rectas OP y OQ hasta encontrar AD en 
los puntos R y S. A continuation trace RT | PQ como en la figura 2. Observe que 

ARTO = APQO < 90° 

y entonces ARTS > 90°. Por tanto, 

| PQ | < \RT\ < RS 

Si sumamos n de estas desigualdades, obtenemos 

L„ < | AD | = tan 6 

donde L„ es la longitud del polfgono inscrito. Asf, por el teorema 2.3.2 

lfm L„ - tan 6 

n — >oo 

Pero la longitud del arco esta definida en la ecuacion 8.1.1 como el lfmite de las 
longitudes de polfgonos inscritos, y 

9 = lfm L„ ' tan 0 


Section 4.3 


Prueba de concavidad 

a) Si f"{x) > 0 para toda x en I, entonces la grafica de/es concava hacia arriba 
en I. 

b) Si f"{x) < 0 para toda x en I, entonces la grafica de/es concava hacia abajo 
en I. 



DEMOSTRACION DE a) Sea a cualquier numero en I. Debe demostrar que la curva 
y = fix) esta arriba de la recta tangente en el punto (a, f(aj). La ecuacion de esta 
tangente es 


y =/(«) +f'(a)(x - a) 

De modo que debe demostrar que 

fix) >f{a) +f{a)(x - a ) 

siempre que x G I (x ¥= a). (Vease la figura 3.) 

Primero tome el caso donde x > a. Si aplica el teorema del valor medio a/en el 
intervalo [a, jc], obtiene un numero c, con a < c < x, tal que 


DO f( x ) - f(a) =f(c)(x - a) 

Como /" > 0 en I, sabe de la prueba creciente/decreciente que /' es creciente en I. De 
este modo, como a < c 


fia) </'(c) 


y asf, multiplicando esta desigualdad por el numero positivo x — a, obtiene 




f'ia)ix - a) </'(c)(x - a) 
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Seccion 4.4 


En la pagina 113 vea un bosquejo 
biografico de Cauchy. 


Ahora sume f{a) a ambos lados de esta desigualdad: 

f(a) + f'ia)ix - a) <f(a) + /'(c)(x - a) 

Pero de la ecuacion 1 fix) = f{a) + f'icfx — a). De este modo, esta desigualdad se 
convierte en 

DO /M >f(a) +f'(a)(x - a) 

que es lo que querfa demostrar. 

Para el caso donde x < a tiene /'(c) < /'(a), pero la multiplication por el numero 
negativo x — a invierte la desigualdad, de modo que obtiene [2] y [3] como antes. I 


Para dar la prueba prometida de la regia de l’Hospital, primero necesita una generali- 
zation del teorema del valor medio. El siguiente teorema recibio ese nombre en honor al 
matematico frances Augustin-Louis Cauchy (1789-1857). 


PH Teorema del valor medio de Cauchy Suponga que las funciones/y g son 
continuas en [a, b) y derivables en {a, /;), y g'ix) 0 para todax en {a, b ). Entonces 
hay un numero c en (a, b) tal que 

/'(c) = f(b) - fja ) 
g'(c ) gib) - g(a) 


Note que si toma el caso especial en el que g(x) = x, entonces g'(c) = 1 y el teorema 1 
es precisamente el teorema del valor medio. Ademas, el teorema 1 se puede demostrar 
de un modo semejante. El lector puede verificar que todo lo que tiene que hacer es cam- 
biar la funcion h dada por la ecuacion 4.2.4 a la funcion 


h{x) =/(x) - f(a ) - 


fib ) ~ fja) 

gib) - gia) 


[ g(x ) ~ gia)] 


y aplicar el teorema de Rolle como antes. 


Regia de I’Hospital Suponga que/y g son derivables y g'(x) ¥= 0 en un intervalo 
abierto I que contiene a (excepto posiblemente en a). Suponga que 

lfm fix) = 0 y Km g(x) = 0 


o que 


Km fix) = ±oo y lfm gix) 


(En otras palabras, tiene una forma indeterminada del tipo 

y .fix) fix) 

lim — — — = lim 


gix) x—>a g'ix) 
si existe el limite en el lado derecho (o es °o o — °°). 


= +00 

3 o oo/ oo.) Entonces 
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DEMOSTRACION DE LA REGLA DE L'HOSPITAL A1 suponer que Km* ->„/(x) = 0 y 
Km*-,,, g(x) = 0. 

Sea 


L = 

Debemos demostrar que Kn f(x)/g(x) 


Km 


/'(*) 


g'(x) 

= L . Definimos 


F(x) = 



si x 7 ^ a 
si x = a 



si x t -a 
si x = a 


Entonces F es continua en I porque/es continua en {x G / 1 x ¥= a} y 


Km F(x) = Km f(x) = 0 = F(a) 

x—>a x— >a 

Del mismo modo, G es continua en I. Sea x G I y x > a. Entonces F y G son continuas 
en [a, x] y derivables en (a, x) y G' t 4 0 ahi (porque F' =/'’yG' = g'). Por tanto, 
por el teorema del valor medio de Cauchy, hay un numero y tal que a < y < xy 


F'(y ) F(x) ~ F(a) F(x) 

G'(y) G(x) - G(a) G(x) 


Aqui ha usado el hecho de que, por definicion, F(a) = 0 y G{a ) = 0. Ahora, si hace 
x —*■ a + , entonces y —> a + (porque a < y < x), de modo que 

,, fix) F(x) F'(y) f'(y) 

lirrr — — - = lirrr — — = lirrr — — — = lirrr — — — = L 
g(x) G{x) v-*a G (y) y g (y) 

Un argumento similar muestra que el limite izquierdo tambien es L. Por tanto. 


Km 

x—>a 


fix) 

g(x) 


= L 


Esto demuestra la regia de P Hospital para el caso donde a es finita. 

Si a es infinita, sea t = \/x. Entonces t — > 0 + cuando x — > de modo que 


Km 

X — >°° 


fix) 

g(x) 


lint 

t^O 


/(VO 

i/0/0 


Km 

f-> 0 

lint 

r-» 0 


ro/o(-iA 2 ) 
g'im-i/t 2 ) 
/'(VO fix) 

g'U/t) g'(x) 


(por la regia de 1’ Hospital para a finita) 


Seccion 11.8 Para demostrar el teorema 11.8.3, primero necesita los siguientes resultados. 


Teorema 

1. Si una serie de potencias 2 c n x" converge cuando x = b (donde b 0), 
entonces converge siempre que \x \ < \b\. 

2. Si una serie de potencias 2 c n x n diverge cuando x = d (donde d 0), entonces 
diverge siempre que | x \ > | d \ . 
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DEMOSTRACION DE 1 Suponga que 2 c„b n converge. Entonces, por el teorema 11.2.6, 
tiene h'm„ >*> c„b" = 0. De acuerdo con la dehnicion 11.1.2 con 8 = 1, hay un entero 
positivo N tal que | c„b" \ < 1 cuando n 3= N . Asl, para n 5* N 


c„x = 


n b"x n 


b" 


. X X 

\c,b-\ - < - 


Si | x | < \b\, entonces | x/b | < 1, de modo que 2 | x/b |" es una serie geometrica con- 
vergente. Por tanto, por la demostracion de comparacion, la serie 2„% v | c„x" | es 
convergente. De este modo, la serie 2 c„x n es absolutamente convergente y, por 
tanto, convergente. 


DEMOSTRACION DE 2 Suponga que 2 c„d n diverge. Si x es cualquier numero tal que 
| x | > | d | , entonces 2 c„x" no puede convergir porque, por la parte 1 , la convergencia 
de 2 c„x" implicarla la convergencia de 2 c„d". Por tanto, 2 c„x" diverge siempre 
que | x | > \d\. 


Teorema Para una serie de potencias 2 c„x" hay solo tres posibilidades: 

1 . La serie converge solo cuando x = 0. 

2. La serie converge para toda x. 

3. Hay un numero positivo R tal que la serie converge si | x | < R y diverge si 
I x I > R. 


DEMOSTRACION Suponga que ni el caso 1 ni el caso 2 son verdaderos. Entonces hay 
numeros b y d diferentes de cero tales que 2 c„x" converge para x = b y diverge para 
x = d. En consecuencia, el conjunto S = {x 1 2 c„x" converge} no esta vaclo. Por el 
teorema precedente, la serie diverge si | x | > | d |, de modo que \x\ d para toda 
xEX. Esto dice que d es un limite superior para el conjunto S. De este modo, por el 
axioma de plenitud (section 1 1.1), S tiene un limite superior mmimo R. Si | x | > R, 
entonces x (£ S, de modo que 2 c„x" diverge. Si | x | < R, entonces | x | no es un limite 
superior para S y, por tanto, existe b G S tal que b > | x |. Como h G S, 2 c„b" converge, 
de modo que, por el teorema precedente, 2 c„x" converge. H 


[3] Teorema Para una serie de potencia 2 c„(x 

— a)" hay solo tres posibilidades: 

1. La serie converge solo cuando x = a. 


2. La serie converge para toda x. 


3. Hay un numero positivo R tal que la serie converge si | x — a \ < R y diverge si 

| x — a | > R. 



DEMOSTRACION Si hace el cambio de variable u = x — a, entonces la serie 
de potencias se convierte en 2 c„u" y puede aplicar el teorema precedente a esta 
serie. En el caso 3 tiene convergencia para | u \ < R y divergencia para \ u\ > R. De 
este modo, tiene convergencia para | x — a \ < R y divergencia para | x — a \ > R. 
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El logaritmo definido como una integral 


El tratamiento de funciones exponenciales y logarftmicas se ha apoyado hasta ahora en la 
intuition, que esta basada en evidencia numerica y visual. (Veanse las secciones 1.5, 1.6 
y 3.1.) Aquf se usa el teorema fundamental del calculo para dar un tratamiento alternativo 
que proporcione una base mas segura para estas funciones. 

En lugar de empezar con a x y definir log,, x como su inversa, esta vez empiece por 
definir In x como una integral y luego defina la funcion exponential como su inversa. El 
lector debe recordar que no se usa ninguno de los resultados y definiciones previos rela- 
cionados con funciones exponenciales y logarftmicas. 


Logaritmo natural 

Primero defina In x como una integral. 




FIGURA 1 


y, 


^ area = — In x 





V. L 







0 



1 


FIGURA 2 



La existencia de esta funcion depende del hecho de que siempre existe la integral de una 
funcion continua. Si x > 1 , entonces In x se puede interpretar geometricamente como el 
area bajo la hiperbola y = 1/f de f = 1 a t = x. (Vease la figura 1.) Para x = 1 

r 1 1 

In 1 = — dt = 0 

Ji f 

Para 0 < x < 1 , In x = \ — dt = — f — dt < 0 

Jl t J-r t 


y, por tanto, In x es el negativo del area que se muestra en la figura 2. 


EJEMPLO 1 


a) Por comparacion de areas, demuestre que \ < In 2 < f. 

b) Use la regia del punto medio con n = 10 para estimar el valor de In 2. 

S0LUCI0N 

a) Podemos interpretar In 2 como el area bajo la curva y = 1/f de 1 a 2. En la 
figura 3 vemos que esta area es mayor que el area del rectangulo BCDE y menor 
que el area del trapecio ABCD. Por tanto, 

i • 1 <ln2< 1 - Hi +1) 

l < In 2 < | 

b) Si usamos la regia del punto medio con /(f) = 1/f, n = 10 y Af = 0.1, obtenemos 

In 2= \ 2 \dt » (0.1)[/(1.05) + / (1.15) + ••• + y (1 .95) 

V 1 t 

l 1 1 1 \ 

= (0.1) + + ■ • ■ + = 0.693 

v \ 1.05 1.15 1.95/ 
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Note que la integral que define In x es exactamente el tipo de integral que estudio en 
la primera parte del teorema fundamental del calculo (seccion 5.3). De hecho, usando 
ese teorema 


y entonces 

m 


d 1 . i 
— —dt = — 
ax Ji t x 



x 


Ahora use esta regia de derivation para demostrar las siguientes propiedades de la fun- 
cion logaritmo. 


|~3l Leyes de logaritmos Si x y y son numeros positivos y r es un numero rational, 
entonces 

1. ln(xy) = lnx + lny 2. In ( — ) = In x — In y 3. ln(x r ) = r \nx 

\yj 


DEMOSTRACION 

1. Sea f(x) = In (ax), donde a es una constante positiva. Entonces, usando la 
ecuacion 2 y la regia de la cadena 

„ , Id,, 1 1 

fix) = — — (ax) = a = — 

ax ax ax x 

Por tanto, f(x) y In x tienen la misma derivada y entonces deben diferir por una 
constante: 

In (ax) = In x + C 


Poniendo x = 1 en esta ecuacion, obtiene in a = In I + C = 0 + C = C. Entonces 

ln(ax) = In x + In a 

Si ahora se sustituye la constante a por cualquier numero y 

ln(xy) = In x + In y 

2. Usando la ley 1 con x = 1 /y, tenemos 


In — + In y = ln( — ■ y I = In 1 = 0 

y \y 


y entonces 
Usando de nuevo la ley 1, tenemos 


1 

In — = —In y 

y 


y 


In I — I = In I x ■ — I = In x + In — = In x — In y 


La prueba de la ley 3 se deja como ejercicio. 
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Para graficar y = In x, primero determine sus Kmites: 


s 


a) Km In x = oo 

b) Km In x = — oo 

X — 

jc— »0 + 


DEMOSTRACION 



FIGURA4 



FIGURA5 


a) Usando la ley 3 con x = 2 y r = n (donde n es cualquier entero positivo), tenemos 
ln(2") = n In 2. Ahora In 2 > 0, de manera que esto demuestra que ln(2") — > oo 
cuando n — > oo. Pero In x es una funcion creciente porque su derivada 1 /x > 0. En 
consecuencia, In x — » 00 cuando x — > °o. 

b) Si hacemos t = 1 /x, entonces f — > °° cuando x — > 0 + . De este modo, usando a), 
tenemos 

( 1 

lfm In x = Km In — 

Jt^-0 + t — >00 \ f 


Km(— In t) = — c 


Si y = In x, x > 0, entonces 


dy_ 

dx 


1 

= — > 0 y 
x 


(fy 

dx 2 



lo cual demuestra que In x es creciente y concava hacia abajo en (0, °°). Reuniendo esta 
informacion con [T|. trace la grafica de y = In x en la figura 4. 

Como In 1 = 0 y In x es una funcion continua creciente que toma valores arbitraria- 
mente grandes, el teorema del valor intermedio muestra que hay un numero en donde In x 
toma el valor 1. (Vease la figura 5.) Este importante numero se denota con e. 


[~S~| Definicion e es el numero tal que In e = 1. 


Se demostrara (en el teorema 19) que esta definicion es consistente con la definicion 
previa de e. 


Funcion exponencial natural 

Como In es una funcion creciente, es biunfvoca y, por tanto, tiene una funcion inversa, que 
se denota por exp. Asf, segun la definicion de una funcion inversa, 


/ ‘(x) = >> <^=> f(y) = x 


s 


exp(x) = y 


In y = x 


y las ecuaciones de cancelacion son 


r'C/W) = x 
/cr’co) = x 


m 

En particular 


exp(ln x) = x y In (exp x) = x 


exp(0) = 1 porque In 1 = 0 
exp(l) = e porque In e = 1 


Obtenemos la grafica de y = exp x al reflejar la grafica de y = In x alrededor de la 
recta y = x. 
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(Vease figura 6.) El dominio de exp es el rango de In, es decir, (— 00 , °°); el rango de exp 
es el dominio de In, es decir, (0, °°). 

Si r es cualquier numero racional, entonces la tercera ley de logaritmos da 

ln(e') = r In e = r 

Por tanto, por [6] exp(r) = e r 

Entonces, exp(x) = e x siempre que x sea un numero racional. Esto lleva a definir e x , inclu- 
so para valores irracionales de x, con la ecuacion 


FIGURA 6 


e x = exp(x) 


En otras palabras, por las razones dadas, defina e x como la inversa de la funcion In x. En 
esta notation [6] se convierte en 


m 

II 

5" 

II 

* 

y las ecuaciones de cancelation \T\ se convierten en 

m 

e In x = x x > 0 



m 

Infe'j = x para toda x 


yi 

y = e x 

La funcion exponencial natural /(x) = e x es una de las funciones que se presentan con 
mas frecuencia en Calculo y sus aplicaciones, de modo que es importante estar familia- 
rizado con su grafica (figura 7) y sus propiedades (que se siguen del hecho de que es la 
inversa de la funcion logarftmica natural). 

1 


Propiedades de la funcion exponencial La funcion exponencial /(x) = e : es una 

funcion continua creciente con dominio R y rango (0, °°). Entonces e x > 0 para 
toda x. Tambien 

0 

1 * 

FIGURA 7 

La funcion exponencial natural 

Km e x = 0 Km e x = 00 

X— > — °0 X — 

Por tanto, el eje x es una asmtota horizontal de/(x) = e : . 


A continuation se verifica que / tenga las otras propiedades esperadas de una funcion 
exponencial. 


[TT| Leyes de exponentes Si x y y son numeros reales y r es racional, entonces 


1. e x+y = e V 


2 . e x ~ y = — 
e y 


3. (e x Y = 


A52 APENDICE G EL LOGARITMO DEFINIDO COMO UNA INTEGRAL 

DEMOSTRACION DE LA LEY 1 Usando la primera ley de logaritmos y la ecuacion 10, tenemos 

ln(eV) = ln(e x ) + \n(e y ) = x + y = ln(e ;c+ -'’) 

Como In es una funcion biunfvoca, se deduce que e x e y = e x+y . 

Las leyes 2 y 3 se demuestran de un modo semejante (ejercicios 6 y 7). Como pronto 
vera, la ley 3 se cumple en realidad cuando r es cualquier numero real. 

A continuation se demuestra la formula de derivation para e x . 


[H 



DEMOSTRACION La funcion y = e x es derivable porque es la funcion inversa de y = In x, 
que sabemos es derivable con derivada diferente de cero. Para hallar su derivada, usamos 
el metodo de funcion inversa. Sea y = e x . Entonces In v = x y, derivando esta ultima 
ecuacion implicitamente respecto a x, obtenemos 


]_dy_ = ( 

y dx 


dy_ 

dx 


y = e' 


Funciones exponenciales generates 

Si a > 0 y r es cualquier numero racional, entonces por [9] y [Lfl, 

a r = (e lna ) r = e rlnn 

Por tanto, incluso para numeros irracionales x, definamos 




Asi, por ejemplo. 



2 V3 = 1° 2 gl-20 3.32 

La funcion /(x) = a' se denomina funcion exponencial con base a. Note que a x es posi- 
tiva para toda x porque e' es positiva para toda x. 

La definicion 13 permite extender una de las leyes de logaritmos. Ya sabe que ln(a r ) = r In a 
cuando r es racional. Pero si hace que r sea cualquier numero real que tenga, de la defi- 
nicion 13, 


In a r = ln(e r 111 ") = r In a 


Entonces 




In a r = r In a para cualquier numero real r 
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Las leyes generates de exponentes se siguen de la definicion 13 junto con las leyes de 
exponentes para e\ 

1 5 Leyes de exponentes Si x y y son numeros reales y a, b > 0, entonces 
1. a x+y = a x a? 2. a x ~ y = a x /a y 3. ( a x ) y = cF 4. (ab) x = a x b x 


DEMOSTRACION 

1. Usando la definicion 13 y las leyes de exponentes para e x , tenemos 

Q x+ y = ^Or+y) In a _ ^x\na+y\na 

= e xhia e yIna = aV 

3. Usando la ecuacion 14 obtenemos 


(, a x ) y = e y]n(a) = e yxbla = e xylna = a xy 


Las pruebas restantes se dejan como ejercicio. 


La formula de la derivacion para funciones exponenciales tambien es una consecuencia 
de la definicion 13: 



FIGURA8 y = a x , a> 1 

Si a > 1 , entonces In a > 0, de modo que ( d/dx)a x = a' In a > 0, lo que demuestra que 
y = a x es creciente (vease la figura 8). Si 0 < a < 1, entonces In a < 0 y, por tanto, y = a x 
es decreciente (vease la figura 9). 



Funciones logaritmicas generales 

Si a > 0 y a ^ I, entonces /(x) = a x es una funcion biunfvoca. Su funcion inversa recibe 
el nombre de funcion logaritmica con base a y se denota con log,,. De este modo. 


m 


log aX 


En particular, vemos que 


FIGURA 9 y = a x , 0<a< 1 


log e x = In x 
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Las leyes de logaritmos son semej antes a las del logaritmo natural y se pueden deducir 
de las leyes de exponentes (ejercicio 10). 

Para derivar y = log„ x, escriba la ecuacion como a y = x. De la ecuacion 14 tenemos 
y In a = In x, de modo que 


loga x = y = 


In x 
In a 


Como In a es una constante, podemos derivar como sigue: 


d d In x Id 1 

— (log„ x) = = (In x) = 

dx dx In a In a dx x In a 


S3 



El numero e expresado como un li'mite 

En esta seccion se define e como el numero tal que In e = 1 . El siguiente teorema muestra 
que este es el mismo que el numero e definido en la seccion 3.1. (Vease la ecuacion 3.6.5.) 


m 


e = lfm (1 + x) 

x—*0 


\/x 


DEMOSTRACION Sea/(x) = In x. Entonces/'(x) = l/x, de modo que/'(l) = 1. Pero, 
por la definicion de la derivada, 

/■(.) - Km /(1+,l> - /(1) - Km + * ~ W 

0 h X 

ln(l + x) — In 1 1 ,, 

= Km = Km — ln(l + x) = Km ln(l + x) 1,x 

x^O x x x ^o 


Como/'d) = 1 


lfm ln(l + x) 1/x = 1 


Entonces, por el teorema 2.5.8 y la continuidad de la funcion exponencial 


e = e 1 2 = = Km e m+x) ' ,x = lfm (1 + x) l/x 

x^O x— >0 



Ejercicios 


1. a) Por comparacion de areas, demuestre que 


j < In 1.5 < e 

b) Use la regia del punto medio con n — 10 para estimai' In 1.5. 

2. Consulte el ejemplo 1 . 

a) Encuentre la ecuacion de la recta tangente a la curva 
y = 1/t que es paralela a la recta secante AD. 


b) Use el inciso a) para demostrar que In 2 > 0.66. 

3. Por comparacion de areas, demuestre que 

11 1 11 1 

— + — +•••+ — < In n < 1 + — + — +•••+ 

2 3 n 2 3 n - 1 

4. a) Por comparacion de areas, demuestre que In 2 < 1 < In 3. 
b) Deduzca que 2 < e < 3. 
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5. Demuestre la tercera ley de logaritmos. [ Sugerencia : empiece 
por demostrar que ambos lados de la ecuacion tienen la misma 
derivada.] 

6. Demuestre la segunda ley de exponentes para e x [vease [IT]] . 

7. Demuestre la tercera ley de exponentes para e‘ [vease [TT]] ■ 

8. Demuestre la segunda ley de exponentes [vease [TT]] . 


9. Demuestre la cuarta ley de exponentes [vease 1 15 1 ] . 
10. De [13], deduzca las siguientes leyes de logaritmos: 

a) log„(xy) = log 0 x + \og a x 

b) log„(x/y) = log fl x - log fl x 

c) log„(jc v ) = y \og a x 


Numeros complejos 


111! 


-4 + 2 / 


H 1 1 H 


2 + 3 / 


H 1 1 H 


0 
— i 


- 2 - 2 / . 


Re 

• 3 - 2 / 


FIGURA 1 

Numeros complejos como 
puntos en el piano Argand 


Un numero complejo puede estar representado por una expresion de la forma a + bi, donde 
a y b son numeros reales e / es un sfmbolo con la propiedad de que r = — 1. El numero 
complejo a + bi tambien puede estar representado por el par ordenado (a, b ) y determina- 
do como un punto en un piano (llamado piano Argand) como en la figura 1 . De este modo, 
el numero complejo i = 0 + 1 • / se identifica con el punto (0,1). 

La parte real del numero complejo a + bi es el numero real a y la parte imaginaria 
es el numero real b. Entonces la parte real de 4 — 3 i es 4 y la parte imaginaria es — 3. Dos 
numeros complejos a + bi y c + di son iguales si a = c y b = d\ esto es, sus partes rea- 
les son iguales y sus partes imaginarias son iguales. En el piano Argand, el eje horizontal 
recibe el nombre de eje real y el eje vertical se llama eje imaginario. 

La suma y diferencia de dos numeros complejos estan definidas al sumar o restar sus 
partes reales y sus partes imaginarias: 


(i a + bi) + (c + di) = (a + c) + (b + d)i 
(a + bi) — (c + di) = (a — c) + [b — d)i 

Por ejemplo, 

(1 - ;) + (4 + 7t) = (1 + 4) + (-1 + 7 )i = 5+6 i 

El producto de numeros complejos se define de modo que se cumplan las leyes conmuta- 
tiva y distributiva de costumbre: 

(a + bi){c + di) = a(c + di) + ( bi){c + di) 

= ac + adi + bci + bdi 2 


Como i 2 = — 1 , esto se convierte en 

(i a + bi){c + di) = (ac — bd) + (ad + bc)i 


EJEMPLO 1 


(-1 + 30(2 - 50 = (-0(2 - 50 + 3/(2 - 5i) 


= -2 + 5/ + 6/ - 15( — 1) = 13 + 11/ 


La division de numeros complejos es muy semejante a racionalizar el denominador de una 
expresion racional. Para el numero complejo z = a + bi, se define su conjugado complejo 
como z = a — bi. Para hallar el cociente entre dos numeros complejos multiplique 
numerador y denominador por el conjugado complejo del denominador. 


Exprese el numero 


-1+3/ 


en la forma a + bi. 


EJEMPLO 2 


2 + 5/ 
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SOLUCION Multiplique numerador y denominador por el conjugado complejo de 2 + 5 /, 
es decir, 2 — 5 /, y aproveche el resultado del ejemplo 1: 


- 1 + 31 _ -1+3/ 2 - 5/ _ 13 + 11/ _ 13 _U_ . 

2 + 5/ ~~ 2 + 5/ ’ 2 - 5/ ~~ 2 2 + 5 2 _ 29 29 ' 


Im 
i < 


z = a + bi 

La interpretacion geometrica del conjugado complejo se muestra en la figura 2: z es 
la reflexion de z en el eje real. En el recuadro siguiente hay una lista de algunas de las pro- 
piedades del conjugado complejo. Las demostraciones se siguen de la definicion y se piden 
en el ejercicio 18. 

0 


Re 




z = a — bi 

Propiedades de conjugados 


Z + W — z + w zw = z w z n = z" 



El modulo, o valor absoluto, | z | de un numero complejo z = a + bi e s su distancia 
desde el origen. De la figura 3 se ve que si z = a + bi, entonces 


z | = y/a 1 + b 2 


FIGURA 3 


Note que 

zz = (a + bi)(a — bi) = a 2 + abi — abi — b 2 i 2 = a 2 + b 2 


y entonces 



Esto explica por que funciona en general el procedimiento de division del ejemplo 2: 

z zw zw 

w ww | w | 2 

Como / 2 = — 1, puede pensar que Z es una rafz cuadrada de — 1 . Pero observe que tam- 
bien tiene (— Z) 2 = Z 2 = — 1 y entonces —1 tambien es una rafz cuadrada de —1. Se dice 
que Z es la raiz cuadrada principal de — 1 y se escribe y— T = Z. En general, si c es 
cualquier numero positivo, escriba 


c = a/C i 


Con esta convencion, la derivacion y formula usuales para las raices de la ecuacion cua- 
dratica ax 2 + bx + c = 0 son validas incluso cuando b 2 — 4 ac < 0: 

— b ± yjb 2 — 4 ac 


2 a 


EJEMPLO 3 


Encuentre las raices de la ecuacion x 2 + x + 1 = 0. 
SOLUCION Usando la formula cuadratica, tenemos 

-1 ± Vl 2 - 4 • 1 — 1 ± -J—3 -1±V3Z 


x = 
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Observe que las soluciones de la ecuacion del ejemplo 3 son conjugados complejos 
entre sf. En general, las soluciones de cualquier ecuacion cuadratica ax 2 + bx + c = 0 con 
coeficientes reales a, b y c son siempre conjugados complejos. (Si z es real, z = z, de modo 
que z es su propio conjugado.) 

Ha visto que si permite numeros complejos como soluciones, entonces toda ecua- 
cion cuadratica tiene una solucion. En forma mas general, es cierto que toda ecuacion 
con polinomios 


a„x n + a„-ix" 1 + ■ ■ ■ + aix + ao = 0 

de grado al menos 1 tiene una solucion entre los numeros complejos. Este dato se conoce 
como teorema fundamental de algebra y fue demostrado por Gauss. 



FIGURA4 


Forma polar 

Sabemos que cualquier ntimero complejo z = a + bi puede ser considerado como un punto 
(a, b ), y que cualquiera de estos puntos puede ser representado por coordenadas polares 
(V, 9) con r 3 s 0. De hecho, 


a = r cos 9 b = r sen 9 
como en la figura 4. Por tanto, 

z = a + bi = (r cos 9) + (r sen 9)i 
Entonces escribimos cualquier ntimero complejo z en la forma 


z = r(cos 9 + i sen 9) 



I I / U 

donde r = z = ya 2 + b 2 y tan 9 = — 

a 

El angulo 9 se llama argumento de z y escriba 9 = arg(z). Note que arg(z) no es unico; 
cualesquier dos argumentos de z difieren en un multiplo entero de 2tt. 


EJEMPLO 4 


Escriba los siguientes numeros en forma polar. 


a) z = 1 + i b) w = V3 — i 

SOLUCION 


a) Tenemos r = | z | — -^l 2 + l 2 = yj 2 y tan 9 = 1, de modo que podemos tomar 
9 = 7t/4. Por tanto, la forma polar es 


z = J2 ( cos 1- i sen — 

\ 4 4 

b) Aquf tenemos r = w = y/?> + 1 = 2 y tan 9 = — 1 / y/3. Como w esta en el cuarto 
cuadrante, tomamos 9 = — 7r/6 y 


w = 



+ i sen 



FIGURA 5 


Los numeros zywse muestran en la figura 5. 
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La forma polar de numeros complejos da idea de la multiplicacion y la division. Sean 


zi = n(cos ft + / sen ft) z 2 = r 2 (cos ft + / sen ft) 

dos numeros complejos escritos en forma polar. Entonces 

ziz 2 = rir 2 (cos ft + i sen ft) (cos ft + i sen ft) 

= rir 2 [(cos ft cos ft — sen ft sen ft) + /(sen ft cos ft 4- cos ft sen ft)] 



FIGURA 6 



Por tanto, usando las formulas de la adicion para coseno y seno 


m 


ziz 2 = nr 2 [cos(ft + ft) + i sen(ft + ft)] 


Esta formula dice que para multiplicar dos numeros complejos multiplique los modulos y 
sume los argumentos. (Vease la figura 6 .) 

Un argumento similar que usa las formulas de la sustraccion para seno y coseno muestra 
que, para dividir dos numeros complejos, divida los modulos y reste los argumentos. 


— = — [cos(ft — ft) + / sen(ft — ft)] 

z 2 7 ^ 0 

Z 2 r 2 



En particular, tomando z\= 1 y z 2 = z (y, por tanto, ft = 0 y ft = 0), tenemos lo siguiente, 
que se ilustra en la figura 7. 


Si z = r(cos 0 + / sen ft, entonces — = — (cos 0 — i sen ft. 

z r 


FIGURA 7 


EJEMPLO 5 


polar. 


Encuentre el producto de los numeros complejos 1 + i y -/ 3 — / en forma 


SOLUCION Del ejemplo 4 



/— I 77 77 

1 + / = v 2 cos E / sen — 

' 4 4 


y V3 - i = 2 

Entonces, por la ecuacion 1, 


cosl-f +/ sen -f 


(1 + /)(V3 - /) = 2V2 


77 77 \ / 77 77 

cos + / sen 

4 6 l 4 6 


= 2 J 2 cos E i sen — 

V ' 12 12 


FIGURA 8 


Esto se ilustra en la figura 8 . 
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El uso repetido de la formula 1 muestra como calcular potencias de un mimero com- 
plejo. Si 

z = r(cos 6 + i sen 6) 

entonces z 2 = r 2 (cos 26 + i sen 26) 

y z 3 = zz 2 = r 3 (cos 36 + i sen 30) 

En general, obtiene el siguiente resultado, llamado asf en honor al matematico frances 
Abraham De Moivre (1667-1754). 


|~2) Teorema de De Moivre Si z = r(cos 6 + i sen 6) y n es un entero positivo, 
entonces 

:"= [r(cos 6 + i sen 0)]" = r' ! (cos n6 + i sen n6 ) 


Esto dice que para tomar la n-esima potencia de un mimero complejo tome la n-esima 
potencia del modulo y multiplique el argumento por n. 

I Encuentre (j + ^i) 10 . 

SOLUCION Como \ + \i = j(l + i), se deduce del ejemplo 4a) que \ + tiene 
la forma polar 

1 1 ( IT IT 

1 i = 1 cos h ; sen — 

2 2 2 \ 4 4 


Entonces, por el teorema de De Moivre, 





1077 


COS 

V 4 

- + i sen 

577 

5tt\ 


cos E i sen — 

2 2 



El teorema de De Moivre tambien se puede usar para hallar las «-esimas rafces de 
numeros complejos. Una n-esima rafz del numero complejo z es un niimero complejo w 
tal que 

w" = z 

Si escribimos estos dos numeros en forma trigonometrica 


w = s(cos <f> + i sen (f > ) y z = r(cos 6 + i sen 6) 

y usamos el teorema de De Moivre, obtenemos 

s"(cos >uf> + i sen n<p) = r(cos 6 + i sen 6) 

La igualdad de estos dos numeros complejos muestra que 

s" = r o bien s = r l/n 

y entonces cosn</> = cos0 y sen ncf) = sen 6 
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Im 



- 72 / 


FIGURA 9 

Las seis rafces sextas de z = 


Del hecho que seno y coseno tienen periodo 2i r, se deduce que 

9 + 2kTr 

nip = 6 + 2kir o bien </> = 


y entonces 


w = r 


l/n 


9 + 2kir \ 19+ 2k 7t 

cos I + i sen 


Como esta expresion da un valor diferente de w para k = 0, 1, 2, . . . , n — 1, tenemos 
lo siguiente. 


[3] Rafces de un numero complejo Sea z = r(cos 6 + i sen 9) y sea n un entero 
positivo. Entonces z tiene las n rafces distintas n-esimas 


w k = r 1/n 


9 + 2kir \ 10+ 2k ir 

cos | | + i sen 


donde k = 0, 1 , 2 , . . . , n — 1 . 


Note que cada una de las n-esimas rafces de z tiene un modulo | w k \ = r 1,1 ". Asf, todas 
las n-esimas rafces de z estan en el cfrculo de radio r 1 ,/ " del piano complejo. Tambien, 
como el argumento de cada n-esima rafz sucesiva excede al argumento de la rafz previa en 
27 r/n, las n-esimas rafces de z estan igualmente espaciadas en este cfrculo. 


EJEMPLO 7 


Encuentre las seis rafces sextas de z = 
piano complejo. 


I y grafique estas rafces en el 


SO LU CION En forma trigonometrica, z = 8(cos ir + i sen 77). Si aplicamos la ecuacion 
3 con n = 6, obtenemos 


. 7 r + 2kir 7 r + 2kiT 

w k = 8 ' I cos h i sen 

\ 6 6 

Obtenemos las seis rafces sextas de — 8 al tomar k = 0, 1, 2, 3, 4, 5 en esta formula: 


J2 ^ 


w 0 = 8 1/6 ( cos — + i sen — ^ = V 2 + — i 

' 6 6 \ 2 2 


W\ = 8 1/6 ( cos — + i sen —J = ^[2 i 

w 2 = 8 1/6 ( cos ^ + i sen ^ = ^ (“T" + J 1 

.,,, 7tt 7tt\ 1 

w-i = 8 1/6 [ cos V i sen I = y/2 i 

6 6 / \ 2 2 

377 3 77 \ r 

W 4 = 8 1/6 I cos — — h i sen — — I = — V2 i 

U J 1177 ll77\ ( V3 1 

W 5 = 8 1/6 cos E i sen = sj 2 i 

\ 6 6 / \ 2 2 

Todos estos puntos se encuentran en el cfrculo de radio \f2 como se muestra en la 
figura 9. 
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Exponenciales complejos 

Tambien necesita dar un significado a la expresion e z cuando z = x + iy es un numero 
complejo. La teoria de series infinitas desarrollada en el capftulo 1 1 se puede extender al 
caso donde los terminos son numeros complejos. Usando la serie de Taylor para e x 
(1 1.10.1 1) como gufa, se define 


00 rr n -2 3 

Z Z Z 

= 2 j = 1 + Z H 1 h 

n=o n\ 2! 3! 


y resulta que esta funcion exponencial compleja tiene las mismas propiedades que la fun- 
cion exponencial real. En particular, es cierto que 


E 


Si ponemos z = iy, donde y es un numero real, en la ecuacion 4, y usamos los datos en que 
i 2 = — 1, i 3 = i 2 i = — i, i 4 = 1, i 5 


Obtenemos 


i, 


,'v , . . . (iy ) 2 . (iy ) 3 , (iy ) 4 , (*» 5 . 

e y = 1 + iy H — 1 — 1 — 1 — h 


2 ! 


3! 


4! 

„4 


5! 

„5 


, , . y 2 . y 3 , y' . r 

1 + iy — l h h i h ■ • • 

^ 2! 3! 4! 5! 


= 1 


/ . / / , . . 

h h • • • I + /I y 

2! 4! 6! 1 1 


3! 5! 


= cos y + i sen y 

Aqufha empleado la serie de Taylor para cos y y sen y (ecuaciones 1 1.10.16 y 11.10.15). El 
resultado es una famosa formula llamada formula de Euler: 


e' y = cos y + i sen y 


Combinando la formula de Euler con la ecuacion 5, obtenemos 
ifjl; e x+iy = e x e iy = e x (cos y + i sen y) 


Podrfa escribir el resultado del ejemplo 
8a) como 


e" +1=0 

Esta ecuacion relaciona los cinco numeros 
mas famosos de todas las matematicas: 0, 1, 
e, i y it. 


EJEMPLO 8 


Evalue: a) e ,7r b) e ~ l+in/2 


S0LUCI0N 

a) De la ecuacion [6] de Euler 

e' n = cos 77 + i sen 77 = — 1 + 1(0) = — 1 

b) Usando la ecuacion 7 


e l+l ' r/2 = e ‘( cos + i sen j = — [0 + /(!)] = — 


Finalmente, observe que la ecuacion de Euler da un metodo mas facil de demostrar el 
teorema de De Moivre: 


[/•(cos 9 + i sen 0)]" = (re‘ e ) n = r"e" ,e = r "( cos n9 + i sen nO) 
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Ejercicios 


1-14 Evalue la expresion y escriba su respuesta en la forma a + bi. 


1. 

(5 - 6 i) + (3 + 2 i) 

2. 

(4 - \i) ~ ( 

3. 

+ 

Ul 

1 

4. 

(1 - 2t)(8 - 

5. 

12 + li 

6. 

2/(5 - 0 

7. 

1 + 4 i 

8. 

3 + 2 i 

3 + 2 i 

1 - 4 i 

9. 

1 

10. 

3 

1 + i 

4 - 3 i 

11. 

« 3 

12. 

i 100 

13. 

7^25 

14. 



15-17 Encuentre el conjugado complejo y el modulo del numero. 
15. 12 - 5 i 16. -1 + lyfli 

17. —4 i 


33-36 Encuentre la potencia indicada usando el teorema de 
De Moivre. 


33. (1 + if 0 34. (l - V3 if 

35. (2V3 + 2if 36. (1 - if 


37-40 Encuentre las ralces indicadas. Trace las rafces en el piano 
complejo. 

37. Las octavas rafces de 1 38. Las quintas rafces de 32 

39. Las rafces cubicas de i 40. Las rafces cubicas de 1 + i 


41-46 Escriba el numero en la forma a + bi. 


41. 

e‘ v/2 

42. e 2 " 

43. 

e" 13 

44. e " 

45. 

e 1+ ™ 

46. e" 4 ’ 


18. Demuestre las siguientes propiedades de numeros complejos. 

a )z + w = z + w b ) zw = zw 

c) z* = z", donde n es un entero positivo 

[Sugerencia: escriba z = a + bi, w = c + di.\ 

19-24 Encuentra todas las soluciones de las ecuaciones. 

19. 4x 2 + 9 = 0 20. Jt 4 = 1 

21. x 2 + 2x + 5 = 0 22. 2jc 2 - 2x + 1 = 0 

23. z 2 + z + 2 = 0 24. z 2 + \z + \ = 0 

25-28 Escriba el numero en forma polar con argumento entre 0 

y 2 tt. 

25. -3 + 3 i 26. 1 - y/$i 

27. 3 + 4 i 28. 8 i 


29-32 Encuentre formas polares para zw, z/w y 1/z al poner 
primero z y w en forma polar. 

29. z = t/3 + i, w = 1 + \f?>i 

30. z = Ayfh — 4 i, w = Si 

31. z = 2^/3 — 2 i, w = —l + i 

32. z = 4(V3 + i), w = - 3 - 3 i 


47. Use el teorema de De Moivre con n = 3 para expresar cos 36 y 
sen 36 en terminos de cos 6 y sen 6. 

48. Use la formula de Euler para demostrar las siguientes formulas 
para cos x y sen x\ 

e“ + e"“ e" - e~“ 

cos x = sen x = 

2 2 i 

49. Si u{x) = f(x) + ig(x) es una funcion de valor complejo de 
una variable real x, y las partes real e imaginaria/(jr) y g(x) 
son funciones derivables de x, entonces la derivada de u define 
que es u'(x) =/'(x) + ig'(x). Use esto junto con la ecuacion 7 
para demostrar que si F(x) = e rx , entonces F'{x) = re rx cuando 
r = a + bi e s un numero complejo. 

50. a) Si u es una funcion de valor complejo de una variable real, su 

integral indefinida | u(x) dx es una antiderivada de u. Evalue 

| e (1+i)x dx 

b) Considerando las partes real e imaginaria de la integral del 
inciso a), evalue las integrales reales 

e x cos x dx y j" e x sen x dx 

c) Compare con el metodo empleado en el ejemplo 4 de la 
section 7.1. 
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Respuestas a ejercicios de numero impar 


CAPITULO 1 


EJERCICIOS 1.1 ■ PAG IN A 19 

I. Si 

3. a) 3 b) -0.2 c) 0, 3 d) -0.8 
e) [-2, 4], [-1,3] f) [—2, 1] 

5. [-85, 115] 7. No 

9. SI, [-3, 2], [-3, -2) U [-1, 3] 

II. Dieta, ejercicio o enfermedad 



15. a) 500 MW; 730 MW b) 4 a.m.; mediodla 

17. n 



media noche mediodfa 



Mie. Mie. Mie. Mie. Mie. f 



b) 126 millones; 297 millones 

25. 12, 16, 3 a 2 - a + 2, 3 a 1 + a + 2, 3 a 1 + 5a + 4, 

6 a 1 — 2a + 4, 12(3 2 — 2(3 + 2, 3a 4 — i3 2 + 2, 

9a 4 — 6(3 3 + 13a 2 — 4a + 4, 3 a 2 + 6 ah + 3 h 2 — a — h + 2 
27. -3 - h 29. -I /(ax) 

31. (-oo, -3) U (-3, 3) U (3, oo) 33. (-oo, oo) 


35. (-®,0) U (5,®) 37. [0,4] 

39 . (-00,00) 



41. (-00, 00) 




47 . (-00, 00) 



49. (—00, 00) 



51. fix) = \x — y, l=Sx^5 


53. f{x) = 1 - T 1 ! 


55. fix) = 


— x + 3 si0^x*s3 
[2x — 6 si3<x^5 

57. A(L) = 101 - I 2 , 0 < L < 10 

59. A(x) = V3x 2 /4, x > 0 61. S(x) = x 2 + (8/x), x > 0 

63. V(x) = 4x 3 — 64x 2 + 240x, 0 < x < 6 


65. Fix) 


15(40 — x) si 0 =£ x < 40 
0 si 40 =£ x ^ 65 

15(x — 65) si x > 65 



67. a) «(%) + 

15- 

10 


0 


b) $400, $1900 


10000 20000 I (en dolares) 
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69. / es impar, g es par 71. a) ( — 5,3) b) (-5,-3) 

73. Impar 75. Ninguno 77. Par 

79. Par; impar; ninguno (a menos qu ef = 0 o g = 0) 


15. a) T = \N + b) g, cambio en °F chirridos por 
minuto. c) 76°F 

17. a) P = 0.434rf + 15 b) 196 pies 
19. a) Coseno b) Lineal 

21. a) 15 El mode lo lineal 

es apropiado. 


61000 



EJERCICIOS 1.2 ■ PAGINA 33 

1. a) Logaritmo b) Ralz c) Racional 
d) Polinomial, grado 2 e) Exponential f ) Trigonometrico 

3. a) h b) / c) g 
5. a) y = 2* + b, 
donde b es la intersection con y. 



b) y = mx + 1 — 2m, 
donde m es la pendiente. 

c) y = 2x — 3 


7. Sus graficas tienen pendiente — 1. 



9. /(*) = —3x(x + l)(x — 2) 

11 . a) 8 .34, cambia en mg por cada ano 
b) 8.34 mg 



b) |, cambio en °F por cada 1°C 
de cambio; 32, 
temperatura Fahrenheit 
correspondiente a 0°C 


b) y = -0.000105x + 14.521 

c) y = -0.00009979* + 13.951 



d) Alrededor de 11.5 por 100 de poblacion e) alrededor del 6% 
f) No 



El modelo lineal 
es apropiado. 


b) y = 0.0265* — 46.8759 c) 6.27 m; de altura d) No 
25. Cuatro veces mas brillante 
27. a) N = 3. 1046 A 0308 b) 18 


EJERCICIOS 1.3 ■ PAGINA 42 

1. a) y =/(*) + 3 b)y =/(*)- 3 c) y =/(* - 3) 
d) y =f(x + 3) e) y = -/(*) f) y =/(-*) 

g) y = 3/(*) h) y = \f(x) 





7. y = -v/-* 2 - 5* - 4 - 1 
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25. Lit ) =12 + 2 sen 


2-77 

365 


it 



27. a) La parte de la grafica y = fix) a la derecha del 
eje y se refleja respecto al eje y. 
b) c) 


y* 

I, y\ 

y — sen |jc| 


N. / 0 

'v x \ 

0 

X 


29. a) (f+g)(x) = x 3 + 5x 2 - 1, (-oo, oo) 

b) if - g)ix) = x 3 - x 2 + 1, (—0°, oo) 

c) ifg)(x) = 3x 5 + 6x 4 - X 3 - 2x 2 , (- 00 , 00 ) 

d) (f/g)(x) = \ x t~\ ’ {x\x^± 1/V3 } 


31. a) if° g)ix) = Ax 2 + Ax, (-oo, oo) 

b) ig °f){x) = lx 2 - 1, (-oo, oo) 

c) if°f)ix)=x 4 - 2x 2 , (—oo, oo) 

d) ig ° g)ix) = Ax + 3, (-oo, oo) 


33. a) if° g)ix) =1 — 3 cos x, (— o o, oo) 

b) ig °f)(x) = cos(l - 3x), (-oo, oo) 

c) (/«/)(*) = 9x — 2, (-oo, oo) 

d) ig ° g)ix) = cos (cos x), (— 0 °, oo) 

, . 2x 2 + 6x + 5 , . . 

35. a) ifo g)ix) = (x + 2)(x+ir {x\x^ -2, -1} 

. , . , x 2 + X + 1 

b) ig °f)(x) = 2 , {x\x¥= -1, 0} 

ix + l) 2 

. ,, x 4 + 3x 2 +1 . 

c) (/o/)W= x(x 2 + 1) ’ { * 1 * ^ 0} 

d) (g ° g)(x) = 1 1 , {x\x^ - 2 , -f } 

37. (/° t ° h)(x) = 3 sen(x 2 ) — 2 

39. if°g° h)ix ) = Jx 6 + Ax 3 + 1 
41. g(x) = 2x + x 2 ,fix) = x 4 
43. g(x) = y/x, fix) = x/i\ + x) 

45. git) = t 2 ,fit) = sec / tan t 

Al. h)x) = sfx, g(x) = x — 1 ,f(x) = y/x 

49. h(x) = y/x, gix) = sec x, fix) = x 4 

51. a) 4 b) 3 c) 0 d) No existe; /( 6) = 6 no esta en el 

dominiodeg. e) 4 f) — 2 

53. a) r)t) = 60 1 b) (A ° r)(f) = 36007rt 2 ; el area del clrculo 

como una funcion del tiempo. 

55. a) s = y/d 2 + 36 b) c l = 30 / 

c) if° g)it) = y/900t 1 + 36; la distancia entre el faro y la nave es 
una funcion del tiempo. 


57. a) ha b) Vi 


1 





0 

? 0 

' 


Vit) = 120 Hit) 


c) V,. 

240 - 


Vit) = 2A0Hit - 5) 


59. Si, m\rri2 

61. a) fix) = x 2 + 6 b) gix) = x 2 + x — 1 

63. Si 


EJERCICIOS 1.4 ■ PAGINA 50 
1. c) 

3. too 



—300 
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0 



-3500 



15. b) Si; dos son necesarias. 



d) Las graficas de rafces pares son semejantes a y/x, las graficas de 
rafces impares son semejantes a y/x. Cuando n aumenta, la grafica 
de v = yfx se hace mas inclinada cerca de 0 y mas plana para x > 1. 



Si c < — 1.5, la grafica tiene tres crestas: dos puntos mfnimos y uno 
maximo. Estas crestas se hacen mas planas cuando c aumenta hasta 
que enc = — 1.5 desaparecen dos de las crestas y solo hay un punto 
mmimo. La cresta sola se mueve entonces a la derecha y 
se aproxima al origen cuando c aumenta. 

33. La cresta se hace mas grande y se mueve a la derecha. 

35. Si c < 0, el rizo esta a la derecha del origen; si c > 0, el lazo esta 
a la izquierda. Cuanto mas cerca esta c de 0, mas grande es el rizo. 


EJERCICIOS 1.5 ■ PAGINA 57 


1. a) 4 b) ,t _4/3 
3. a) 16 b n b) 648y 7 
5. a) f(x) = a \ a> 0 b) R c) (0, °o) 
d) Vease figuras 4c), 4b) y 4a), respectivamente. 

7. 5 y = 20 x y = 5 x y = e x Todas se aproximan a 0 cuando 

x —> — oo, todas pasan por 
y 2 (0, 1), y todas son crecientes. 

Cuanto mayor es la base, mas 
rapido es la razon de aumento. 

2 



9. v = )iy : „_/iy v =m> v=v Las funciones con base mayor 
y v 3 / ” \io/ 5 y y * ■ ,, 

1 son crecientes; aquellas 

con base menor a 1 son 
decrecientes. Estas ultimas son 
reflexiones con respecto 
al eje y. 

2 






17. a) y = e x - 2 b) y = e x ~ 2 c) y = -e* 
d) y = e~ x e) y = ~e~ x 
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19. a) (-00, -1) u (- 1 , 1) U (1, oo) b) (-00, 00) 
21. fix) = 3 • 2 X 27. En x « 35.8 
29. a) 3200 b) 100 • 2' /3 c) 10,159 
d) 60000 t ~ 26.9 h 



31. P = 2614.086(1.01693)'; 5381 millones; 8466 millones 
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1. a) Vease la definition 1. 

b) Debe pasar la prueba de la recta horizontal. 

3. No 5. No 7. Si 9. No 11. SI 13. No 

15. a) 6 b) 3 17. 0 

19. F = | C + 32; la temperature Fahrenheit como funcion de 
la temperature Celsius; [ — 273.15, °°) 

21 . y = |(x — l) 2 — §, x 3= 1 

23. y = + In A') 25. y = e x — 3 

27. / _I (x) = { jx ~ 1 29. 



31. a) / '(a) = y/l — x 2 , 0 =S x =S 1;/ 1 y /son la misma 
funcion. b) Un cuarto de circunferencia en el primer cuadrante. 


33. a) Esta definida como la inversa de la funcion exponential con 
base a , es decir, log„x = y <=> a y = x. 
b) (0, oo) c ) M d) Vease la figure 1 1 . 


35. a) 3 b) -3 


41. In 


yfx 

X + 1 


37. a) 3 b) -2 39. In 1215 



Todas las graficas tienden 
oo cuando x —* 0 + , 
todas pasan por (1,0), 
y todas son crecientes. 
Cuanto mayor es la base, 
mas lenta es la razon de 
crecimiento. 


49. a) (0, oo); (—oo, oo) b) e 2 



51. a) \{fl - In 6) b) l(e 2 + 10) 

53. a) 5 + log 2 3 o 5 + (In 3)/ln 2 b) |(l + V + 4e) 


55. a) 0 < x < 1 b) x > In 5 

57. a) (In 3, °o) b) f-\x) = ln(e* + 3); U 


La grafica pasa la prueba 
de la recta horizontal. 


f-\ x) = — g \/4 (\/ D - 27x 2 + 20 - y/D + 27a 2 - 20 + l/l), 
donde D = 3yf3y/21x‘ i — 40a 2 + 16; dos de las expresiones son 
complejas. 



-l 


61. a ) / -1 (n) = (3/ln 2) ln(n/100); el tiempo transcurrido cuando 
hay n bacterias b) Despues de unas 26.9 horas. 

63. a) tt/ 3 b) ir 65. a) tt/ 4 b) tt/4 
67. a) 10 b) tt/3 

71. 

73. 



La segunda grafica 
es la reflexion de la primera 
grafica, respecto a la 
recta y = x. 


75. a) [-5,0] b) [—rr/2, tt/2] 

77. a) g~ l (x) = f~\x) - c b) /i _ 1 (a) = (1/c)/ _1 (a) 


REPAS0 DEL CAPITUL0 1 ■ PAGINA 72 

Examen rapido Verdadero-Falso 

1. Falso 3. Falso 5. Verdadero 7. Falso 
9. Verdadero 11. Falso 13. Falso 


45. Alrededorde 1984588 millones 




Ejercicios 


1. a) 2.7 b) 2.3, 5.6 c) [-6, 6] d) [-4, 4] 
e) [—4, 4] f) No; no pasa la prueba de la recta horizontal 
g) Impar; su grafica es simetrica respecto al origen. 

3. 2a + h - 2 5. (-oo, |) u (f, *»), (-«, 0) U (0, oo) 

7. (-6, oo), 03 
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9. a) Traslade la grafica 8 unidades hacia arriba. 

b) Traslade la grafica 8 unidades a la izquierda. 

c) Estire la grafica verticalmente en un factor de 2, luego 
trasladela 1 unidad hacia arriba. 

d) Traslade la grafica 2 unidades a la derecha y 2 unidades 
hacia abajo. 

e) Refleje la grafica alrededor del eje x. 

f ) Refleje la grafica alrededor de la recta y = x (suponiendo 
que/es uno a uno). 



17. a) Ninguna b) Impar c) Par d) Ninguna 
19. a) (f° g)(x) = ln(x 2 - 9), (-°°, -3) U (3, °o) 

b) (g°f)(x) = (In x) 1 - 9,(0, oo) 

c) ( f°f)(x. ) = In In x, (1, oo) 

d) (g ° g)(x) = (x 2 - 9) 2 - 9, (-oo, oo) 

21. y = 0.2493x — 423.4818; alrededor de 77.6 anos 
23. 1 25. a) 9 b) 2 c) 1/^3 d) | 


27. a) 


1000 



~ 4.4 anos 


, ( 1000 - P\ 

b) ? = —In 1 

V 9 P ) 
alcance un numero P. 

c) In 81 ~ 4.4 anos 


; el tiempo requerido para la poblacion 
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1. a = Ayjh 2 — 16 /h, donde a es la longitud de la altura y 
h es la longitud de la hipotenusa 







11. 5 13. * E [-1, 1 - V3) U (l + V3, 3] 

15. 40 mi/h 19. f„(x) = x 2 " + ‘ 

CAPITUL0 2 


EJERCICIOS 2.1 - PAGINA 86 

1. a) -44.4, -38.8, -27.8, -22.2, -16.6 
b) -33.3 c) -33| 

3. a)i) 2 ii) 1.111111 iii) 1.010101 iv) 1.001001 

v) 0.666667 vi) 0.909091 vii) 0.990099 

viii) 0.999001 b) 1 c) y = * - 3 

5. a) i) —32 pies/s ii) —25.6 pies/s iii) —24.8 pies/s 

iv) —24.16 pies/s b) —24 pies/s 

7. a) i) 4.65 m/s ii) 5.6 m/s iii) 7.55 m/s 

iv) 7 m/s b) 6.3 m/s 

9. a) 0, 1.7321, -1.0847, -2.7433,4.3301, -2.8173,0, -2.1651, 
-2.6061, -5, 3.4202; no c) -31.4 

EJERCICIOS 2.2 ■ PAGINA 96 

1 . SI 

3. a) h'm _,_>_5 f(x) = °° significa que los valores de /(*) se 
pueden hacer arbitrariamente grandes (tanto como se desee) al tomar 
* suficientemente cerca de — 3 (pero no igual a —3). 
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b) lfm.,— >4 +f{x) = —oo significa que los valores de f(x) se 
pueden hacer negativos arbitrariamente grandes al tomar x 
suficientemente cerca de 4 hasta valores mayores a 4. 

5. a) 2 b) 1 c) 4 d) No existe e) 3 

7. a) —1 b) —2 c) No existe d) 2 e) 0 

f) No existe g) 1 h) 3 

9. a) -oo b) co c ) oo d) —oo e) °o 

f) x = —1, x = —3, x = 0, x = 6 

11 . 11m f(x) existe para toda a excepto para a = — 1. 

x—*a 

13. a) 1 b) 0 c) No existe. 




9. I 21. 5 23. 4 25. | 27. a) -1.5 

29. -oo 31. oo 33 . -oo 35 . — oo 37 . 00 

39 . —00; 00 

41. a) 2.71828 b) 6 



43. a) 0.998000,0.638259,0.358484,0.158680,0.038851, 
0.008928, 0.001465; 0 

b) 0.000572, -0.000614, -0.000907, -0.000978, -0.000993, 
- 0 . 001000 ; - 0.001 

45. No importa las veces que haga acercamientos hacia el origen, 
parece que la grafica esta formada por rectas casi verticales. Esto 
indica oscilaciones cada vez mas frecuentes cuando x — » 0. 

47. x ~ ±0.90, ±2.24; x = ±serr 1 ('7r/4 ), ±(tt — sen _1 (Tr/4)) 


EJERCICIOS 2.3 ■ PAG IN A 106 
1. a) -6 b) -8 c) 2 
e) No existe f ) 0 


3. 105 5. 1 

7. 390 

13. No existe 

15. f 

21. 1 23. 

25. 1 

31. 3x 2 33. a), b) | 

45. No existe 


47. a) yi 

i< 


0 

X 


d) -6 

9. \ 11. 4 

17. -10 19. | 2 

27. ^ 29. 4 

37. 7 41. 6 43. -4 

b) i) 1 

ii) -1 

iii) No existe 

iv) 1 


49. a) i) 5 ii) — 5 b) No existe 



51. a) i) —2 ii) No existe iii) —3 

b) i) n — 1 ii) n c) a no es un entero 

57.8 63. 15; — 1 

EJERCICIOS 2.4 ■ PAGINA 116 

I. 0.1 (o cualquier numero positivo mas pequeno) 

3. 1 .44 (o cualquier numero positivo mas pequeno) 

5. 0.0906 (o cualquier numero positivo mas pequeno) 

7. 0.01 1 (o cualquier numero positivo mas pequeno) 

9. a) 0. 031 b) 0.010 

II. a) VIOOO/tt cm b) Aproximadamente 0.0445 

c) Radio, area Vl000/ir; 1000; 5; =0.0445 
13. a) 0.025 b) 0.0025 

35. a) 0.093 b ) 8 = (B 2/i - 12)/(6B 1/3 ) - 1, donde 

B = 216 + 108e + 12V336 + 324s + 81e 2 
41. MenosdeO.l. 


EJERCICIOS 2.5 ■ PAGINA 127 

1. lim 4 > 4 /(V) =/( 4) 

3. a) /(— 4) no esta definida y 11m f(x) [para a = — 2, 2, y 4] 
no existe 

b) —4, ninguno; —2, izquierda; 2, derecha; 4, derecha 




11. 4 17. /( — 2) esta indefinida. 
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19. lfm fix) no existe. 


21 . lira f{x) #/(0) 

x ->0 



23. Define/(2) = 3. 25. (-oo, oo) 

27. (-oo, 0) U {0, oo) 29. [-1, 0] 
31. (-oo, -1] U (0, oo) 

33. x = 0 3 



35. I 37. 1 

41. 0, izquierda 43. 0, derecha; 1, izquierda 



0 ( 2 . 0 ) 



45. j 47. a) g(x) = x 3 + x 2 + x + 1 b ) g(x) = x 2 + x 

55. b) (0.86, 0.87) 57. b) 70.347 63. Ninguna 

65. Si 


39. a), b) 41. y = 2;x = 2 

43. y = 2; x = -2, x = 1 45. x = 5 47. y = 3 


49. f(x) = 


2 - 


x 2 (x - 


53. — — 00 


x 

^ 3 ) 



51. a) f b) 5 


55. —00, 00 



57. a) 0 b) Un infinite de veces 


l 



59. a) 0 

63. a) v* 


b) ±oo 61. 5 

b) 1.2 ~ 0.47 s 



EJERCICIOS 2.6 ■ PAGINA 140 


1. a) Cuando x es muy grande, f(x) tiende a 5. 
b) Cuando x es muy negativa, f(x) tiende a 3. 
3. a) -2 b) 2 c) oo d) -oo 
e) x = 1, x = 3, y = —2, y = 2 





23. 3 25. g 27. \(a - b) 29. oo 

31. -oo 33. tt/2 35. -) 37. 0 


65. iV 5= 15 67. IV -6, N =S -22 

69. a) x > 100 


EJERCICIOS 2.7 ■ PAGINA 150 

fix) ~ f if) 


1. a) 


x — 3 


b) 11m 


fix) — f 0) 
x — 3 


3. a) 2 b) y = 2x + 1 


c) 6 



5. y = — 8x + 12 7. y = \x + \ 

9. a) 8 a — 6 a 2 b) y = 2x + 3, y = — 8x + 19 



3 
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11. a) derecha: 0 < f < I y 4 < / < 6: izquierda: 2 < f < 3; 
de pie; 1 <r<2y3</<4 

b) v* (m/s) 


1 


0 1 


H ► 

t 

(segundos) 


49. La razon a la que esta cambiando la temperature a las 
8:00 a.m.; 3.75 °F/h 

51. a) la razon a la que la solubilidad del oxlgeno cambia con 
respecto a la temperature del agua; (mg/L)/°C 
b) S'(16) ~ —0.25; a medida que la temperature aumenta 
pasado 16°C, la solubilidad del oxigeno esta disminuyendo a 
razon de 0.25(mg/L)/°C. 

53. No existe 


13. —24 pies/s 

15. —2/a 3 m/s; —2 m/s; — \ m/s; — §j m/s 
17. g’(0), 0, g\ 4), g'( 2), g\- 2) 

19. /( 2) = 3;/'(2) = 4 



23. y = 3x - 1 

25. a) — f; y = ~\x + f b) 



27. 6 a - 4 


29. 


5 

(a + 3) 2 


31. 


1 

V 7 ! - 2a 


33. f(x) = x 10 , a = 1 o f(x) = (1 + x) 10 , a = 0 
35. f (x) = 2 X , a = 5 

37. f(x) = cos x, a = iro/(x) = cos(t t + x), a = 0 
39. 1 m/s; 1 m/s 



mayor en magnitud 


43. a) i) 23 millones/ano ii) 20.5 millones/ano 
iii) 16 millones/ano 

b) 18.25 millones/ano c) 17 millones/ano 
45. a) i) $20.25/unidad ii) $20.05/unidad b) $20/unidad 
47. a) La tasa a la que esta cambiando el costo por onza de oro 
producido; dolares por onza 

b) cuando se producen 800 onzas de oro, el costo de produccion es 
de $17/oz 

c) disminucion a corto plazo; aumentar a largo plazo 


EJERCICIOS 2.8 ■ PAGINA 162 

1. a) -0.2 b) 0 c) 1 d) 2 
e) 1 f) 0 g) -0.2 



3. a) II b) IV c) I d) III 




13. a) La razon instantanea de cambio de porcentaje de 
capacidad total respecto al tiempo transcurrido en horas. 

La razon de cambio de porcentaje 
de plena capacidad esta 
disminuyendo y acercandose a 0. 




1963 a 1971 
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fix) = e* 


19. a) 0, 1, 2, 4 b) -1, -2, -4 c) f\x ) = 2x 

21. f'{x) = i R, R 23. /'(/) = 5 - 18/, R, R 
25. /'(x) = 2x - 6x 2 , R, R 

27. g ' {x} = 2y/9 ( “°°’ 9] ’ (_ °°’ 9) 

29. G '« = (3 (- 00 - - 3 ) u (“3’ “)• -3) U (-3, =o) 

31. f’(x) = 4x 3 , IR, R 33. a) f'(x) = 4x 3 + 2 

35. a) La razon a la que esta cambiando la tasa de desempleo, 

en porcentaje de desempleados por ano 


t 

U\t) 

t 

U\i) 

1999 

-0.2 

2004 

-0.45 

2000 

0.25 

2005 

-0.45 

2001 

0.9 

2006 

-0.25 

2002 

0.65 

2007 

0.6 

2003 

-0.15 

2008 

1.2 


37. —4 (esquina); 0 (discontinuidad) 
39. — 1 (tangente vertical); 4 (esquina) 


Derivable en — 1 ; 

no derivable en 0 
l 


2 



43. a =/, b =/', c =/" 

45. a = aceleracion; b = velocidad; c = posicion 



-1 


49. 3 


f\ 

\ f" V 

V 

\ 

/y~\ . . . 

f'l 

V \ 

\ \ 

\ \ 
\ \ 


\\\ r 

\ 

lJ 7 


-7 


51. a) \a- 2 ' 3 


f\x ) = 4x- 3x 2 , 
f"(x) = 4 - 6x, 
f"'(x ) = -6, 
f\x) = 0 


53. f’{x) 


{ — 1 si x < 6 
1 si x > 6 


° fix) 


x — 6 

|x - 6 | 


1 

f 

0 

6 * 

-1 




b) todax; 

c) f'(x) = 2\x\ 


REPASO DEL CAPITULO 2 ■ PAGINA166 


Examen rapido Verdadero-Falso 

I. Falso 3. Verdadero 5. Falso 7. Verdadero 9. Verdadero 

II. Verdadero 13. Falso 15. Verdadero 17. Verdadero 
19. Falso 21. Falso 23. Verdadero 


Ejercicios 

1. a) i) 3 ii) 0 iii) No existe iv) 2 

v) oo vi) — oo vii) 4 viii) -1 

b)y = 4,y =- 1 c) x = 0, x = 2 d) -3, 0,2,4 

3. 1 5. \ 7. 3 9. 11. , 13. ' 

15 .-oo 17.2 19. tt/2 21. x = 0,y = 0 23.1 

29. a) i) 3 ii) 0 iii) No existe iv) 0 v) 0 vi) 0 
b) En 0 y 3 c) 



31. R 

35. a) -8 b) y = -8x + 17 

37. a) i) 3 m/s ii) 2.75 m/s iii) 2.625 m/s 

iv) 2.525 m/s b) 2.5 m/s 

39. a) 10 b) y = lOx - 16 



-12 


41. a) la tasa a la que el costo cambia respecto a la tasa de 
interes; dolares/(porcentaje por ano) 

b) a medida que aumenta la tasa de interes pasado 10%, el costo 
aumenta a una tasa de $1200/(porcentaje por ano) 

c) Siempre positivo. 
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C) 6 



b) 


47. — 4(discontinuidad), —1 (esquina), 2 (discontinuidad). 

5 (tangente vertical). 

49. la tasa a la que esta cambiando el valor total de la de E.U. moneda 
en circulation en miles de millones de dolares por ano; $22.2 miles 
de millones/ano 

51. 0 


PROBLEMAS ADICIONALES ■ PAGINA170 

1. 3 3.-4 5. a) no existe b) 1 

7 . a = \± \y[5 9. | 11. b) Si c) Si, no 

13. a) 0 b) 1 c) /'(x) = x 1 + 1 

CAPITULO 3 


47. a) v(t) = 3 1 2 — 3, a(t) = 6 1 b) 12 m/s 2 

c) a(l) = 6 m/s 2 
49. a) V = 5.3/P 

b) —0.00212; razon de cambio instantanea del volumen con 
respecto a la presion a 25 °C; m 3 / kPa 
51. (-2, 21), (1, -6) 

55. y = 12x - 15, y = \2x + 17 57 ■ y = \x-\ 

59. (±2, 4) 63. P(x) = x 2 — x + 3 65. y = i|x 3 — \x + 3 


67. No 



y=m 



69. a) No derivable en 3 0 — 3 


/'(■*) 


f 2x si j x | > 3 
2x si j x | < 3 



71. y = 2x 2 — x 73. a = -5, b = 2 75. m = 4, b = -4 

77. 1000 79. 3; 1 


EJERCICIOS 3.1 ■ PAG IN A 181 

1. a) Ver definition del numero e (pag. 180) 
b) 0.99, 1.03; 2.7 < e < 2.8 

3. f'(x) = 0 5. /'(?) = -| 7. f'{x) = 3x 2 - 4 

9. g'(x) = 2x — 6x 2 11 .g'(t) = — 13. A'(i) = 60 /s 6 

15. R'(a) = 18a + 6 17. S'(p) = - 1 

19. y' = 3e* - lx~ 4/3 21. h'{u) = 3Au 2 + 2 Bu + C 

2 3 

23. y' = \\[x 3 — -j= — - — -j=. 25. j'(x) = 2.4x L4 

^ JC JC 

27. H\x) = 3x 2 + 3 - 3x~ 2 - 3jT 4 

29. u' = fr 4/5 + 10r 3/2 

31. z' = -10 A/y" + Be y 33. v = \x + l 

35. Tangente: y = 2x + 2; normal: y = — \x + 2 

37. y = 3x — 1 39. f'(x) = 4x 3 — 6x 2 + 2x 

41. a) c) 4x 3 - 9x 2 - I2x + 7 




-10 -40 

43 .f'(x) = 100x 9 + 25x 4 - 1 ;/"(x) = 900x s + 100x 3 
45. /'(x) = 2- fx- I/4 ,/"(x) = lx- 3 ' 4 


EJERCICIOS 3.2 ■ PAGINA 189 

1. 1 — 2x + 6x 2 — 8x 3 3. f'{x) = e x (x 3 + 3x 2 + 2x + 2) 


5. y = 


1 — x 


7. g'(x) = 


10 


9. H'(u) = 2u - 1 


e ‘ - (3 - 4x) 2 

14 9 

11. F'(y) = 5 + — + — 

y y 

„ , x 2 (3 — x 2 ) „ , 2t(-t A - 4f 2 + 7) 

13. y = — 7TT- 15. y = — — A z -z — 

J (1 - X 2 ) 2 7 (r 4 - 3 1 2 + l) 2 

17. y' = e p (l + + p + pVp) 19- y' = 2v — 1 jypu 


4 + t 


1/2 


21. /'(?) = 7 T , /T 12 23. /'(x) = 

Zi /W = (,= + cf 
27. (x 4 + 4x 3 )e x ; (x 4 + 8x 3 + 12x 2 )e t 


-ACe x 


(2 + VF) 2 

2cx 


(B + Ce x ) 2 


2x 2 + 2x 2 

29 • 

(1 + 2x) 2 ’ (1 + 2x) 3 

33. y = 2x; y = — \x 
35. a) y = \x + 1 


31. y 


2 

3 * “ 


2 

3 



0.5 
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37. a) e x (x 3 + 3x 2 — x — 1) b) 


sy~\ 



r 




-2 


39. 

b) 


4x 

a) f ' {x) = (7Tif ;/ " w = 


4 


f 

■N 


\ 

1 

f 1 

J 1 

1 f 

/ifc ; ; 

1 1 '1 
X/ 

y 1 

\/ 




2 


4(1 - 3x 2 ) 
{x 2 + l) 3 


41. 4 43. a) -16 b) -f c) 20 45. 7 

47. y = -2.v + 18 

49. a) 0 b) -f 

51. a) >■' = JCfif'(jc) + fif(x) 

, g(x) ~ xg'(x) , xg'(x) - g(x) 

b)y — i7wr~ 0)7 ? — 

53. Dos, (-2 ± V3, K 1 + V3)) 55. 1 

57. $1 627 billones/ano 59. c) 3e 3x 

61. f'{x) = (x 2 + 2 x)e\ f"(x) = (x 2 + 4x + 2)e\ 

/'"(. x) = (x 2 + 6x + 6)e\ / (4) (x) = (x 2 + 8x + I2)e x , 

/ (5) (x) = (x 2 + lOx + 20 )e x -f M (x) = [x 2 + 2 nx + n(n - l)]e* 


EJERCICIOS 3.3 ■ PAGINA 197 

1. f'(x) = 6x + 2 sen x 3. /'(x) = cos x — \ csc 2 x 
5. y' = sec 8 (sec 2 6 + tan 2 0) 

7. y' = —c sen t + t(t cos t + 2 sen f) 

, 2 — tan x + x sec 2 x . , , sec 6 tan 6 

9 - y = — 74 — : — 77 — 11 - rm = 


(2 — tan x) 2 
(t 2 + t)cos t + sen t 


(1 + sec 8) 2 


13. y' = , 

(1 + t) 2 

15. f'(x) = e x esc x(— x cotx + x + 1) 

21. y = 2s[3x — IV3T3" + 2 23. y = x — tt — 1 

25. a) y = 2x b) 3 -rr_ 

2 



27. a) sec x tan x — 1 

29. e cos 0 + sen 6\ 2 cos 8—8 sen 8 

31. a) f'(x) = (1 + tanx)/secx b) f'(x) = cos x + senx 

33. (2 n + 1)7T ± j7T, nun entero 

35. a) v(t) = 8 cos t , a(t) = — 8 sen t 

b) 4 -v/ 3, —4, — 4V3; a la izquierda 


37. 5 pies/rad 39. 3 41. 3 43. — | 

45. j 47. -y/2 49. -cosx 51. A = ~^,B = — 


b) sec x tan x = 


53. a) sec 2 x = ■ 

c) cos x — sen x = 

55. 1 


cotx — 1 


EJERCICIOS 3.4 ■ PAGINA 205 
4 




1. 


3. 7TSeC 2 T TX 


5. 


„ /- — — «J. II II J. / 

3^/(1 + 4.v) 2 2s[x 

7. F'(x) = 10x(x 4 + 3x 2 - 2) 4 (2x 2 + 3) 

1 2z 


9. F\x) = 


x/1 - 2x 
13. y' = -3x 2 sen(fl 3 + x 3 ) 


11. /'(*) = 


(z 2 + l ) 2 

15. y' = e~ kx {~kx + 1) 
17. f'(x) = (2x - 3) 3 (x 2 + x + l) 4 (28x 2 - 12x - 7) 

19. h'(t) = | (t + iy 1/3 (2t 2 - 1) 2 (20 1 2 + 18f - 1) 

— 12x(x 2 + l) 2 „ , 3e 3x 


21 . y' = 


23. y' = 


(x 2 - l) 4 7 Vl + 2e 3x 

25. y' = 5 _1/jt (ln 5)/x 2 27. y' = ( r 2 + 1)^ 3/2 

29. F'(t) = e' sm2, (2t cos 2t + sen 2t) 

31. y' = 2 cos(tan 2x) sec 2 (2x) 33. y' = 2 sen ’ r ' r (i7 In 2) cos tzx 


4e 2 


1 - e 2 


35. , a , m i3v/ii ^ 

7 (1 + e 2x ) 2 1 + e 2x 

37. y' = —2 cos 8 cot(sen 8) csc 2 (sen 8) 

39. /'(f) = sec 2 (e')e' + f> tan 'sec 2 f 

41. /'(f) = 4 sen (e se ” 2 ') cos(e sm2 ') e s “ 2 ' sen f cos f 

43. g’(x) = 2r 2 p(\n a) (2ra rx + n) p - 1 a rx 

— 7rcos(tan 7rx) sec 2 (-7rx) senVsenftan ttx) 

45. y = . — 

2Vsen(tan 7rx) 

47. y' = — 2x sen(x 2 ); y" = — 4x 2 cos(x 2 ) — 2 sen(x 2 ) 

49. e"'(fi cos fix + a sen fix): 
e“ r [(a 2 — fi 2 ) sen /3x + 2 ce/3 cos /3x] 

51. y = 20x + 1 53. y = —x + 7r 

55. a) y = \x + 1 b) 3 


f 

(0,1) 

N 

k. 

y 


57. a) f{x) = 


2 - 2x 2 
si 2 — x 2 


59. ((tt/2) + 2mr, 3), ((37t/2) + 2 mr, —1), n un entero 
61. 24 63. a) 30 b) 36 

65. a) \ b) No existe c) —2 

67. —\y[2 

69. a) F\x) = e x f(e x ) b) G'(x) = e /w /'(x) 

71. 120 73. 96 

77. — 2 50 cos 2x 79. v{t) = |t t cos(107rf) cm/s 
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85. dv/dt es la razon de cambio de la velocidad respecto al 
tiempo; dv/ds es la razon de cambio de la velocidad respecto al 
desplazamiento. 

87. a) y = ab‘ donde a = 100.01244 y b « 0.000045146 
b) -670.63 p,A 

89. b) La forma factorizada 93. b) —n cos" 'x sen[(« + l)x] 


EJERCICIOS 3.5 ■ PAGINA 215 

1. a) y’ = 9x/y b) y = ±^/9x 2 — 1, y’ = ±9x/yj9x 2 — 1 

3. a) y' = -y 2 /x 2 b) y = x/(x - 1), y' = -l/(x - l) 2 
, x 2 , 2x + y 

5- / = -— 7. y'=- i 

y 2y — x 

, 3y 2 — 5x 4 — 4x 3 y , 2x + y sen x 

9 - y = 4 , , 2 — ii- y = 


X 4 + 3y 2 - 6xy 

13. y’ = tanx tany 15. y' = 

1 + x 4 y 2 + y 2 + x 4 y 4 - 2xy 


cos x — 2y 
y(y - e x/ ') 


y 2 - xe* h 


17. y’ = 
19. y’ = 
23. x’ = 


x 2 - 2xy - 2x s y 3 
e-' sen x + y cos(.ry) 
e y cos x — x cos(xy) 

— 2x 4 y + x 3 - 6xy 2 


21 . 


16 
' 13 


4x 3 y 2 - 3x 2 y + 2y 3 
27. y = —x + 2 29. y = x + \ 

b) 


25. y = \x 


31. y = —yjX + 


33. a) y = \x — f 



V 

V / 

/ \ y 


35. — 81/y 3 

41. a) 


37. —2x/y 5 



39. 1/e 2 

ocho; x ~ 0.42, 1.58 


b) y = —x + 1, y = \x + 2 c) 1 -+- ji/3 
43. (±^V3> ±i) 45. ( x 0 x/a 2 ) - ( yoy/b 2 ) = 1 

2 tan _I x , 1 


49. y’ = 


1 + x 2 


51. y’ = 


•J—X 1 — . 


53. G'(x) = -1 - 
57. y' = sen _I x 


x arccos x 
•J 1 — x 2 


55. h’(t) = 0 


59. y' 


Va 2 - b 2 
a + b cos x 


x arcsen x 



73. (± v / 3, 0) 75. (—1, — 

79. a) 0 b) 



b) — 4.04L/atm 
I. (1, 1) 77. b) | 


EJERCICIOS 3.6 ■ PAGINA 223 


1. La formula de derivacion es mas simple. 

. cos(lnx) , 1 

3. f{x) = i 5. f(x) = 

X X 


7. fix) = 

11 . g’(x) = 

15. F’(s) = 

19. y' = 

23. y’ = 

25. >•' = 


3x 2 


(x 3 + 1) In 10 
2x 2 — 1 
x(x 2 — 1) 

1 


sen x 

9. fix) = E cos x ln(5x) 


13. G'(y) = 


x 

10 


2y + 1 y 2 + 1 
a 


17. y' = sec 2 (ln(ax + b)) 
s In y ax + b 


21 . y' = - 


1 


+ log 10 x 


1 + x In 10 

23. y' = x + 2x ln(2x); y" = 3 + 2 ln(2x) 

1 y" = 

( 1 +x 2 ) 3 / 2 
77 \ _ 2x ~ 1 _ (■* - 1) bi(x - 1) 

1 W (x - 1)[1 - ln(x - l)] 2 ’ 

(1, 1 + e) U (1 + e, 00 ) 

29. f'(x) = 2(A ~ ^ ; (-oo, 0) U (2, 00 ) 31. 1 

x(x — 2) 

33. y = 3x — 9 35. cosx + 1/x 37. 7 


39. y' = (x 2 + 2) 2 (x 4 + 4) 


41. y' = 


x — 1 


4x 16x 3 
x 2 + 2 x 4 + 4 
1 2x 3 


x 4 + 1 \ 2x - 2 x 4 + 1 


43. y' = x x {\ + In x) 
45. y' = x 


. sen x 

smr| + cos x In x 


47. y' = (cos x) J (— x tan x + In cos x) 

. , , , , sec 2 x In tan x \ 

49. y' = (tan x) 


x tan x 


51. y' = 


2x 


x 2 + y 2 - 2y 


I 

53. f"\x) = 


(-lr^n - 1)! 

(x - 1)" 


A76 APENDICE I RESPUESTAS A EJERCICIOS DE NUMERO IMPAR 


EJERCICIOS 3.7 ■ PAGINA 233 


1. a) 3 1 1 — 24/ + 36 b) — 9 pies/s 
d) 0 =S / < 2, / > 6 e) 96 pies 

f ) t = 8, g) 

j = 32 


t 

S 



t = 0, 
s = 0 - 

h 

0 


3 : 


= 2 , 

= 32 


20 


c) / = 2, 6 
6/ — 24; —6 pies/s 2 


h) 


40 



i) acelerar cuando 
2</<4o/>6; 
desacelerar cuando 
0«/<2o4</<6 


3. a) — — sen^— j— ^ b) —^77-^2 pies/s c) / = 0, 4, 8 

d) 4 < / < 8 e) 4 pies 

f ) t = 10 , 

t = s, s = 1 

. t = 0, s = 1 

0 S 

g) — ^tt 2 cos(7t// 4); pies/s 2 

h) 1 



t= 4, 


-iC 


27. a) 16 millones/ano; 78.5 millones/ano 

b) P(t) = at 3 + bt 2 + ct + d, donde a = 0.00129371, 
b = -7.061422, c = 12,822.979, d = -7,743,770 

c) P'(t) = 3 at 1 + 2 bt + c 

d) 14.48 millones/ano; 75.29 millones/ano (pequeno) 

e) 81.62 millones/ano 

29. a) 0.926 cm/s; 0.694 cm/s; 0 

b) 0; —92.6 (cm/s)/cm; —185.2 (cm/s)/cm 

c) en el centra; en la orilla. 

31. a) C'(x) = 12 - 0.2jc + 0.0015x 2 

b) $32/yarda; el costo de producir la yarda 

c) S32.20 

33. a) [a p\x) — p(x)]/x 2 ; la productividad promedio crece 
cuando se agregan nuevos trabajadores. 

35. -0.2436 K/min 
37. a) 0 y 0 b) C = 0 

c) (0, 0), (500, 50); es posible para que las especies coexistan. 

EJERCICIOS 3.8 ■ PAGINA 242 

I. Cerca de 235 

3. a) 100(4.2)' b) =7409 c) =10632 bacteria/h 

d) (In 100) /(In 4.2) = 3.2 h 

5. a) 1 508 millones, 1 87 1 millones b) 2 161 millones 

c) 3972 millones; guerras en la primera mitad del siglo, 
crecimiento de la esperanza de vida en la segunda mitad. 

7. a) C/T 0 0005 ' b) -2 000 In 0.9 = 211 s 

9. a) 100 X 2-' /30 mg b) = 9.92 mg c) =199.3 years 

II. =2 500 anos 13. a) =137°F b) =116 min 
15. a) 13.3°C b) =67.74 min 

17. a) =64.5 kPa b) =39.9 kPa 
19. a) i) $3 828.84 ii) $3 840.25 iii) $3 850.08 
iv) $3 851.61 v) $3 852.01 vi) $3 852.08 
b) dA/dt = 0.05A, A(0) = 3000 


i) acelerar cuando 0</<2, 4</<6, 8</<10; 

desacelerar cuando 2</<4, 6</<8 

5. a) acelerar cuando 0</<lo2</<3; 

desacelerar cuando 1 < / < 2 

b) acelerar cuando 1</<2 o3</<4; 

desacelerar cuando 0 < t < lo2</<3 

7. a) 4.9 m/s; —14.7 m/s b) Despues de 2.5 s c) 32^ m 

d) =5.08 s e) =-25.3 m/s 

9. a) 7.56 m/s b) 6.24 m/s; —6.24 m/s 

11 . a) 30 mm 2 / mm; la razon a la que esta creciendo el area con 

respecto a la longitud del lado cuando x alcanza 15 mm 

b) A A = 2x A.v 

13. a) i) 57/ ii) 4.577 iii) 4.177 
b) 477 c) AA = 2777 A r 

15. a) 877 pies 2 /pies b) 1677pies 2 /pies c) 2477pies 2 /pies 
La razon crece cuando el radio crece. 

17. a) 6 kg/m b) 12 kg/m c) 18 kg/m 
en el extremo derecho; en el extremo izquierdo 
19. a) 4.75 A b) 5 A; / = \ s 
23. a) dV/dP = —C/P 2 b) al principio 
25. 400(3') In 3; =6 850 bacteria/ h 


EJERCICIOS 3.! ■ ’AGIN A 248 

I. dV/dt = 3 x 2 dx/dt 3. 48 cm 2 /s 

5. 3/(2577) m/min 7. a) 1 b) 25 9. -18 

II. a) La altitud del avion es 1 milla y su velocidad es 500 mi/h. 

b) La razon de crecimiento de la distancia con respecto a la 
estacion, cuando el avion esta a 2 millas de la estacion. 

c) * d) y 2 = x 2 + 1 

e) 250-/3 mi/h 

13. a) La altura del poste (15 pies), la altura del hombre (6 pies), y 
la rapidez del hombre (5 pies/s) 

b) La razon a la cual la parte alta de la sombra del hombre se esta 
moviendo cuando esta a 40 pies del poste 



x y 



15. 65 mi/h 17. 837/^8674 = 8.99 pies/s 
19. — 1.6 cm/min 21. ^ = 55.4 km/h 
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23. (10,000 + 800,000tt/9) » 2.89 X 10 5 cm 3 /min 

25. y cm/min 27. 6/(5tt) ~ 0.38 pies/min 29. 0.3 m 2 /s 

31. 5 m 33. 80 cm 3 /min 35. gjg « 0.132 12/ s 

37. 0.396 m/min 39. a) 360 pies/s b) 0.096 rad/s 

41. y-n-km/min 43. 1650/i/3l ~ 296 km/h 

45. jVT 5 « 6.78 m/s 


EJERCICIOS 3.10 ■ PAGINA 255 
1. L(x) = -lOx - 6 3. L(x) = jx + 1 

5. i/i — x ~ 1 — 2 *; 

V(k9 « 0.95, 

Va99 = 0.995 

-3 



3 


-1 


23. a) 1 b) -1 c) °° d) -oo e ) 0 f) 1 

g) oo h) —oo i) 0 

31. f'(x) = xcoshx 33. h'(x ) = tanhx 

35. y' = 3e cash3x senh 3x 37. /'(/) = -2c' sech 2 (e') tanh(e') 

—2 senh x , 1 

39. G'(x) = — —7 41. y’ = — . / 

(1 + cosh x ) 2yjx(x — 1) 

43. y' = senh _1 (x/3) 45. y' = — esc x 

51. a) 0.3572 b) 70.34° 

53. a) 164.50 m b) 120 m; 164.13 m 
55. b) y = 2 senh 3x — 4 cosh 3x 
57. (in (1 + 1/2), y/l) 

REPAS0 DEL CAPITUL0 3 ■ PAGINA 264 

Examen rapido Verdadero-Falso 

I. Verdadero 3. Verdadero 5. Falso 7. Falso 9. Verdadero 

II. Verdadero 13. Verdadero 15. Verdadero 


7. —0.383 < x < 0.516 9. -0.368 < x < 0.677 

11 . a) dy = 2x(x cos 2x + sen 2x) dx b) dy = y-j- — 7 


dt 


13. a) dy = 




dt b) dy = 


— 4v 


2sft (1 + v 2 )- 

15. a) dy = ^ e x ' m dx b) 0.01 

17 - a) ^TT^ 


- dv 


- dx b) -0.05 



21. \y = -0.1 ,dy = -0.125 



23. 15.968 25. 10.003 27. 1 - tt/90 « 0.965 

33. a) 270 cm 3 , 0.01, 1% b) 36 cm 2 , 0.006, 0.6% 

35. a) 84/ir « 27 cm 2 ; ^ « 0.012 = 1.2% 
b) 1764/ tt 2 « 179 cm 3 ; 5 ‘ 6 « 0.018 = 1.8% 

37. a) 2-77 rh A r b) ir(A r) 2 h 

43. a) 4.8, 5.2 b) Demasiado grande 

EJERCICI0S3.il ■ PAGINA 262 

1. a) 0 b) 1 3. a) \ b) \{e 2 - e~ 2 ) = 3.62686 

5. a) 1 b) 0 

21 . sech x = 5, senh x = y csch x = j, tanh x =\, coth x = f 


Ejercicios 

1. 4x 7 (x + l) 3 (3x + 2) 

5. x{ttx cos ttx + 2 sen irx ) 


3 ' ^ X 2y[x ^ 


8 r 


1 + lnx 


11 . 


cosVx — vx sen vx 


13. 


17 


(r 4 + l) 2 x In x 

e 1/r (l + 2x ) 2xy — cosy 


2yfx 


15. 


1 


1 — x sen y — x 2 
1 - t 2 


2Varctanx(l + x 2 ) 
21. 3' ta, (ln 3)(1 + In x) 
^ 2x — y cos(xy) 
x cos(xy) + 1 

29. cot x — sen x cos x 


19. 


27. 


(1 + t 2 ) 2 
23. -(x - 1)~ : 
2 

(1 + 2x) In 5 
4x 


1 + t 2 


31. 


1 + 16x 2 

33. 5 sec 5x 35. — 6xcsc 2 (3x 2 + 5) 

3x 2 


+ tan ‘(4x) 


37. cos(tan VT + x 3 )(sec 2 vTT^) 


2vTT“ 


39. 2 cos 9 tan(sen 9) sec 2 (sen 9) 
(x - 2) 4 (3x 2 - 55x - 52) 


41 


2 sjx + 1 (x + 3) 8 


43. 2x 2 cosh(x 2 ) + senh(x 2 ) 


45. 3 tanh 3x 

49. 


47. 


cosh x 


-^senlFx — 1 
-3 sen(e vsrs )e visr34 sec 2 (3x) 


51. 


_4 

"27 


2Vtan 3x 

53. — 5x 4 /y 11 57. y = 2y[3x + 1 - ir^/3/3 

59. y = 2x + 1 61. y = — x + 2; y = x + 2 

10 — 3x 7 . 

63. a) /r - b) y = 4 X + 4, y = — x + 8 


2V5” 3 " 


c) 


(1.2) 

X >0 4 . 4 ) 

/ /m 
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65. (ir/4, a/2), (5^/4, -V2) 69. a) 2 b) 44 

71. 2 * 3 (x) + x 2 g'(x) 73. 2 g(x)g’(x) 


75. g'(e x )e x 77. g'{x)/g{x) 


f'{x)[g(x)] 2 + [/(-y )] 2 

[/(■*) + 3W] 2 


81 . /'(g(sen 4x))g'(sen 4x)(cos 4x)(4) 

83 . (- 3 , 0 ) 85 . y=~lx 2 + YX 

87 . v(t) = —Ae x '[c cos (cot + 8 ) + co sen(<uf + 8 )], 

a(t) = Ae -, "[(c 2 — co 1 ) cos(cot + S) + 2 cco sen(cot + §)] 

89. a) v(t) = 3 1 2 - 12; a(t) = 6 1 b) t > 2; 0 =S t < 2 
c) 23 d) 20 e) t > 2; 0 < t < 2 



V 

15 


91. 4 kg/m 

93. a) 200(3.24)' b) «22,040 

c) —25,910 bacteria/h d) (In 50)/(ln 3.24) « 3.33 h 

95. a) Coe -1 ' b) — 100 h 97. 5 cm 2 /min 

99. 13 pies/s 101. 400 pies/h 

103. a) L(x) = 1 + x; ^1 + 3 jc » 1 + jc; « 1.01 

b) -0.235 < x < 0.401 

105. 12 + 16.7 cm 2 107. ^ 109- i 111. U 2 


PROBLEMAS ADICIONALES ■ PAGINA 269 

1. (±V3/2,i) 5 . 3V2" 11. (0, |) 

13. a) 477^/3/1/11 rad/s b) 40(cos 6 + -/S + cos 2 ^) cm 

c) —48077 sen 6 (l + cos 0/yJ 8 + cos 2 0) cm/s 

17. Xr e ( 3 , 00), y T e (2, 00), x N e (o, f), y N e (-f, o) 

19. b) i) 53° (o 127°) ii) 63° (o 117°) 

21. R se aproxima al punto medio del radio AO. 

23. -sen a 25. 2^/e 29. (1, -2), (-1, 0) 

31. i/29/58 33. 2 + g§77 « 11.204 cm 3 /min 


CAPITUL0 4 


EJERCICIOS 4.1 ■ PAGINA 280 

Abreviaciones: abs, absoluto; loc, local; max, maximo; min, 
mmimo 

1. abs min: el valor mas pequeno de la funcion sobre el dominio 
de la funcion; loc mm en c: el valor mas pequeno de la funcion 
cuando x esta cerca de c. 

3. Abs max en s, abs mm en r, loc max en c, loc mm en b y r, no 
hay max o nun en ay d. 

5. abs max/(4) = 5, loc max/(4) = 5 y/( 6 ) = 4. 
loc mm/(2) = 2 y/(l) =/( 5) = 3 







19. abs mm/(0) = 0 

21 . abs max/( 7 r/ 2 ) = 1 ; abs mrn/(— 7 t/2 ) = —1 
23. abs max/(2) = In 2 25. abs max/(0) = 1 

27. abs max/(3) = 2 29. 5 31. -2, 3 33. 0 

35.0,2 37. 0, l 39. 0, ®, 4 41. rnr (n un entero) 

43. 0, l 45. 10 47. /( 2) = 16,/(5) = 7 

49. /(- 1) = 8,/(2) = -19 51. /(— 2) = 33,/(2) = -31 

53. /( 0.2) = 5.2, /(l) = 2 55. /(V 2) = 2,/(-l) = -^3 

57./(t7/6) = IV3,/(t7/2) = 0 
59. /(2) = 2/i/e, /(—l) = —\/y[e 
61- /(I ) — In 3, /(— j) — In 4 
/_a\ _ a a b b 
63 ‘ ^\a + b) ~ (a + b) a+b 
65. a) 2.19, 1.81 b) + 2, -gVI + 2 

67. a) 0.32, 0.00 b) 0 69. «3.9665°C 

71. mas barato, t — 0.855 (junio de 1994); 
mas caro, t ~ 4.618 (marzo de 1998) 

73. a) r = |r 0 b) v = ^ krl 
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EJERCICIOS 4,2 ■ PAGINA 288 

1. 2 3. \ 5. / No derivable sobre (— 1, 1) 

7. 0.3, 3, 6.3 9. 1 11. 3/ In 4 13. 1 

15. /no es continua en 3 23. 16 25. No 31. No 


EJERCICIOS 4.3 ■ PAGINA 297 

Abreviaciones: creciente; dec, decreciente; CD, concava hacia 
abajo; CU, concava hacia arriba; HA, asmtota horizontal; VA, 
asintota vertical; IP. punto(s) de inflexion. 

I. a) (1, 3), (4, 6) b) (0, 1), (3, 4) c) (0, 2) 
d) (2, 4), (4, 6) e) (2, 3) 

3. a) I/D prueba b) prueba de concavidad 
c) encontrar puntos en los que la concavidad cambia. 

5. a) Inc sobre (1, 5); dec sobre (0, 1) y (5, 6) 
b) Loc max en x = 5, loc min en x = 1 

7. a) 3, 5 b) 2, 4, 6 c) 1, 7 

9. a) Inc sobre (— <», —3), (2, °°); dec sobre (—3, 2) 

b) Loc max/(— 3) = 81; min/(2) = —44 

c) CU sobre (— |, °°); CD sobre ( — », — i); IP (— y) 

II. a) Inc sobre ( — 1, 0), (1, °°); dec sobre (— °°, —1), (0, 1) 

b) Loc max /( 0) = 3; loc min /(± 1) = 2 

c) CU sobre (-<*>, — V3/3), (^3/3, °°); 

CD sobre (-V3/3, V^/3); IP (+V3/3, f) 

13. a) Inc sobre (0, 7 t/4), (5tt/4, 27t); dec sobre (7 t/4, 57t/4) 

b) Loc max/(ir/4) = -J2 ; loc mm/(5ir/4) = — Jl 

c) CU sobre (3ir/4, 7 tt/ 4); CD sobre (0, 3 tt/4), (7tt/4, 277); 

IP (377/4, 0), (7tt/4, 0) 

15. a) Inc sobre ( — | In 2, °°); dec sobre (— °°, —5 In 2) 

b) Loc mfn/(— 3 In 2) = 2~ 2/3 + 2 1/3 c) CU sobre (-00, 00) 

17. a) Inc sobre (1, °°); dec sobre (0, 1) b) Loc mm/(l) = 0 

c) CU sobre (0, 00); No IP 

19. Loc max/(l) = 2; loc mm/(0) = 1 
21. Loc mi'n/( l ' 6 ) = 

23. a) / tiene un maximo local en 2. 
b) / tiene una tangente horizontal en 6 





31. a) Inc sobre (0, 2), (4, 6), (8, 00); 
dec on (2, 4), (6, 8) 

b) Loc max en x = 2, 6; 
loc min en x = 4, 8 

c) CU sobre (3, 6), (6, °°); 

CD sobre (0, 3) 

d) 3 

e) Ver grafica a la derecha 



33. a) Inc sobre (—00, —2), (2, “); dec sobre ( — 2, 2) 

b) Loc max/( — 2) = 18; loc mIn/(2) = — 14 

c) CU sobre (0. »), CD sobre (-00, 0); IP (0. 2) 



35. a) Inc sobre (—00, —1), (0, 1); 
dec sobre (— 1, 0), (1, °°) 

b) Loc max/(— 1) = 3,/(l) = 3; 
loc mm/(0) = 2 

c) CU sobre (-1/V3, 1/^3); 

CD sobre (-00, - 1/^3), (1/^3, 00); 
IP (±1/V3,f) 

d) Ver grafica a la derecha 



37. a) Inc sobre (—00, —2), (0, °°); 
dec sobre (—2, 0) 

b) Loc max h{— 2) = 7; 
loc min h (0) = — 1 

c) CU sobre (— 1, °°); 

CD sobre (-00, -1); IP (-1, 3) 

d) Ver grafica a la derecha 



39. a) Inc sobre (—00, 4); dec sobre (4, 6) 

b) Loc max/(4) = 4 3/2 

c) CD sobre (—00, 6); No IP 

d) Ver grafica a la derecha. 
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41. a) Inc sobre (—1, °°); 
dec sobre (— °°, — 1) 

b) Loc min C(— 1) = —3 

c) CU sobre (— °°, 0), (2, “); 
CD sobre (0, 2); 

IP (0, 0), (2, 6-5/2) 

d) Ver grafica a la derecha. 



43. a) Inc sobre ( 7 r, 2 tt); 
dec sobre (0, 77 ) 

b) Loc mm/(7r) = — 1 

c) CU sobre (7 t/3, 5tt/3); 

CD sobre (0, tt/3), (5-7t/3, 27t); 
IP (tt/ 3, I), (57r/3, |) 

d) Ver grafica a la derecha. 



45. a) VA x = 0; HA y = 1 

b) Inc sobre (0, 2); 

dec sobre (—00, 0), (2, °°) 

c) Loc max/(2) = § 

d) CU sobre (3, “); 

CD sobre (-00, 0), (0, 3); IP (3, y) 

e) Ver grafica a la derecha 



47. a) HA y = 0 

b) Dec sobre (— 00 ,“) 

c) Ninguna 

d) CU sobre (— 00, 00) 

e) Ver grafica a la derecha. 



49. a) HA v = 0 

b) Inc sobre (—00, 0), dec sobre 

(0, °°) 

c) Loc max/(0) = 1 

d) CU sobre (-00, -lTI), 

( 1 /V 2 , =0); 

CD sobre (-1/72, l/x/2 ); 

IP (±1/72, <T 1/2 ) 

e) Ver grafica a la derecha. 



-1 0 1 * 


51. a) VA x = 0, x = e 

b) Dec sobre (0, e ) 

c) Ninguna 

d) CU sobre (0, 1); CD sobre (1, e); 
IP (1,0) 

e) Ver grafica a la derecha. 



53. (3,oo) 

55. a) Loc y abs max /( 1) = 77 no hay min 

b) 1(3 - 717 ) 

57. b) CU sobre (0.94, 2.57), (3.71, 5.35); 

CD sobre (0, 0.94), (2.57, 3.71), (5.35, 2 77 ); 

IP (0.94, 0.44), (2.57, -0.63), (3.71, -0.63), (5.35, 0.44) 
59. CU sobre (-00, -0.6), (0.0, °°); CD sobre (-0.6, 0.0) 


61 . a) La razon de crecimiento es inicialmente muy pequena, 
crece al maximo en t ~ 8 h, despues decrece hacia 0. 
b) Cuando t = 8 c) CU sobre (0, 8); CD sobre (8, 18) 
d) (8, 350) 

63. K( 3) - K( 2); CD 

65. 28.57 min, cuando la razon de crecimiento del medicamento 
en el torrente sanguineo es mayor; 85.71 min cuando la razon de 
decrecimiento es mayor. 

67. f ( x ) = l(2x 3 + 3x 2 - 12x + 7) 

69. a) a = 0, b = — 1 b) y = —x en (0, 0) 

EJERCICIOS 4.4 ■ PAGINA 307 

1. a) Indeterminada b) 0 c) 0 
d) co, — 00, o no existe e) Indeterminada 


3. a) 

—00 

b) Indeterminada 

c) 

00 





5. ! 

7. 2 

9. 

1 

3 

11. - 

■00 

13. 

2 

15. 

1 

4 


17. 0 

19. 

—00 

21. 

| 23. 

3 

25. 

1 

2 

27. 

1 


29. 1 

31. 

1/ In 3 


33. 0 

35. 

-I/- 

7T 2 

37. 

1 

2 a 

{a 

39. 2 ' 4 

41. 

7 T 

43. 

3 45. 

0 

47. 

— 2/77- 


49. 

1 

2 

51. \ 

53. 

00 ! 

55. 

1 57. 

e - 2 

59. 

1 /e 




61. 1 

63. 

e 4 

65. 

1 / 7 e 

67. 

e 2 

69. 5 


73. 

1 


75. / tiene un valor absolute para c > 0. Cuando c crece, los puntos 
mlnimos se alejan del origen. 

81. fa 83. \ 85. 56 89. a) 0 


EJERCICIOS 4.5 ■ PAGINA 317 

Abreviaciones: int, interseccion; SA, aslntota oblicua 


1. A. R B. y-i 
C. Ninguna D. 

E. Inc sobre ( — °°, 
dec sobre (2, 6) 

F. Loc max/(2) = 
loc mfn/(6) = 0 

G. CU sobre (4, a 
IP (4, 16) 

H. Ver grafica a h 


it 0; jc-int 0, 6 
Ninguna 
2 ), ( 6 , 00); 

= 32; 

>); CD sobre (—no, 4 ); 
l derecha 



3. A. R B. y-int 0; x-int 0, 74 
C. Ninguna D. Ninguna 

E. Inc sobre (1, 00 ); dec sobre (—00, 1) 

F. Loc rmn/(l) = — 3 

G. CU sobre (— 00, 00) 

H. Ver grafica a la derecha. 



5. A. R B. y-int 0; jc-int 0, 4 
C. Ninguna D. Ninguna 

E. Inc sobre (1, 00 ); dec sobre (— 

F. Loc mm/(l) = —21 

G. CU sobre (-00, 2), (4, *»); 

CD sobre (2, 4); 

IP (2, -16), (4,0) 

H. Ver grafica a la derecha. 
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7. A. R B. y-int 0; x-int 0 
C. Alrededor (0, 0) D. Ninguna 

E. Inc sobre ( — oo, co) 

F. Ninguno 

G. CU sobre (-2, 0), (2, oo); 

CD sobre (-oo, -2), (0, 2); 

IP (-2, -f ), (0, 0), (2, f) 

H. Ver grafica a la derecha. 



9. A. {x|xt^ 1} B. y-int 0; x-int 0 
C. Ninguna D. VA x = 1, HA y = 1 

E. Dec sobre (— oo, 1), (1, oo) 

F. Ninguno 

G. CU sobre (1, oo); CD sobre (-oo, 1 ) 

H. Ver grafica a la derecha. 



11. A. (-oo, 1 ) U (1, 2) U (2, oo) 
B. y-int 0; x-int 0 C. Ninguna 

D. HAy = — 1 ; VA x = 2 

E. Inc sobre ( — oo, 1 ), ( 1 , 2), (2, oo) 

F. Ninguno 

G. CU sobre (-oo, 1 ), ( 1 , 2); 

CD sobre (2, oo) 

H. Ver grafica a la derecha. 



13. A. {x\x # ±3} B. y-int —5 

C. Sobre el eje y D. VA x = ±3, HA y = 0 

E. Inc sobre (— 00 , — 3 ), (— 3 , 0); 
dec sobre (0, 3), (3, 00 ) 

F. Loc max /( 0) = — 5 

G. CU sobre (- 00 , - 3 ), (3, 00 ); 

CD sobre (-3, 3) 

H. Ver grafica a la derecha. 



15. A. 0? B. y-int 0; x-int 0 
C. Cerca de (0, 0) D. HA y = 0 

E. Inc sobre (—3, 3); 

dec sobre (— 00 , —3), (3, 00 ) 

F. Loc min /( — 3) = — g; 
loc max/(3) = g; 

G. CU sobre (-3-v/3, 0), (3^3, 00 ); 
CD sobre (— 00 , — 3-/3), (o, 3 -s/3 )l 
IP(0, 0),(±3>/3, ± 1 / 3 / 12 ) 

H. Ver grafica a la derecha. 



17. A. (— 00 , 0) U (0,oo) B. x-int 1 
C. Ninguna D. HA y = 0; VA x = 

E. Inc sobre (0, 2); 

dec sobre (— 00 , 0 ), ( 2 , 00 ) 

F. Loc max /( 2) = \ 

G. CU sobre (3, 00 ); 

CD sobre (- 00 , 0), (0, 3); IP (3, §) 

H. Ver grafica a la derecha. 



19. A. R B. y-int 0; x-int 0 
C. Sobre el eje y D. HA y = 1 

E. Inc sobre (0, 00 ); dec sobre (— 00 , 0) 

F. Loc mIn/(0) = 0 

G. CU sobre (-1, 1); 

CD sobre (- 00 , - 1 ), (1, 00 ); ip (± 1 , |) 

H. Ver grafica a la derecha. 


y\ y = l 




25. A. R B. y-int 0; x-int 0 

C. Cerca del origen 

D. HAy = ±1 

E. Inc sobre (— 00 , 00 ) F. Ninguno 

G. CU sobre (- 00 , 0); 

CD sobre (0, °°); IP (0, 0) 

H. Ver grafica a la derecha. 



27. A. {x 1 1 x | =S l,x 7 ^ 0} = [-1, 0) U (0, 1] 
B. x-int ±1 C. Cerca de (0, 0) 

D. VA x = 0 

E. Dec sobre (—1, 0), (0, 1) 

F. Ninguno 

G. CUsobre (-1, 

(0, V2/3); 

CD sobre (-^2/3, 0), (V2/3, l); 

IP (±i/2/3, ± 1/-/2) 

H. Ver grafica a la derecha. 



29. A. R B. y-int 0; x-int 0, ±3 -/3 C. Cerca del origen 
D. Ninguna E. Inc sobre (— °°, —1), (1, °°); dec sobre (—1, 1) 

F. Loc max/(— 1) = 2; 

loc min /(l) = —2 1 

G. CU sobre (0, 00 ); CD sobre (- 00 , 0); s' 1<°. °) 

& 3 . 0 ) 

H. Ver grafica a la derecha. d. ~ 2 ) 


(3V3, 0) 


31. A. R B. v-int — 1 ; x-int ± 1 
C. Cerca del eje y D. Ninguna 

E. Inc sobre (0, 00 ); dec sobre (— 00 , 0) 

F. Loc mIn/(0) = — 1 

G. CU sobre ; 

CD sobre ; 

IP 

H. Ver grafica a la derecha. 
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33. A. R B. y-int 0; x-int mr {n un entero) 

C. Cerca de (0, 0), periodo 2tt D. Ninguna 
E-G Respuesta para 0 =£ x =S -it: 

E. Inc sobre (0, tt/ 2); dec sobre {ir/2, 7 r) F. Loc max 

fW 2 ) = 1 

G. Sea a = sen ~ x ^[2j3', CU sobre (0, a), (t r — a, tt); 
CD sobre {a, tt — a); IP at x = 0, tt, a, tt — a 




35. A. (—17/2,77/2) B. y-int 0; x-int 0 C. Sobre el eje y 

D. VA x = ±77/2 

E. Inc sobre (0, 77/ 2); 
dec sobre {—tt/2, 0) 

F. Loc mm/(0) = 0 

G. CU sobre {—tt/2, tt/2) 

H. Ver grafica a la derecha. 

37. A. (0, 3i7) C. Ninguna D. Ninguna 

E. Inc sobre (77/3, 577/3), (777/3, 3i7); 
dec sobre (0, ir/3), (5 tt/3, 7tt/3) 

F. Loc mm/(7r/3) = (77/6) — \y/ 3 ,f{Jir/ 3 ) = (Jtt/ 6 ) — \J 3 \ 
loc max/(577/3) = (577/6) + 

G. CU sobre (0, 77), (277, 377); 

CD sobre (77, 2i7); 

IP (77, Tt/2), (277, 77) 

H. Ver grafica a la derecha. 



39. A. Todos reales excepto (2 n + 1)77 (n un entero) 

B. y-int 0; x-int 2 mr 

C. sobre el origen, periodo277 

D. VA x = (2/t + 1)77 

E. Inc sobre ((2/7 — 1)77, (2 n + 1)77) F. Ninguno 

G. CU sobre (2/777, (2/7 + 1)77); CD sobre ((2/7 — 1)77, 2mr); 
IP (2/7 77, 0) 



41. A. R B. y-int 77/4 

C. Ninguna 

D. HA y = 0, y = tt/2 

E. Inc sobre (—00, 00) F. Ninguno 

G. CU sobre (-■», 0); CD sobre 

( 0 , 00); 

IP (0, ir/4) 

H. Ver grafica a la derecha. 



43. A. R B. y-int. f C. Ninguna 

D. HA y = 0, y = 1 

E. Inc sobre R F. Ninguno 

G. CU sobre (-00, 0); CD sobre (0, °o); 
IP (0, 5) H. Ver grafica a la derecha. 



45. A. (0, “) B. Ninguno 
C. Ninguna D. VA x = 0 

E. Inc sobre (1, °°); dec sobre (0, 1) 

F. Loc mln/(l) = 1 

G. CU sobre (0, ®) 

H. Ver grafica a la derecha. 



47. A. R B. y-int 4 C. Ninguna 

D. HA y = 0, y = 1 

E. Dec sobre R F. Ninguno 

G. CU sobre ; CD sobre (-00, In /); 

IP (in \, 5) 

H. Ver grafica a la derecha. 



49. A. Toda x en (2/717, (2/7 + 1)77) (// un entero) 

B. x-int tt/2 + 2/777 C. Periodo 2tt D. VAx = mr 

E. Inc sobre (2/777, tt/2 + 2/777); dec sobre 
(77/2 + 2/777, (2/7 + l)l7) 

F. Loc max /( tt/2 + 2/777) = 0 G. CD sobre (2/777, (2/7 + 



51. A. (-00, 0) U (0, 00) 

B. Ninguno C. Ninguna D. VA x = 0 

E. Inc sobre (— », —1), (0, 00); 
dec sobre (—1, 0) 

F. Loc max/(— 1) = — e 

G. CU sobre (0, «>); CD sobre (-00, 0) 

H. Ver grafica a la derecha. 


7 ' 


(0 0 ) 


(-1, -e) 



53. A. R B. y-int 2 
C. Ninguna D. Ninguna 

E. Inc sobre (5 In \, 00); dec sobre ( — 00, 5 In 5) 

F. Loc nun/(s In 3) = (|) 3/S + (j)~ 2/5 

G. CU sobre (—00, 00) 

H. Ver grafica a la derecha. 
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57. a) Cuando t = (In a)/k b) Cuando t = (In a)/k 




61. y = x — 1 63. y = 2x — 2 


65. A. (-oo, 1) U (1, oo) 

B. y-int 0; x-int 0 C. Ninguna 

D. VA x = 1; SA y = x + 1 

E. Inc sobre ( — oo, 0), (2, oo); 
dec sobre (0, 1), (1, 2) 

F. Loc max/(0) = 0; 
loc mm/(2) = 4 

G. CU sobre (1, oo); CD sobre (— oo. 

H. Ver grafica a la derecha. 

67. A. (-oo, 0) U (0, oo) 

B. x-int —1[A C. Ninguna 

D. VA x = 0; SA y = x 

E. Inc sobre ( — oo, 0), (2, oo); 
dec sobre (0, 2) 

F. Loc mIn/(2) = 3 

G. CU sobre (-oo, 0), (0, oo) 

H. Ver grafica a la derecha. 

69. A. U B. y-int 2 

C. Ninguna 

D. SAy = 1 + \x 

E. Inc sobre (In 2, oo); 
dec sobre (— oo, In 2) 

F. Loc min /(In 2) = \ + \ In 2 

G. CU sobre (— oo, oo) 

H. Ver grafica a la derecha. 






75. VA x = 0, asmtota para y = x 3 



EJERCICIOS 4.6 ■ PAGINA 324 

1. Inc sobre (0.92, 2.5), (2.58, oo); dec sobre, (2.5, 2.58); 

loc max/(2.5) = 4; loc min /(0.92) = -5.12, /(2.58) « 3.998; 

CU sobre (-oo, 1.46), (2.54, oo); 

CD sobre (1.46, 2.54); IP (1.46, -1.40), (2.54, 3.999) 




3. Inc sobre (-15, 4.40), (18.93, oo); 

dec sobre (-oo, -15), (4.40, 18.93); 

loc max/(4.40) « 53800; loc mm/(-15) = -9700000, 

/(18.93) « -12700000; CU sobre (-oo, -11.34), (0, 2.92), 

(15.08, oo); CD sobre (-11.34, 0), (2.92, 15.08); 

IP (0, 0), = (-11.34, -6250000), (2.92, 31800), 

(15.08, -8150000) 


10000000 




-30000 


5. Inc sobre (— oo, —1.47), (—1.47, 0.66); dec sobre (0.66, oo); 
loc max/(0.66) » 0.38; CU sobre (-oo, -1.47), (-0.49, 0), 
(1.10, oo); CD sobre (-1.47, -0.49), (0, 1.10); 

IP (-0.49, -0.44), (1.10, 0.31) 



3 
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7. Inc sobre (—1.40, —0.44), (0.44, 1.40); dec sobre (—7 r, —1.40), 
(-0.44, 0), (0, 0.44), (1.40, tt); loc max/(-0.44) » -4.68, 
/(1.40) = 6.09; loc mm/(-1.40) « -6.09, /(0.44) « 5.22; 

CU sobre (-tt, -0.77), (0, 0.77); CD sobre (-0.77, 0), (0.77, tt); 
IP (-0.77, -5.22), (0.77, 5.22) 



-8 


9. Inc sobre ( — 8 — \[6l, —8 + V6l); dec sobre ( — oo, —8 — \/6T), 
(-8 + sfbi, 0), (0, oo); CU sobre (-12 - 7138, -12 + 7138 ), 

(0, oo); CD sobre (-oo, -12 - /f38)> (-12 + 7^38, 0) 


1 75 





U* L) J 
\ / 

V 



V 

- 0.25 


b) llm jr -, 0 +/(x) = 0 

c) Loc mm/(l/70 = — l/(2e); CD sobre (0, e -3 ^ 2 ); 
CU sobre (e“ 3/2 , oo) 

13. Loc max /(- 5.6) = 0.018, /( 0.82) « -281.5, 

/( 5.2) « 0.0145; loc mm/(3) = 0 



15. f'{x) = - 


a (a + 1) 2 (a 3 + 18a 2 - 44a- - 16) 


f"{x) = 2 


(a - 2) 3 (a - 4) 5 
(a + 1)(a 6 + 36a 5 + 6a 4 - 628a 3 + 684a 2 + 672a + 64) 


(a - 2) 4 (a - 4) 6 

CU sobre (-35.3, -5.0), (-1, -0.5), (-0.1, 2), (2, 4), (4, oo) ; 
CD sobre (-oo, -35.3), (-5.0, -1), (-0.5, -0.1); 

IP (-35.3, -0.015), (-5.0, -0.005), (-1, 0), (-0.5, 0.00001), 
(-0.1,0.0000066) 


17. Inc sobre (-9.41, -1.29), (0, 1.05); dec sobre (-oo, -9.41), 
(-1.29, 0), (1.05, oo); loc max /(— 1.29) = 7.49, /(l. 05) = 2.35; loc 
mm/(— 9.41) « -0.056, /(0) = 0.5; CU sobre (-13.81, -1.55), 
(-1.03, 0.60), (1.48, oo); CD sobre (-oo, -13.81), (-1.55, -1.03), 
(0.60, 1.48); IP (-13.81, -0.05), (-1.55, 5.64), (-1.03, 5.39), 
(0.60, 1.52), (1.48, 1.93) 




19. Inc sobre (-4.91, -4.51), (0, 1.77), (4.91, 8.06), (10.79, 14.34), 
(17.08, 20); 

dec sobre (-4.51, -4.10), (1.77, 4.10), (8.06, 10.79), (14.34, 17.08); 
loc max /(— 4.51) = 0.62, /(1.77) « 2.58, ,/(14.34) « 4.39; 
loc mln/(10.79) « 2.43,/(17.08) « 3.49; 

CU sobre (9.60, 12.25), (15.81, 18.65); 

CD sobre (-4.91, -4.10), (0, 4.10), (4.91, 9.60), (12.25, 15.81), 
(18.65,20); 

IP en (9.60, 2.95), (12.25, 3.27), (15.81, 3.91), (18.65, 4.20) 


5 



21. Inc sobre (— °o, 0), (0, °°); 

CU sobre (-oo, -0.42), (0, 0.42); 
CD sobre (-0.42, 0), (0.42, oo); 
IP ( +0.42, ±0.83) 



23. 





-l 


b) llm,-,o+ x 1/x = 0, llm. t -»» x 1/jt = 1 

c) Loc max /(e) = e d) IP en a « 0.58, 4.37 
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27. Max /(0.59) « 1, /(0.68) « 1,/(1.96) « 1; 

min /(0.64) « 0.99996, /(l. 46) « 0.49, /(2.73) « -0.51; 

IP (0.61, 0.99998), (0.66, 0.99998), (1.17, 0.72), 

(1.75, 0.77), (2.28, 0.34) 


1.2 



1 1.2 


—2 TT 

0.73 

0.9997 -1.2 

29. Para c 3 s 0, existe un mlnimo absoluto en el origen. No hay 
otros maximos o mmimos. Las c mas negativas estan mas alejados 
de los dos IP movidos desde el origen. c = 0 es un valor de 
transition. 




10 



31. Para c < 0, no hay ningun punto extremo y una IP. que 
disminuye a lo largo del eje x. Para c > 0, no hay ninguna IP 
y un punto mlnimo. 



33. Para c > 0, los valores maximos y mmimos siempre son ± 
pero los puntos extremos e IP se acercan al eje y conforme c 
aumenta. c = 0 es un valor de transition: cuando c se sustituye 
por — c, la curva se refleja en el eje x. 



35. Para | c \ < 1, la grafica tiene valores loc max y min; para 
| c | 3 s 1 que no es. La funcion aumenta para c 2= 1 y disminuye 
para c =S — 1 . Cuando c cambia, el IP se mueve verticalmente pero 
no horizontalmente. 


10 c= 3 c=l 




Para c > 0, lfm.,^„/(x) = 0 y lim x ^-«,f(x) = — ». 

Para c < 0, Um x - >ai f(x) = °° y lim X ~,- X f(x) = 0. 

Cuando | c \ crece, los puntos max y min y los IP se acercan al 
origen. 

39. a) Positiva b) c = 4 



EJERCICIOS 4.7 ■ PAGINA 331 

I. a) 11, 12 b) 11.5, 11.5 3. 10, 10 

7. 25 m por 25 m 9. IV = 1 

II. a) 1 1 1 1 

50 

250 


5. 


9 

4 


12500 pies 2 


12 500 pies 2 12Q 


9000 pies 2 


b) 


0.6 
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c) A = xy d) 5x + 2 y = 750 e) A(x ) = 315x — \x 2 
f) 14062.5 pies 2 

13. 1000 pies por 1500 pies 15. 4000 cm 3 17. $191.28 
19. (-|,|) 21. (— j, ±|V2 ) 23. Cuadrado, lado yflr 

25. L/2, V3L/4 s 27. Base altura 3r/2 
29. 4T7r 3 /(3i/3) 31. ttt 2 (1 + 75) 33. 24 cm, 36 cm 

35. a) Utilice todo alambre para el cuadrado 

b) 40-73/(9 + 4 V3) m para el cuadrado 
37. Altura = radio = I/V/tt cm 

39. V = 27r7? 3 /(9 1 / 3 ) 43. E 2 /{4r) 

45. a) |i 2 csc 0 (esc 6 — 73 cot 0) b) cos _1 (l/73) — 55° 

c) 6.v[/; + 7(272)] 

47. directamente a B 49. = 4.85 km al este de la refinerfa 
51. 10-73/(l + 73) pies de la fuente mayor 
53. (a 2/3 + b 2 ' 3 ) 3 ' 2 55. 276 

57. b) i) $342,491; $342/unidades; $390/unidad ii) 400 
iii) $320/unidad 

59. a) p(x) = 19 — 3^0 x b) $9.50 

61. a) p(x) = 550 - 7 x b) $175 c) $100 

65. 9.35 m 69. x = 6 pulg 71. it/ 6 

73. A una distancia 5 — 2-75 de A 75. \{L + W) 2 

77. a) Cerca de 5.1 km de B b) C esta cerca de B\ 

C esta cerca de a W/L = 725 + x 2 /x donde x = \ BC \ 
c) —1.07; no hay tal valor d) 7^1/4 =1.6 

EJERCICIOS 4.1 ■ /.GINA 342 
1. a) x 2 — 2.3, x 3 ~ 3 b) No 

3. I 5 ,a,b,c 7.1.1785 9. -1.25 11.1.82056420 

13. 1.217562 15. -1.964636 

17. -3.637958,-1.862365,0.889470 

19. 1.412391, 3.057104 21. 0, ±0.902025 

23. -1.93822883, -1.21997997, 1.13929375,2.98984102 

25. 0.76682579 27. 0.219 1 6368, 1.084224 62 

29. b) 31.622777 

35. a) -1.293227,-0.441731,0.507854 b) -2.0212 
37. (1.520092,2.306964) 39. (0.410245,0.347810) 

41. 0.76286% 

EJERCICIOS 4.9 PAGINA 348 

1. F(x ) = \x 2 — 3x + C 3. F(x ) = \x + \x 3 — fx 4 + C 
5. F(x ) = \x 3 + \x 2 — x + C 7. F(x ) = 5x 7/s + 40x 1/5 + C 

9. F(x) = \j2x + C 11. F{x) = 2.1c 3/2 - |x 4/3 + C 

r (^x — 2 lnlxl + Ci si x < 0 
13. F(x) = ] , ' . . 

(_5^ — 2 m|.r| + C2 six > 0 

15. G(t) = 2 t l/2 + It 3/2 + 7 5/2 + C 

17. H{6) = —2 cos 6 — tan 0 + C„ sobre ( nir — tt/ 2, nir + tt/2), 
n un entero 

19. F(x) = 5e x - 3 senhx + C 
21. F(x) = \x 2 — ln|x| — 1/x 2 + C 

23. F(x ) = x 5 — \x f> + 4 25. f(x) = x 5 — x 4 + x 3 + Cx + D 

27. i,x s/3 + Cx + D 29. f(t) = —sen t + Ct 1 + Dt + E 
31. f(x) = x + 2x 3/2 + 5 33. f(t) = 4 arctan t — tt 

35. 2 sen t + tan t + 4 — 2-73 


37. \x 2 ^ — \ si x > 0; \x 2/3 — § si x < 0 


— x 2 

+ 2x 3 - x 4 

+ 12x + 4 41. - 

sen 6 — cos 6 + 56 + 4 

f(x) 

= 2x 2 + x 3 

+ 2x 4 

+ 2x + 3 

45. x 2 — cos x — \ ttx 

-In 

x + (In 2)x 

— In 2 

49 . 10 

51. b 

y - 





1 

— F 




0 

l\ 



X 



59. s(t) = 1 — cos t — sen t 

61. s(t) = It 3 + \t 2 - 2t + 3 

63. s(t ) = — 10 sen t — 3 cos t + (6/7 r)t + 3 

65. a) s(t ) = 450 - 4.9/ 2 b) 7450/4.9 = 9.58 s 

c) —9.87450/4.9 = —93.9 m/s d) Acerca de 9.09 s 

69. 225 pies 71. $742.08 73. f = 11.8 s 

75. =5.87 pies/s 2 77. 62500 km/h 2 = 4.82 m/s 2 

79. a) 22.9125 mi b) 21.675 mi c) 30 min 33 s 

d) 55.425 mi 

REPAS0 DEL CAPITUL0 4 ■ PAGINA 351 

Examen rapido Verdadero-Falso 

I. Falsa 3. Falsa 5. Verdadero 7. Falsa 9. Verdadero 

II. Verdadero 13. Falsa 15. Verdadero 17. Verdadero 
19. Verdadero 

Ejercicios 

1. Abs max/(4) = 5, abs y loc mm/(3) = 1 

3. Abs max/(2) = abs y loc mm/(— ]) = — 5 

5. Abs y loc max/(-n-/6) = ir/6 + 73", 

abs mm/(— 2) = —it — 2, loc mm/(5Tr/6) = 5tt/6 — 73" 
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19. A. R B. y-int 2 

C. Ninguna D. Ninguna 

E. Dec sobre (— °°, °°) F. Ninguno 

G. CU sobre (- 00 , 0); 

CD sobre (0, °°); IP (0, 2) 

H. Ver grafica a la derecha. 

21. A. R B. y-int 0; x-int 0, 1 
C. Ninguna D. Ninguna 

E. Inc sobre Q, 00 ), dec sobre ( — °°, )) 

F. Locmi'n f{\) = - £ 6 

G. CU sobre (- 00 , 1), (1, 00 ); 

CD sobre (|, l); IP (3, -^), (1, 0) 

H. Ver grafica a la derecha 



23. A. {x | x ¥= 0, 3} 

B. Ninguna C. Ninguna 

D. HA y = 0; VA x = 0, x = 3 

E. Inc sobre (1, 3); dec sobre (-», 0), 

(0, 1), (3, 00 ) 

F. Loc min /( 1) = j 

G. CU sobre (0, 3), (3, 00 ); CD sobre (- 00 , 0) 

H. Ver grafica a la derecha 



25. A. {x | x # —8} 

B. v-int 0, x-int 0 C. Ninguna 

D. VA x = — 8; SA y = x — 8 

E. Inc sobre (— 00 , —16), (0, 00 ); 
dec sobre (—16, —8), (—8, 0) 

F. Loc max /(- 16) = —32; 
loc mln/(0) = 0 

G. CU sobre ( — 8, »); CD sobre ( — oo, —8) 

H. Ver grafica a la derecha. 



27. A. [- 2 , 00) } 

B. y-int 0 ; x-int — 2 , 0 

C. Ninguna D. Ninguna 

E. Inc sobre (—3, oo), dec sobre (— 2 , —3) 

F. Loc mi'n/( — 3) = — 5-3/6 c ^ 

G. CU sobre (— 2 , 00) 

H. Ver grafica a la derecha. 


29. A. [—7 r, 7r] B. y-int 0; x-int — 17 , 0, tt 
C. Ninguna D. Ninguna 

E. Inc sobre ( — ir/4, 37 t/ 4); dec sobre ( — 77, — tt/4), (3tt/4, 7t) 

F. Loc max/(3Tr/4) = \ y / 2 e ilrli , loc mm/( — tt/4) = —\ y [ 2 e h '" l ‘' 

G. CU sobre (— 7 t/2, tt/ 2); CD sobre (— 7 r, — 7 t/2), ( 77 / 2 , 77 ); 

IP (-rr/2, — e~’ l/2 ), ( 77 / 2 , e ”' /2 ) 



31. A. {xj | jc | & l} 

B. Ninguna C. Acerca de (0, 

D. HA y = 0 

E. Dec sobre (— 00 , — 1 ), ( 1 , 00 ) 

F. Ninguno 

G. CU sobre (1, 00 ); CD sobre (- 

H. Ver grafica a la derecha. 

33. A. R 

B. y-int —2; x-int 2 

C. Ninguna D. HA y = 0 

E. Inc sobre (— 00 , 3 ); dec sobre 1 

F. Loc max/(3) = 

G. CU sobre (4, 00 ); CD sobre 
(- 00 , 4); 

IP (4, 2e~ 4 ) 

H. Ver grafica a la derecha. 




35. Inc sobre (— -3/3, 0), (0, -/I); 
dec sobre ( — 00 , — ^3), (\/3, °°); 
loc max /(V 3) = 5 - 3 / 3 , 
loc min/(- V3) = — §\/3; 

CU sobre (— a/6, 0), ( 1 / 6 , °°); 

CD sobre (- 00 , —J6), (o, y[6)\ 

IP(V6,^V6),(-V6, -J5V6) 


1.5 



37. Inc sobre ( — 0.23, 0), (1.62, °°); dec sobre ( — 00 , —0.23), 

(0, 1.62); 

loc max /(0) = 2; loc nu'n/(-0.23) « 1.96, /(1.62) » -19.2; CU 
sobre (— 00 , —0.12), (1.24, °°); 

CD sobre (-0.12, 1.24); IP (-0.12, 1.98), (1.24, -12.1) 



41. -2.96, -0.18, 3.01; -1.57, 1.57; -2.16, -0.75, 0.46, 2.21 
43. Para C > — 1,/es periodica con periodo 2tt y tiene maximos 
locales en 2 mr + 77 / 2 , n un numero entero. C =£ — 1,/no tiene 
ningun grafico. Para — 1 < C =£ 1 tiene aslntotas verticales. C > 1, 
/es continua sobre R. Cuando C aumenta,/se mueve hacia arriba 
y sus oscilaciones son menos pronunciadas. 

49. a) 0 b) CU sobre R 53. 3V3r 2 
55. 4/V3 cm de D 57. L = C 59. $11.50 
61. 1.2973 8 3 63. 1.167 1 8557 
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65. f(x) = sen x — sen l x + C 

67. f(x) = \x 5/1 + lx 5 ' 3 + C 

69. /(/) = t 2 + 3 cos t + 2 

71. f(x) = \x 2 — x 3 + Ax 4 + 2x + 1 

73. s(t) = t 2 — tan -1 / + 1 

75. b) O.le* - cosx + 0.9 
c) 5 



77. No 

79. b) Acerca de 8.5 pulg por 2 pulg c) 20/V3 pulg, 

20V2/3 pulg 

83. a) 20 1/2 ~ 28 pies 

b) — = — 48 °-f^ donde k es la constante 

dt [(/? - 4 ) 2 + 1600] 5/2 

de proporcionalidad. 

PROBLEMAS ADICIONALES ■ PAGINA 356 

3. Abs max/(— 5) = e 45 , no abs mm 7. 24 
9. (-2, 4), (2, -4) 13. (m/2, m 2 /4) 15. a ^ e 1/e 

19. a) T l = D/c v T 2 = (2 h sec ff)/ci + (D — 2 h tan d)/c 2 , 
r 3 = jAh 2 + D 2 / C \ 

c) Ci ~ 3.85 km/s, c 2 ~ 7.66 km/s, h ~ 0.42 km 
23. 3/(4/2 - l) « 1 1] h 


CAPITUL0 5 

EJERCICIOS 5.1 ■ PAGINA 369 

1. a) L 4 = 33, R 4 = 41 



3. a) 0.7908, subestimado 












m 

= COS X 















3 

TT TT 

2 



b) 1.1835, sobreesdmado 



8 4 8 2 


5. a) 8, 6.875 






/ 



L 



1 

\ 



/ 







0 


X 



d ) M 6 

7. n = 2: superior = 3 tt ~ 9.42, inferior = 2tt ~ 6.28 



n = 4: superior = (lO + t/Y)(tt/4) ~ 8.96, 
inferior = (8 + -Jl )(tt/4) « 7.39 



n = 8: superior ~ 8.65, inferior ~ 7.86 



9. 0.2533, 0.2170, 0.2101, 0.2050; 0.2 
11. a) Izquierda: 0.8100,0.7937,0.7904; 
derecha: 0.7600, 0.7770, 0.7804 
13. 34.7 pies, 44.8 pies 15. 63.2 L, 70 L 


0 


17. 155 pies 
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19. lfm 2 


2(1+2 i/n) 2 " , , s tt 

z, , 2 - . 21. lfm 2 Vsen(T 7 ;/«) ■ — 

(1 + 2i/n) +1 n *-»“,•_! « 

23. La region bajo la grafica de y = tan rdeOa ir/4 
25. a) L„ < A < R n 

,, N „ 64 ^ , 5 n\n + 1) 2 (2 « 2 + 2 n - 1) , 32 

27. a) lim — 2 * b) — c) y 

n ,=1 1 L 

29. sen b, 1 


EJERCICIOS 5.2 ■ PAG IN A 382 
1 . -6 

La suma de Riemann 
representa la suma de las areas 
de los dos rectangulos arriba del 
eje de las x menos la suma de 
las areas de los tres rectangulos 
bajo el eje de las x; esto es, el 
area neta de los rectangulos con 
respecto al eje x. 

3. 2.322986 
La suma de Riemann 
representa la suma de las areas de 
los tres rectangulos por encima 
del eje de las x menos el area de 
los rectangulos bajo el eje x. 




5. a) 6 b) 4 c) 2 

7. Inferior, L 5 = —64; superior, R 5 = 16 

9. 6.1820 11. 0.9071 13. 0.9029, 0.9018 

15. 


77 

R„ 

5 

1.933766 

10 

1.983524 

50 

1.999342 

100 

1.999836 


Los valores de R„ parecen 
aproximarse a 2 


17. J, 6 xln(l + x 2 ) dx 19. J 2 (5x 3 — 4 x) dx 


21. -9 


23. 


29. lfm 2 


25. 

2 + 4 i/n 


] 1 + (2 + 4 i/n) 5 


" 5m \ tt 2 

31. lfm 2 I sen I — = — 

i-i \ n ) n 5 

33. a) 4 b) 10 c) -3 d) 2 

35. I 37. 3 + Itt 39. | 41. 0 43. 3 

45. e 5 - e 3 47. /!, fix) dx 49. 122 

51. B < E < A < D < C 53. 15 

59. 3 ' f. 4 Jx dx 6 61 . — ' I" tan x dx — ^3 

Jl 12 Jir/4 12 


63. 0 


j" xe x dx =£ 2/e 71. x 4 dx 


73. 


EJERCICIOS 5.3 ■ PAGINA 394 

1. Un proceso deshace lo que hace el otro. Ver el teorema 
fundamental del calculo, pagina 393 


3. a) 0, 2, 5, 7, 3 

b) (0, 3) 

c) x = 3 




a), b) x 2 


7. g'(x) = l/(x 3 + 1) 9. g'(s) = (s - s 2 f 

11. F'(x) = — i/l + sec x 13. h'(x) = xe x 

15. y' = y/tanx + yjlanx sec 2 x 

, 3(1 - 3jc) 3 , 

17. y' = , . 19. 5 

7 1 + (1 - 3x) 2 4 

25. 1 + V3/2 27. ~l 29. f 31. 1 


3 21. 63 

40 


23. y 
33. 


49 

3 


35. In 2 + 7 37. + e - 1 39. 4tt73 

e + 1 

41. e 2 - 1 43. 0 

45. La funcion/(x) = x~ 4 no es continua sobre el intervalo [—2, 1], 
por lo que el TFC2 no es aplicable. 

47. La funcion/(0) = sec d tan f?no es continua sobre el intervalo 
[ 77 / 3 , tt], de manera que TFC2 no es aplicable. 

49. 243 51. 2 

53. 3.75 



3(9jc 2 - 1) 
9x 2 + 1 


57. F\x) = 2xe x> - e* 2 

59. y' = sen x ln(l +2 cos x) + cos x ln(l + 2 sen x) 

61. (-4,0) 63. 29 

65. a) -2s/n,^4n — 2, n es un entero > 0 

b) (0, 1), (-74 n - 1, -74 n - 3), y (74n - 1, jAn + l), 

n es un entero >0 c) 0.74 
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67. a) Loc max en 1 y 5; 
loc mm en 3 y 7 

b) x = 9 

c) Q, 2), (4, 6), (8, 9) 

d) Vease la grafica a la derecha. 



69. 4 77. /(x) = x 3/2 , a = 9 

79. b) gasto promedio sobre [0, /]; minimiza el gasto 

promedio 


EJERCICIOS 5.' ■ G I NO 103 

5. jx 3 — (1/x) + C 7. fx 5 — lx 4 + lx 2 — 2 x + C 
9. §« 3 + \u 2 + 4 u + C 11. lx 3 — 4 s[x + C 
13. —cos x + cosh x + C 15. \d 2 + esc 6 + C 
17. tan a + C 
19. sen x + \x 2 + C 



21. -f 23. | 25. -2 27. 5^ + 1 29. 36 

1 9 

31. | 33. ! - 2 In 2 35. — + 37. 1 + tt/4 

63 4 11 In 10 

39. 2 f 41. 77/3 43. 77/6 45. -3.5 

47. —1.36 49. 4 

51. El aumento de peso del nino (en libras) entre las edades 
de 5 y 10 

53. Numero de galones de petroleo se filtro en las primeras 2 horas 
55. Aumento de los ingresos cuando la production se aumento de 
1 000 a 5 000 unidades. 

57. Newton-metros 59. a) — \ m b) ^ m 

61. a) v(t) = \t 2 + 4t + 5 m/s b) 416§ m 

63. 46f kg 65. 1.4 mi 67. $58000 

69. 5443 bacterias 71. 4.75 X 10 5 megawatts-hora 


EJERCICIOS 5.5 ■ PAGINA 413 

I. -e _J[ + C 3. f (x 3 + 1) 3/2 + C 5. -\ cos 4 6> + C 
7. -|cos(x 2 ) + C 9. -^(1 - 2x) 10 + C 

II. l(2x + x 2 ) yi + C 13. — |ln| 5 — 3x\ + C 

, , 1 

15. (I/ 77 ) cos TTt + C 17. + C 

1 - e" 

19. |V3 ax + bx 3 + C 21. j(lnx) 3 + C 23. \ tan 4 ^ + C 
25. |(1 + e x f' 2 + C 27. ^(x 3 + 3x) 5 + C 


29. 


“7-7 cos(5') + C 
In 5 


31. e tmx + C 


33. 


+ C 


35. — |(cot x ) 3/2 + C 37. 5 senhlv + C 

39. — ln(l + cos 2 x) + C 41. ln|senx| + C 

43. In | sen _ 1 x| + C 45. tan -1 * + \ ln(l + x 2 ) + C 

47. y (2x + 5 ) 10 - |(2x + 5 ) 9 + C 

49. l(x 2 - l ) 4 + C 51. —e cosx + C 


1 



7J] 

r 



53. 2/77 55. | 57. 4 

63. 3 65. \{2y/2 - l)a 3 

71. ln(e +1) 73. g 75. 

79. Todas las areas son iguales 



2 



59. e — \[e 61. 0 

67. || 69. 2 

77. 677 
81. =4512 L 

85. 5 91. 77 2 / 4 


27 T 


REPAS0 DEL CAPITUL0 5 ■ PAGINA 416 


Examen rapido Verdadero-Falso 

1. Verdadero 3. Verdadero 5. Falsa 7. Verdadero 


9. Verdadero 
17. Falso 


11. Falso 13. Verdadero 


15. Falso 



b) 5.7 



3. 2 + 2r/4 


5. 3 


7. /es c, /' es b, ("„/(?) dt es a 


9. 37 


11 . 


13. -76 


15. 


17. No existe 


19. 5 sen 1 21.0 23. — (1/jc) — 2 In I jc I +x + C 


25. Jx 2 + 4x + C 27. sen 2 77t + C 

2tt 

29. 2 + C 31. -z[ln(cos x)f + C 

33. 4 ln(l + x 4 ) + C 35. In | 1 + sec 6 \ + C 


37. 


39. 2Vl + sen x + C 


41. 


43. F'(x) = x 2 /(l + x 3 ) 


45. g'(x) = 4x 3 cos(x 8 ) 47. y' = ( 2e x - e v5 )/(2x) 
49. 4 « J, 3 Vx 2 + 3 dx « 4 V3 55. 0.280981 


57. Numero de barriles de petroleo consumidos desde 01 de enero 
de 2000 hasta 01 de enero de 2008. 


sen x 


59. 72,400 61. 3 63. c « 

65. e lx (2x - 1)/(1 - e~ x ) 71, 


1.62 

2 

3 


APENDICE I RESPUESTAS A EJERCICIOS DE NUMERO IMPAR A91 
7. 4 77/21 


PROBLEMAS ADICIONALES ■ PAGINA 420 

I. tt/2 3.2 k 5.-1 7. e~ 2 9. [-1,2] 

II. a) \(n — l)n 

b) \\b\(2b - p>J - 1) - \la\(2a - [a] - 1) 

17. 2(V2 - l) 

CAPITULO 6 



EJERCICIOS 6.1 ■ PAGINA 427 


1. T 3. e - (1/e) + 


5. e — (1/e) + 

9. In 2 — ] 11. 5 13. 72 15. e - 2 


17. 


19. 2/t r + | 21. 2 - 2 In 2 23. ] 25. g 27. In 2 

29. \ 31. |V3 - 1 33. 0, 0.90; 0.04 

35. -1.11, 1.25, 2.86; 8.38 37. 2.80123 39. 0.25142 

41. 12V6 - 9 43. 117] pies 45.4232 cm 2 

47. a) auto A b) la distancia a la que A es aventajado por B 

despues de un minuto c) auto A d) t ~ 2.2 mm 

49. fV3 51. 4 2/3 53. ±6 

55. 0 < m < 1; m — In m — 1 

EJERCICIOS 6.2 ■ PAGINA 438 
1. 1977/12 


t = l 


y=2-^x 


x = 2 


I ;y = 0 2 



3. 877 




5. 16277 


y = 9 


/(6, 9) 


x = 0 


c = 2\fy 




fdl 


vz 

ZJ 

N c = _ 

ZI^ 

V 

7 

0 

X 


9. 6477/15 



y 








0 

X 


11. 11 77/30 




13. 277(]77- 1/3) 

ft o 
j = 3 


t.3 


y = 1 + sec x 


y = \ 



15. 377/5 
ft 
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17. 10V2ir/3 



19. 7t/3 21. 17/3 23. 17/3 

25. 13i7/45 27. 77/3 29. 17i7/45 

31. a) 217/,, 1 e ~ 2xl(ix “ 3.75825 

b) 2 77 (e~ 2xl + 2e _j2 ) dx = 13.14312 

33. a) 217 // 8-v/l - x 2 /4 dx = 78.95684 

b) 217 JJ 8V4 - 4y 2 dy = 78.95684 

35. -1.288 , 0.884 ; 23.78 0 37. yi7 2 

39. Solido obtenido al rotar la region 0 x ^ 77, 

0 =£ y ^ V sen x en tomo al eje x. 

41. Solido obtenido al rotar la region limitada por el eje x, 
jc = v 2 y x = y 4 en tomo al eje y. 

43. 1110 cm 3 45. a) 196 b) 838 

47. 317 r 2 h 49. irh 2 (r — 3/7) 51. \b 2 h 

53. 10 cm 3 55. 24 57. | 59. 3 

61. a) 8 i 7 T? J 5 yjr 2 — y 2 dy b) 2iT 2 r 2 R 

63. b) 77 r 2 h 65. ^ur 3 67. 8 J' y/R 2 — y 2 V ? ' 2 — y 2 dy 


EJERCICIOS 6.3 ■ PAGINA 444 

1. Circunferencia = 2 ttx , altura = x(x — l) 2 ; 77 / 15 


33. 0.13 35. 33 77 3 37. 877 39. 4 ^3 tt 41. 4 i 7/3 

43. 11717/5 45. 3 77 T 3 47. \-irr 2 h 


EJERCICIOS 6.4 ■ PAGINA 449 


1. a) 7200pies-lb b) 7200pies-lb 

3. 4.5 pies-lb 5. 180 J 7. '{ pies-lb 

9. a) | = 1.04 J b) 10.8 cm 11. W 2 = 3W, 

13. a) 625 pies-lb b) 8 , 75 pies-lb 15. 650000 pies-lb 

17. 3857 J 19. 2450 J 21. =1.06 X 10 6 J 
23. ~ 1.04 X 10 5 pies-lb 25.2.0 m 


29. a) Gmim 2 




b) =8.50 X 10 9 J 


EJERCICIOS 6.5 ■ PAGINA 453 


1. | 3. | 5. ( 2 / 77 ) (e - 1) 7. 2/(577) 





15. 3 17. (50 + 28/t7)°F = 59°F 19. 6 kg/m 

21. Cerca de 4056 millones (o cuatro billones) de personas 
23. 5/(477) = 0.4 L 

REPAS0 DEL CAPITUL0 6 ■ PAGINA 457 


3. 677/7 5. 77(1 - 1/e) 7. 877 9. 4i7 11. 768i7/7 

13. 1677/3 15. 777/15 17. 877/3 19. 5 17/14 

21. a) 2 tt j 2 x 2 e~ x dx b) 4.06300 

23. a) 477 j" /2 / 2 (77 — x) cos 4 x dx b) 46.50942 
25. a) // 277(4 — y) V sen y dy b) 36.57476 
27. 3.68 

29. Solido obtenido al rotar la region O^Sy^x 4 , 0^x=s3 
en torno al eje y. 

31. Solido obtenido al rotar la region acotada por 

i) x = 1 — y 2 , x = 0, y y = 0, o ii) x = y 2 , x = 1, y y = 0 en 

torno a la recta y = 3 


Ejercicios 

I. | 3. , 7 2 5. 3 + 4/ir 7. 6417/15 9. 1656i7/5 

II. 377(2 ah + /? 2 ) 3/2 13. JZ^, 3 277 ( 77/2 — x)(cos 2 x — 3 ) dx 

15. a) 277/15 b) 77/6 c) 877/15 

17. a) 0.38 b) 0.87 

19. Solido obtenido al rotar la region 0 =£ y =£ cos x, 

0 =£ x =£ 77/2 en tomo al eje y. 

21 . Solido obtenido al rotar la region 0 =£ x =£ 77 , 

0 =£ y =£ 2 — sen x en torno al eje x. 

23. 36 25. ^73 nr 3 27. 3.2 J 

29. a) 800077/3 = 8378 pies-lb b) 2.1 pies 

31. f(x) 


APENDICE I RESPUESTAS A EJERCICIOS DE NUMERO IMPAR A93 


PROBLEMAS ADICIONALES ■ PAGINA 459 

1- a) fit) = 3 1 2 b) f(x) = s/2x/tt 3. § 

5. b) 0.2261 c) 0.6736 m 

d) i) 1/(105 tt) ~ 0.003 pulg/s ii) 37077/3 s = 6.5 min 

9. y = yx 2 

11. a) V = J* ir[f(y)f dy 

c ) fiy) = JkA/{irC) y 1/4 . Ventaja: las marcas sobre el contenedor 
estan igualmente espaciadas. 

13. b = 2 a 15. B = 16A 


CAPITULO 7 


EJERCICIOS 7.1 ■ PAGINA 468 

1. jjc 3 In x — lx 2 + C 3. fx sen 5x + g cos 5 x + C 

5. —\te~ 2 ' — \e~ y + C 

7. ( x 2 + 2x) sen x + (2x + 2) cos x — 2 sen x + C 

9. x In y/x — \x + C 11. t arctan 4 1 — \ ln(l + 16f 2 ) + C 
13. \t tan 2 1 — \ ln|sec 2t\ + C 
15. jc (In x ) 2 — 2x In x + 2x + C 
17. ge 2s (2 sen 30 - 3 cos 30) + C 
19. zV - 3zV + 6ze z - 6e z + C 
17—2 


21 


+ C 


23. 


4(2x + 1) ' ~ 2 it 2 

25. 1 - 1/e 27. t In 3 - 5 29. \ - ?e “ 2 

31. g(ir + 6 — 3V3) 33. senx (In sen x — 1) + C 


35. f(ln2) 2 -gln2 + § 


37. 2yfx sen y/x + 2 cos y/x + C 39. —\ — tt/A 

41. \(x 2 — 1) ln(l + x) — \x 2 + \x + \ + C 


43. 



EJERCICIOS 7.2 ■ PAGINA 476 

1 1 3 1 5 1 o 1 

. 5 sen x — 5 sen x + C 3. ^0 

12 1 

5. sen 3 (i 7 x) sen 5 (i 7 x) H sen 7 * (i 7 x) + C 

3 17 5 17 777 

7. 17/4 9. 377/8 11. 17/16 

13. \t 2 — \t sen 2t — \ cos 2 1 + C 

15. ^V sen “ (45 — 18 sen 2 a + 5 sen 4 a) + C 

17. \ cos 2 x — In | cos x | + C 19. In | sen x | + 2 sen x + C 

21. 5 sec 3 x + C 23. tan x — x + C 

25. 5 tan 9 x + 2 tan 7 x + 5 tan 5 x + C 27. 

29. 3 sec 3 x — sec x + C 

31. I sec 4 x — tan 2 x + In | sec xj + C 

33. x sec x — In | sec x + tan x | + C 35. y[3 — 377 

37. iq 2 yfl — jg 39. In | esc x — cot x j + C 

41. — g cos 3x — g cos 13x + C 43. 3 sen 40 — g sen 60 + C 

45. \y[2 47. 3 sen 2 x + C 

49. x tan x — ln| sec x | — 3 X 2 + C 

51. 3 X 2 — \ sen(x 2 ) cos(x 2 ) + C 


7 T 



53. 1 sen 3x — ^ sen 9 x + C 


1 



55. 0 57. 1 59. 0 61. 77 2 /4 63. 77 ( 2 yf2 - §) 

65. s = (1 — cos 3 wf)/(3cn) 

EJERCICIOS 7.: ■ .''GINA 483 


45. |x 2 (l + x 2 ) 3/2 - §(1 + x 2 ) 5/2 + C 



-4 


47. b) — \ cos x sen 3 x + |x — g sen 2x + C 
49. b) !, l 5 

55. x[(lnx) 3 — 3(lnx) 2 + 6 lnx — 6] + C 
57. yin 2 -'-f 59. -1.75119, 1.17210; 3.99926 

61. 4 - 8/77 63. 2i7e 65. 1 - (2/17) In 2 

67. 2 - e~'(t 2 + 2t + 2) m 69. 2 


V4“ 


1. — — — : — — EC 3. y/x 2 — 4 — 2 sec 

1 


4x 


4- I + C 


77 y/3 1 

5. — + 7. r- 

24 8 4 y/2 a 


9. hi/Jx 2 + 16 + x) + C 


11 . 


3 (2x) + \xy/\ — 4x 2 + C 


13. g sec ! (x/3) — y/x 2 ~ 9/(2x 2 ) + C 

15. gi7a 4 17. V * 2 - 7 + C 

19. In | (Vl + x 2 - l)/x j + y/YTY 2 + C 21. 33577 

23. 5 sen _1 ((x — 2)/3) + 5(x — 2)V5 + 4x — x 2 + C 

25. y/x 1 + x + 1 — ^ ln(Vx 2 + x + 1 + x + 5 ) + C 

27. 5 (x + 1 )Vjc 2 + 2x — \ In \x + 1 + y/x 2 + 2x \ + C 

29. \ sen _1 (x 2 ) + \x 2 y/\ — x 4 + C 

33. g(V48 - see -1 7) 37. |i 7 2 + 377 

43. i-y/R 2 — r 1 + i77' 2 /2 — R 2 arcsen (r/R) 


41. 2n 1 Rr 1 
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EJERCICIOS 7.4 ■ PAGINA 492 

A B ABC 

1 . a) 1 b) 1 - H 

Ax — 3 2x + 5 x x 1 5 — 2x 

A B C Dx + E 

3. a) 1 H H 3 

x x~ x 3 x- + 4 


A 

b) + 


B 


C 

+ h 


D 


x + 3 (x + 3 ) 2 x — 3 (x — 3 ) 2 
A B 


5. a) x 4 + 4x~ + 16 + 


x + 2 x — 2 


Ax + B Cx + D Ex + F 

^ x 1 — x + 1 x 2 + 2 (x 2 + 2) 2 

7. \x 4 + yr 3 + \x 2 + x + ln|x — 1 j + C 

9. j In | 2x + 1 1 + 2 In | x — 1 1 + C 11. 2 In | 
13. a In \x - b \ + C 15. I + Inf 
17. y In 2 — | In 3 (o bien, f In §) 

19. 10 ln| x — 3 | — 9 ln| x — 2 | + 5 


+ C 


x — 2 

21. \x 2 — 2 ln(x 2 + 4) + 2 tan _1 (x/2) + C 
23. In | x — 1 | — \ ln(x 2 + 9) — | tan~’(x/3) + C 
25. —2 ln| x + 1 1 + ln(x 2 + 1) + 2 tan~'x + C 
27. I ln(x 2 + 1) + (l/V2) tan _1 (x/V2) + C 

29. ^ln(x 2 + 2x + 5) + \ tan -1 ^— — — ^ + C 

1.1 1 1 . , o . 1 2 .x + 1 

31. 3 In | x — 1 | — 3 ln(x 2 + x + 1) — tan 1 — f C 


33. Hn ? 


35. 3 ^ In | x | — 33 ln(x 2 + 4) + 


1 


37. 31/2 tan 


x — 2 

"7T 


3x - 8 


4(x 2 - 4x + 6 ) 


8 (x 2 + 4) 
+ C 


+ C 


39. 2 x + 1 — In (\/x ~E 1 + l) + In | \j x + 1 — 1 | + C 
2 

41. -2 In y/x 1 = + 2 In {y/x + l) + C 


43. ^(x 2 + 1 ) 5/3 - ?(x 2 + 1 ) 2/3 + C 
45. 2 sfx + 3-v/x + 6 \[x + 6 In | s/x — 1 j + C 
(e x + 2) 2 

47. In ^ — + C 

e x + 1 

49. In | tan / + 1 1 — In | tan / + 2 1 + C 
51. x - ln(e x + 1) + C 

53. (x — 3 ) ln(x 2 — x + 2) — 2x + *Jl tan~’^ — ^ 


55. — 3 In 3 ~ -0.55 
x — 2 


57. 3 In 


+ C 


61. 3 In 


V7 

2 tan(x/ 2 ) — 1 


+ C 


tan(x/ 2 ) + 2 


+ C 


67. t = -In P - 5 ln(0.9E + 900) + C, donde C » 10.23 
24110 1 668 1 9 438 1 


69. a) 


4 879 5x + 2 323 2x + 1 80 155 3x - 7 

1 22098x + 48 935 


4822 . . 334 . . 3146 

b) In 5x + 2 In 2x + 1 In 3x - 7 + 

4879 1 1 323 1 1 80155 1 1 

1 1 049 , , , 75,772 2x + 1 

ln(x~ + x + 5) 3 1 = tan 1 — 7 = E C 

260 015 260 015 a/19 */l9 

El SAC omite los signos de valor absoluto y la constante 
de integration 

1 1 1 

73. 


a"(x - a) a"x a"~'x 2 

EJERCICIOS 7.5 ■ PAGINA 499 

1. sen x + 3 sen 3 x + C 

3. sen x + In I esc x — cot x I + C 


1 

ax" 


1 


2 V 2 

24 . 

5 


tan 


r 


V 2 


+ c 


O 243 , o 242 

9. -s- In 3 — or 


11. 3 ln(x 2 — 4x + 5) + tan~’(x — 2) + C 

13. —3 cos 5 / + 7 cos 7 / — 3 cos 9 / + C 15. x/y/l — x 2 + C 

17. \tt 2 19. e e + C 21. (x + 1) arctan sfx — y/x + C 

23. yy 25. 3x + f In I x - 4 I - f In I x + 2 I + C 

27. x - In (1 + e x ) + C 

29. x ln(x + ,/x 2 — l) — 3 /x 2 — 1 + C 

31. sen~*x — 3/1 — x 2 + C 

,/x + 1 \ x + 1 

33. 2 sen -1 ! — - — I + — — y/3 - 2x - x 2 + C 

35. 3 sen 4x + 33 sen 8 x + C 37. \ 

39. In | sec 0 - I In sec 6 \ + C 

41. 8 tan 8 - \ 6 2 - In | sec 8\ + C 43. | tan _ 1 (x 3/2 ) + C 

45. -j(x 3 + l)e ^ 3 + C 

47. In |x - 1 1 - 3(x - l ) -1 - 2 (x - l ) -2 - j(x - l )' 3 + C 


y/4x + 1-1 

+ C 51. -In 

V4x 2 +1 + 1 

■yj 4x +1 + 1 


2 x 


260015 


x 2 + x + 5 


49. In v , ' + C 51. -In + C 

2x 

] 2 2 

53. — x 2 cosh(mx) , x senh(mx) H 3 cosh(mx) + C 

m m m 

55. 2 In y/x — 2 ln(l + 3/x ) + C 

57. f(x + c) 7/3 — |c(x + c) 4/3 + C 

59. sen(sen x) — 3 sen 3 (sen x) + C 

61. esc 8 — cot 8 + C o tan(0/2) + C 

63. 2(x - 2 Vx + 2)e' /x + C 

65. — tan _I (cos 2 x) + C 67. j[(x + 1) 3/2 — x 3/2 ] + C 

69. s[2 - 2/V3 + In (2 + V3) - ln(l + Ji) 

71. e 4 - ln(l + e x ) + C 

73. —3/1 — x 2 + 3(arcsenx) 2 + C 

75. | In | x — 2 | —33 ln(x 2 + 4) — 3 tan _1 (x/2) + C 

/ 3/ 1 + e x + 1 

77. 2(x - 2)Vl + e x + 2 In + C 

V 3/I + e* ~ 1 

79. |x sen 3 x + 3 cos x — 3 cos 3 x + C 

81. 2-JT + sen x + C 83. xe* 2 + C 
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EJERCICIOS 7.6 ■ PAGINA 504 

1. 3. TIT - | ln(4 + VIT) - \ + 3 In 3 


- \ ln(l + 


7. | In 


senx — 3 
senx + 3 


+ C 


9. - sjAx 1 + 9/(9x) + C 11. e - 2 

13. — itan 2 (l/z) — ln|cos(l/r)| + C 

15. \{e lx + 1) arctan(e') — \e x + C 

2y - 1 , 7 

17. — -y/6 + 4y — 4 y 2 H sen 

8 8 

- A (6 + 4y - 4y 2 ) 3/2 + C 
19. 5 sen 3 x [3 ln(senx) — 1] + C 21. 


2y - 1 

V7 


1 


2V3 


In 


?' + V3 


-V3 

23. J tan x sec 3 x + | tan x sec x + | In | sec x + tan x\ + C 

25. ^(lnx)i/4 + (lnx) 2 + 2 ln[lnx + -y/4 + (lnx) 2 ] + C 

27. —\x~ 2 cos -1 (x -2 ) + \-J\ — x~ 4 + C 

29. s!e lx — 1 — cos -1 (e _I ) + C 

31. j In | x 5 + Jx w - 2 | + C 33. |vr 2 

37. j tan x sec 2 x + | tan x + C 

39. jx(x 2 + 2 )V* 2 + 4 — 2 ln(V* 2 + 4 + x) + C 

41. I cos 3 x sen x + |x + | sen x cos x + C 

43. \ tan 4 x — j tan 2 x — ln| cos x j + C 


+ C 


45. a) -In 


1 + y/\ — . 


+ C; 


ambos tienen dominio (—1,0) U (0, 1) 


EJERCICIOS 7.7 ■ PAGINA 516 

I. a) L 2 = 6,R 2 = 12, M 2 « 9.6 

b) L 2 es subestimada, R 2 y M 2 son sobrestimadas 

c) T 2 = 9 < I d) L„ < T n < I < M n < R„ 

3. a) J 4 ~ 0.895759 (subestimada) 

b) Mu ~ 0.908907 (sobrestimada) 

r 4 < / < M 4 

5. a) M , 0 « 0.806598, « -0.001879 

b) 5io « 0.804779, E s « -0.000060 
7. a) 1.506361 b) 1.518362 c) 1.511519 

9. a) 2.660833 b) 2.664377 c) 2.663244 

II. a) 2.591334 b) 2.681046 c) 2.631976 

13. a) 4.513618 b) 4.748256 c) 4.675111 

15. a) -0.495333 b) -0.543321 c) -0.526123 
17. a) 8.363853 b) 8.163298 c) 8.235114 
19. a) T s = 0.902333, M 8 = 0.905620 

b) \E t \ =s 0.0078, \E„ \ =s 0.0039 

c) n = 71 para T,„ n = 50 para M„ 

21. a) T m = 1.983524, E T « 0.016476; 

Mm « 2.008248, £« « -0.008248; 

5i 0 « 2.0001 10, E s « -0.000110 

b) \E t \ « 0.025839, |£„| 0.012919, |£ s | « 0.000170 

c) n = 509 para T„, n = 360 para M„, n = 22 para S„ 


23. a) 2.8 b) 7.954926518 c) 0.2894 
d) 7.954926521 e) El error real es mucho menor 
f) 10.9 g) 7.953789422 h) 0.0593 
i) El error real es menor. j) n & 50 


n 

K 

K 

T„ 

K 

5 

0.742943 

1.286599 

1.014771 

0.992621 

10 

0.867782 

1.139610 

1.003696 

0.998152 

20 

0.932967 

1.068881 

1.000924 

0.999538 


n 

E L 

e r 

E t 

Em 

5 

0.257057 

-0.286599 

-0.014771 

0.007379 

10 

0.132218 

-0.139610 

-0.003696 

0.001848 

20 

0.067033 

-0.068881 

-0.000924 

0.000462 


Las observaciones son las mismas que en el ejemplo 1 


n 

T„ 

M„ 

S„ 

6 

6.695473 

6.252572 

6.403292 

12 

6.474023 

6.363008 

6.400206 


n 

Er 

Em 

E s 

6 

-0.295473 

0.147428 

-0.003292 

12 

-0.074023 

0.036992 

-0.000206 


Las observaciones son las mismas que en el ejemplo 1 
29. a) 19.8 b) 20.6 c) 20.53 
31. a) 14.4 b) \ 

33. 64.4°F 35. 37.73 pies/s 37. 10,177 megawatt-hora 

39. a) 190 b) 828 
41. 6.0 43. 59.4 



EJERCICIOS 7.8 ■ PAGINA 527 

Abreviaciones: C, convergente; D, divergente 

1. a), d) Discontinuidad infinita b), c) Intervalo infinito 

3. j - l/(2r 2 ); 0.495, 0.49995, 0.4999995; 0.5 

5. 2 7. D 9. !e~ 10 11. D 13. 0 15. D 

17. In 2 19. -j 21. D 23. tt/9 25. \ 27. D 

29. f 31. D 33. \ 35. D 37. -2/e 

39. | In 2 - | 

41. 1/e 43. \ In 2 


2 
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45. Area infinita 


20 



t 

J" [(sen 2 x)/x 2 ] dx 

2 

0.447453 

5 

0.577101 

10 

0.621306 

100 

0.668479 

1000 

0.672957 

10000 

0.673407 


Parece que la integral converge. 



49. C 51. D 53. D 

59. p > -1, -l/(p + l) 2 



55. 7T 57. p < 1, 1/(1 - p) 

65. sj2GM/R 

b) La razon a la que aumenta 
la fraccion F(t) a medida que 
aumenta f; 

c) todas las bombillas se 
queman eventualmente 


69. 1000 

71. a) F(s) = 1/s, s> 0 b) F(s) = l/(s - 1), s > 1 
c) F(s) = l/s 2 ,s>0 
77. C = 1; In 2 79. No 


REPASO DEL CAPITULO 7 ■ PAGINA 530 

Examen rapido Verdadero-Falso 

1. Falso 3. Falso 5. Falso 7. Falso 

9. a) Verdadero b) Falso 11. Falso 13. Falso 


Ejercicios 

1. \ + In 2 3. e - 1 5. ln| 2r + 1 1 - ln| / + 1 1 + C 

7. | 9. — cos(ln t) + C 11. ^3 - |t t 

13. 3e rx {x 2 ' 2 - 2x in + 2) + C 

15. — \ In | x \ + | In | x + 2 \ + C 

17. x sec x In | sec x + tan x \ + C 

19. jjln(9jc 2 + 6x + 5) + 5tan _1 [|(3jr + l)] + C 


21. In \x ~ 2 + y/x 1 - 4x \ + C 


X 

25. \ ln(x 2 + 1) — 3 tan _1 x + <J2 tan _I (x/i/2) + C 

27. | 29. 0 31. 6 - \i t 

x I x\ 

33. 7 — sen 1 — I + C 

y/4 - X 2 \2 / 

35. 4-v/l + \fx + C 37. \ sen 2x — \ cos 4x + C 

39. \e - i 41. i 43. D 

45. 4 In 4 - 8 47. -j 49. tt/4 

51. (x + 1) ln(jc 2 + 2x + 2) + 2 arctan(x + 1) — 2 x + C 

53. 0 

55. \(2x - \)s/4x 2 - 4x - 3 - 

In | 2x — 1 + y/4x 2 - 4x - 3 | + C 
57. j senx^/4 + sen 2 * + 2 ln(senx + sj 4 + sen 2 x ) + C 

61. No 

63. a) 1.925444 b) 1.920915 c) 1.922470 
65. a) 0.01348, n 3= 368 b) 0.00674, n 3= 260 
67. 8.6 mi 

69. a) 3.8 b) 1.7867,0.000646 c) n 3= 30 
71. a) D b) C 

73. 2 75. ygir 2 

PROBLEMAS ADICI0NALES ■ PAGINA 534 

1. Aproximadamente 1.85 pulgadas a partir del centra 3. 0 
7. /(it) = —tt/2 11. O i a-”) 1/(i '-‘V 1 13. 577- n 

15. 2 - sen^ I (2/V5) 


CAPITULO 8 


EJERCICIOS 8.1 ■ PAGINA 543 

1. 4^5 3. 3.8202 5. 3.6095 

7. 4(82 V82 - l) 9. 1 11. f 

13. ln(V2 + l) 15. 2 + 1, In 2 17. In 3 - \ 

19. y[2 + ln(l + yjl) 21. 10.0556 

23. 15.374568 25. 7.118819 



c) J 0 4 Vl + [4(3 - jc)/( 3(4 - x) 2 / 3 )] 2 dx d) 7.7988 
29. V5 - ln(j(l + i/5)) - s[2 + ln(l + yjl) 
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35. 2V2(Vl + * - l) 


37. 209.1 m 39. 29.36 pulg 41. 12.4 


EJERCICIOS 8.2 ■ PAGINA 550 

1. a) i) JJ^ 3 2ir tan x^J\ + sec 4 x dx 

(ii) jj 73 2TTXy/l + sec 4 jc dx b) i) 10.5017 ii) 7.9353 

3. a) i) 2ire x + 4 x 2 e~ 2xI dx 

(ii) JJ 2-itxaJ 1 + 4x 2 e- 2x *dx b) i) 11.0753 ii) 3.9603 

5. j 7 7r(l45 vT 45 - l) 7. fir 


9. 2a/1 + 17 2 + ( 2/tT ) lll( 7T + J\ + 77 2 ) 11. y77 

13. - loyio) 15 . 7772 2 

17. 1230507 19. 24.144251 

21. \ir[4 ln(yi7 + 4) - 4 ln(,/2 + l) - Vl7 + 4^2 ] 

23. gir[ln(7l0 + 3) + 3-v/Io] 

27. a) lira 1 b) §§77i/3a 2 


29. a) 2 7 r 


b 2 + 


a 2 b sen '(i/a 2 — b 2 /a) 
y/a 2 — b 2 


b) 2-77 


a 2 + 


ab 2 sen \\jb 2 — a 2 /b) 
i/fe 2 - a 2 


31. JJ 2ir[c — /(*)]\/l + [/'(*)] 2 4* 33- 47r 2 r 2 


EJERCICIOS 8.3 ■ PAGINA 560 


1. a) 187.5 lb/pies 2 b) 1875 lb c) 562.5 lb 

3. 6000 lb 5. 6.7 X 10 4 N 7. 9.8 X 10 3 N 

9. 1.2 X 10 4 lb 11. \Sah 2 

13. 5.27 X 10 5 N 15. a) 314 N b) 353 N 

17. a) 5.63 X 10 3 lb b) 5.06 X 10 4 lb 

c) 4.88 X 10 4 lb d) 3.03 X 10 5 lb 

19. 4148 lb 21. 330; 22 23. 10; 14; (1.4, 1) 


27. 


31. 


35. 


1 e + I 
- r 4 
/ 17 -/2 — 4 

\4(V2 - 1)’ 
60; 160; (f, l) 


29 2-) 

“■ V 20 ’ 20/ 


1 


4(V2 — 1) 

37 


33. 


_ 1 _ 12\ 
5’ 35/ 


(I. -i) 

41. (0, /) 


25. (i.|) 


45. 1 17 r 2 h 


EJERCICIOS 8.4 ■ PAGINA 566 


I. $21 104 3. $140000; $60 000 

7. $12000 9. 3 727; $37753 

II. !(l6V2 - 8) = $9.75 millones 13. 
15. 1.19 X 10~ 4 cm 3 /s 17. 6.60 L/min 


5. $407.25 

(1 - k)(b 2 ~ k ~ a 2 - k ) 
(2 - k)(b'~ k - a l ~ k ) 
19. 5.77 L/min 


EJERCICIOS 8.5 ■ PAGINA 573 

I . a) La probabilidad de que un neumatico elegido al azar tendra 
una vida entre 30 000 y 40 000 millas 

b) La probabilidad de que un neumatico elegido al azar tendra una 
duration de por lo menos 25 000 millas. 

3. a) f(x) 3 0 para toda x y f{x) dx = 1 b) §§ 

5. a) l/ir b) \ 

7. a) f(x) 3 0 para toda x y P f{x) dx = 1 b) 5 

II. a) e~ 4/2 - 5 = 0.20 b) 1 — e _2/2 ' 5 = 0.55 c) Si no se sirve 
en 10 minutos, obtendra una hamburguesa gratis. 

13. =44% 15. a) 0.0668 b) =5.21% 17. =0.9545 



d) 1 - 41e~ 8 = 0.986 e) \a 0 

REPAS0 DEL CAPITUL0 8 ■ PAGINA 575 
Ejercicios 

1. 2 3- a ) i6 t>) 10 ^ 

5.3.8202 7. x 9. =458 lb 11. (|, l) 

13. (2,f) 15. 2ir 2 17. $7166.67 

19. a) f(x) 3 0 para toda x y ( /„/(*) dx = 1 

b) =0.3455 c)5, si 

21. a) 1 - e _3/8 = 0.31 b) e~ 5/4 = 0.29 

c) 8 In 2 = 5.55 mm 

PR0BLEMAS ADICI0NALES ■ PAGINA 577 

I . § 17-173 

3. a) 2 17 r(r ± d) b) =3.36 X 10 6 mi 2 

d) =7.84 X 10 7 mi 2 

5. a) P(z) = P 0 + g Jo p(x) dx 

b) ( P 0 — p 0 gH)(Trr 2 ) + p 0 gHe L/H J/ r e x,H • 2^r 2 — j t 1 dx 
7. Altura ~J2 b, volumen (§§ — 2)ir/i 3 9. 0.14 m 

II. 2/ir. l/ir 13. (0,-1) 


CAPITUL0 9 

EJERCICIOS 9.1 ■ PAGINA 584 

3. a) |,—1 5. d) 

7. a) Es cero o decreciente 
c) y = 0 d) y = \/(x + 2) 

9. a) 0 <P< 4200 b) P > 4200 

c) P = 0, P = 4200 

13. a) III b) I c) IV d) II 

15. a) Al principio permanece positiva, pero decrece 
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EJERCICIOS 9.2 ■ PAGINA 592 



3. Ill 5. IV 





15. 4 



— \ \ \ A 






\ X 

=Mii 

Ii > 



-2 « c =£ 2; -2, 0, 2 


19. a) i) 1.4 ii) 1.44 iii) 1.4641 



Subestimadas 


c) i) 0.0918 ii) 0.0518 iii) 0.0277 

Parece que el error tambien es la mitad (aproximadamente). 


21. -1, -3, -6.5, -12.25 23.1.7616 

25. a) i) 3 ii) 2.3928 iii) 2.3701 iv) 2.3681 

c) i) -0.6321 ii) -0.0249 iii) -0.0022 iv) -0.0002 

Parece que el error tambien es dividido por 10 (aproximadamente). 


27. a), d) 



b) 3 

c) SI; Q = 3 
e) 2.77 C 


EJERCICIOS 9.3 ■ PAGINA 600 

I. y = — - — y, y = 0 3. y = s/3x + 3 lnl x I + K 

K — x 

5. \y 1 — cosy = \x 2 + \x A + C 

7. e’{y - 1) = C - le-' 1 9. p = Ke^-' - 1 

II. y = —^jx 1 + 9 13. u = — sit 1 + tan t + 25 

15. \y 2 + |(3 + y 2 ) yi = ^JC 2 ln.v — \x 1 + ^ 


4 a 

17. y = sen x — a 

19. y = e* 1 ' 1 


-2 


21. y = Ke x - x - 1 
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23. a) sen 'y = x 2 + C 



25. cos y = cos x — 1 


5 



1 



-4 


31. x 2 -y 2 = C 



33. y = 1 + e 2 ~ xV2 35. y = (| x 2 + 2 ) 2 

37. Q(t) = 3 - 3c* 4 '; 3 39. P(t) = M — Me*"'; M 


41. a) x = a 


4 

(, kt + 2/yfa) 1 


2 

k\Ja — b 




43. a) C{t) = (Co - r/jfc)e“*' + r/k 

b) r/k - , la concentration se aproxima a r/k independientemente 
del valor de Co 

45. a) 15e*' /10 ° kg b) 15c* 0 ' 2 = 12.3 kg 

47. Cerca de 4.9% 49. g/k 

51. a) Li = KL k b) B = KV 00794 


53. a) dA/dt = ky'A (M - A) b) A{t) 
+ J~Ao / 

c= V^ yA „ = A0 


M 


( Ce' /Sk ' - l V 
\ Ce' /Mkl + l) ’ 


EJERCICIOS 9.4 ■ PAGINA 613 

1. a) 100; 0.05 b) Donde P esta cerca de 0 o 100; 
sobre la recta P = 50; 0 < P 0 < 100; P 0 > 100 



Las soluciones se aproximan a 100; algunas aumentan y algunas 
disminuyen, algunas tienen un punto de inflexion, pero otros no; 
soluciones con P 0 = 20 y P 0 = 40 tienen puntos de inflexion 
en P = 50 

d) P = 0, P = 100; otras soluciones se alejan mucho de P = 0 
y hacia P = 100 

3. a) 3.23 X 10 7 kg b) =1.55 anos 
5. 9000 

7. a) dP/dt = mP( 1 - P/100), P en billones 
b) 5.49 billones c) En billones: 7.81, 27.72 
d) En billones: 5.48, 7.61, 22.41 


9. a) dy/dt = Ly(l — y) b) y 
c) 3:36 p.m. 


yo 

yo + (1 - yo)e“*' 


13. P E (t) = 1578.3(1.0933)' + 94 000; 


P,.(t) = 


32658.5 
1 + 12.75e* a 


+ 94000 


p 

(en miles) 



1980 
t (ano) 


15. a) P{t) = — + ( P Q ~ ~ k k ' b) m < kP 0 
c) m = kP 0 , m > kP 0 d) decreciente 


b) t = 
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17. a) Se atrapan peces a razon de 15 por semana 
b) Ver el inciso d). c ) P = 250, P = 750 




_ m{M - Pp) + M(P 0 - 
C) ^ f ~~ M - P 0 + (P 0 ~ m)e { - M ~ m)m) ' 

21. a) P(t) = P 0 e Wr)lse - -» + sen « b) No existe 


EJERCICIOS 9.5 ■ PAGINA 620 


1. Si 3. No 5. y = 1 + Ce x 

7. y = x — 1 + Ce~ x 9. y = \yfx + C/x 


11. y = 


J sen(jr) dx + C 


sen x 

1 1 3 

15. y = — In x 1 

x xx “ 

19. y = —x cos x — x 


t 2 + 2t + 2 C 
13. u = — 

2 (t + 1 ) 

17. u = —t 2 + t 2 



25. y =± ( C*< + - 


- 1/2 


27. a) /(/) = 4 - 4e -5 ' b) 4 - 4e~ 1/2 « 1.57 A 


29. Q(t) = 3(1 - e~ 4 '), l{t) = 12e -4 ' 



33. y = |(100 + 2t) - 40000(100 + 2 /)~ 3/2 ; 0.2275 kg/L 


35. b) mg/c 
37. b) P(t) = 


c) (mg/c)\t + (m/c)e c ' /m ] 
M 

1 + MCe~ kt 


m 2 g/c 2 


EJERCICIOS 9.6 ■ PAGINA 627 


1. a) x = depredadores, y = presas; crecimiento esta restringido 
solo por depredadores, que solo se alimentan de presas. 
b) x = presas, y = depredadores; el crecimiento es restringido por 
capacidad y por depredadores, que solo se alimentan de presas. 

3. a) Competencia 

b) i) x = 0, y = 0: cero poblaciones 

ii) x = 0,y = 400: en ausencia de una poblacion x, la poblacion 
y se estabiliza en 400. 

iii) x = 125, y = 0: en la ausencia de una poblacion y la 
poblacion x se estabiliza en 125. 

iv) x = 50, y = 300: ambas poblaciones son estables. 

5. a) la poblacion de conejos comienza en unos 300, aumenta a 
2400, y disminuye para regresar a 300. La poblacion de zorros 
comienza en 100, disminuye a unos 20, aumenta a unos 315, 
disminuye a 100, y el ciclo se inicia de nuevo. 



11 . a) la poblacion se estabilice en 5000. 
b) i) W = 0, R = 0: cero poblaciones 

ii) W = 0, R = 5000: en ausencia de lobos, la poblacion de 
conejos siempre es 5000. 

iii) W = 64, R = 1000: ambas poblaciones son estables. 
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A101 


c) La poblacion se estabiliza en 1000 conejos y 64 lobos 




25. a) y = (1 /k) cosh kx + a — 1 /k o 
y = (1 /k) cosh kx — (1 /k) cosh kb + h b) (2 /k) senh kb 
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Examen rapido Verdadero-Falso 

1. Verdadero 3. Falso 5. Verdadero 7. Verdadero 


Ejercicios 




y(0.3) = 0.8 


b) 0.75676 

c) y = x y y = — x; hay un loc max o mm loc 
5. y = (jjr + c)e~ smx 

7. y = ± v / ln(x 2 + 2x i ' 1 + C) 

9. r(t) = 5e'~' 11. y = \xi}nx) 2 + 2x 13. x = C — \y 2 

2 000 , 

15. a) P(t) = «560 b) t = - 10 In l « 33.5 

1 + 19e _al ' 

17. a) L(t) =L a - \L„ - L( 0)]e~ kl b) L(t) = 53 - 43e~ 02 ' 

19. 15 dfas 21. k In h + h = ( -R/V)t + C 


23. a) se estabiliza en 200000 

b) i) x = 0, y = 0: cero poblaciones 

ii) x = 200 000, y = 0: en la ausencia de aves, la poblacion de 
insectos es siempre 200000. 

iii) x = 25 000, y = 175: ambas poblaciones son estables. 

c) las poblaciones estabilizan en 25000 insectos y 175 aves. 


PROBLEMAS ADICI0NALES ■ PAGINA 633 

1. f{x) = ±\0e x 5. y = x 1/n 7. 20°C 


9. b) f(x) 



c) No 


11. a) 9.8 h b) 31 900 t 7 pies 2 ; 2 OOOtt pies 2 /h 
c) 5.1 h 

13. x 2 + (y - 6) 2 = 25 
15. y = K/x, K^0 


CAPITULO 10 


EJERCICIOS 10.1 ■ PAGINA 641 





i \ 3 1 

b) y = i* - ? 



b) x = — (y + 2) 2 + 1, 
-4 « y « 0 


A102 
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77" 




15. a) y = ^ln x + 1 


b) 



17. a) y 2 - x 2 = l,y > 1 



19. Se mueve en sentido contrario a las manecillas del reloj en la 
circunferencia (x — 3) 2 + (y — l) 2 = 4 de (3, 3) a (3, —1) 

21. Se mueve 3 veces en sentido de las manecillas del reloj 
alrededor de la elipse (x 2 /25) + (y 2 /4) = 1, comenzando 
y terminando en (0. —2) 

23. Esta contenido en el rectangulo descrito por 1 =S x =£ 4 


y 2 =£ y 3. 




31. b) x = —2 + 5t, y = 7 — 8r, 0 =£ t =£ 1 
33. a) x = 2 cos t,y = 1 — 2 sen t, 0 =£ t =£ 2 ir 

b) x = 2 cos t, y = 1 + 2 sen t, 0 =£ t 6ir 

c) x = 2 cos t, y = 1 + 2 sen t , 7t/2 t =£ 3tt/2 

37. La curva y = x 2/3 se genera en a). En b), se genera solo la 
portion con x 3= 0 y c) obtenemos solo la portion con x > 0. 
41. x = a cos 0, y = b sen 0; (x 2 /a 2 ) + (y 2 /b 2 ) = L elipse 



45. a) dos puntos de intersection 


4 



b) un punto de colision ( — 3, 0) cuando t = 2 >tt/2 

c) todavia hay dos puntos de intersection, pero ningun punto 
de colision. 

47. Para c = 0, hay una cuspide; c > 0, existe un bucle cuyo 
tamano aumenta cuando c aumenta. 




49. Las curvas esbozadas siguen la recta y = x, y se inician con 
bucles cuando a esta entre 1.4 y 1.6, (mas precisamente cuando 
a > 72). Los bucles aumentan de tamano cuando a aumenta. 

51. A medida que n aumenta, aumenta el numero de oscilaciones; 
ay b determinan la anchura y altura. 


EJERCICIOS 10.2 ■ PAGINA 651 

2t + 1 , ^ 

1. 3. y = — jX + 7 5. y = 7 rx + ir 2 

t cos t + sen t 

7. y = 2x + 1 
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9. y = \x 



11 . 


2t + 1 


2 1 

3 . . 3 


, r, t < 0 

4r 3 


13. e~ 2 '(l - /), e _3 '(2/ - 3), t > : 


15. — | tan /, — | sec 3 ;, 77/2 < t < 377/2 

17. Horizontal en (0, —3), vertical en (±2, —2) 

19. Horizontal en Q, -i)y(-i, i), no hay vertical 

21. (0.6, 2); (5 • 6- 6/5 , e 6 " /5 ) 

23. 7.5 


25. y = x, y = —x 




27. a) d sen 0/(r - d cos 6) 29. (^, “), (—2, —4) 

31. t rab 33. 3 — e 35. 277 r 2 + nd 2 

37. J 2 72 + 2e~ 2 ' dt « 3.1416 

39. J o 4,r 75-4 cos ; « 26.7298 41. 4^/2 - 2 

43. + l ln(l + 72 ) 

45. 72 (e" ~ 1) 8 



47. 16.7102 



49. 612.3053 

55. a) 


51. 672,72 



; €E [0, 47t] 


b) 294 


57. f; /2 2tt; cos r 7 i 2 + 1 dt » 4.7394 

59. 27r(r + l)e'7 e 2, (; + 1) 2 (; 2 + 2; + 2) dt « 103.5999 

61. 1^577(247713 + 64) 63. f77fl 2 

65. y 77(949 726 + l) 71. j 

EJERCICIOS 10.3 ■ PAGINA 662 



/(*.?) 

b) 





/. 






A 3 



0 


0 




A 

As. 

4 


(2, 7 17/3), (-2, 477/3) (1, 577/4), (-1, 77/4) 

c) 



(1, 377/2), (-1, 5t7/2) 


3. a) 



(1, V) 

A 


0 



(-1,0) 




(72, -72) 

5. a) i) (272, 7 t 7/4) ii) (-272, 377/4) 
b) i) (2, 277/3) ii) (-2, 5 77/3) 




A104 


APENDICE I RESPUESTAS A EJERCICIOS DE NUMERO IMPAR 



13. 2V3 15. Circunferencia, centra 0, radio y/F 

17. Circunferencia, centra (1, 0), radio 1 
19. hiperbola, centra 0, focos sobre el eje x 
21. r = 2 esc 6 23 . r — l/(sen 6—3 cos 6) 

25. r = 2c cos 6 27. a) 6 = 77/6 b) x = 3 








49 


51. 



53. a) Para c < — 1, el bucle interior empieza en 6 = sen -1 (— 1/c) 
y termina en 0 = tt — sen -1 (—1/c) para c > 1, empieza en 
6 = tt + sen -1 (1/c) y termina en 0 = 2tt — sen _1 (l/c) 

55. a/3 57.-7 t 59. 1 

61. Horizontal en (3/V2, 77/4), (-3/V2, 37r/4); 
vertical en (3, 0), (0, 77/2) 

63. Horizontal en (|, 77/3), (0, 77 ) [el poste] y (§, 577/3); 
vertical en (2, 0), (^, 277/3), (^, 477/3) 

65. Centro (b/ 2, a/2), radio *Ja 2 + Z> 2 /2 


67. 



69. 



71. 



73. Por rotacion en sentido contrario a las manecillas del reloj 
a traves del angulo 77/6, 77/3, o a en torno al origen. 

75. Para c = 0, la curva es una circunferencia. Cuando c crece, el 
lado izquierdo se hace plana, entonces tiene un hoyuelo para 
0.5 < c < 1, una cuspide para c = 1, y un bucle para c > 1. 


EJERCICIOS 10.4 ■ PAGINA 668 


5. 77 2 




(3, 377-/2) 


3 
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15. \tt 1.4 



17. ^77 19.^77 21. 17-IV3 23. J77 + \\[?> 

25. 4^3 - 577 27. 77 29. ^77 - jV3 31. ^77 - 1 

33. 1 - \ 35. 5 ( 77 + 3V3) 

37. (|, 77 / 6 ), (2, 577/6), y el polo 

39. (1, 0) donde 6 = ir/\2, 5-77/12, 13t7/12, 17t7/12 

y(-l,0) donde 6 = 7 77/12, H77/I2 , 19t7/12, 23t7/12 

41. 773, 77/3), 77 3, 277/3), y el polo 

43. Intersection en 8 ~ 0.89, 2.25; area ~ 3.46 

45. 277 47. |[(77 2 + 1) 3/2 - 1] 



51. 2.422 1 53 L 8.0091 

55. b) 277(2 - V2) 


EJERCICIOS 10.5 ■ PAGINA 676 

1. (0, 0), (0, !), y = -§ 



5. (-2, 3), (-2, 5), y = 1 



3. (0, 0), (-|, 0), x = \ 



7. (-2, -1), (-5, ~l),x= 1 

\ yf 1 






- 5 ,- 1 ). , 

(-2,-1) / 

0 


X 


/ \x = l 

9. x = —y 2 , foco (— 5 , 0 ), directriz x = \ 


11 . (0, ±2), (0, ±V2 ) 




21. (±10, 0), (±10V2, 0), y = 


23. (4, -2), (2, -2); 
(3±V5, -2); 
y + 2 = ±2(x — 3) 


( 3 - 


13. (±3, 0), (±272, 0) 



2 2 

“ + ~ = 1, focos (0, ± 75) 


7 + 


(0,V34) 

\ \\ 
\ 


y= §* 

/ 

( 0 , 5)- 

\ 

\ 

\ 

/ 

/ 

/ 

/ 

(3, 5) 

(0,-5)v 

/ 

/ 

\ 

\ 

\ 

\ 

X 

/ 

(0.-V34) 


\ 

' 5 

>> = - 3 ^ 




25. Parabola, (0, -1), (0, -f) 

27. Elipse, (±72, l), (±1, 1) 

29. Hiperbola, (0, 1), (0, -3); (O, - 1 ±75) 


A106 APENDICE I RESPUESTAS A EJERCICIOS DE NUMERO IMPAR 


31 . y 2 = 4x 33 . y 2 = -12(x +1) 35 . y - 3 = 2(x - 2) 2 

i i/ 1 


x y~ 

37 . — + — = 1 
25 21 


. (y-4) 2 


39 . — + 

12 


(x + l) 2 (y - 4) 2 
41 . — + 7 - = 1 


12 


16 


45 , (y ~ i ) 2 _ (* + 3 ) 2 = t 


25 


39 


16 

x 2 y 2 

43 . — = 1 

9 16 

x 2 y 2 

47 . — = 1 

9 36 


49 . 


51 . a) 


3 763 600 
12bc 2 


3 753 196 
1 2 ly 2 


= 1 


= 1 b) =248 mi 


1500625 3 339 375 

55 . a) Elipse b) Hiperbola c) No hay curva 
59 . 15.9 

b 2 c 

61 . E ab In 

a \ b + c 

63 . (0,4/7 r) 


a 


donde c 2 = a 1 + b 2 


EJERCICIOS 10.6 ■ PAGINA 684 


1. r = 


5 . r = 


9 . a) 


2 + cos 6 

8 

1 — sen 6 


3 . r = 


7. r = 


2 + 3 sen 6 
4 

2 + cos 6 


b) Elipse c) y = —1 



11 . a) 1 b) Parabola c) y 



2 

3 


13 . a) 5 b) Elipse c) x = \ 



15 . a) 2 b) Hiperbola c) x = — § 




19 . La elipse es parecida 
a la circunferencia cuando e 
esta cerca de 0 y esta mas alargada 
cuando e —* 1“. En e = 1, la curva 
es una parabola. 



2.26 X 10 8 

25 . r = 

1 + 0.093 cos 0 

27 . 35.64 AU 29 . 7.0 X 10 7 km 31 . 3.6 X 10 s km 


REPAS0 DEL CAPITULO 10 ■ PAGINA 685 

Examen rapido Verdadero-Falso 

1 . Falso 3 . Falso 5 . Verdadero 7 . Falso 
9 . Verdadero 


Ejercicios 

1 . x = y 2 - 8y + 12 3 . y = l/x 




5 . x = t,y = yft\ x = t A , y = t 2 \ 
x = tan 2 !, y = tan t,0^t< tt/2 
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b) (3V2, 37r/4), 
(-3V2, 77r/4) 






17. r = 


cos 6 + sen 9 


19. 



21. 2 23.-1 

1 + sen t 1 + cos t + sen t 


25. 


1 + COS t (1 + COS ty 


27. (V.i) 


29. Tangente vertical en 

(la, ±^V3 a), (—3a, 0); 
tangente horizontal en 
(a, 0), (— \a, ±l^a) 



31. 18 33. (2, ± 77 / 3 ) 35. 7(77 - 1) 

37. 2(5 V5 - l) 

2 Vt7 2 + 1 — tJAtT 1 + 1 / 277 + tJAtT 2 + 1 

39. P In , 

277 \ 77 + V 71 " 2 + 1 

41. 47129577/1024 


43. Todas las curvas tienen la aslntota vertical x = 1. C < — 1, 
abulta a la curva a la derecha. En c = — 1 , la curva es la recta 
x = 1 . Para — 1 < c < 0, abulta a la izquierda. En c = 0 hay 
una cuspide en (0, 0). c > 0, hay un bucle. 


45. (±1,0), (±3,0) 
7* 


47. (-|,3), (-1,3) 




2 2 
x y 

49. — + — = 1 

25 9 


51. 


72/5 


53. 


(8y - 399) 2 


= 1 


x 

8/5 

55. r = 


= 1 


25 160 801 3 + cose 

57. a) En (0, 0) y (1, 3) 
b) Tangente horizontal en (0, 0) y (<J2, \fA)\ 
tangente vertical en (0, 0) y (-^4, \[2) 



g) l 


PR0BLEMAS ADICI0NALES ■ PAGINA 688 
1. ln(7r/2) 3. HV3JV3] X [-1, 2] 

CAPITUL0 11 


EJERCICIOS 11.1 ■ PAGINA 700 

Abreviaciones: C, convergente; D, divergente 

1. a) Una sucesion es una lista ordenada de numeros, mientras que 

una serie es la suma de una lista de numeros. 

b) Los terminos a„ tienden a 8 cuando n es grande. 

c) Los terminos a„ son grandes cuando n son grandes 


3 i*ill 5 

17 ’ 13 3 ' 

9. 1, 2, 7, 32, 157 
15. a„ = — 3( — I)” ‘ 


1 

" 25 > 125 ^ 


1 1 
" 625 > 3125 


2 -> 6 » 24 » 120 » 720 


11 2 - - - - 
1 '■ 3 ’ 5 ’ 7 > 9 


13. a n = 1/(2 n - 1) 
17. a n = (~l ) n+l — ~ — 


n + 1 

19. 0.4286, 0.4615, 0.4737, 0.4800, 0.4839, 0.4865, 0.4884, 
0.4898, 0.4909, 0.4918; si; ) 

21. 0.5000, 1.2500, 0.8750, 1.0625, 0.9688, 1.0156, 0.9922, 
1.0039, 0.9980, 1.0010; si; 1 

23. 1 25. 5 27. 1 29. 1 31. D 33. 0 

35. D 37. 0 39. 0 41. 0 43. 0 45. 1 

47. e 2 49. In 2 51. tt/2 53. D 55. D 


57. 1 


59. 3 


61. D 


63. 0 


65. a) 1060, 1123.60, 1191.02, 1262.48, 1338.23 b) D 


+ In 
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67. a) P„ = 1.08P„-i - 300 b) 5734 
69. - 1 < r < 1 

71. Converge por el teorema de las sucesiones monotonas; 
5 «L< 8 

73. Decreciente; si 75. No monotona; no 
77. Decreciente; si 

79. 2 81. 5(3 + y/5) 83. b) j(l + y/ 5 ) 

85. a) 0 b) 9, 1 1 


EJERCICIOS 11.2 ■ PAGINA 711 

1. a) Una sucesion es una lista ordenada de numeros, mientras que 
una serie es la suma de una lista de numeros. 
b) Una serie es convergente si la sucesion de sumas parciales 
es una sucesion convergente. Una serie es divergente si es 
no convergente. 

3. 2 

5. 1, 1.125, 1.1620, 1.1777, 1.1857, 1.1903, 1.1932, 1.1952; C 
7. 0.5, 1.3284, 2.4265, 3.7598, 5.3049, 7.0443, 8.9644, 11.0540; D 

9. -2.40000,-1.92000, 1 


-2.01600, -1.99680, 
-2.00064, -1.99987, 

0 


K} 

N 

V 

k) 


-2.00003, -1.99999, 
-2.00000, -2.00000; 
convergente , suma = — 2 




-3 



11. 0.44721, 1.15432, 

10 



1.98637, 2.88080, 





3.80927, 4.75796, 





5.71948, 6.68962, 
7.66581, 8.64639; 



W • 


divergente 



R} 



0 








13. 0.29289,0.42265, 

1 




0.50000, 0.55279, 
0.59175, 0.62204, 
0.64645, 0.66667, 
0.68377, 0.69849; 



foj . . 

N 

convergente , suma = 1 

0 

• 

R} 

_i I I I 1 l_ 

_1 * X 


15. a) C b) D 

25. D 27. D 

37. D 39. D 

49. b) 1 c) 2 


17. D 19. f 21. 60 23. f 

29. D 31. | 33. D 35. D 

41. e/(e - 1) 43. I 45. f 47. 

d) todos los numeros racionales con 


termination decimal representativa, excepto cero. 
51. I 53. H 55. 5063/3300 
1 1 -5x 

57. < x < — ; 59. — 1 < x < 5; 

5 5 1+5* 


5 — x 


61. * > 2 or * < —2; 


65. 1 


67. 


x — 2 
a.\ = 0, a„ = 


63. x < 0; 


1 


n{n + 1) 


e — 1 


1 - e x 
para n > 1, suma = 1 


69. 

71. 

77. 

85. 

87. 

89. 


a) 157.875 mg; ^(1 - 0.05") b) 157.895 mg 

a) S„ = D( \ - - } b) 5 73. KV3 - l) 

1 — c 

79. La serie es divergente 

n(n + 1) 

{s„} es acotada y decreciente. 


a) 


1 5 23 U9. 
2’ 6 ’ 24’ 120’ 


(n + 1)! - 1 
(n + 1)! 


c) 1 


EJERCICIOS 11.3 ■ PAGINA 720 



3. D 5. C 7. D 9. C 11. C 13. D 
15. C 17. C 19. C 21. D 23. C 25. C 

27. /no es positiva ni decreciente 

29. p > 1 31. p < - I 33. (1, 00) 

35. a) 10 77 b) 90 7T 16 

37. a) 1.54977, error « 0.1 b) 1.64522, error « 0.005 
c) 1 .64522 comparado con 1.64493 d) n > 1000 
39. 0.00145 45. b < 1/e 

EJERCICIOS 11.4 ■ PAGINA 726 

I. a) Nada b) C 3. C 5. D 7. C 9. D 

II. C 13. C 15. D 17. D 19. D 21. C 

23. C 25. D 27. C 29. C 31. D 

33. 1.249, error < 0.1 35. 0.0739, error < 6.4 X 10~ 8 

45. Sr 


EJERCICIOS 11.5 ■ PAGINA 731 

1. a) Una serie cuyos terminos son altemadamente positivos 
y negativos b) 0 < b n+1 b n y lrm„^« b„ = 0, 
donde b„ = | a„ \ c) | R„ \ =S b„+i 

3. C 5. C 7. D 9. C 11. C 13. D 15. C 
17. C 19. D 21. -0.5507 23. 5 25. 4 

27. —0.45 9 7 29. 0.067 6 31. Una subestimacion 

33. p no es un entero negativo 35. {b n } es no decreciente 


EJERCICIOS 11.6 PAGINA 737 

Abreviaciones : AC, absolutamente convergente; CC, 
condicionalmente convergente 

1. a) D b) C c) puede ser convergente o divergente. 

3. AC 5. CC 7. AC 9. D 11. AC 13. AC 
15. AC 17. CC 19. AC 21. AC 23. D 25. AC 
27. AC 29. D 31. D 33. AC 
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35. a) yd) 

39. a) H « 0.68854, error < 0.00521 
b) n 3= 11, 0.693109 

45. b) 2 2 

„_ 2 n In n n=1 n 

EJERCICIOS 11.7 ■ PAGINA 740 

1. C 3. D 5. C 7. D 9. C 11. C 
13. C 15. C 17. C 19. C 21. D 23. D 

25. C 27. C 29. C 31. D 

33. C 35. D 37. C 

EJERCICIOS 11.8 ■ PAGINA 745 

1. Una serie de la forma 2"=o c„(x — a)", donde x es una variable 
y a y Cn son las constantes. 

3. 1, (-1, 1) 5. 1, [-1, 1) 

7. oo, (-oo, co) g. 2, (-2, 2) 11. i [-1, J] 

13. 4, (-4, 4] 15. 1, [1,3] 17. [ — y, — y) 

19. oo, (-x>, oo) 21. b , ( a - b, a + b ) 23. 0, { | } 

25. 5 , [’, l] 27. 00 , ( co, <x>) 29. a) Si b) No 

31. k k 33. No 

35. a) (— 00 , 00 ) 
b), c) 



37. (-1, l),/(x) = (1 + 2x)/(l - x 2 ) 41. 2 

EJERCICIOS 11.9 ■ PAGINA 751 

1 . 10 3. i (- 1 , 1) 5. 2 2 (-3, 3) 

n = 0 J 


7. 2 (-1)"- 

n=0 ? 


n = 0 

1 


(-3,3) 9. 1 + 2 2 (-1, 1) 

/1=1 


11. 2 


(_n»+i 

V ' r ) n + 1 


x\ (-1, 1) 


13. a) 2 (-!)"(« + l)x", R = 1 


b) — 2 (-1 )"(n + 2 )(n + l)x", R = 1 

2 n-0 

c) — 2 (-1 )"n(n - l)x n ,R= 1 

2 n =2 

00 x' 1 

15. In 5 - 2 , R = 5 

,,-1 n5" 

17. 2 ( — l)*4"(n + l)x n+ \R = l 


19. 2 (2 n + l)x", R = 1 


21. 2 (-1)"— rx 2 " +1 ,^ = 4 

n=0 l O 



” 2x 2 " +1 

23. 2 , R = 1 

„_o 2n + 1 



25. C + 2 


,R = 1 


„_o 8 n + 2 

00 v n+ 3 

27. C + 2 (-1)" / - -. ,/? = 1 

n= 1 n(n + 3) 

29. 0.199989 31. 0.000983 33. 0.19740 

35. b) 0.920 39. [-1, 1], [-1, 1), (-1, 1) 

EJERCICIOS 11.10 ■ PAGINA 765 

1. b s =/ <8) ( 5)/8! 3. 2 (n + \)x",R = 1 


5. 2 ('? + R = 1 

/;= 0 

2n + 1 

7. 2 (-1)" 


x 2n+ \ R = 00 


„-o (2n + 1)! 

" (In 2)" “ .. 

9. 2^ —x",R = 00 11 . V — — __ R = a , 


„-o n\ 


(2 n + 1 )! 


13. -1 - 2(x - 1) + 3(x - l) 2 + 4(x - l) 3 + (x - l) 4 , R = 

15. In 2 + 2 (—l)" 41 — (x - 2)\ R = 2 
„_i n 2" 

“ IV s 

17. 2 0 - 3)", R = 00 

„=o n! 

19. 2 (-D" +1 7TT7 ( x ~ 77 ’) 2 ". R = 00 

n=o (2 ft)! 

1 “3-7 (4n - 5) 

25. 1 x - 2 -x", R = 1 

4 „r 2 4" ■ n\ 

^ (n + l)(n + 2) 

27. 2 (-1) ~x\R = 2 


29. 2 (-1)" 


2" +4 

_2«+l 


,=o (2n+\)\ 


x 2n+ \ R = 00 
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oo jn ii 

31. 2 ~x\R = oo 

n=0 FI ! 


33. 2 x 4n+1 ,fi = °° 

„=o 2 2n (2n)\ 


1 “ , 1-3-5 

35. — x + 2 (-1)" TTT 

2 ' /?! 2 3n+1 


( 2 « - 1 ) . 2 „ +1 „ _ 


-x ln+ \ R = 2 


37. 2 (-1)" 


yi +1 _ 

„-i (2 n)\ 


X , 7 ? = 00 


39. 2 (-1)" 


( 2 / 0 ! 


x 4n , 7? = oo 


1.5 



4i. i 


(-ir 1 

(n - 1 )! 


x", R = oo 



43. 0.99619 

45. a) 1 + 2 
«=1 


1-3-5 


(2n - 1 ) 


b) x + 2 


1-3-5 


2 "n\ 

• • (2 n- 1 ) 


(2 /j + 1 )2"«! 


47. C + I (-1)" 

n=0 

49. C + i (-1)" 


»-o (6« + 2) (2n) ! 

1 


, R = oo 


2 /i ( 2 n)! 


x , R = oo 


51. 0.0059 53. 0.40102 55. f 57. I20 


59. 1 — lx 2 + Mx 4 61. 1 + zx 4 + zzsx 


12 i J74 


63. e 


65. In | 67. 1/V2 69. e 3 - 1 


EJERCICI0S11.il ■ PAGINA 774 

1. a) r 0 (x) = 1 = 7\(x), r 2 (x) = 1 - lx 2 = T 3 (x), 
T 4 (x) = 1 - \x 2 + ^x 4 = T s (x), 

T 6 {x) = 1 - \x 2 + ^x 4 - T^gX 6 


T, = T, 2 



X 

f 

II 

t 2 = t 3 

t, = t 5 

t 6 

IT 

T 

0.7071 

1 

0.6916 

0.7074 

0.7071 

IT 

~2 

0 

1 

-0.2337 

0.0200 

-0.0009 

IT 

-1 

1 

-3.9348 

0.1239 

-1.2114 


c) Cuando /i crece, T„(x) es una buena aproximacion a f(x) sobre 
un gran intervalo. 

3. 5 - j(x - 2) + g(x - 2 ) 2 - s(x - 2 ) 3 


2 



- 1.1 


7. (jc — 1) — \(x — l) 2 + \(x — l) 3 



-4 
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9. x — 2x 2 + 2x 3 



T,f -4 


H. T s (x) = 1 - 2 (jc - ^) + 2 (x - 

in/ ~\ 4 f./ 1 / 


r 4 r 5 



13. a) 2 + - 4) - g(x - 4) 2 b) 1.5625 X 10~ 5 

15. a) 1 + |(jc — 1) — l(x - l) 2 + ^(x - l) 3 b) 0.000097 
17. a) 1 + \x 2 b) 0.0014 

19. a) 1 + x 2 b) 0.00006 21. a) x 2 - gx 4 b) 0.042 

23. 0.17365 25. Cuatro 27. -1.037 <x< 1.037 

29. —0.86 < x < 0.86 31. 21 m, no 

37. c) Difieren por cerca de 8 X 10~ 5 km. 


53. ' ■ V 

2 „r, «! 2 6n+ 

55. C + In | x | + 2 


(4« — 3) 

-x\R = 16 


„=i n • n\ 

57. a) 1 + l(x - 1) - g(x - l) 2 + (x - l) 3 
b) i .5 c) 0.000006 



PROBLEMAS ADICIONALES ■ PAGINA 781 

I. 15 !/5 ! = 10 897 286 400 

3. b) 0 si x = 0, (1/x) — cot x si x # Ictt, k es un entero 
5. a) s„ = 3 • 4", Z„ = 1/3", p„ = 4»/3"- 1 c) jV3 
4 x x 3 + 4x 2 + x 
(i - .,)• 

II. In | 13. a) ~ e “ n,r/5 ) b) 

77 

19. — t - 1 

2 V 3 


21. — ( — — 7 rk ) donde k es un entero positivo 


APENDICES 


REPAS0 DEL CAPITUL0 11 ■ PAGINA 778 

Examen rapido Verdadero-Falso 

I. Falso 3. Verdadero 5. Falso 7. Falso 9. Falso 

II. Verdadero 13. Verdadero 15. Falso 17. Verdadero 
19. Verdadero 21. Verdadero 


Ejercicios 

3. D 5. 0 7. e 12 9. 2 11. C 13. C 

15. D 17. C 19. C 21. C 23. CC 25. AC 
27. n 29. 77-/4 31. 35. 0.9721 

37. 0.1897 6224, error < 6.4 X 10~ 7 


41. 4, [-6, 2) 43. 0.5, [2.5, 3.5) 


45. - 2 (-1)" 

l n = 0 


(2«)! 


V3 


(2 n + 1)! 


\ 2 n+l~ 

- — I 


6 / 


47. 2 (-l)"x" +2 , R = 1 


49. In 4 - 2 - — ,R = 4 

n=i nr' 


51. 2 (-1)' 

11=0 


x 8n+4 

R = 00 

(2 n +1)! 


EJERCICIOS A ■ PAGINA A9 

1. 18 3. 77 5. 5 - 75 7. 2 - x 


9. | x + 1 | 


{ x + 1 para x ^ — 1 
—x — 1 para x < — 1 


11 . x 2 + 1 


13. (-2,oo) 


15. [-1,0°) 


-2 0 


-1 0 


17. (3,oo) 

3 


19. (2,6) 

2 6 


21. (0, 1] 

23. 

t-i7) 


0 1 


-1 1 
2 


25. (-00, 1) U (2, 00) 

27. 

[-17] 


1 2 


-1 1 
2 


29. (-00, 00) 

31. 

(-73,73) 



V3 0 >/3 
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33. (- 00 , 1] 35. (-1, 0) U (1, oo) 


0 1 -10 1 
37. (-oo, 0) U (j, oo) 


0 j_ 

4 

39. 10 =£ C =s 35 41. a) T = 20 - 10 h, 0 =s h 12 

b) -30°C =£ T =S 20°C 43. ±| 45. 2, — | 

47. (-3, 3) 49. (3, 5) 51. (-oo, -7] U [-3, oo) 

53. [1.3, 1.7] 55. [-4, -1] U [1, 4] 

57. x 3= (a + b)c/(ab ) 59. x > (c — b)/a 

EJERCICIOS B ■ PAGINA A15 

1. 5 3. V74 5. 2V37 7. 2 9. -§ 


yt 


19. 3 - 



* 

11 

OJ 


O 

II 

s? 

N 




/ 

0 


3 x 0 



21. y = 6x — 15 23. 2x - 3y + 19 = 0 

25. 5x + y = 11 27. y = 3x - 2 29. y = 3x - 3 

31. y = 5 33. x + 2y + 1 1 = 0 35. 5x - 2y + 1 = 0 

37. m = -\,b = 0 39. m = 0, b = -2 



53. (0, -4) 55. a) (4, 9) b) (3.5, -3) 57. (1, -2) 

59. y = x — 3 61. b) 4x - 3y - 24 = 0 

EJERCICIOS C ■ PAGINA A23 

I. (x - 3) 2 + (y + l) 2 = 25 3. x 2 + y 2 = 65 

5. (2, -5), 4 7. (- 1 0), | 9. (?, -?), VlO/4 

II. Parabola 13. Elipse 
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31. Elipse 33. 




31. sen (f> = V5/3, cos <p = — f, tan 5/2 , esc <j> = 3/V5, 

cot 4 > = — 2/V5 

33. sen fi = — 1/-/10, cos /3 = — 3/y/lO, tan /3 = 5, 
esc (3 = — v/IO, sec /3 = — s/XO/3 

35. 5.73576 cm 37. 24.62147 cm 59. ^(4 + 6 V 2 ) 

61. ^(3 + 8^2) 63. | 65. 77/3, 5 77/3 

67. 77/4,377/4,577/4,777/4 69. 77/6,77/2,577/6,377/2 

71. 0, 77, 277 73. 0 =£ x =£ 77/6 y 577/6 =S x =S 2 tt 

75. 0 x < 77/4, 377/4 < x < 577/4, 777/4 < x =£ 277 




EJERCICIOS D ■ PAGINA A32 

I. 7 77/6 3. 77/20 5. 5 77 7. 720° 9. 75° 

II. -67.5° 13. 377 cm 15. | rad = (120/77)° 





23. sen(377/4) = 1/V2, cos(3t7/4) = tan(377/4) = —1, 

csc(377/4) = y/2, sec(377/4) = — yjl, cot(377/4) = —1 
25. sen(977/2) = 1, cos(977/2) = 0, csc(977/2) = 1, cot(977/2) = 0, 
tan(977/2) y sec(977/2) indefinida 

27. sen(577/6) = j, cos(5t7/6) = — V3/2, tan(577/6) = — 1/V3, 
csc(577/6) = 2, sec(577/6) = — 2/^3, cot(577/6) = — ^3 
29. cos 0 = 5 , tan 6 = 1, esc 6 = f , sec 6 = 1, cot 6 = 5 



89. 14.34457 cm 2 

EJERCICIOS E ■ PAGINA A38 

1. VT + V2 + v^ + V4 + V5 3. 3 4 + 3 5 + 3 6 


5. 

-1 + 

+ 

+ 

+ 

7. 

1 10 

+ 2 10 + 3 

10 + 

■■■ +n 10 

9. 

1 - 1 

+ 1 - 1 + ■ 

• ' + (- 

-1 y 

1 11 . 

2 i 



19 

7 n 



5 


n 

13. 

2- 

;=i l 

15. 2 

+ 1 t 

; 2 i 

1 

17. 

2 2' 
i=0 

19. 

2 x i 
1=1 

21. 

80 

23. 3276 

25. 0 


27. 61 

29. 

n(n + 1) 

31. 

n(n 2 

+ 6 n + 17)/3 

33. 

n(n 2 + 6 n + 

H)/3 

35. 

n(n 3 

+ 2 n 2 — n — 

10)/ 4 





41. 

a) n‘ 

4 b) 5 100 - 

1 c) 

07 

300 

d) a„ - 

- Clo 


43. 

1 

3 

45. 14 49. 

2 " +I + 

n 2 

+ n — 2 




EJERCICIOS G ■ PAGINA A54 

1. b) 0.405 
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EJERCICIOS H ■ PAGINA A62 

1. 8 - 4/ 3. 13 + 18/ 5. 12 - 7/ 7. £ + “/ 

9. \ - \i 11. i 13. 5 i 15. 12 + 5 i, 13 
17. 4i, 4 19. ±\i 21. -1 ± 2/ 

23. — \ ± (s/l/2)i 25. 3 \[2 [cos(37t/4) + / sen(3u/4)] 

27. 5{cos[tan _I (j)] + / sen[tan _1 (j)] } 

29. 4[cos(i7-/2) + / sen(T7-/2)], cos( — 7 t/ 6) + / sen(— tj/ 6), 
j[cos( — tt/ 6) + i sen(— 77/6)] 

31. 4y[2 [cos(7 -77-/12) + / sen(77r/12)], 

(2-v/2)[cos(137r/12) + i sen(13-77/12)], ^[cos(t7-/6) + / sen(T7-/6)] 
33. -1024 35. -512a/3 + 512/ 

37. ±1, ±i, (l/V2)(±l ± i) 39. ±(V3/2) + \i, -i 


Im 

• 

• 

0 

1 

Re 

• 




41. i 43. \ + (V3/2)/ 45. -e 1 

47. cos 3 6 = cos 3 6 — 3 cos 8 sen 2 ft 
sen 30=3 cos 2 0 sen 8 — sen 3 0 
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Abel, Niels, 212 
absolutos, 274 

aceleracion, como una razon de cambio, 
161, 224 

adaptativa, integracion numerica, 515 
adicion, formulas para el seno y coseno, 
A29 

afelio, 683 

Airy, funcion de, 746 
Airy, Sir George, 746 
algebraica, funcion, 30 
alternantes armonicas, series, 729, 732 
alternantes, series, 727 
armonicas, 729, 732 
prueba, 727 

teorfa de estimacion, 730 
alternantes, prueba de series, 727 
analftica, geometrfa, A10 
angulo doble, formulas de, A29 
angulo(s), A24 

de desviacion, 283 
entre curvas, 27 1 
negativo o positivo, A25 
posicion estandar, A25 
antiderivada, 344 
antiderivacion, formulas, 345 
apolonio, 677 

apostrofo, notacion, 146, 177 
aproximacion, 
a e, 180 
cuadratica, 256 
error en el uso, 508 
lineal, 25 1 

polinomial de Taylor de n-esimo 
grado, 257 
por cilindros, 432 
por diferenciales, 253 
por el metodo de Newton, 339 
por la desigualdad de Taylor, 756, 769 
por la regia de Simpson, 511, 513 
por la regia del punto medio, 

378, 507 


por la regia del trapecio, 508 
por polinomiales de Taylor, 768 
por sumas de Riemann, 372 
por superficies, 546 
por tangente, regia, 25 1 
aproximacion, aterrizaje de un avion, 
208 

Aquiles y la tortuga, 5 
arco seno, funcion, 67 
arcofris, angulo, 283 
arcofris, formacion y ubicacion de, 282 
area, 2, 360 

bajo una curva, 360, 365, 371 

de un cfrculo, 480 

de un sector de un cfrculo, 665 

de una elipse, 479 

de una superficie de revolution, 

545, 551 

de una superficie, 650 
encerrada por una curva 
parametrica, 647 
en coordenadas polares, 654, 665 
entre curvas, 422, 423 
neta, 373 

por agotamiento, 2, 101 
area, funciones, 385 
area, problema del, 2, 360 
argumento de un numero complejo, A59 
Arqufmedes, 406 

Arqufmedes, principio de, 460, 113 
asfntota(s), 311 

de una hiperbola, 674, 
en una grafica, 311 
horizontal, 131, 311 
inclination, 312, 315 
vertical, 94, 311 
asintotica, curva, 318 
astroide, 215, 645 

autonoma, ecuacion diferencial, 589 

bacteria, crecimiento de, 605, 610 
Barrow, Isaac, 3, 101, 153, 386, 406 


base, de un cilindro, 430 
base, de un logaritmo, 62, A55 
cambio de, 65 
beisbol y calculo, 455 
Bernoulli, ecuacion diferencial, 621 
Bernoulli, James, 594, 621 
Bernoulli, John, 303, 310, 594, 640, 754 
Bessel, Friedrich, 742 
Bessel, funcion, 217, 742, 746 
Bezier, Pierre, 653 
Bezier, curvas, 639, 653 
binomiales, coeficientes, 760 

descubrimiento por Newton, 767 
binomio, teorema, 175, PR1 
Boyle, Ley, 235 
braquistocrona, problema, 640 

ramas de una hiperbola, 674, A20 
Buffon, problema aguja, 578 

cable (colgante), 258 
calculadora, graficadora, 44, 318, 638, 
661. Ver tambien sistema algebraico 
computarizado 
Calculo, 8 

cancelation, ecuaciones 
diferencial, 3 
integral, 2, 3 
invention del, 8, 406 
para funciones inversas, 61 
para funciones trigonometricas 
inversas, 61, 67 
para logaritmos, 63 
cambio de base, formula para, 65 
cambio de variable(s) 
en integracion, 407 
Cantor, Georg, 713 
Cantor, conjunto, 713 
capacidad, 

de acarreo, 294 
de contention, 236 
de soporte, 581, 606, 607 
capital, formacion, 567 
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cardiaca, salida, 565 

cardioide, 215, 658 

carga, capacidad, 236, 294, 581, 607 

carga, electrica, 227 

cartesiano, piano, All 

cartesiano, sistema de coordenadas. All 

Cassini, Giovanni, 665 

catenaria, 258 

Cauchy, Augustin-Louis, 113, A45 
Cauchy, teorema del valor medio, A45 
Cavalieri, 513 

principio de, 440 

centra de gravedad. Ver centra de masa 
centra de masa, 554 
de una placa, 557 
centroide de una placa plana, 556 
cicloide, 639 
cilindricas, capas, 441 
cilindro, 430 
cilindro circular, 430 
cilindro recto, 430 
cinetica, energla, 455 
circuito electrico, 593, 596, 619 
clrculo, area de, 480 
circunferencia, ecuacion de, A16 
circunferencia gorda o gruesa, 213, 544 
cisoide de Diodes, 644, 663 
Clairaut, teorema de, A48 
cociente, ley de los hinites, 99 
cociente, regia del, 1 87 
coeficiente(s) 
binomial, 760 
de desigualdad, 429 
de friccion, 198, 281 
de una polinomial, 27 
de una serie de potencias, 741 
combinaciones de funciones, 39 
cometas, orbitas de, 684 
comparacion, propiedades de la integral, 
381 

comparacion, prueba para las integrales 
impropias, 525 

comparacion, prueba para las series, 722 
comparacion, teorema para integrales, 
525 

complejo conjugado, A57 
complejo exponencial, A63 
complejo, numero(s), A57 

adicion y sustraccion de, A57 
argumento de, A59 
division de, A57, A60 
igualdad de, A57 
imaginaria parte de, A57 
modulo de, A58 
multiplicacion de, A57, A60 
polar, forma, A59 


potencias de, A6 1 
principal ralz cuadrada de, A58 
rafces de, A62 
real parte de, A57 
completez, axioma de, 698 
composition de funciones, 40, 199 
continuidad de, 125 
derivada de 200 
compresibilidad, 228 
compresion, teorema de, 105, A42 
para sucesiones, 694 
compuesto, interes, 241, 309 
concavidad, 293 

concavidad, prueba de, 293, A44 
concentration, 227 
concoide, 641, 663 
condicionalmente convergente, serie, 

733 

conjunto, notacion, A3 
cono, 670 

truncado, 439, 440 
conica, section, 670, 678 
concoide, 675, A21 
directriz, 670, 678 
excentricidad, 678 
foco, 670, 672, 678 
polar, ecuacion, 680 
vertice(s), 670 

conjugado, propiedades de, A58 
constante, fuerza, 446 
constante, funcion, 174 
constante, ley del limite del multiplo, 

99 

constante, regia del multiplo, 177 
consumidor, excedente, 563, 564 
continua, desarrollo en fraction, 702 
continua, variable aleatoria, 568 
continuidad, 

de una funcion, 118 
por la izquierda o derecha, 1 20 
sobre un intervalo, 120 
continuamente, interes compuesto, 241, 
309 

convergencia, 
absoluta, 732 
condicional, 733 

de una integral impropia, 520, 523 
de una serie, 705 
de una sucesion, 692 
intervalo de, 743 
radio de, 743 

convergente, integral impropia, 520, 523 
propiedades de, 709 
coordenado, sistema, A2 
cartesiano, 
polares, 654 


Cornu, espiral, 652 
corriente electrica para un bulbo de 
flash, 83, 207 
coseno, funcion, A26 
derivada de, 193 
grafica de, 31, A31 
potencias para series, 758, 760 
costo, funcion, 231, 330 
crftico, numero, 277 
cuadrante, All 

cuadratica, aproximacion, 256 
cubica, funcion, 27 
corriente, 227 
costo promedio, 334 
crecimiento estacional, modelo, 615 
crecimiento, ley natural de, 237, 606 
crecimiento, tasa de, 229, 401 
relativa, 237, 606 
cresta, 641 
curvatura, 653 
curva(s) 

asintotica, 318 

Bezier, 639, 653 

bruja de Maria Agnesi, 643 

caracoloide, 686 

catastrofica, cola de golondrina, 644 

cisoide de Diodes, 663 

Cornu espiral, 652 

de aprendizaje, 585 

del copo de nieve, 782 

del diablo, 215 

demanda, 563 

epicicloide, 645 

estrofoide, 669, 687 

gula para el trazado de, 311 

longitud de, 538 

nariz de bala, 5 1 , 205 

nivel, 883 

ortogonal, 216 

ovalos de Cassini, 665 

parametricas, 636 

polares, 656 

rasa de cuatro hojas, 658 
serpentina, 189 
suave, 538 
toroidal espiral, 843 
trocoide, 643 

Tschirnhausen, cubica, 215, 428 
curva, conexion de, 25 
curva parametrica, 636 
area bajo la, 647 
longitud de arco de, 648 

De Moivre, Abraham, A6 1 
De Moivre, teorema de, A6 1 
lineal, 226, 401 
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lfquido, 553 
masa vs. peso, 553 
decaimiento, ley natural de, 237 
decaimiento radiactivo, 239 
decreciente, funcion, 19 
decreciente, sucesion, 696 
delta (A), notacion, 147, 148 
demanda, curva de, 331, 563 
demanda, funcion de, 330, 563 
dependiente, variable, 10 
derivable, funcion, 157 
derivacion, 157 

de una serie de potencias, 748 
formulas para, 188, RP5 
implfcita, 209, 210 
logarftmica, 220 
termino por termino, 748 
derivacion, operador de, 157 

dominio de, 154,203, A54, A55 
inversa, 213, 214 
notacion, 157 
por la izquierda, 1 65 
por la derecha, 165 
segunda, 160 
superior, 160 
tercera, 161 

derivada(s), 143, 146, 154, 256 

como la pendiente de una tangente, 
143, 148 

como una funcion, 154 
como una razon de cambio, 143 
de funciones exponenciales, 1 80, 
de funciones hiperbolicas, 259 
de funciones logantmicas, 218, 

A51, A54 

de una funcion inversa, 218 
de una funcion compuesta, 1 99 
de una funcion constante, 174 
de una funcion potencia, 175 
de una funcion trigonometrica, 

191, 194 

de una integral, 387 
de una polinomial, 174 
de un cociente, 187 
de un producto, 184, 185 
por la izquierda, 165 
por la derecha, 165 
superiores, 160 
Descartes, Rene, All 
descenso de un avion, determination de 
despegue, 208 
desigualdades, reglas, A4 
desplazadas, conicas, 675, A21 
desplazamiento, 145, 401 

entre puntos en un piano. All 
entre reales, A7 


desplazamiento de una funcion, 36 
desviacion estandar, 572 
diferencia, ley de los limites, 99 
diferencia, regia, 178 
diferencial, 253 
autonoma, 589 
Bernoulli, 621 

ecuacion, 183, 237, 346, 579, 580, 582 
familia de soluciones, 580, 583 
lineal, 616 
logfstica, 607, 703 
orden de, 582 
primer orden, 582 
segundo orden, 582 
separable, 594 
solucion de, 582 
solucion general de, 583 
diferencias, cociente de, 12 
dilution del colorante, metodo de, 565 
direccional, campo, 585, 586 
directriz, 670, 678 
discontinua, 523 
discontinua, funcion, 119 
discontinuidad, 119, 120 
discontinuidad de salto, 120 
discontinuo, integrando, 523 
dispersion, 283 

distancia, numeros formula, A12 
distancia, problema, 367 
divergencia, 

de una integral impropia, 520, 523 
de una serie infinita, 705 
de una sucesion, 692 
divergencia, prueba para, 709 
divergente, impropia integral, 

520, 523 

divergente, sucesion, 692 
division de series de potencias, 763 
dominio, de una funcion, 10 

e (el numero), 55, 180, A52 
como un lfmite, 222 
como una suma de una serie 
infinita, 757 
ecuacion(es) 
cancelation, 61 
circunferencia, A 17 
depredador-presa, 622, 623 
de una grafica, A 16, A17 
de una recta, pendiente- 
interseccion, A13 
diferencial, (Ver ecuacion 
diferencial) 
elipse, 672, 680, A19 
forma de dos intersecciones, A16 
hiperbola, 67, 675, 680, A20 


lineal, A14 

logfstica diferencial, 581, 615 
logfstica en diferencias, 703 
Lotka-Volterra, 623 
n-esimo grado, 212 
orden de la ecuacion diferencial, 
582 

parabola, 670, 680, A18 
parametrica, 636, 
polar, 656, 680 
punto-pendiente, A12 
recta, A12, A13, A14, A16 
segundo grado, A16 
ecuacion diferencial separable, 594 
ejes de una elipse, A19 
ejes de una parabola, 670 

elemento de un conjunto, A3 
elipse, 215, 672, 678, A19 
area, 479 
directriz, 678 
ecuacion polar, 680, 683 
eje mayor, 672, 683 
eje menor, 672 
excentricidad, 678 
foco, 672, 678 
propiedad de reflexion, 673 
rotado, 217 
vertices, 672 
empfrico, modelo, 25 
energra cinetica, 455 
epicicloide, 645 
epitrocoide, 652 

equilibrio, punto, 624 
equilibrio, solucion, 581, 623 
error, 

en aproximacion de Taylor, 

769 

en integration aproximada, 

508, 509 
porcentaje, 254 
redondeo, 510, 514 
relativo, 254 
error, estimado 
para la regia del punto medio, 
508, 509 

para la regia de Simpson, 514 
para la regia del trapecio, 

508, 509 

para series alternantes, 730 
error, funcion, 395 
escalon, funcion, 17 
estereograffa estelar, 528 
estimado de la suma de una serie, 718, 
725, 730, 735 

estiramiento de una funcion, 36 
estrategia. 
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para la integracion, 494, 495 
para integrales trigonometricas, 
473, 474 

para probar series, 739 
para problemas de optimizacion, 
325, 326 

para razones relacionadas, 246 
estrofoide, 669, 687 
Euclides, 101 
Eudoxo, 2, 101, 406 
Euler, formula de, A63 
Euler, Leonhard, 55, 589, 715, 721, 757 
Euler, metodo de, 589, 590 
exponencial, crecimiento, 237, 610 
exponencial, decaimiento, 237 
exponencial, funcion(es), 32, 51, 179, 
PR4 

con base a, A55 
derivada, de 180, 203, A55 
graficas de, 52, 180 
integracion de, 377, 408, 762, 763 
Hmites de, 135, A53 
potencias para series, 755 
propiedades de, A53 
exponencial, grafica, 52 
exponentes, leyes de, 53, A53, A55 
extrapolation, 26 
extremo valor, 274 
extremo, teorema del valor, 275 

familia, 

de curvas parametricas, 640 
de epicicloides e hipocicloides, 
644 

de funciones, 49, 322, 323 
de funciones exponenciales, 52 
de soluciones, 580, 583 
Fermat, Pierre, 3, 153, 276, 406, 

All 

Fermat, principio de, 335 
Fermat, teorema de, 276 
Fibonacci, 691, 702 
Fibonacci, sucesion, 691, 702 
flechas, diagrama de, 1 1 
flujo, 564, 565 

flujo sanguineo, 230, 336, 564 
FM sintesis, 322 
foco, 670, 672, 678 

de una elipse, 672, 678 
de una hiperbola, 673 
de una parabola, 670 
de una section conica, 678 
folium de Descartes, 209, 687 
Fourier, Joseph, 233 
Fourier, serie finita, 478 
fracciones (parcial), 484, 485 


Fresnel, Augustin, 389 
fuerza, 446 

constante, 446 

ejercida por un fluido, 552, 553 
funcion(es), 10 
Airy, 746 
algebraica, 30 
arco longitud de, 541 
arcseno, 67 
area, 385 

Bessel, 217, 742, 746 
combinaciones de, 39 
como una maquina, 1 1 
comportamiento final de, 142 
compuesta, 40, 199 
constante, 174 
continuidad de, 118 
costo, 230, 231 

costo marginal, 148, 232, 330, 
401 

creciente, 19 
cuadratica, 27 
cubica, 27 
decreciente, 19 
del ingreso, 331 
demanda, 330, 563 
derivabilidad de, 157 
derivada de, 146 
desplazamiento, 36 
discon tinua, 119 
dominio de, 10 
elemental, 498 

elemental de integrabilidad 498 
entero mayor, 105 
error, 395 

exponencial, 32, 51, 179 

exponencial natural, 56 

extendida, 36 

extremos valores, de, 274 

familia de, 49, 322, 323 

Fresnel, 389 

ganancia marginal, 331 

Gompertz, 612, 615 

grafica de, 1 1 

Heaviside, 44, 91 

hiperbolica, 257 

impar, 18,311 

implicita, 209, 210 

ingreso, 331 

ingreso marginal, 331 

inversa(o), 58, 60 

maximo y minimo, valores, 274 

no derivable, 159 

par, 17, 311 

paso, 17 

periodica, 3 1 1 


polinomial, 27 

por tramos, definida, 16 

position, 145 

potencia, 28, 174 

probabilidad densidad, 568, 

punto fijo de, 171, 289 

racional, 30, 484 

raiz, 29 

rampa, 44 

rango de, 10 

reciproca, 30 

reflejada, 36 

representacion como una serie de 
potencias, 746 
representaciones de, 10, 12 
representacion visual de una 
funcion, 10, 12 
seno integral, 396 
suave, 538 
tabular, 13 

transformation de, 36 

translation de, 36 

trigonometrica, 3 1 , A26 

uno a uno, 59 

valor absolute de, 16 

valor de, 10, 11 

valor promedio de, 452, 570 

G, (constante gravitacional), 234, 45 1 

Gabriel, trompeta de, 550 

Galileo, 640, 647, 670 

Galois, Evariste, 212 

Gause, G. F., 610 

Gauss, Karl Friedrich, 1 129, A35 

Gauss, optica de, 774 

Gibbs, Joseph Willard, 797 

Gini, coeficiente de, 429 

Gini, Corrado, 429 

Gini, indice, 429 

Global, maximo y minimo, 274 

Gompertz, funcion, 612, 615 

grado de una polinomial, 27 

grafica(s) 

de dispersion, 13 
de funciones exponenciales, 52, 
180, PR4 

de funciones logaritmicas, 63, 66 
de funciones, potencias de, 29, 
PR3 

de funciones trigonometricas, 31, 
A30, PR2 

de una curva parametrica, 636 
de una ecuacion, A 16, A17 
de una funcion, 1 1 
de una sucesion, 695 
polar, 656, 661 
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graficacion con calculadora, 44, 318, 
638, 661 

graficacion, dispositivos. Ver sistema 
algebraico computarizado 
gravitacion, ley de, 234, 45 1 
gravitacional, aceleracion, 446 
Gregory, James, 199, 475, 513, 

750, 754 

regia de la cadena, 198, 199, 201 

Heaviside, funcion, 44, 91 
Heaviside, Oliver, 91 
Hecht, Eugene, 253, 256, 773 
hidrostatica, presion y fuerza, 

552, 553 

hiperbola, 215, 673, 678, A20 
asmtotas, 674, A20 
directriz, 678 

ecuacion, 674, 675, 680, A20 
equilatera, A2 1 
excentricidad, 678 
foco, 673, 678 
polar, ecuacion, 680 
ramas, 674, A20 
reflexion, propiedad, 678 
vertices, 674 

hiperbolica, funcion(es), 257 
derivadas de, 259 
inversa, 260 
identidades, 258 
sustitucion, 481, 482 
hipocicloide, 644 
Hooke, ley de, 447 
horizontal, asintota, 131, 311 
horizontal, ecuacion de una recta, A13 
horizontal, piano, 787 
horizontal, prueba de la recta, 59 
Hubble, telescopio espacial, 279 
Huygens, Christian, 640 

i (numero imaginario), A57 
ideales, ley de los gases, 236 
implicita, derivacion, 209, 210 
impropia, integral, 519 

convergencia o divergencia de, 
520, 523 

impulso de una fuerza, 455 
incremento, 147, 921 
independiente, variable, 10 
indeterminada, diferencia, 305 
indeterminadas, limites de formas, 301 
indeterminadas, potencias, 306 
indeterminado, producto, 305 
indice, de una suma, A34 
induction matematica, 76, 79, 699 
principio de, 76, 79, A36 


infinita, discontinuidad, 120 
infinita, serie. Ver series 
infinito, intervalo, 519, 520 
infinito, lfmite, 93, 115, 136 
inflexion, punto de, 294 
inicial, condition, 583 
inicial, punto 

de una curva parametrica, 637 
instantanea, razon de cambio, 85, 148, 
224 

instantaneo, razon de crecimiento, 229 
instantanea, razon de reaction, 228 
instantanea, velocidad, 85, 145, 224 
integral(es) 

aproximaciones a, 378 
cambio de variables en, 407 
comparacion, propiedades de, 381 
definida, 371 
derivada de, 388 
doble, (Ver integral doble) 
evaluation de, 374 
funciones simetricas, 412 
impropia, 519 
indefinida, 397 
intervalo cerrado, A3 
lfnea, (Ver integral de linea) 
metodo del, 278 
patrones en, 505 
por partes, 464, 466, 467 
por sustitucion, 411 
propiedades de, 379 
prueba de la, 716 
sustitucion, regia para, 41 1 
tabla de, 463, 495, 500, PR 6-10 
unidades para, 403 
integral, calculo, 2, 3 
integration, 372 

aproximada, 506 
de funciones exponenciales, 

377, 408 

de funciones racionales, 484 
de una serie de potencias, 748 
donde sentarse en el cine, 456 
formulas, 463, 495, PR6-10 
indefinida, 397 
limites de, 372 
numerica, 506 

por fracciones parciales, 484 
por partes, 464, 465, 466 
por sustitucion de una 
rationalization, 492 
por un sistema algebraico 
computarizado, 502 
sustitucion en, 407 
tablas, uso de, 500 
termino por termino, 748 


integrando, 372 

intersecciones, 311, A 19 

interes compuesto continuamente, 241 

intermedio, teorema del valor, 126 

interpolation, 26 

interseccion, 

de conjuntos, A3 
de graficas polares, area de, 666 
intervalo, A3 
intervalo abierto, A3 
intervalo de convergencia, 743 
inversa, 

coseno, 68 
hiperbolica, 260 
limite de funcion, 87, 109, 
lineal, 23 

logaritmica, 32, 62, A50, A55 
logaritmica natural, 64 
seno, 67 
tangente, 68 
trigonometrica, 67, 68 
inversa, funcion seno, 67 
inversa, funcion tangente, 68 
inversa, funcion trigonometrica, 67, 68 
inversos, ley de los cuadrados, 35 
irracional, numero, A2 
isotermica, compresibilidad, 228 
joule, 446 

Kepler, Johannes, 682 
Kepler, leyes de, 682 
Kirchhoff, leyes de, 587 
Kondo, Shigeru, 757 

L’Hospital, marques de, 303, 310 
L’Hospital, regia de, 302, 310, A45 
origenes de, 310 

Lagrange, Joseph Louis, 285, 286 
lamina, 556, 

lata, costo mfnirno de fabrication, 337 
Leibniz, Gottfried Wilhelm, 3, 157, 386, 
406, 594, 767 
Leibniz, notation, 157 
lemniscata, 215 
ley de la gravitacion, 45 1 
ley de los cosenos, A33 
ley de suma de los limites, 99 
ley del flujo laminar, 230, 564 
ley del crecimiento o decaimiento, 237 
leyes de los exponentes, 53 
leyes de los logaritmos, 63 
libra (unidad de fuerza), 446 
libracion, punto de, 343 
limacon, 662 
limite(s), 2, 87 

al infinito, 130, 131, 136 
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calculo de, 99 
de un lado, 92, 113 
de una funcion trigonometrica, 193 
de una sucesion, 5, 362, 692 
e (como numero), 222 
ecuacion de, A12, A13, A14 
funcion, 87, 110 
funciones exponenciales, 135 
funciones logarftmicas, 95, A50 
horizontal, A13 
infinito, 93, 115, 136 
integration, 372 

involucran funciones seno y coseno, 
191, 192, 193 

limites, leyes de los, 99, A39 
normal, 176 
para sucesiones, 693 
paralela, A14 
perpendicular, A14 
pendiente de, A12 
por la derecha, 92, 113 
por la izquierda, 92, 113 
precisas, definiciones, 108, 113, 
116, 137, 140 
propiedades, de, 99 
recta(s) en el piano, 82, A12 
secante, 82, 83 
tangente, 82, 83, 144 
lineal, aproximacion, 251 
lineal, densidad, 226, 401 
lineal, ecuacion, A14 
lineal, ecuacion diferencial, 616 
lineal, funcion, 23 
lineal, modelo, 23 
lineal, regresion, 26 
linealizacion, 251 
liquido, fuerza en un, 552, 553 
Lissajous, curva de, 638, 644 
litotripsia, 673 

locales, valores maximo y mmirno, 274 
logaritmica, funcion(es), 32, 62 
con base a , 62, A55 
derivation, 220 
derivadas de, 218, A55 
graficas de, 63, 66 
limites de, 95, A52 
notation para, 64 
propiedades de, 63, 64, A51 
logistica, ecuacion diferencial, 581, 607 
logistica, ecuacion en diferencias, 703 
logistica, sucesion, 703 
logistico, modelo, 581, 606 
longitud de arco, 538 
concurso, 545 

de una curva parametrica, 648 
de una curva polar, 667 


formula, 539 
funcion, 541 
longitud 

de una curva, 538 
de un segmento de recta, 

A7, A12 

de una curva parametrica, 648 
de una curva polar, 667 
LORAN, sistema, 677 
Lorenz, curva de, 429 
Lotka-Volterra, ecuaciones, 623 

Maclaurin, Colin, 754 
Maclaurin, series de, 753, 754 
potencias para, 754 
tabla de, 762 

maquina, diagrama de una funcion, 1 1 
marginal, funcion de costo, 148, 232, 
330, 401 

marginal, funcion de ingreso, 331 
marginal, propension al consumo o al 
ahorro, 712 

masa, centra de. Ver centra de masa 
matematico, modelo. Ver modelo(s) 
matematico(s) 

maximo y minimo, valores, 274 
media aritmetica-geometrica, 702 
media, de una funcion de densidad de 
probabilidad, 570 
media, vida de un atomo, 528 
mediana de una densidad de 
probabilidad, funcion de, 572 
medio, esperado en el tiempo, 570 
medio, teorema del valor, 284, 285 
para integrales, 452 
metodo de 

agotamiento, 2, 101 
cascarones cilindricos para 
aproximar volumenes, 441 
discos para aproximar volumenes, 
432 

mmimos cuadrados, 26 
Washer, 434 

mezclas, problemas de, 598 
minima, cota superior, 698 
modelado, con ecuaciones diferenciales, 
580 

modelo(s), matematicos, 13, 23 
crecimiento estacional, 615 
de corriente electrica, 587 
depredador-presa, 622 
empirico, 25 
exponencial, 32, 54 
funcion racional, 30 
lineal, 23 


logaritmico, 32 
logistico, 610 
para el crecimiento de una 
poblacion, 237, 580, 612 
para la vibration de una membrana, 
742 

polinomial, 28 
potencia, funcion, 28 
trigonometrico, 31, 32 
Von Bertalanffy, 631 
modulo, A58 
momenta, 

alrededor de un eje, 555 
de una lamina, 556 
de una masa, 555 
de un sistema de particulas, 556 
momentum de un objeto, 455 
monotona, sucesion, 696 
monotona, teorema de una sucesion, 
698 

movimiento armonico simple, 206 
movimiento de resorte, 582, 612, 630 
multiples, integrales. Ver doble integral; 
triple integral(es) 

multiplication de series de potencias, 
763 

multiplicador, efecto, 712 

natural, funcion exponencial, 56, 

180, A52 

crecimiento natural, leyes de, 

237, 606 

derivada de, 180, A54 
grafica de, 180 
propiedades de, A53 
neto, flujo de inversion, 567 
neto, teorema del cambio, 401 
Newton, Sir Isaac, 3, 8, 101, 153, 157, 
386, 406, 767 

Newton (unidad de fuerza), 446 
Newton, ley de la gravitation, 

234, 451 

Newton, ley del enfriamiento, 240, 585 
Newton, metodo de, 338, 339 
Newton, segunda ley del movimiento, 
446, 455, 864, 868 
Nicomedes, 641 
normal, distribution, 572 
normal, recta, 176 

n-esimo grado, ecuacion de, encontrar 
raices de, 212 

/i-esimo grado de una polinomial de 
Taylor, 257, 755 
numero 

complejo, A57 
entero, A2 
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irracional, A2 
racional, A2 
real, A2 

numerica, integracion, 506 
optica, 

de primer orden, 774 
de tercer orden, 774 
Gaussiana, 774 

optimizacion, problemas, 274, 325 
orden de una ecuacion diferencial, 582 
ordenado, par, A10 
Oresme, Nicole, 708 
origen, A2, A 10 
ortogonal, trayectoria, 216, 597 
ortogonales, curvas, 216 
ovalos, de Cassini, 665 

Pappus, teorema de, 559 
Pappus de Alejandrfa, 559 
parabola, 670, 678, A18 
directriz, 670 
ecuacion, 670, 671 
ecuacion polar, 680 
ejes, 670 
foco, 670, 678 
propiedad de reflexion, 272 
vertice, 670 
paradojas de Zenon, 5 
paralelas, rectas, A 14 
paralelepfpedo, 430 
parametro, 636 
parametricas, ecuaciones, 636 
paraxiales, rayos, 252 
parcial, integracion, 464, 465, 466 
parcial, suma de una serie, 704 
parciales, fracciones, 484, 485 
partes, integracion por, 464, 465, 466 
pascal (unidad de presion), 553 
patrones en integrales, 505 
pendiente de la recta tangente, 645 
pendulo, aproximacion del periodo de, 
252, 254, 256 
perihelio, 683 
perilunio, 677 
periodica, funcion, 311 
periodo, 311 

perpendiculares, rectas, A14 
fase, piano de, 624 
fase, retrato de, 624 
fase, trayectoria de, 624 
peso (fuerza), 446 
Planck, ley de, 777 
plano(s), 

leyes del, 682 

poblacion, crecimiento de, 54, 237, 605 


de bacterias, 605, 610 
de insectos, 494 
modelos, 580 
mundial, 54 

Poiseuille, Jean-Louis-Marie, 230 
Poiseuille, leyes de, 256, 336, 565 
polar, curva, 656 

arco, longitud de, 667 
grafica de, 656 
simetrfa en, 659 
tangente, recta, 659 
polar, ecuacion, grafica de, 656 
polar, ecuacion de una conica, 680 
polar, forma de un numero complejo, 
A59 

polar, grafica, 656 
polar, area de region, 665 
polares, ejes, 654 

polares, sistema de coordenadas, 654 
area en, 665 
conicas, secciones, 678 
conversion para ecuaciones 
cartesianas 

coordenadas, 655, 656 
polinomial, 27 
polinomial, funcion, 27 
polo, 654 

porcentaje, error, 254 

posicion estandar de un angulo, A25 

posicion, funcion, 145 

positivo, angulo, A25 

potencia, 150 

aproximacion de consumo, 403 
coeficientes de, 741 
derivada de, 174 
division de, 763 
funcion(es), 28 
integracion de, 748 
intervalo de convergencia, 743 
limites de una, 100 
multiplicacion de, 763 
para el coseno y seno, 748, 758 
para una funcion exponencial, 758 
radio de convergencia, 743 
reglade la, 175, 176, 201, 221 
representaciones de funciones como, 
747 

potencial, 532 

presion ejercida por un fluido, 552, 

553 

primer orden, diferencial ecuacion lineal, 
582,616 

primer orden, optica, 774 
primera derivada, prueba de la, 29 1 
para valores extremos absolutos, 
328 


principal, raiz cuadrada de un numero 
complejo, A58 

principio de induccion matematica, 
76,79, A36 

principios para la resolucion de 
problemas, 75 
probabilidad, 568 

probabilidad, funcion de densidad, 568 
resolucion de problemas, principios 
para la, 75 

usos de, 170, 355, 407, 419 
producto, formulas, A29 
producto, leyes de los limites, 99 
producto, regia del, 184, 185 
productor, superavit, 566 
promedio, funcion de costo, 334 
promedio, rapidez de moleculas, 528 
para valores extremos absolutos, 
328 

promedio, razon de cambio, 

148, 224 

promedio, valor de una funcion, 451, 
452, 570 

promedio, velocidad, 4, 84, 

145, 224 

proyectil, trayectoria de, 644 
prueba C/D, 290 
prueba, comparacion, 722 
prueba comparacion, limite, 724 
prueba de la, 29 1 
prueba de la integral, 716 
prueba para la divergencia, 709 
prueba para las series convergentes y 
divergentes alternantes, 727 
punto de inflexion, 294 
punto fijo de una funcion, 171, 289 
punto final, valor extremo, 275 
punto medio, formula del, A16 
punto medio, regia del, 378, 508 
punto muestra, 365, 372 
punto pendiente, ecuacion de una recta, 
A12 

punto reticulado, 272 

racional, funcion, 30 
racional, numero, A2 
racionalizacion, sustitucion para la 
integracion, 492 
radian, medida, 191, A24 
radiacion, cuerpo negro, 777 
radiacion de las estrellas, 777 
radiactivo, decaimiento, 239 
vida media, 239 
radio de convergencia, 743 
radiocarbono, datacion con, 243 
raices de un numero complejo, A62 
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rafces de una ecuacion de grado n, 212 

rafz, funcion, 29 

rafz, ley de los lfmites para, 101 

rafz, prueba de la, 736 

rampa, funcion, 44 

rango de una funcion, 10 

rapidez de una partfcula, 148 

Rayleigh-Jeans, ley de, 777 

razon, prueba de la, 734 

razon comun, 705 

razon de cambio 

continuidad de, 122 
derivada como, 148 
instantanea, 85, 148, 224 
integracion de, 484 
promedio, 148, 224 
racional, funcion, 30, 485 
rapidez de reaccion, 150, 228, 401 
razones relacionadas, 244 
tasa de crecimiento, 229, 401 
reaccion quimica, 227 
reacomodo de una serie, 737 
real, numero, A2 
real, recta, A3 
reciproca, funcion, 30 
reciproca, regia, 191 
rectangular, sistema de coordenadas, 
All 

rectilineo, movimiento, 347 
reduction, formula de, 467 
reflexion, propiedad 
de conicas, 27 1 
de una elipse, 673 
de una hiperbola, 678 
de una parabola, 271, 272 
reflexion de una funcion, 36 
region 

bajo una grafica, 360, 365 
entre dos graficas, 422 
regia de sustitucion, 407, 408 
para integrates definidas, 411 
regresion lineal, 26 
relacionadas, razones, 244 
relativa, tasa de crecimiento, 237, 606 
relativo, error, 254 
relativo, maximo o mmimo, 274 
removible, discontinuidad, 120 
representacion(es) de una funcion, 10, 
12, 13 

como una serie de potencias, 746 
ingreso, funcion de, 331 
residuo, estimation del 

para la prueba de la integral, 718 
para una serie alternante, 730 
residuo de la serie de Taylor, 755 
resorte, constante de un, 447, 582 


resumen de pruebas, 739 
revolucion, solido de, 435 
revolucion, superficie de, 545 
Riemann, Georg Bernhard, 372 
Riemann, suma(s), 372 
Roberval, Gilles de, 393, 647 
Rolle, Michel, 284 

montana rusa, diseno de, 1 84 
Rolle, teorema de, 284 
rumores, rapidez de divulgation, 233 

secante, funcion, A26 
derivada de, 194 
grafica de, A3 1 
secante, recta, 3, 82, 83, 85 
segunda, derivada, 160 
segunda, derivada, prueba de, 295 
sector de un cfrculo, area de, 665 
segmento de recta dirigido, 791 
semiangulo, formulas de, A29 
seno, funcion, A26 
de una curva, 144 
derivada de, 193, 194 
grafica de, 3 1 , A3 1 
integral de, 396 
pendiente, A12 
pendiente, campo de, 586 
potencias, series de, 758 
serie p, 717 
series, 6, 704 

absolutamente convergente, 732 
alternante, 727 

alternante armonica, 729, 732, 733 
armonica, 708, 717 
binomial, 760 
coeficientes de, 741 
condicionalmente convergente, 

733 

convergente, 705 

divergente, 705 

estrategia para la prueba, 739 

geometrica, 705 

Gregory, de, 750 

infinita, 704 

Maclaurin, 753, 754 

p. 111 

potencias, 741 
reacomodo de, 737 
suma de, 6, 705 
sumas parciales de, 704 
Taylor, 753, 754 
termino de, 704 
trigonometrica, 741 
serpentina, 189 
Sierpinski, carpeta de, 713 
sigma, notacion, 366, A34 


simetrfa, 17, 311, 412 
en graficas polares, 659 
simetricas, funciones, integrates de, 
412 

simetrfa, principio de, 556 
Simpson, Thomas, 512, 513 
Simpson, regia de, 511, 513 
error, cota de, 514 

sistema algebraico computarizado, 90, 
502, 638 

para integracion, 502, 751 
trampas, uso de, 90 
sistema algebraico computarizado, 
graficando con, 44 
ecuaciones parametricas, 638 
polar, curva, 661 
sucesion, 695 
una curva, 318 
sistema liebre-lince, 626 
Snell, ley de, 335 
solido, 430 

de revolucion, 435 
volumen de, 430, 43 1 
rotation sobre una pendiente, 551 
volumen de, 437, 442, 551 
solucion, curva, 586 
solucion de ecuaciones depredador- 
presa, 623 

solucion de una ecuacion diferencial, 
582 

suave, curva, 538 
suave, funcion, 538 
sucesion, 5, 690 
acotada, 697 
convergente, 692 
creciente, 696 
de sumas parciales, 704 
decreciente, 696 
divergente, 692 
Fibonacci, 691 
grafica de, 695 
lfmite de, 5, 362, 692 
logfstica, 703 
monotona, 696 
termino de, 690 

sustitucion directa, propiedad de, 101 
sustraccion, formulas para el seno y el 
coseno, A29 
suma, 365 

de fracciones parciales, 485 
de Riemann, 372 
de una serie geometrica, 706 
de una serie infinita, 705 
telescopicas, 708 
suma, regia para la, 177 
notacion para la, A34 
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suministro, funcion, 566 
superficie(s) 
area de, 547 
de revolucion, 545 
de una curva parametrica, 650 
tabla de formulas de derivacion, 188, 
PR5 

tablas de integrales, 495, RP6-10 
uso de, 500 
tabular, funcion, 13 
tangente, funcion, A26 
derivada de, 194 
grafica de, 32, A3 1 
tangente, recta(s), 143 
a una curva, 3, 82, 143 
a una curva parametrica, 645, 646 
a una curva polar, 659 
primeros metodos para encontrar, 
153 

vertical, 159 

tangente, recta de aproximacion, 25 1 
tangente, problema de la, 2, 3, 82, 143 
tautocrona, problema de la, 640 
Taylor, Brook, 754 
Taylor 

aplicaciones de, 768 
desigualdad de, 756 
polinomio de, 257, 755 
series de, 753, 754 

tecnicas de integracion, resumen, 495 
telescopica, suma, 708 
teorema fundamental del calculo, 386, 
388, 393 

tercer orden, optica, 774 
tercera derivada, 161 
terminal, punto, de una curva 
parametrica, 637 
terminal, velocidad, 602 
termino de una serie, 704 
termino de una sucesion, 690 
termino por termino, derivacion e 
integracion, 748 
tiron, 161 

Torricelli, Evangelista, 647 


Torricelli, ley de, 234 
toro, 440 

total, tasa de fertilidad, 169 
trabajo (fuerza), 446, 447 
tramos, funcion definida por, 16 
trapezoidal, regia, 508 
error en, 508 

traslacion de una funcion, 36 
triangulo, desigualdad de, 115, A8 
trigonometricas, funciones, 31, A26 
derivadas de, 191, 194 
estrategia para la evaluation de, 
473, 474 

graficas de, 31,32, A30, A31 
identidades, A28 
integrales, 47 1 
integrales de, 398, 471 
inversas, 67 

limites, que involucran, 192, 193 
series, 741 
sustituciones, 478 
tabla de, 478 
trocoide, 643 

ultravioleta, catastrofe, 777 
union de conjuntos, A3 

valor absoluto, 16, A6, A58 
valor absoluto, funcion, 16 
valor de una funcion, 10 
valores iniciales, problema con, 583 
valores maximo y rrunimo 
van der Waals, ecuacion, 216 
variable(s), 

cambio de, 407 
continua, aleatoria, 568 
dependiente, 10 
independiente, 10 

variables, cambio de. Ver cambio de 
variable(s) 

vascular, ramificacion, 336, 337 
velocidad, 3, 84, 145, 224, 401 
de escape, 528 
gradiente de, 231 


instantanea, 85, 145, 224 
problema de la, 84, 145 
promedio, 4, 84, 145, 224 
Verhulst, Pierre-Francois, 581 
vertical 

asintota, 94, 3 1 1 
prueba de la recta, 15 
recta, A13 
recta tangente, 159 
traslacion de una grafica, 36 
vertices 

de una elipse, 672 
de una hiperbola, 674 
de una parabola, 670 
vista del rectangulo, 44 
Volterra, Vito, 623 
volumen, 43 1 

de un solido, 430 

de un solido de revolucion, 435, 551 
de un solido sobre una inclinacion, 
551 

por cascarones cilindricos, 441 
por discos, 432, 435 
por secciones transversales, 430, 
431, 565 

Wallis, John, 3 
Wallis, producto de, 470 
Weierstrass, Karl, 493 
Wren, Sir Christopher, 650 

x, coordenada, A 10 
x, eje, A10 

x, interseccion con, A 13, A19 

y, coordenada, A 10 
y, eje, A10 

y, interseccion con, A 13, A19 
Zenon, 5 

Zenon, paradojas de, 5 
zonas esfericas, 577 
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ALGEBRA 


Operaciones aritmeticas 

a(b + c) = ab + ac 


a + c 


a c ad + be 

b d bd 

a 

b a ^ d ad 

c b c be 

~d 


Exponentes y radicales 

x m 

x m x n = x' n n — = x m 

x n 

(V")" = x mn x~ n = — 

x n 


(xy) n = x"y n 
x l/n = -C/x 



x"' /n = •J/x" = (\/x)‘ 


^y = Vx^y 



& 


Factorizacion de polinomios notables 

x 2 -y 2 = (x + y)(x - y ) 

X 3 + y 3 = (x + y)(x 2 - xy + y 2 ) 
x 3 — y 3 = (x - v)(x 2 + xy + y 2 ) 


Teorema del binomio 

(x + y) 2 = x 2 + 2xy + y 2 (x - y) 2 = x 2 - 2xy + y 2 

(x + y) 3 = X 3 + 3x 2 y + 3xy 2 + y 3 
(x - y) 3 = x 3 - 3x 2 y + 3 xy 2 - y 3 

(x + yf = x" + nx"- l y + ~ 11 x^y 1 


donde 




n(n — 1 ) • • ■ (n — k + 1 ) 
1-2-3 k 


nxy n 1 + y” 


GEOMETRI A 


Formulas geometricas 


Formulas para area A, circunferencia C y volumen V: 


Triangulo Circulo 

A = \bh A = tty 2 

= \ab sen 6 C = 2irr 


Sector de circulo 
A = \r 2 6 

s = r 6 (6 en radianes) 



Esfera 
V = 577T 3 

A = Airr 2 



Cilindro 
V = Trr 2 h 



Cono 

V = \ Trr 2 h 
A = 7 rry/r 2 + h 2 


i 



Formulas de distancia y de punto medio 

Distancia entre P i(xi, yi) y Pi(x 2 , yi) '■ 


d = J(x 2 - Xi) 2 + (y 2 ~ yi ) 2 


Punto medio de P 1 P 2 : 


xi + x 2 y 1 + y 2 


Rectas 

Pendiente de la recta que pasa por Pi(xi, yi) y P 2 (x 2 , y 2 )'- 


Formula cuadratica 


Si ax 2 + bx + c = 0, entonces x = 


— b ± -yjb 2 — 4 ac 
2 a 


Desigualdades y valor absoluto 
Si a < b y b < c, entonces a < c. 

Si a < b, entonces a + c < b + c. 

Si a < b y c > 0, entonces ca < cb. 

Si a < b y c < 0, entonces ca > cb. 

Si a > 0, entonces 

| x | = a significa x = a o x = —a 
| x | < a significa —a < x < a 
| x | > a significa x > a o x < —a 


yi ~ y 1 

m = 

*2 - Xi 


Ecuacion de punto-pendiente de la recta que pasa por Pi(x\, yi) con 
pendiente m: 

y - yi = rn(x - * 1 ) 

Ecuacion de interseccion-pendiente de la recta con pendiente m e 
interseccion b con el eje y: 

y = m x 4- b 


Circulos 

Ecuacion del circulo con centro (h, k ) y radio r. 


(x - h) 2 + (y - kf = r 2 
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TRIGONOMETRIA 


Medida de un angulo 

it radianes = 1 80° 


1 ° = 


180 


- rad 


s = rO 

(6 en radianes) 


1 rad 


180° 
7 T 



Trigonometria de angulo recto 


op 

CSC $ = 

hip 

hip 

op 

ady 

sec 6 = 

hip 

hip 

ady 

OP 

cot 6 = 

ady 

ady 

op 



Funciones trigonometricas 


sen 0 = 


y_ 

r 


r 

esc 0 = — 

y 


cos 


X 

r 


r 

sec 6 = — 


x 


tan 0 = — 
x 


cot 6 = 


x 

y 



x 


Graficas de funciones trigonometricas 





Funciones trigonometricas de angulos importantes 


e 

radianes 

sen 6 

cos 6 

tan 6 

0° 

0 

0 

1 

0 

30° 

77-/6 

1/2 

V3/2 

V3/3 

45° 

77-/4 

V 2/2 

V 2/2 

1 

60° 

77-/3 

V3/2 

1/2 

V3 

90° 

77-/2 

1 

0 

— 


Identidades fundamentales 


1 

1 

esc 6 = 

sec 6 — 

sen 6 

cos 6 

sen 6 

cos 0 

tan 6 — 

cot 6 — 

cos 6 

sen 6 

1 


cot 6 — 

sen 2 0 + cos 2 0 = 

tan 8 


1 + tan 2 0 = sec 2 0 

1 + cot 2 0 = csc : 

sen(— 0) = —sen 6 

cos(— d) = cos 6 


tan(— 6) = — tan 0 




sen 6 



= cot 6 


La ley de senos 

sen A _ sen B _ sen C 
a b c 

La ley de cosenos 

a 2 = b 2 + c 2 — 2 be cos A 

b 2 = a 2 + c 2 — 2ac cos B 
c 2 = a 2 + b 2 — lab cos C 



Formulas de adicion y sustraccion 


sen(x + y) 
sen(x — y) 
cos(jt + y ) 
cos(x — y) 

tan(;r + _y) 
tan(^: — y) 


= sen x cos y + cos x sen 3 ; 
= sen x cos y — cos x sen 3 ; 
= cos x cos y — sen x sen y 
= cos x cos y + sen x sen y 

tan x + tan y 
1 — tan x tan y 

tanx — tany 
1 + tan x tan y 


Formulas de angulo doble 

sen 2x = 2 sen x cos x 


cos 2x = cos 2 x — sen 2 x = 2 cos 2 jc — 1 = 1 — 2 sen 2 x 


tan 2x = 


2 tan x 
1 - tan 2 * 


Formulas de semiangulo 


1 — cos 2x 


1 + cos 2x 


sen x = 


2 


COS X = 


2 
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FUNCIONES ESPECIALES 


Funciones de potencias f(x)=x a 

f(x) = x", n es entero positivo 





i i i ) / ( v) = x 1 


1 

x 



Funciones trigonometricas inversas 

arcsen x = sen~'x = y <=^> sen y = x y 


arccos x = cos 'x = y <=> cos y = x y 


arctan x = tan l x = y <=^> tan y = x y 



0 y *£ 7r 


7 T 7 r 

— < y < — 
2 y 2 



Ifm tan 1 x = 


77 


2 


,, 77 

Inn tan x — — 
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FUNCIONES ESPECIALES 


Funciones exponenciales y logaritmicas 

log„ x = y <=> a y = x 

In x = log,, x, donde In e = 1 

In x = y <=^> e y = x 


Ecuaciones de cancelacion 

Leyes de los logaritmos 

log„(a t ) = x a Ioe ‘ x = x 

1. log a (xy) = log„x + log„y 

ln(e') = x e lnx = x 

2. log„^ j = log„x - log„y 


3. log„(x r ) = r log a x 





y = \og 2 x 


y = In x 

y = logs* 

y = logi 0 x 


Funciones hiperbolicas 

e x - e x 

senhx = 


cosh x = 


2 

+ e~ J 
2 


senh x 

tanh x = 

cosh x 


1 

csch x = 

senh x 


1 

sech x = 

cosh x 


cosh x 

coth x = 

senh x 


Funciones hiperbolicas inversas 


y = senh l x 


senh v = x 


y = cosh l x 


cosh y = x y y 3: 0 



senh 1 x = ln(x + six 2 + l) 
costr'x = In (x + six 2 — 1 ) 

tanh _I x = j In 


1 + x 


y = tanh l x 


tanh y = x 


1 — x 
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REGLAS DE DIFERENCIACION 


Formulas generales 


1. —(c) = 0 
dx 


2- — [c/(x)] = cf'(x) 
dx 


3- ~r\-f(x) + si*)] =/'(*) + g'(x) 

dx 


~r [/(■*) - g(*)] =/'(■*) - g'M 

dx 


5- -y- [/WgW] = f(x)g'(x) + g(x)/'(x) (regia del producto) 
dx 


6 . 


dx 


fix ) 

g(x) 


g(x)f'ix) -f(x)g'(x) 

[g(x)f 


(regia del cociente) 


1- ~T figix)) = f'igix))g\x) (regia de la cadena) 
dx 


8. — (x") = nx" 1 (regia de potencias) 
dx 


Funciones exponenciales y logaritmicas 


9. — (e x ) = e* 
dx 


10. — ( a x ) = a x in a 
dx 


1 1 . — In I x = — 
dx x 


12. —— (log fl x) = — p — 
dx x In a 


Funciones trigonometricas 


13. — (senx) = cosx 
dx 


14. (cos x) = — senx 
dx 


15. — (tanx) = sec 2 x 
dx 


16. — (cscx) = — esc x cot x 
dx 


17. — (sec x) = sec x tan x 
dx 


18. — (cotx) = — csc 2 x 
dx 


Funciones trigonometricas inversas 

d , 1 

19. — (sen 'x) = ■ 


dx 




22. — (esc l x) = , 

dx xy* — 1 


__ d . . 1 

2 °.- (c °s-x ) = - 7 == 

23. — (sec _1 x) = — . 

dx Xy/x 1 ~ 1 


1 

21 . — (tan x) = 2 

dx 1 + x 

24. -^-(cot 'x) = - * 

dx 1 + x 


Funciones hiperbolicas 


25. — (senh x) = cosh x 
dx 


26. — (coshx) = senhx 
dx 


27. — (tanh x) = sech 2 x 
dx 


28. — (cschx) = — cschx cothx 
dx 


29. — (sech x) = — sech x tanh x 
dx 


30. — (cothx) = — csch 2 x 
dx 


Funciones hiperbolicas inversas 


31.^(senh'x) = 7r l= 


32 'f (cosh ^7^ T 


33. (tanh l x) = 7 

dx 1 — x 


34.-£(csch 'x) = ,x + , 


35. (sech 'x) = , / , 

dx xv 1 — x 1 


36. — (coth l x) = x 

dx 1 — x" 
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TABLA DE INTEGRALES 


Formas basicas 

1 . | u dv = uv — | v du 

r u n+1 

2. I u" du = + C, n # - 1 

J n + 1 

C du . 

3. — = In \u\ + C 


4. I e“ du = e u + C 


j'”"' 


a 


5. | a u du = + C 

In a 


6. | sen u du = —cos u + C 

7. | cos u du = sen u + C 

8 . j sec 2 t< du = tan u + C 

9. j esc 2 u du = —cot u + C 

10. j sec u tan u du = sec u + C 


cot u du = —esc u + C 
du = In sec u \ + C 
cot u du = In | sen u + C 
”J sec u du = In sec u + tan u \ + C 

15. j esc u du = In esc u — cot u \ + C 
du 


"1 CSC u < 
12. tan u i 

,3 1 ■ 

/■ 

/■ 

, 6 -l^ 
,7 -.b 
j 

■h 
■1 


= sen 1 b C, a > 0 


a 


1 , u 

. -r = — tan b C 

1 ^ u 1 a 


a 


18 


19 


du 1 , u 

—^=^= = — sec -1 — + C 
V« 2 — a 1 a a 


du 1 

7 = — In 

— u~ 2 a 


= — In 


u~ — a~ 2 a 


u + a 
u — a 

u — a 


u + a 


+ C 


Formas que involucran ■> Ja 2 + u 2 , a > 0 

21. j sja 1 + u 2 du = — s/a 2 + u 2 + — ln(« + *Ja 2 + u 2 ) + C 

22. | u 1 ~Ja 2 + u 2 du = — (a 2 + 2 u 2 ) ~Ja 2 + u 2 ln(t< + *Ja 2 + u 2 ) + C 

J 8 8 

23. } 


■Ja 2 + u 2 


f J 0 - 2 + m 2 

24. z du = 


du = Ja 2 + u 2 — a In 
Ja 2 + u 


a + Ja 2 + u 2 


25 


u~ 

du 


ln(n + Ja 2 + u 2 ) + C 


1 Ja 2 + u 2 

26 'f 


= ln(« + Ja 2 + u 2 ) + C 


ia du U / — — CX / / — — \ 

— = — y]a 2 + u 2 In (u + yja 2 + u 2 ) + C 

y/a 2 + u 2 2 2 


27. f -j£L 
J uJa 2 + 


1 Ja 2 + u 2 + a 
= In 


28. 


Z 9 'J' 


Ja 2 + u 2 a 
du Ja 2 + 


+ C 


2 J a 2 + 


du 


(a 1 + u 2 ) 3/ 2 a 2 Ja 2 + u 2 


+ C 


+ C 
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TABLA DE INTEGRALES 


Formas que involucran yja 1 — u 2 , a > 0 

f , u , a 2 , u 

30. I yja 2 — u 2 du = — yja 2 — u 2 H sen I - C 

J 2 2 a 

31. j u 2 yja 2 — u 2 du = — (2m 2 — a 2 )yja 2 — u 2 4 sen -1 - +C 

J 8 8 ci 

a + yja 2 — m 2 


33. 


Va 2 — 

u 

f yja 2 — 


j -y Ct i t j 

32. I = v« 2 — m 2 — a In 

J u 


+ C 


u 


34 


ll 

C u 2 du u , a~ , u 

. , = Ja 2 - u 2 + — sen -1 — + C 

J Ja 2 — u 2 2 2 a 


1 u 

du = yja 1 — u 2 — sen 1 - C 


35 


36. 


■1 


yja 2 — 
du 


1 

• = In 


uy/a 2 — u 2 a 

du 1 


+ yja 2 — 


+ C 


au i , - 

I — . ; =• = 5 — yja 2 — u 2 + C 

J u 2 yja 2 — u 2 a u 

37. j ( a 2 — u 2 ) 3 ' 2 du = (2m 2 — 5 a 2 )y/a 2 — a 2 + sen -1 — + 

J 8 8 a 

0 „ f du u 

J (a 2 - u 2 ) 3 ' 2 = a 1 yfa 2 -^~u 2 


C 


+ c 


Formas que involucran yju 2 - a 2 , a > 0 


39. j yju 1 — a 2 du = — yju 1 — a 1 — In | u + yju 2 — a 2 | + C 

40. I u 2 yju 2 — a 2 du = — (2m 2 — a 2 )yju 2 — a 2 In | m + yju 2 — a 2 | + C 

J 8 8 

4, -.f 


yju 2 — a 2 , r - , a 

du = yju 2 — a 2 — a cos -j — - + C 

ll M 


yju 2 ~ 


- du = — 


yju 2 — a 2 


43. 


44 


45. 


46. 


.( 

r du . i . 

. I — = In u + Ju 2 — a 2 + C 

J y/u 2 - a 2 1 1 

r du 
J u 2 Ju 2 — a 


In I u + y/u 2 — a 2 I + C 


du 

yju 2 ~ 

m 2 du u , a 2 i i 

yju 2 - a 2 2 y 2 1 1 

yju 2 ~ 

2 yju 2 - a 2 a 2 u 

du 


(m 2 - a 2 ) 3 ' 2 a 2 \/u 2 - a 2 


C 
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TABLA DE INTEGRALES 


Formas que involucran a + bu 


48 


49 


50 


51 


u 2 du 1 
a + bu 2 b : 


[(a + bu ) 2 — 4 a(a + bu) + 2 a 2 In | a + bu |] + C 


du 1 

= — In 


u(a + bu) a a + bu 


[ u du 1 / . \ 

. I = — r I a + bu — am a + bu ) + C 

J a + bu b 1 v 1 u 

■I 

'■! 

■! 

•1 
•1 


i b 

= 1 7 In 


u 2 (a + bu) au a 1 

u du 


a + bu 


(a + bu) 2 b 2 (a + bu) b 


a 1 

H 7 In | a + bu | + C 


1 

r In 


u{a + bu) 2 a(a + bu) a 
u 2 du 1 


a + bu 


l’ u 2 du 1 / 

J {a + bu) 2 b 3 \ 


= — 7 a + bu — 


— 2a In | a + bu \ J + C 


(a + bu) 2 b 2 \ a + bu 

r 2 

54. | Usja + bu du = “j^T 0bu — 2 a)(a + bu) i/2 + C 


55. 


56. 


57. 


■I 


u du 

- 2 (i 

Ja + bu 

3 b 2 

u 2 du 

2 

Ja + bu 

15 b 2 

du 

1 


(8a 2 + 3b 2 u 2 — Aabu)y/a + bu + C 
•Ja + bu — \[a 


la 

2 


tan 


a + bu 


C y/a + bu , — f 

. I du = 2 y/a + bu + a I — - 

J u J U \ t 

'• 1 


a 

+ c. 

si a > 0 

a 


+ c. 

si a < 0 

du 



a + bu 


Ja + bu Ja + bu b C du 

s du = h — 


L j u"yfi 

•I 

■ J U” 


a + bu du = ■ 


f- 

2 J uy/a + bu 

"(a + bu) 2 12 — na j" u "~ 1 y/a + bu du 


b(2n + 3) 

u" du 2 u"yja + bu 2 na f u"^ 1 du 


yja + bu b(2n + 1) b(2n + 1) J Ja + bu 


1 


Ja + bu b(2n — 3) 


Ja + bu a(n — 1 )u" 1 2 a(n — 1) J u" l Ja + bu 




du 
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TABLA DE INTEGRALES 


Formas trigonometricas 

63. | sen 2 u du = \u — \ sen 2 u + C 

64. | cos 2 u du = \u + l sen 2 u + C 

65. | tan 2 n du = tan u — u + C 

66. j cot 2 n du = —cot u — u + C 

67. J sen 3 n du = — 1(2 + sen 2 n) cos u + C 

68. j cos du = j (2 + cos 2 n) seni* + C 

69. I tan 3 n du = \ tan 2 n + In I cos u I + C 


.( 


75. I tan "« du = 


tan" 'u j tan" 

- 1 J 


l u du 


Formas trigonometricas inversas 

87. j sen -1 n du = u sen -1 !* + 1 — u 2 + C 

88. j cos -1 !* du = u cos -1 n — sj 1 — u 2 + C 

89. j tan -1 !* cZi* = u tan -1 !* — jln(l + n 2 ) + C 

90. j ** sen -1 ** 

j' 


2m 2 — 1 , i*a/ 1 — i* 2 

du = sen t* H b C 

4 


91. In cos l u du = 


lu 1 - 1 


■ COS I* — 


4 

ll 1 — u 2 


+ C 


76. | cot"« 

77. j sec"n 

78. j csc"n 


du = 


-1 


— cot" 'u — j 


— | cot” 2 n du 


du — tan n sec" 2 n + 

n — 1 


-1 , 

du = cot n esc" u + 

n — 1 


n - 2 r 

n - 1 J 

n - 2 r 

n — 1 J 


sec" 2 n du 


esc" 2 n du 


sen(a — b)u sen(n + b)u 
79. | sen au sen bu du = b C 


J 


2 (a — b ) 2 (a + b) 


70. 

cot 3 n du — — 7 cot 2 !* — In 1 sen n 

1 + C 

81. 

J 

71. | 

sec 3 n du = \ sec u tan i* + | In sec u + tan u 1 + C 

82. 

J 

72. | 

j" csc 3 n du — — \ esc n cot u + \ In 

| esc n — cot n + C 

83. 

J 

73. 

I sen"« du = sen" -1 !* cos u + 

n 1 r , 

sen" u du 

84. 

J 

n 

n J 

85. 

74. I 

r i , n 

cos"m du = cos" u sen u + 

-If , 

cos" u du 

86. 

J 

n 

n J 


f sen(a — b)u sen(a + b)u 

80. | cos au cos bu du = 1 h C 

J 2 (a - b) 2 (a + b) 

cos (a — b)u cos (a + b)u 


2 (a — b) 2 (a + b ) 


+ C 


83. | n cos it du = cos u + u sen u + C 


84. | u" sen n du = —u" cos u + n 


j" i <" 1 cos u 
u — n j" n" -1 


du 


sen u du 


. sen" l u cos m+1 i< n — 1 

86. sen"n cos m n du — 1- 


n + m n + m 

sen" +1 i* cos m-1 n m — 1 


n + m n + m 


i -i !* — 1 n 

92. I u tan u du = tan u b C 

2 2 


j" sen"n 




J u" sen 1 

■ 1 “' 

j u" tan -1 n 


i* du — 


n + 1 


94. | n" cos 1 udu = 


n + 1 


. , C u n+1 du 

i" +1 sen 1 u — | — -^=^= 

J V 1 - u 2 

,. f n" +1 du 

u +1 cos l u + I ■ 


du = 


n + 1 




f u 1 du 
u" +1 tan 1 !* — | 

J 1 + u 


cos'"!* du 
" -2 n du 


7^ -1 
^ -1 


, n 7^ — 1 
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TABLA DE INTEGRALES 


Formas exponenciales y logaritmicas 
96. j ue a “ du = — - (au — l)e al ‘ + C 


s '.f 

. f u n e au du = — u"e a “ - — | u"~ 1 e‘ n ‘ 
J a a J 


du 


98. J e“ u sen bu du = — 2 ^ , i sen bu — b cos bu) + C 


3 I 


99. I e"" cos bu du = 


a 2 + b 2 
e a 


a 2 + b 2 


(a cos bu + b sen bu) + C 


100. I In u du = ulnu — u + C 


"I 

■ („ + l ) 2 

■ f 1 

J u In 


i du — 


[(« + 1) In u — 1] + C 


102. | du = In I In u I + C 

1 In u 


Formas hiperbolicas 

103. j senh u du = cosh u + C 


104. J cosh u du = senh 11 + C 

105. j tanh u du = In cosh u + C 

106. j coth u du = In | senh u \ + C 

107. | sech u du = tan -1 | senh u \ + C 


108. J csch u du = In | tanh \u | + C 

109. j sech 2 w du = tanh u + C 


110. J csch 2 u du = coth u + C 

111. | sech u tanh u du = —sech u + C 

112. I csch u coth u du = —csch u + C 


Formas que involucran -Jlau — u 2 , a > 0 

113. J y/2au — u 1 du = 


J2au — u 2 H cos 

2 v 2 \ a 


, , a — u , 

11 1 + C 


1 /o — , 2 “ 2 - au - 3a 2 ^ 5 a 3 ( a - u 

114. | uJ2au — u 2 du = sj2au — u 2 -\ cos I | + C 

6 2 \ a 


115. 


116. 


117 


J Uyj2a 
f J2au — u 2 

J u 

.( 


du = \j2au — u 2 + a cos 1 ( | + C 


s[2a 


- du = — 


2-J2 a 


+ C 


du 


118 


\j2au — u 2 
u du 


•.( 

, f , 

J \j2au — u 2 

r a 1 da 

H9. 

J i/2 au — 

•.( 


a — u . 

= cos ‘I + C 


= —*j2au — u 2 + a cos | + C 


(u + 3a) , 3a 2 ,( a — u , 

— = J2au — u 1 H cos 1 + C 

2 2 2 \ a 


120 


du 




ij2au — 


+ C 





CALCULO de una variable , Trascendentes tempranas es ampliamente reconocido por su 


precision matematica, claridad de la exposition y notables ejemplos y conjuntos de pro- 


estilo registrado de Stewart, mientras que los instructores han adoptado su planteamiento 


menos preparation hasta los mas talentosos matematicos, la redaction y la presentation 


proporcionan a los estudiantes una manera conveniente de poner a prueba su 
conocimiento previo y poner al dia las tecnicas y habilidades que necesitan para 
comenzar con exito el curso. Las respuestas estan incluidas y los estudiantes que 
necesiten mejorar se remiten a los puntos en el texto o en la pagina web del libro 
donde pueden buscar ayuda. 

• Cada concepto se apoya en ejemplos resueltos con precision, muchos de ellos con 
explicaciones paso a paso y ejercicios cuidadosamente seleccionados. La calidad de 
este sistema pedagogico es lo que distingue a los textos de Stewart de otros. 

• Los ejemplos no son solo modelos para resolver problemas o un medio para demos- 
trar las tecnicas, sino que los estudiantes tambien desarrollan una vision analitica 
del tema. Para proporcionar una mayor comprension de los conceptos matema- 
ticos, muchos de estos ejemplos detallados muestran soluciones que se presentan 
grafica, analitica y/o de forma numerica. Las notas al margen amplian y aclaran los 
pasos de la solution. 

• El tema de las ecuaciones diferenciales es unificado con el tema del modelaje. A 
los enfoques cualitativos, numericos y analiticos se les da la misma consideration. 

• Se han incrementado el numero de problemas a la serie de ejercicios mas dificiles 
de la section “Problemas adicionales” al final de cada capitulo. Estas secciones 
refuerzan los conceptos que requieren los estudiantes para aplicar las tecnicas de 
mas de un capitulo del texto y la paciencia mostrada en la forma de abordar un 
problema dificil. 


blemas. Millones de estudiantes en todo el mundo han estudiado el calculo a traves del 


una y otra vez. En la septima edition, Stewart continua estableciendo el estandar para 
el curso al tiempo que anade contenido cuidadosamente revisado. Las pacientes expli- 
caciones, los excelentes ejercicios centrados en la resolution de problemas y las series de 
ejercicios cuidadosamente graduadas que han hecho de los textos de Stewart best sellers , 
continuan proporcionando una base solida para esta edition. Desde los estudiantes con 


de Stewart les sirven para mejorar el entendimiento y fomentar la confianza. 


Caracteristicas 


• Cuatro pruebas de diagnostico cuidadosamente disenadas en el algebra, geome- 
tria analitica, funciones y trigonometria aparecen al principio del texto. Estas 


ENGAGE 


ISBN-13: 978-607481881-9 


ISBN-10: 607481881-9 


Learning 


http://latinoamerica.cengage.com 


9 786074 818819 


